ENDE VOM BEWEIS VON SATZ 10.3.8

ZUSAMMENFASSUNG. Dies sind die Details vom Ende des Beweises des Dua-
litdtssatzes fiir Baumzerlegungen, welche wir in der letzten Vorlesung nicht
mehr ausfithrlich besprochen haben.

Sei G = (V, E) ein Graph mit bd(G) = k 4+ 1 und B ein beliebiges Netz von G.
Wir wollen zeigen, dass es eine B-zuldssige Baumzerlegung von G gibt, d. h. es gibt
eine Baumzerlegung (7, (V;):cv (1)) mit der Eigenschaft, dass fiir alle t € V(T') mit
|Vi| > k + 2 ist V; keine Uberdeckung von B.

Im Beweis haben wir eine kleinste Uberdeckung X C V von Bmit | X| = ¢ < k+1
und eine Komponente A aus G — X fixiert. Mit H bezeichnen wir G[XUV (A)]
und wir haben bereits gezeigt, dass B/ = B U {V(A)} ein groBeres Netz ist, fiir
welches es (wegen der maximalen Wahl von B) eine B’-zuldssige Baumzerlegung
(T, (Vi)tev(r) gibt. Da wir annehmen kénnen, dass (1", (V;)ev (7)) nicht B-
zuléssig ist (sonst wiren wir fertig), muss es ein ¢’ € V(T”) mit |V;/| > k + 2 geben,
so dass Vs das Netz B iiberdeckt. Auf der anderen Seite folgt aus der B’-Zulissigkeit
von (1", (Vi)iev(ry) und B\ B = {V(A)}, dass

Vi NV(A) =0. (1)

Aus der Wahl von X als eine kleinste Uberdeckung zusammen mit Lemma 10.3..7
folgt nun, dass jeder Trenner von X und Vi in G aus mindestens |X| = ¢ Ecken
besteht. Somit folgt durch den Satz von Menger (Satz 2.3.1), dass es £ ecken-
disjunkte Wege P, ..., Py zwischen Vi und X in G gibt. Sei X = {z1,..., 2}, so
dass fiir ¢ = 1,..., /¢ die Ecke x; die Endecke von P; in X ist.

Als néchstes definieren wir eine Baumzerlegung (S, (Vs)sev(s)) von H mit den
Eigenschaften

(1) (S, (Vi)sev(s)) ist B-zuldssig und

(@) es gibt ein s € V(S) mit V; = X.

Wir haben bereits eingesehen, dass die Baumzerlegungen die man durch diese Argu-
mentation angewandt auf jede Komponente aus G — X erhilt zu einer B-zuléssigen
Baumzerlegung von G entlang der Beutel die X entsprechen ,zusammenkleben*
kann.

Hinsichtlich der Definition von der Baumzerlegung (5, (Vs)sev(s)) wihlen wir
zuerst fiir jedes i = 1,..., £ eine Ecke t; € V/(T") mit x; € V}; aus. Wir setzen

S=1
und bezeichnen mit ¢: V(S) — V(T') den Isomorphismus. Fiir alle s € V/(S) setze
Vi = (Vo) NV(H)) U{z;: o(s) liegt auf dem ¢;-t'-Weg in 7"} .

Es bleibt zu zeigen, dass (S, (Vs)sev(s)) eine Baumzerlegung von H ist, die (i)
und (i¢) erfiillt und der Beweis folgt nach Behauptungen 1-3. O

Behauptung 1. (S, (V)sev(s)) ist eine Baumzerlegung von H.
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Beweis. Die Eigenschaften (T1) und (T2) folgen direkt aus der Definition von
(S, (Vs)sev(s)), da diese S = T" und Vi 2 V) N V(H) fiir alle s € V; sicher-
stellt und sich (T1) und (T2) der Baumzerlegung (7", (Vi)iev (1)) von G 2 H
somit direkt iibertragen.

Im Hinblick auf (T3) seien sq, so und s € V(5), wobei so auf dem s1-s3-Weg
in S liegt. Genauso, wie sich (T1) und (T2) von T" auf S iibertragen, brauchen wir
nur

CAS (VS1\V<p(sl))mV;;3 = wvelV,

nachzuweisen. (Der symmetrische Fall v € V,, N (Vi \ Vi,(s,)) ist analog). Aus der
Definition von V, folgt, dass fiir jede Ecke v € Vi, \ V,,(5,) gelten muss, dass v = z;
fireini=1,...,¢ und p(s1) liegt auf dem ¢;-'-Weg in T".

Falls z; € Vi, \ Vi(s,), dann liegt auch ¢(s3) auf dem tj-t'-Weg in 7. In diesem
Fall muss dann auch ¢(s2) auf dem ¢}-t'-Weg in T” liegen, was z; € V;, nach sich
zieht.

Sei also z; € Vi(s,) NV (H) C V. In diesem Fall liegt ¢(s2) entweder auf dem
ti-p(s3)-Weg in T", was dann wegen (T3) der Baumzerlegung (7", (V3)ev (1)) auch
x; € Viy(s,) zur Folge hat und somit auch x; € V;, nach sich zieht, oder ¢(s2) liegt
auf dem t,-t'-Weg in T’ welches ebenfalls x; € V;, bedeutet. Wir haben somit auch
(T3) fiir die Baumzerlegung (5, (Vs)sev(s)) von H nachgewiesen. O

Behauptung 2. (S, (Vi)scv(s)) ist B-zuléssig.

Beweis. Sei s* € V(S) mit |V~
uberdeckt.
Als erstes beobachten wir

> k+2. Es ist zu zeigen, dass V;+ das Netz B nicht

Vsl = [Var| 2 k42, (2)

Tatséchlich muss fiir jede Ecke x; € Vi \ V() die Ecke o(s*) auf dem tj-t'-Weg
in 7" liegen. Da T” ein Baum ist, miissen die Mengen V; fiir die ¢ auf dem ¢}-t'-Weg
in 7" liegen die Kanten und Ecken eines jeden z;-V/-Weg in G iiberdecken. Da
wegen (T3) die Ecken zusammenhéingender Teilgraphen P C G nur in Teilbdumen
von (17, (Vi)iev(rr)) liegen kénnen, d.h. T'[{t € V(T"): V(P) NV, # 0}] ist zu-
sammenhdngend in 7", enthilt V,;-) mindestens eine Ecke des Weges P;. Mit der
Disjunktheit der Wege Py, ..., Py folgt dann (2).
Als néchstes iiberzeugen wir uns von

Vip(s) NV (A) # 0. (3)

Da wir |Vi«| > k+ 2 > ¢ = |X| annehmen und Vi C X N V(A) gilt, muss
Vee NV (A) # 0 gelten. Somit gilt (3), da V, NV (A) = V) NV (A) fiir alle Ecken
s € V(S) wegen der Definition der Baumzerlegung (5, (Vs)sev(s)) gilt.

Da die Baumzerlegung (17", (V;)icv (7+)) per Annahme B’-zuldssig ist, folgt aus (2),
dass V,,(-) das Netz B’ nicht iiberdeckt und wegen (3) muss es ein B € B'\{V(A4)} =
B mit Vi,(s) N B = () geben.

AbschlieBend zeigen wir, dass Vs« N B = (), was die Behautptun 2 nach sich zieht.
Angenommen V- N B # (. Da Vi« \ V,(,+) € X ist, muss also fiir ein i = 1,...,¢
die Ecke z; in B enthalten sein und ¢(s*) muss auf dem ¢;-#'-Weg in 7" liegen.
Folglich gilt z; € B NV,;. Weiterhin gilt Vi N B # (), da Vi» das Netz B iiberdeckt.
SchlieBlich ist

T'{teV(T): V,n B +#0}]
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ein zusammenhéngender Teilbaum von 7’7, da B als Teil des Netzes B zusam-
menhéngend ist. Da aber ¢(s*) auf dem ¢-t'-Weg in T” liegt, erhalten wir somit
den Widerspruch V() N B # 0. O

Behauptung 3. X =V fiir ein s € V(.9).

Beweis. Wihle s = ¢~ 1(#'). Aus (1) folgt Vi NV (H) € X und somit auch V, C X.
Da offensichtlich ¢’ auf jedem t}-t'-Weg in T" liegt, folgt aus der Definition von Vj,
dass x; € V; fiir jedes ¢ = 1,...,¢ und somit gilt Vs = X. [l



