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2 Zahlen

1 Die Korper R und Q

Da wir es in diesem und in den néchsten Semestern sehr viel mit reellen Zahlen zu tun haben werden,
wollen wir zunéchst unser hoffentlich vorhandenes Wissen hieriiber auffrischen. Welche Rechenregeln fiir
reelle und rationale Zahlen sind uns bekannt?

Die Addition oder Multiplikation reeller bzw. rationaler Zahlen a,b ergibt stets eine reelle bzw.
rationale Zahl a + b oder a - b.

— Es gelten die Assoziativgesetze: a+ (b+c¢) =(a+b)+¢, a-(b-c)=(a-b)-c
— Es gelten die Kommutativgesetze: a +b=b+a, a-b=b-a
— Es gilt das Distributivgesetz: a-(b+c) =a-b+a-c °

— Es existieren neutrale Elemente: a4+ 0= a und a-1 = a fiir jede Zahl a. 0 ist das neutrale Element
der Addition, 1 das der Multiplikation.

— Es existieren inverse Elemente: Zu jeder reellen bzw. rationalen Zahl a gibt es eine reelle bzw.
rationale Zahl b mit a + b = 0. Zu jeder reellen bzw. rationalen Zahl a # 0 gibt es eine reelle bzw.
1

rationale Zahl ¢ # 0 mit a-c=1. Esist b= —a und ¢ = -.

Jetzt gehen wir axiomatisch vor, d.h., wir geben Axiome an, durch die die Menge, deren Elemente wir
in der Schule als reelle Zahlen kennengelernt haben, letztendlich eindeutig bestimmt ist. Vergleichen Sie
die folgenden Axiome mit den oben angefiihrten Rechenregeln!

Def 1.1  (Korperaxiome)
Auf einer beliebigen Menge K seien zwei bindre Verkniipfungen + (Addition) und - (Multiplikation)
erklart. (K, +, ) heifit Korper : <=

(K1)  a+(b+c)=(a+b)+c, a-(b-c)=(a-b)-¢c VabcekK
(K2) a+b=b+a, a-b=b-a Va,beK

(K3) a-(b+c¢)=a-b+a-¢c VabcekK

(K4) 30,1€eK (0#1) : a+0=aq, a-1=a VaecK

(K5) VaeK d—a€eK: a+(—a)=0,

VaeK\{0} JateK\{0}:a-at=1

Bei den Verkniipfungen 4+ und - muss es sich nicht um die bekannte Addition und Multiplikation von
Zahlen handeln. Wenn es eindeutig klar ist, welche Verkniipfungen zu Grunde liegen, spricht man auch
kurz von dem Korper K an Stelle von (K, +, -). Die Gesetze (K1)—(K3) heiflen Assoziativ—, Kommutativ—
und Distributivgesetz. Die Forderung nach der Kommutativitit der Addition ist eigentlich iiberfliissig,
da sie aus den anderen Axiomen gefolgert werden kann (eventuell Ubung). Die Elemente 0 und 1 werden

®Mit der Vereinbarung Punktrechnung vor Strichrechnung
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neutrale Elemente beziiglich der jeweiligen Verkniipfung oder auch Null- bzw. Einselement genannt.
Analog spricht man in (K5) von den inversen Elementen. Bei einer beliebigen Menge K sind die neutralen
Elemente in der Regel nicht die Zahlen 0 und 1!

Beispiele: Neben den reellen Zahlen bilden auch die rationalen Zahlen mit der normalen Addition und
Multiplikation einen Koérper, weitere Beispiele fiir Kérper werden wir in den Ubungen kennenlernen.

Die natiirlichen bzw. die ganzen Zahlen geniigen nicht allen Axiomen eines Korpers.

Frage: Welche Axiome werden nicht erfiillt?

Die ganzen Zahlen sind ,,beinahe* ein Korper, es scheitert lediglich an der fehlenden Existenz von inversen
Elementen beziiglich der Multiplikation: So findet man beispielsweise zur ganzen Zahl 2 keine ganze Zahl
zmit 2.2z =1.

Def 1.2 (Ringaxiome)

Auf einer beliebigen Menge R seien binédre Verkniipfungen + und - erklért. (R, +, -) heifit (kommutativer)
Ring (mit Eins) : <= Aufler den Kérperaxiomen (K1) —(K4) gilt

(R5) VaeR d—a€R :a+(-a)=0

Jeder Korper ist gleichzeitig ein Ring. Beziiglich der iiblichen Addition und Multiplikation bilden die
ganzen Zahlen einen Ring, aber keinen Korper. Die natiirlichen Zahlen bilden keinen Ring und damit
erst recht keinen Korper. Andere wichtige Beispiele fiir Zahlenringe mit nur endlich vielen Elementen
werden wir spéter untersuchen.

Erfiillt eine Menge mit nur einer bindren Verkniipfung die entsprechenden Bedingungen (K1), (K4) und
(K5), so spricht man von einer Gruppe, gilt zusitzlich fiir diese Verkniipfung (K2), von einer kommuta-
tiven oder abelschen Gruppe.

Beispiele: (R,+) und (R\{0},-) sind abelsche Gruppen. (Z, +) ist eine Gruppe, (N, +) nicht. Beziiglich
der Multiplikation ist auch Q\{0} eine Gruppe. Was ist mit Z\{0}?

Ist der Gruppenbegriff bekannt, kann ein Koérper auch so definiert werden:

Def 1.3 (K, +,-) ist ein Korper : <=

1) (K, +) ist abelsche Gruppe
2) (K*,-) ist abelsche Gruppe mit K* := K\{0}
3) Es gilt das Distributivgesetz (K3)

In Gruppen und Korpern gelten viele Rechengesetze, die wir von den reellen Zahlen bereits aus der
Schulzeit kennen (sollten). Wir werden einige dieser Regeln beweisen. Ab jetzt sei (K, +,-) stets ein
beliebiger Korper, K* := K\{0}. Wem dies zu abstrakt ist, darf sich unter K die rationalen oder besser
die reellen Zahlen vorstellen. Ferner werden wir haufig statt a - b kiirzer ab schreiben.
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Satz 1.1 (Kiirzungsregel)

Seien a,b,x € K, ¢,d,y € K* beliebig. Dann gelten
1) a+xz=b+z = a=b
2) cy =dy = c=d

Beweis: 1): a=a+0=a+(z+(-2)) =(a+z)+(-2)=(b+2)+(-2) =b+(z+(-2) =b+0=0>.
Der Beweis zu 2) verlduft analog (Ubung!).

Mit Hilfe der Kiirzungsregel kénnen wir weitere einfache Aussagen beweisen.
Satz 1.2 Seien a,b € K, ¢ € K* beliebig. Dann gelten
1) 0-a = 0

2) —(—a) = aq, (cH™t =c¢
3) a-(—b) (—a)-b = —ab
4) (—a)(—=b) = ab

Beweis: 1): 0a+0=0a = (0+0)a =0a+ 0a = 0=0a
2): (—a)+a=a+(—a) =0=(—a) + (—(—a)) = Behauptung
3):a(=b)+ab=a((-b)+b)=a-0=0-a=0 = a(—b) = —ab

Die fehlenden Beweisteile werden eventuell in den Ubungen erledigt.

Zur Erinnerung: —z ist das additiv inverse Element zu x € K und hat zun&chst nichts mit positiv oder
negativ zu tun. Andererseits gibt es reelle Zahlen, die wir in der Schule als positiv oder negativ bezeichnet
haben, ferner haben wir gelernt, Zahlen der Groéfle nach zu vergleichen.

Def 1.4  (Anordnungsaxiome)
Ein Korper (K, +, ) heifit angeordnet : <= Es existiert eine Relation < auf K mit

(A1) V¥V (a,b) € K x K gilt genau eine der Moglichkeiten a <b V a=b V b<a
(A2) a<b AN b<c = a<c Va,b,ceK

(A3) a<b = a+c<b+c VabcekK

(A4) a<b AN 0<c = ac<bc Va,b,ceK

In (A2) wird die Transitivitét gefordert. Gilt a < b oder a = b, schreibt man zusammenfassend a < b. An
Stelle von a < b oder a < b werden wir auch die Schreibweisen b > a oder b > a verwenden.

Beispiel: Die rationalen Zahlen und die reellen Zahlen bilden jeweils angeordnete Korper. Spéter werden
wir sehen, dass die komplexen Zahlen einen Koérper bilden, der nicht angeordnet werden kann.

Wir wollen einige Rechenregeln fiir Ungleichungen in angeordneten Korpern beweisen. Zur besseren
Ubersicht werden wir das multiplikativ inverse Element zu x nicht z~!, sondern % schreiben. Wegen
der Kommutativitit der Multiplikation hat das einen angenehmen Nebeneffekt; denn wegen
1 1
a-bl=a->=>a=0btua

b b

diirfen wir einfach

b lopl.y =2
a a b
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schreiben — wie aus Schulzeiten gewohnt.

Satz 1.3 Sei (K, +,-) ein angeordneter Korper, seien a, b, ¢,d € K. Dann gelten

1) a<b N c<d = a+c<b+d
2) a<b N c<0 = ac>bc

) 0<1

) 0<a<b = 0<3i<i

w

4

Beweis: 1): Aus Axiom (A3) folgt a +c < b+ cund ¢+ b < d+ b, mit (K2) und (A2) folgt dann die
Behauptung a + ¢ < b+ d.

2): Fiir ¢ < 0 folgt aus (A3) ¢+ (—¢) < 0+ (—c), damit gilt 0 < —c. Wenn wir jetzt (A4) auf a < b
und 0 < —c anwenden, erhalten wir a(—c) < b(—c). Dies ist nach 3) aus Satz 1.2 gleichbedeutend mit
—ac < —be. Addiert man auf beiden Seiten ac+bc, folgt die Behauptung aus (A3) und den Korperaxiomen.

3): Nach (A1) und (K4) wissen wir, dass 0 < 1 oder 1 < 0 gelten muss. Wire 1 < 0, so wiirde aus 2)
(setze dort @ = ¢ = 1 und b = 0) sofort auch 1 =1-1>0-1 = 0 folgen, ein Widerspruch.

4): Beweis als Ubung.

Eine einfache Folgerung aus 0 < 1 ist —1 < 0. Versuchen Sie dies zu beweisen, indem Sie das Gegenteil
0 < —1 annehmen und mit Hilfe von Satz 1.3 zu dem Widerspruch 0 < 0 gelangen!

In den folgenden Sitzen und Definitionen sei (K, +,-) stets ein angeordneter Kérper und a,b,¢,d € K.
Ohne Beweis geben wir analog zu Satz 1.3 einige Regeln fiir < an:

Satz 1.4 1) a<b N b<e = a<c

2) <b AN ¢c<d = a+c<b+d

3) <b AN ¢c>0 = ac<bc

4) <b AN ¢<0 = ac>bc
Def 1.5

a falls a>0 )
la| :== heifit der (Absolut)betrag von a.
—a falls a<0

Beispiel: | — 5| = —(—5) = 5. Spétestens jetzt sollte klar sein, dass —z nicht automatisch eine negative
Zahl ist!

Wegen 0 < 1 gilt 1 = |1] und wegen —1 < 0 < 1 gilt —1 < 1 = 1], also insgesamt 1, —1 < |1]. Man kann
sogar fiir jedes x € K zeigen, dass x < |z| und —z < |z| immer beide erfiillt sind.

Satz 1.5 1)  Es gilt stets |a| >0 und es ist |a| =0 <= a =0
2)  labd] = la|[b]
3) gl =k fallsb#0
4) la+b] < |a|+ b (sogenannte Dreiecksungleichung)
5)  la—bl = [a] —b|

Beweis: 1): Fiir a > 0 ist |a| = a, fiir a < 0 ist |a|] = —a > 0.
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2): Wir fiithren eine Fallunterscheidung durch:
a,b>0 = ab>0 = |ab| =ab=|al|b|
a>0,b<0 = ab<0 = |ab] = —ab= a(-b) =|a||b|
a<0,b6>0 = ab<0 = |abl = —ab= (—a)b=|al|b|
a,b<0 = ab>0 = |ab| =ab= (—a)(—b) = |a| |b|
3): Esist a = ¢ -b, also |a| = [}b] = ||| = Behauptung

4): Wir benutzen Satz 1.4. 2) und die Tatsache, dass fiir alle Kérperelemente x stets z < |z| und —z < |z|
erfiillt sind. Es folgt a + b < |a| + b < |a| + |b| und —(a + b) = (—a) + (=b) < |a| + (=b) < |a| + |b]. Es
gibt nur die beiden Mdglichkeiten:

a+b>0 = |la+bl=a+b<la|+1]b) und a+b<0 = |a+b =—(a+b)<|a|+|b

5): |la| =1b+a—0b| <|b]+ |a —b] = Behauptung

Mit Hilfe vollstdndiger Induktion kann man die Dreiecksungleichung fiir n > 2 Summanden beweisen:

Satz 1.6

n
> a
=1

n
< Z|az| R a; € K.
=1

Alle Aussagen und Definitionen in diesem Abschnitt galten bisher gleichermaflen fiir R und fiir Q. Dies
wird sich nun #ndern!

Def 1.6  (Vollstandigkeitsaxiom)

Ein angeordneter Korper (K, +,-) heiit wvollstindig : <= Seien A, B C K nicht leer und es gelte
a<b Vae A, be B. Dann existiert (mindestens) ein c€e Kmita <c¢<b Va€ A, be B.

Jetzt haben wir unser Ziel erreicht, die reellen Zahlen sind eindeutig durch Axiome festgelegt: Die reellen
Zahlen bilden den einzigen vollstindigen angeordneten Kdrper. Stellt man sich R auf einer Zahlengeraden
in der iiblichen Weise vor, besagt das Vollstédndigkeitsaxiom anschaulich, dass man zwischen jeder ,,linken*
Menge A und ,rechten“ Menge B mindestens eine reelle Zahl ¢ finden kann (die zu A oder B gehoéren
darf), die die Mengen A und B im obigen Sinn ,trennt“. Manchmal wird dieses Axiom deshalb auch
Schnittaxiom genannt. Man kann auch fiir nicht angeordnete Korper Vollstédndigkeit definieren, dies ist
jedoch wesentlich komplizierter und wird von uns nicht weiter untersucht.

Ohne Beweis geben wir eine weitere wichtige Eigenschaft der reellen Zahlen an:
VreR dneN: 0<|rl<n

Wegen Teil 4) von Satz 1.3 gilt dann auch  Vr €R* IneN: 0< I <|r|

Mit Hilfe dieser Tatsache zeigen wir
Satz 1.7 Q@ ist nicht vollsténdig.

Beweis: Sei A:={a € Q|a <2} und B :={b € Q|b>+2}. Wire Q vollstindig, miisste es eine
rationale Zahl ¢ geben mit @ < ¢ < b fiir alle @ € A und b € B. Wegen v2 ¢ Q ist Q = A U B. Das
gesuchte ¢ muss in A oder in B liegen.

1. Fall: ¢ € A, also v/2 — ¢ > 0. Wie oben gesagt, gibt es eine natiirliche Zahl n mit 0 < % <V2—q =
q—i—% <V2 = q<q—|—% € A, Widerspruch.
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2.Fal: g€ B = ¢—V2>0 — EImEN:0<%<q—\/§ - \/§<q—%<q.Daq—%€B,
ist auch dies nicht moglich.

Also ist das Vollsténdigkeitsaxiom fiir die rationalen Zahlen nicht erfiillt.

2 Einige ordnungstheoretische Begriffe

Dieser Abschnitt handelt vornehmlich von Maxima, Minima, Suprema und Infima. Wir werden zum
ersten Mal dem griechischen Buchstaben e begegnen, der besonders im dritten Semester eine grofie Rolle
spielen wird. M sei stets eine Teilmenge der reellen Zahlen.

Def 2.1 1) k € R heiit obere Schranke von M : <= m <k Ym e M
M heiflt nach oben beschrdnkt, falls M eine obere Schranke besitzt.

2) k € R hei3t untere Schranke von M : <= k<m VYme M
M heillt nach unten beschrinkt, falls M eine untere Schranke besitzt.

3) M heifit beschrinkt, falls M nach unten und nach oben beschrinkt ist.

Beispiele: 1) {1,2,3} besitzt — neben unendlich vielen anderen — die unteren Schranken —11, 0 oder 1
und die oberen Schranken 3, m oder 50 300.

2) Q C R ist nach unten und oben unbeschrinkt.

3) Rt :={r € R | r > 0} besitzt unendlich viele untere, aber keine obere Schranke und ist deshalb nicht
beschrankt.

4) a und b sind Schranken der Intervalle |a,b[:={r e R|a <r <b}, [a,b] :={r€R|a <r <b} und
[a,b], ]a,b].

5) Frage: Welche Schranken hat {q € Q | ¢* < 2}?

Def 2.2 1) k € R heiit Mazimum von M, geschrieben k = maxM : <= k € M A k ist obere
Schranke.

2) k € R heit Minimum von M, geschrieben k = min M : <= k € M A k ist untere Schranke.

Wie wir an den Beispielen sehen, besitzt nicht jede Teilmenge von R ein Maximum oder ein Minimum,
selbst wenn sie beschrénkt ist. Falls Maximum oder Minimum existieren, sind sie eindeutig festgelegt:

Angenommen, a und b seien beide Maxima von M = a <bund b <a = (a < b oder a = b) und
(a > boder a=0) = a =b (siehe (Al) von Def. 1.3)

Wenn max M existiert, so handelt es sich um die kleinste obere Schranke, analog ist min M die grifSte
untere Schranke.

Beispiel: Sei M := {1 | n € N}. M ist beschréinkt mit grofter unterer Schranke 0 und kleinster oberer
Schranke 1. Wahrend 1 gleichzeitig Maximum ist, also 1 = max M, existiert kein Minimum.

Grofite untere und kleinste obere Schranken interessieren auch, falls sie nicht zu der betreffenden Menge
gehoren.

Def 2.3 1) s € R heifit Supremum von M, geschrieben s = sup M : <= s ist kleinste obere Schranke.
2) t € R heiit Infimum von M, geschrieben t = inf M : <= t ist grofite untere Schranke.
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Beispiel: Fiir M := {1 | n € N} ist 1 = max M = sup M und 0 = inf M (Kein Minimum, siehe oben).

Wegen s = min{k € R | k ist obere Schranke von M} sind Infimum und analog Supremum — falls existent
— eindeutig bestimmt. Wenn Maximum oder Minimum existieren, ist max M = sup M bzw. min M =
inf M.

Satz 2.1 Sei s eine obere Schranke von M # (), M C R. Dann gilt
s=supM <= Ve>0dmeM: s—ec<m

Beweis: ,,=“ Angenommen falsch, also 3¢ >0: s—e>m Vme M.
= s —¢ ist obere Schranke und es gilt s —e < s
= s#supM, Widerspruch.
,<=“  Seit € R beliebig mit ¢t < s, also € := s — ¢ > 0. (Wir haben s — ¢t > 0 durch e abgekiirzt.)

= dmeM : t=s—e<m
— t ist keine obere Schranke
= s=supM

Einen analogen Satz kann man fiir untere Schranken angeben, dies soll in den Ubungen geschehen.

Ausdriicke wie V € > 0 oder 3¢ > 0 werden Thnen in der Mathematik mit Sicherheit noch oft begegnen
— einigen von Thnen vielleicht zu oft. Der Buchstabe ¢ bedeutet fiir Mathematiker immer eine beliebig
kleine positive reelle Zahl. Vielleicht verstehen Sie jetzt den kiirzesten Witz, {iber den nur Mathematiker
lachen konnen: Sei e < 0.

Wie wir gesehen haben, existieren max und min nicht immer fiir beschréinkte Teilmengen von R. Auf
Grund der Vollsténdigkeit von R ist dies fiir sup und inf anders, es gilt — hier ohne Beweis —

Satz 2.2 (Supremumsprinzip fiir reelle Zahlen)

Jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge besitzt in R ein Supremum.

Analog kann man natiirlich auch das Infimumsprinzip angeben. Da Q nicht vollstindig ist, gelten diese
Aussagen nicht, wenn man nur die rationalen Zahlen betrachtet. (Wer kennt ein Gegenbeispiel?)

3 Folgen und (Uber)abziihlbarkeit

In einem fritheren Kapitel haben wir Abbildungen als spezielle Relationen kennengelernt. Jetzt beschéfti-
gen wir uns mit speziellen Abbildungen.

Def. 3.1 Sei M eine beliebige Menge. Eine Abbildung a : N — M oder a : Ng — M heifit eine Folge.

Der Funktionswert a(n) wird normalerweise a,, geschrieben, a,, ist also das n—te Folgenglied. Man schreibt
Folgen im Allgemeinen (ay,)nen oder kiirzer (ay). Wenn klar ist, welche Folge gemeint ist, reicht auch

SWenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, fangen wir mit a; an.
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die Angabe der ersten Folgenglieder ay,as,as, . ... In dieser Vorlesung werden wir uns hauptséchlich mit
reellen Folgen beschéftigen, d.h. M = R.

Zwei Folgen (ay,), (by) heiflen gleich, wenn alle Folgenglieder iibereinstimmen, d.h., wenn a,, = b,, ¥n € N
gilt.

Frage: Sind die Folgen 1,2,1,2,1,2,... und 2,1,2,1,2,1,... gleich?

Beispiele: 1) 1,2,3,.... Gemeint ist die Folge (a,) mit a, := n. Es handelt sich um die Folge der
natiirlichen Zahlen.

2) Fiir ein fest vorgegebenes ¢ € R sei a,, := ¢". Je nach dem speziellen Wert von ¢ zeigt die Folge
unterschiedliches Verhalten:
qg=1: 1,1,1,... konstante Folge
qg=-—-1: -1,1-1/1,... alternierende Folge, das Vorzeichen wechselt sténdig. Ferner beschrdnkt, da
kein Glied grofler als 1 oder kleiner als —1 ist.
qg=—2: -24-816,... ebenfalls alternierend, Folgenglieder werden beliebig grofl bzw. klein.
q= %: %, i, %, %,. Folgenglieder ndhern sich beliebig nahe der Zahl 0, erreichen sie jedoch nie.

3) Sei a1 := 1, ant1 := a, + 1. Diese Folge ist rekursiv definiert: Man gibt das erste Glied konkret an
und benennt die Vorschrift, wie die weiteren Glieder zu berechnen sind. Diese Folge kam iibrigens bereits
unter den anderen Beispielen vor.

4) Sei a; = ag :=1, apt2 := an + ap4+1. Ebenfalls rekursiv definiert. Diese sogenannte Fibonacci — Folge,
benannt nach Leonardo von Pisa (1175 — 1250(7)), kommt an vielen Stellen auflerhalb und innerhalb der
Mathematik vor. In der Vorlesung werden einige Beispiele hierfiir genannt, die hier nicht wiedergegeben
werden sollen”.

5) Weitere Beispiele: a,, := (1 + %)n, bpy1 = % (bn + %) mit by = 2,

tn = oz (L4 V5)" = (1= VE)").

Wir miissen stets den Unterschied zwischen einer Folge (ay) (immer unendlich viele Glieder) und der
Menge ihrer Folgenglieder (Wertemenge, kann endlich sein) vor Augen haben.

In der ersten Vorlesung haben wir eine Bijektion f : Z — N kennengelernt. Wir wissen inzwischen, dass
dann auch f~! : N — Z bijektiv ist. Wir konnen somit die ganzen Zahlen als Glieder einer Folge auffassen,
wegen der Bijektivitéit sind die Mengen N und Z gleichméchtig (siehe Def 1.4.5).

Def 3.2 Eine beliebige Menge M heifit abzihlbar : <= M ist endlich oder es gibt eine bijektive
Abbildung von N bzw. Ng nach M. M heif$t iberabzihlbar : <= M ist nicht abzdhlbar.

Unser Wissen aus der ersten Vorlesung kénnen wir jetzt folgendermafien als Satz formulieren:
Satz 3.1 Z ist abz&hlbar.

Fiir jede unendliche abzihlbare Menge M gilt |M| = |N|. Die Menge der Glieder einer beliebigen Folge
ist stets abzdhlbar.

"In diesem Zusammenhang soll eventuell von Kaninchenvermehrung, Vorfahren einer Drohne, der Ananasfrucht, Sonnen-
blumen, einer beliebig langen Treppe und einem zerschnittenen Quadrat die Rede sein.
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Beispiel: Die Menge M = {2,4,6,...} der geraden natiirlichen Zahlen ist abzihlbar. Um dies nachzu-
weisen, miissen wir eine bijektive Abbildung f : N — M angeben; mit anderen Worten: Wir miissen die
Elemente von M = {2,4,6,...} ,,durchnummerieren®.

n [1 234 5 6 7
fn)y|2 4 6 8 10 12 14

oder f(n):=2n.

Es gibt also genau so viele ganze wie natiirliche Zahlen, obwohl N eine echte Teilmenge von Z ist. Noch
iiberraschender ist die néchste Aussage:

Satz 3.2 Q= {% | p,q € Z,q # 0} ist abzihlbar.

Beweis (nach G. Cantor): Wir zeigen zunéchst, dass die Menge Q" der positiven rationalen Zahlen (d.h.,
Q' = {q € Q| ¢ > 0}) abzihlbar ist. Wir machen dies mit dem sog. ersten Cantorschen Diagonalver-
fahren und ordnen die Elemente aus QT in dem folgenden Schema an. Wir folgen bei der Nummerierung
der Elemente von Q7 (dies entspricht einer Bijektion N — Q™) den Pfeilen. Dabei iiberspringen wir alle
Zahlen, die in der Nummerierung schon einmal (in anderer Darstellung) aufgetreten sind.

1 2, 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1
1/ / / / /!

1 2 3 4 5 6
2 2 2 2 2 2
/ / / / /

1 2 3 4 5 6
3 3 3 3 3 3

1/ / / / /

1 2 3 4 5 6
4 4 4 4 4 4
/ / / / /

1 2 3 4 5 6
5 5 5 5 5 5

I/ / / / /
1 2 3 4 5 6
6 6 6 6 6 6

Auf diese Art erhélt man eine bijektive Abbildung N — Q, némlich

a=1¢=306=20u=3,0G6=3%06="71. -

Hieraus kann man dann nach folgendem Schema eine Abz#hlung aller Elemente von Q gewinnen:

07 q1, —q1, 92, —42, 43, —q43, . . ..

Analog zum letzten Beweis kénnen wir die Abzéhlbarkeit von Mengen wie Q x Q oder Z™ nachweisen.
Die endliche Vereinigung von abzéhlbaren Mengen ist ebenfalls abzihlbar. Es gibt aber auch Mengen,
die man nicht mehr durchnummerieren kannn.

Satz 3.3 R ist iiberabzihlbar.

Beweis: Wir argumenmtieren mit dem sog. zweiten Cantorschen Diagonalverfahren und zeigen, dass
bereits die Menge I aller reeller Zahlen zwischen 0 und 1 nicht mehr abzihlbar ist. Wir fithren einen
Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass I doch abzéhlbar ist. Die Folge 71, r2, r3,... sei das Resultat
einer moglichen bijektiven Abbildung N — [.

Wir stellen die Zahlen 71, 2, r3, ... als unendliche Dezimalbriiche dar:
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r1 = 0.511512513514515
rg = 0.591599593594595
rg = 0.531532533534535
rg = 0.541549543544545
Allgemein:
ri = 0.5;18125i35i45:5
Es bezeichnet s;; € {0,1,2,...,9} die j-te Stelle der Dezimalbruchdarstellung von ;. Es sei vorausgesetzt,

dass in diesen Dezimaldarstellungen nicht alle Ziffern von einer bestimmten Stelle an 9 sind, zum Beispiel
schreiben wir 0.2000. .. anstelle von 0.19999.. ..

Es sei nun r €]0, 1] die Zahl mit der Dezimaldarstellung r = 0.5152535455 . . ., wobei fiir i € N gelte

)1, falls s #1
TN 2, falls sy =1

Es gilt r» € I, aber r kommt unter den Zahlen r1, 7, ... garantiert nicht vor, da sich r und r; fiir jedes @
an der i-ten Stelle unterscheiden (i = 1,2, ...). Dies ist ein Widerspruch, und Satz 3.3 ist somit bewiesen.

Frage: Warum kann man mit dem Beweis von Satz 3.3 nicht analog die , Uberabzihlbarkeit* von Q
nachweisen?

Aufgrund des letzten Satzes wissen wir, dass es mehr irrationale als rationale Zahlen gibt. Wire R\Q
nidmlich abzdhlbar, miisste auch R = R\Q U Q abzéhlbar sein. Unmathematisch formuliert konnen wir
sagen, dass bereits die Anzahl der irrationalen Zahlen zwischen 0 und 1 gréfler ist als die aller rationalen
Zahlen.

In den Ubungen wird die Gleichmiichtigkeit von zwei beliebigen echten reellen Intervallen gezeigt. Jedes
noch so kleine Intervall enthélt also iiberabzahlbar viele reelle Zahlen. Trotzdem ist jede Menge paarweise
disjunkter echter Intervalle hochstens abzéhlbar, da es in jedem Intervall eine rationale Zahl gibt und Q
abzdhlbar ist! Kaum vorstellbar ist ferner, dass man in beliebiger Néhe jeder der iiberabzihlbar vielen
reellen Zahlen stets auch unendlich viele rationale Zahlen findet, obwohl es hiervon ,,nur* abzahlbar viele
gibt!

Satz 3.4 Seir € R beliebig. Dann gilt: Ve >0 d¢€Q: r—e<qg<r+e

Beweis: Wir haben am Ende von §1 festgestellt, dass es zu jeder positiven reellen Zahl, also auch zu
jedem € > 0, ein m € N gibt mit % < e. Wir suchen ein ¢ € Q mit ¢ — % <r<qg+ %, denn dann gilt
auchr—s<r—$§q§r+%<r+s.

1. Fall: » > 0. Zu dem Produkt mr gibt es natiirliche Zahlen k& mit mr < k: Sei oBdA k die kleinste
natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft, also es gelte k — 1 < mr < k.

Beh.: q := % ist die gesuchte rationale Zahl.
Bew.:q—%§r<%:q§q+%.

2.Fall: r < 0. Dann ist —r > 0, nach dem 1. Fall existiert ein ¢ € Q mit —r —e < ¢ < —r 4+ ¢ <~
r+e>—q>r—e. Alsoist —q € Q die gesuchte Zahl.
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Aufgrund dieser Tatsache sagt man auch, dass die rationalen Zahlen dicht in der Menge der reellen Zahlen
liegen.

Zum Schluss stellen wir fest, dass es auch verschiedenméchtige iiberabziahlbare Mengen gibt.
Satz 3.5 Sei M eine beliebige Menge. Dann gilt |M| # |Pot M]|.

Beweis: Fiir endliche Mengen folgt die Behauptung aus Satz 1.5.3: |[M| =n # 2" = |Pot M|.

Fiir unendliche Mengen argumentieren wir indirekt. Angenommen, es gibt eine Bijektion f : M — Pot M,
bei der jedem Element x € M eine Teilmenge f(x) C M zugeordnet wird. Wir interessieren uns fiir
diejenigen x € M, die nicht in ihrem Bild f(z) liegen. Sei A := {x € M |z ¢ f(xz)} C M. Da f nach
Annahme bijektiv ist, hat auch die Menge A ein Urbild ¢ € M. Wir untersuchen, ob a in A liegt.

1. Fall a € A: Geht nicht wegen a € A = f(a) = a ¢ A
2. Fall a ¢ A: Geht nicht wegen a ¢ A = f(a) = a€ A

Damit ist die Annahme der Existenz einer Bijektion zwischen M und ihrer Potenzmenge ad absurdum
gefiihrt, diese Mengen sind nicht gleichméchtig.

Dieser Beweis erinnert an das Dilemma des Friseurs, der genau die Personen rasieren soll, die sich nicht
selbst rasieren!

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer Bemerkung, die in der Vorlesung eventuell nicht zur Sprache
kommen wird. Wir haben festgestellt, dass N abz#éhlbar unendlich und R iiberabzéhlbar unendlich ist,
und dass es nach Satz 3.5, angewandt auf M = R, iiberabzéhlbare Mengen verschiedlicher Méchtigkeiten
gibt. Die interessante Frage ist nun: Gibt es Mengen, deren Michtigkeit zwischen der von N und R liegt?®
Je nach Threr Gemiitslage ist die Antwort hierauf spannend oder frustrierend: Die Kontinuumshypothese
besagt: Solche Mengen gibt es nicht, aber dies kann man im Rahmen der {iblichen Mengenlehre weder
beweisen, noch widerlegen!

4 Uber Z: Teilbarkeit, Primzahlen und Euklidischer Algorithmus

In diesem Abschnitt sollen einige Dinge, die wir bisher als ,,Schulwissen® bezeichnet haben, nédher unter-
sucht werden. Mit kleinen lateinischen Buchstaben sind stets ganze Zahlen gemeint.

Def 4.1 Man nennt a einen Teiler von b : <= Jc€Z : b=c-a (a,b,c€Z).

Ist a ein Teiler von b so sagt man auch a teilt b, geschrieben a | b. a 1 b bedeutet, dass a kein Teiler von b
ist.

Beispiel: 5115, 54 —7

Einige Eigenschaften der Teilbarkeitsbeziehung | sind:

Satz 4.1 (1) Gilt a|bundb|ec, dann auch a | c.

(2) Aus ay | by und ag | by folgt aj - as | by - ba.
(3) Ausc-a | ¢-bmit c#0 folgt a|b.
(4)

4) Ausa|b; und a|be folgt a | ¢ - by + ¢a - be fiir beliebige ganze Zahlen ¢y, co.

8Man kann zeigen, dass das im Beweis von Satz 3.3 benutzte Intervall gleichmichtig zu R ist.
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Von der Richtigkeit der Aussagen (1) — (4) kann man sich leicht iiberzeugen; (1) siecht man beispielsweise
so ein: a | b bedeutet, dass b = d - a fiir ein d € Z gilt; b | ¢ bedeutet, dass ¢ = e - b fiir ein e € Z gilt.
Durch Einsetzen erhilt man ¢ = e - d - a; also gilt a | c. Wenn Sie sich an den Abschnitt iiber Relationen
erinnern: Die Teilbarkeitsbeziehung ist eine Ordnungsrelation auf Z.

Die sogenannten trivialen Teiler jeder ganzen Zahl a sind 1, —1,a und —a.

Def 4.2 Eine natiirliche Zahl n > 2 heifit Primzahl, wenn n nur die trivialen Teiler 1, —1,n und —n
besitzt.

Ist n > 2 eine natiirliche Zahl und ist p eine Primzahl, fiir die p | n gilt, so heifit p ein Primteiler von n.
Jede natiirliche Zahl n > 2 besitzt mindestens einen Primteiler, da die kleinste natiirliche Zahl p > 2, die
n teilt, ein solcher Primteiler ist.

Die ersten zwolf Primzahlen sind 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, eine etwas groflere Primzahl ist
845100400 152152934 331 135470 251.

Wieviele Primzahlen gibt es insgesamt? Schon seit langem ist die Antwort bekannt;:

Satz 4.2 (FEuklid, um 300 v.Chr.)

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis: Wir nehmen an, es gibt nur endlich viele Primzahlen pi, ps, ..., pn,, und fithren dies zu einem
Widerspruch. Sei a = p1-p2- ... py. Die Zahl a4+ 1 hat, wie jede natiirliche Zahl > 2, einen Primteiler p.
Da p1,p2, ..., pn nach unserer Annahme die einzigen Primzahlen sind, muss p = p; fiir ein i gelten, d.h.,
pi|a+1. Wegen a =py - pa - ... py, gilt p; | a. Es ist aber unmoglich, dass p; sowohl a 4+ 1 als auch a
teilt. Damit haben wir aus unserer Annahme, es gebe nur endlich viele Primzahlen, einen Widerspruch
hergeleitet.

Leider ist dies ein reiner Existenzbeweis: Wir wissen zwar, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, Satz
und Beweis helfen aber nicht weiter, wenn wir eine konkrete Primzahl suchen. Primzahlen gehéren zu
den willkiirlichsten Objekten in der Mathematik. So schreibt der bekannte Mathematiker D. Zagier: ,,Sie
wachsen wie Unkraut unter den natiirlichen Zahlen, scheinbar keinem anderen Gesetz als dem Zufall
unterworfen, und kein Mensch kann voraussagen, wo wieder eine sprieflen wird, noch einer Zahl ansehen,
ob sie prim ist oder nicht“.? Vor dem Einsatz elektronischer Rechenanlagen war die groBte bekannte
Primzahl 2'27 — 1, bestehend aus 39 Ziffern, gefunden im Jahr 1876. Erst 75 Jahre spiter wurde sie
iibertroffen. Beim Schreiben dieser Zeilen (September 2009) ist die gréBte bekannte Primzahl 243112609 1,
Sie wurde im letzten Jahr entdeckt und besteht aus 12978 189 Ziffern.

Der Exponent 43112609 ist iibrigens selbst eine Primzahl. Primzahlen von der Gestalt 2P — 1 heiflen
Mersennesche Primzahlen. Fir p = 2,3,5 erhélt man so die Primzahlen 3,7,31. Frage: Was gilt fiir
p=7Toder p=117

Ohne Beweis merken wir uns folgenden grundlegenden Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung:

Satz 4.3 Jede natiirliche Zahl n > 2 ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig als Produkt von
Primzahlen darstellbar:

n=Dp1"P2" .. Pm (m>1)

9Zitat entnommen aus D. Zagier: Die ersten 50 Millionen Primzahlen, Basel 1977
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Hierbei sind die Primfaktoren pi,po, ..., pn in der Regel nicht alle verschieden.

Beispiel: 6600 =2-2-2-3-5-5-11, 126=2-3-3-7

Zur besseren Ubersicht fasst man gleiche Faktoren zusammen: 6600 = 23 - 3 - 52 - 11,
126 = 2- 3% - 7. Das Ergebnis von Satz 4.3 lautet somit:

_ Q1 Q2 (o
n=p; Py ... Ds°

Hierbei sind die p; verschiedene Primzahlen («q, ..., as € N).

Wir wollen uns nun mit den Begriffen grifiter gemeinsamer Teiler (ggT) und kleinstes gemeinsames
Vielfaches (kgV) beschéftigen.

Gilt ¢ | a und ¢ | b, so heifit ¢ ein gemeinsamer Teiler von a und b. Als eine Folgerung aus Satz 4.3 ldsst
sich zeigen: Zu je zwei natiirlichen Zahlen a, b gibt es immer einen gemeinsamen Teiler ¢ € N derart, dass
fiir jeden gemeinsamen Teiler d von a und b gilt: d | . Man nennt ¢ den gréfiten gemeinsamen Teiler von
a und b, geschrieben ggT(a,b).

Ist die Primfaktorzerlegung von a und b gegeben, so kann man den ggT(a,b) leicht bestimmen.
Beispiel: a=2*-3-52.7-13* b=2%2.5.72.13%.17-23, ggT(a,b) =22 -5-7-133.

Gilt @ | ¢ und b | ¢, so heifit ¢ ein gemeinsames Vielfaches von a und b. Ebenfalls als Folgerung aus
Satz 4.3 erhilt man: Zu je zwei natiirlichen Zahlen a,b gibt es immer ein gemeinsames Vielfaches v € N
derart, dass fiir jedes andere gemeinsame Vielfache w von a und b gilt: v | w. Man nennt v das kleinste
gemeinsame Vielfache von a und b, geschrieben kgV(a,b).

Beispiel: Fiir a und b wie vorhin ist kgV(a,b) = 2*-3-52.72.13%.17-23.

Es gilt allgemein
ggT(av b) : kgV(a, b) =a-b (*)

Sind a und b gegeben, so geniigt es, ggT(a, b) zu berechnen, kgV(a, b) kann dann aus (*) bestimmt werden.

Wir kommen zum FEuklidischen Algorithmus, mit dem man relativ einfach den grofiten gemeinsamen
Teiler ggT(m, n) berechnen kann, auch wenn keine Primfaktorzerlegung von m oder n bekannt ist. Hierzu
benétigen wir die folgende Feststellung {iber die ,,Division mit Rest*“:

Satz 4.4 Zum € Z und n € N gibt es immer eindeutig bestimmte Zahlen ¢, € Z mit 0 < r < n, so
dass m = ¢ - n + r gilt. (Man nennt ¢ den Quotienten und r den Rest.)

Beweis: 1. Eristenz: Sei ¢ := max{z € Z |z < ™} =[], also ¢ < ™ < ¢ + 1. Damit ist
ng<m<ng+n < 0<m-—ng<n.Firr:=m-—mnqfolgt 0 <r<nund m=nqg+r.

2. Bindeutigkeit: Sei m = ng' 41" mit ¢/, € Zund 0 <7/ < n, also * = ¢ + %/ mit 0 < % < 1. Dies
geht nur fiir ¢ = [ | = ¢, und damit ist auch 7' =m —ng =r.

Beispiele: 1) m=27,n=12: Esist 27=2-12+ 3, d.h. ¢ =2 und r = 3.

2) m=-8 n=3Esist -8=(-3)-3+1,dh.g=—-3undr=1.

Dem Euklidischen Algorithmus liegt die folgende einfache Beobachtung zu Grunde:
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Satz 4.5 Fir m=q-n+r (0<r<n) folgt ggT(m,n) = gegT(n,r).

Beweis: Es gelte m = ¢-n + 7. Ist t ein gemeinsamer Teiler von n und r, so auf Grund von Satz 4.1 (4)
auch von m und n.

Ist umgekehrt ¢ ein gemeinsamer Teiler von m und n, so ist wegen r = m — ¢ - n geméf (4) ¢ auch ein
gemeinsamer Teiler von n und r. Die Menge der gemeinsamen Teiler von n und 7 ist gleich der Menge
der gemeinsamen Teiler von m und n; insbesondere gilt ggT(n,r) = ggT(m,n).

Es folgt ein ,,Kochrezept“ zur Anwendung des Euklidischen Algorithmus, es sei oBdA m > n:

1. Teile m durch n und bestimme den Rest r (d.h., bestimme r, so dass gilt m = ¢ - n + r, wobei
q,r€Z, 0<r<n).

2. Im Fall » = 0 ist man fertig, n ist der gesuchte Wert.

3. Andernfalls setze man m := n, n := r und gehe nach 1.

Bestimme r mit
m:=n,
m = q-n+r, wobei - .
¢, r€Z,0<r<n Nein ne=r
Ja
Beispiel:m = 816,n = 294: 816 = 2-294 + 228
294 = 1-228+466
228 = 3-66+430
66 = 2-30+6
30 = 5-640 = ggT(816,294) =6

Der Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten, da bei jeder Ausfithrung der Anweisung n := r der
Wert von n verkleinert wird.

Dass der Euklidische Algorithmus tatséchlich den ggT (m, n) berechnet, lidsst sich wie folgt einsehen: Ist
r > 0, so wird in 3. die Anweisung m := n, n := r ausgefiithrt und anschliefend nach 1. gegangen.
Dies bedeutet, dass man die Aufgabe, den ggT(m,n) zu berechnen, durch die Aufgabe, den ggT(n,r) zu
berechnen, ersetzt hat; wegen Satz 4.5 gilt aber ggT(m,n) = ggT(n,r). Ist » = 0, so gilt m = ¢ - n, d.h.,
n ist ein Teiler von m; also ist in diesem Fall n der grofite gemeinsame Teiler von m und n.

Exkurs: Modulare Arithmetik

Die Berechnung der Reste bei der Division einer natiirlichen oder ganzen Zahl a durch eine natiirliche
Zahl n ist in der Grundschule ganz wichtig. Wie ein solches Ergebnis notiert wird, ist umstritten. Eine
Moglichkeit ist a : n = g Rest . Manchmal interessiert der ganzzahlige Anteil ¢ nicht, dann schreibt man
einfach

r=amodn oder r =a mod n (wie im Abschnitt iiber Relationen)

Beispiel: Fiir n = 7 und a = 12 erhalten wir wegen 12 =1-7+5 den Rest 5, also 5 = 12 mod 7, genauso
wie fiir b = —9: Hier ist wegen —9 = (—2) - 7+ 5 ebenfalls 5 = —9 mod 7.
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Verschiedene Zahlen kénnen bei der Division durch n den gleichen Rest hinterlassen. Unter Beachtung von
Satz 4.4 wissen wir, dass die Menge der méglichen Reste ,,mod n* genau der Menge Z,, := {0,1,...,n—1}
entspricht.

Auf dieser Menge fithren wir eine Addition +, und eine Multiplikation -, wie folgt ein:
a+nb:=(a+b) modn, a-nb:=(a-b) modn

Beispiele: 4 +¢ 5 = 3, 4.45=2.

Diese Rechnungen kann man auch folgendermafien notieren: 4 + 5 =¢ 3, 4-5=42.

Ohne Beweis halten wir folgenden Satz fest:

Satz 4.6 Fiir jedes n € N ist (Z,, +, ) ein Ring.

Falls n eine Primzahl ist, handelt es sich sogar um einen Korper.

Moduloaddition und —multiplikation sind zum Gliick recht einfach zu bewerkstelligen, da man bei jedem
einzelnen Rechenschritt ,,modulo n reduzieren® darf, wir wollen dies lediglich an einem Beispiel vorfiihren:

Beispiel: Welcher Rest entsteht beim Dividieren von 5% durch 7? Mit anderen Worten: Wie berechnet
man 5* mod 77

5*'mod 7 = (5%-5°) mod 7 = (5% mod 7) - (5% mod 7)
(25 mod 7) - (25 mod 7) = (4 mod 7) - (4 mod 7)
= (4-4)mod7 = 16mod7 = 2

Unter Verwendung der abkiirzenden Schreibweise a =, b : <= b = a mod n sieht unsere Rechnung bei
einem anderen Zahlenbeispiel wie folgt aus:

210 —94.94.92 -16.16-4=51-1-4=4

Teilt man 2'° durch 5, erhilt man der Rest 4.

5 Teilbarkeitskriterien und g—adische Darstellung

Zunéchst sollen aus der Schule bekannte Teilbarkeitsregeln bewiesen werden, dann werden wir uns mit
anderen Zahlsystemen als dem Dezimalsystem beschéftigen.

Beispiel: Ist 26 333 384 durch 7, 8, 9 oder 11 teilbar?

Im vorherigen Kapitel haben wir fiir Teilbarkeit unter anderen folgende Eigenschaft angegeben (hier in
Kurzform wiedergegeben):

alb und a|c = a| (ab+ Bc) (*)

Bevor wir mit den Kriterien beginnen, rufen wir uns ins Ged#chtnis, dass beispielsweise n = 123 =
1-10% +2- 10! + 3 - 10° bedeutet.
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T .
Satz 5.1 Sein =) a;-10" mit a; € {0,1,2,...,9} und r € N. Dann ist
=0

7=

(1) 2|ln = 2|a

(2) 4|n <= 4] (10a; + ap)

(3) 8|n <= 8] (100az + 10a; + agp)
(4) 5/n <= b5lap

r .
Beweis: (1) Fiir b; € {0,1,2,...,9} und r € N folgt wegen 2 | 10 aus (x) 2| > b; - 10"
i=1

T . T .
»=: Wir wenden () auf 2 | n und 2 | > a; - 10° an und erhalten 2 | (n — > a;-10" = a0>.
i=1 i=1

T . T .
»<=“: Wir wenden () auf 2 | ag und 2| 3" a; - 10” an und erhalten 2 | <a0 + > a;- 10" = n)
i=1 i=1
Die Beweise zu (2) — (4) verlaufen analog, man beachte nur 2° | 10° fiir alle i € N (Ubung).

Um Teilbarkeitsregeln fiir 3, 9 und 11 angeben zu koénnen, fithren wir eine Hilfsbetrachtung durch.

Satz 5.2 Fiir n € N gilt
(1) 31 (10" —1)
(2) 9| (10" —1)
(3) 10" —=(=1)")

Beweis durch vollstiandige Induktion:

Zu(1):n=1:Esgilt 3]9. n+—n+1:Sei 10" — 1 = a - 3, dann ist

10" —1=(9+1)-10"—1=9-10"+10" —1=3-(3-10") +a-3=(3-10" +a) - 3 .
(Oder 10" —1=10-10"—1=10-(10"—1)+10—-1=10-a-3+9=(10-a+3)-3)
Zu (2): Eine fast wortliche Ubertragung des Beweises von (1), einfache Ubung.

Zu (3):n=1:Esgilt 11| 11. n+—n+1:Sei 10" — (—1)" = a - 11, dann ist

10"t — (=) =10- (10" — (=1)") +10- (=) = (=1)"1 =10-a- 11+ (=1)"- 11 =b- 11

Jetzt konnen wir die bekannten Quersummenregeln fiir 3 und 9 und die weniger bekannte alternierende
Quersummenregel fiir 11 beweisen:

T .
Satz 5.3 Sein =) a;-10" mit a; € {0,1,2,...,9} und r € N. Dann ist
i=0

7=

(1) 3n <= 3|> a
i=0

.
(2) 9 n <<= 9]|> a
i=0

(3) 11|n <+ 11\260(—1)1'-%
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r -
Beweis: (1): ,=“: Nach Voraussetzung ist 3 ein Teiler von n = > a; - 10*. Da 3 nach Satz 5.2 fiir

=0
r

i=1,2,...,7 ein Teiler von 10° — 1 ist, folgt aus () (Seite 36), dass 3 auch ein Teiler von Y a;- (10" — 1)
i=1
ist. Erneut (x) angewandt, erhalten wir

3 <nzai.(10i1) :Zai>
=1

1=0

,<“ Wir wenden (*) auf 3| > a;-(10°—1) und 3| > a; an und erhalten
i=1 i=0

3| (iai-(loi—l)—kiai:zr:ai-loi—i-ao:n)
=1 =0

i=1
Mit den analogen Beweisen von (2) und (3) beschiftigen wir uns in den Ubungen.

Auch fiir 7 kann man ein Teilbarkeitskriterium angeben. Wir verzichten auf die formale Wiedergabe der
Beweise und geben nur die Ergebnisse an:

Satz 5.4 Fiirn € Ngilt 7| (10° — (-1)")

Diesen Satz beweist man wie Satz 5.2 durch vollstdndige Induktion. Um die Aussage des folgenden

Teilbarkeitskriteriums fiir 7 zu verstehen, muss man sich die Bedeutung von [5| (kam im Beweis von

Satz 4.4 vor) ins Gediichtnis zuriickrufen.!©

T .
Satz 5.5 Sein = > a;-10" mit a; € {0,1,2,...,9} und r € N. Dann ist
i=0

7 | n <~ 7 | Z(—l)i . (a31-+2 . 102 + agi+1 - 10 + agi)

(Falls notig, setze man a,11 = ap42 = 0)

Beispiele: 1) 7]12208: Esist [5] = |3] =1, also

le(—l)i - (agiy2 - 10> + agipq1 - 10+ ag;) = (2-1024+0-10+8) — (010> +1-10 4 2) = 208 — 12 = 196,
ilzr?d diese Zahl ist ein Vielfaches von 7.

2) 711204208, denn 208 — 204 + 1 ist kein Vielfaches von 7

3) Frage: Fiir welche Ziffer x gilt 7| 23304 10x ?

Teilbarkeitsregeln fiir 7 kénnen bei der Zuordnung von Wochentagen zu Datumsangaben (wer ist ein
Sonntagskind?) niitzlich sein.

Jetzt konnen wir die eingangs gestellte Frage nach der Teilbarkeit von n = 26 333 384 durch 7, 8, 9 oder
11 beantworten:

'Um Ihnen miithsames Zuriickblittern zu ersparen: |a] := max{z € Z | z < a}.
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8| n, denn 384 = 48 - 8

9tn,denn 2+6+3+3+3+3+ 8+ 4 =32 ist kein Vielfaches von 9
11|n,denn 4 —8+3 —-3+3 -3+ 6 —2 =0 ist ohne Rest durch 11 teilbar
7| n, denn 384 — 333 + 26 = 77 ist ohne Rest durch 7 teilbar.

Bei den Uberlegungen zu den Teilbarkeitskriterien haben wir eine Zahlendarstellung mit Hilfe von Zeh-
T T

nerpotenzen benutzt: n = > a; - 10° = " a,_; - 107
i=0 i=0

Beispiel: n=345=3-1024+4-10+5-10°

Diese Darstellung an Hand des Dezimalsystems ist nicht selbstverstindlich. In fritheren Kulturkreisen
(Maya, Babylonier) wurden andere Zahlen als 10 zur Grundzahl von Rechnungen gew#hlt. Computer
rechnen intern mit Zahlen, die aus Zweierpotenzen zusammengesetzt sind. Es gibt also gute Griinde, sich
zumindest kurz mit anderen Darstellungen zu beschiéftigen und vor allem zu kldren, wie man Zahlen in
andere Systeme umformen kann.

In den folgenden Aussagen bis zum Ende dieses Kapitels steht der Buchstabe g € N\{1} fiir die verschie-
denen Grundzahlen. Zunéchst etwas Theorie:

Satz 5.6 Sei z eine beliebige reelle Zahl und g € N\{1}. Dann gibt es m € N mit x < g".

Beweis: Wie wir wissen, gibt es zu jeder reellen Zahl eine gréfiere natiirliche Zahl, also auch ein n € N
mit n > gf—l. Wir zeigen, dass n die von m verlangte Eigenschaft besitzt:

T
g—1

<n <= z<n(g—-1)<l+n(g—1)

Auf g — 1 konnen wir die Bernoullische Ungleichung (Satz 1.5.6) anwenden und erhalten

r<l+n(g-1)<(A+(@g-1)"=g"

Ohne Beweis halten wir fest:
Korollar Sei 7 € N und g € N\{1}. Dann gibt es genau ein n € Ng mit g" <r < g"*l.
Bei den folgenden Aussagen sei Z,, :={0,1,2,...,n — 1}, beispielsweise ist Z, = {0, 1,2, 3}.

Satz 5.7 Seien r,m € Ny und g € N\{1} mit » < ¢g"™!. Dann existiert genau ein 2, € Z, und genau
ein ry, € Zgn mit v = zp, - g7 + 1.

Beweis: Da aus Satz 4.4 die eindeutige Existenz von z,,,r, € Z und r, < g™ folgt, ist nur noch
Zm € ZLg zu zeigen. Dies geschieht indirekt:
Angenommen, z,, <0 = 71, =7—2zy- 9" > ¢", Widerspruch zu Satz 4.4.

Angenommen, z,, > g = =2y, 9" +7m > g™, Widerspruch zur Voraussetzung.

Beispiel: r =123, g = 5, m = 2 erfiillen die Voraussetzung 123 < 53. Die eindeutig bestimmten Zahlen
29 und 79 sind 4 bzw. 23: 123 =452 + 23.
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Sehen wir uns Satz 5.7 etwas genauer fiir den interessanten Fall ¢" < r < ¢! mit m > 1 an. Da in der

gefundenen Darstellung r = z,, - ¢ + r,, auch r,, < g™ gilt, kénnen wir den Satz erneut anwenden, und
zwar auf r,,, m — 1 und g. Wir erhalten eindeutig bestimmte Zahlen z,,_1 € Z; und r,,_1 € Lgm-1 mit
Tm = Zm—1- 9™ '+ rm_1. Falls m — 1 > 0 ist, konnen wir das Spiel fortsetzen. Den gleichen Satz auf
Tm—1, m — 2, g angewandt ergibt 7,_1 = 2m—2 - ¢ 2 4+ ryp_g Mit rym_o € Lgm—2, USW.

Beispiel (Fortsetzung): 123 = 4 - 52 4 23, 23=4-5"4+3, 3=3-54+0

Wir fassen zusammen: Sind r und g gegeben, gibt es genau ein n mit ¢" < r < ¢"*!'. Mehrfache
n

Anwendung von Satz 5.7 liefert n + 1 Zahlen 2z, zp,—1,...,20 € Zg mit r = Y 2, - gt
=0

Beispiel (Fortsetzung): 123 =4-5% +4-5' 4359
Als Satz formuliert lauten unsere Erkenntnisse

Satz 5.8 Seir € N, n € Ny und g € N\{1} mit ¢" < r < g""!. Dann existieren eindeutig bestimmte

Zahlen z; € Zg mit
n
r= Z i g
i=0

Def. 5.1 Sei g € N\{1} und z; € Z,. Dann heifit

n

- n—i _
(ZnZn—1...2120)g = E Zn_i g" =71
=0

die g-adische Darstellung der Zahl r, man setzt auBerdem (0), := 0.

Beispiel (Fortsetzung): 123 = (443)s

Im Fall g = 10, also der bei uns iiblichen Dezimaldarstellung von Zahlen, verzichtet man auf die Wieder-
gabe des unteren Index, Beispiel (1203)19 = 1203.

So weit die Theorie, nun zur Praxis! Die Umrechnung vom Dezimalsystem in ein g—adisches System fiihrt
man am Einfachsten mit einer Variante des Euklidischen Algorithmus durch.

Beispiele: 1) 350 soll in eine 6—-adische Zahl umgewandelt werden:

350:6 = 58 Rest 2 < 350 = 586+ 2
58:6 = 9 Rest 4 = 58 = 9-6+4

9:6 = 1 Rest 3 <= 9 = 1-6+4+3

1:6 = 0 Rest 1 <= 1 = 0-6+1
= 350=58-6+2=(9-6+4)-6+2=...=1-63+3-62+4-6'+2-6%=(1342)

2) r=345=2-53+3-52+4-5' 4 0-5% = (2340)5.
3) r=100, ¢g=2: 100=(7...7)

Die Umrechnung von g—adisch in dezimal ist wesentlich einfacher.

Beispiel: (123)7 =1-72+2-7+3 =66 = (66)10 = (?...7)4
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Wenn man Zeit und Mufle hat, kann man mit jeder Grundzahl g Arithmetik betreiben (Addition, Sub-
traktion, Multiplikation, Division, ...), dies ist weniger schwierig als gew6hnungsbediirftig. Wir wollen
uns hier auf ein Beispiel beschrinken und verweisen fiir weitere Rechnungen auf die Ubungen.

Beispiel: (203)4 - (33)4 = 7?7  Wir rechnen schriftlich modulo 4:

2 0 3 3 3
1 2 21

1 2 21

200 31

Damit ist (203) - (33)4 = (20031)4

Wir hétten natiirlich auch die gegebenen Zahlen in das Zehnersystem umrechnen, sie dort multiplizieren
und dann das Ergebnis zuriick in das Vierersystem iibertragen kénnen.

Fiir Grundzahlen g > 10 erfindet man zur eindeutigen Darstellung weitere Ziffern, zum Beispiel setzt
man fiir g = 11 (diese Grundzahl kommt im Buchhandel vor) Z;; = {0,1,...,9, X }.

Frage: Wie lautet (230)1; im Zwolfersystem?

g—adische Darstellung beschréinkt sich nicht auf natiirliche Zahlen. So wie es im Dezimalsystem Briiche

oder ,, Kommagzahlen“ gibt, kann man Ausdriicke wie (%)6 oder (0.21)3 bilden!!. Wir beschrinken uns im
Wesentlichen auf die Angabe von ,,Kochrezepten“, wie man zu solchen Zahlen kommt. Hierzu ein letzter

Satz:

Satz 5.9 Seir €[0,1={reR|0<r <1}, g € N\{1}. Dann gibt es fiir jedes n € N eine eindeutige
Darstellung

n
T:Zz,i-g_iJrrn-g_” mit z2_; € Zg und 7, €[0,1]
i=1

Beweisskizze: Mit Induktion zeigt man

n=1: Firr € [0,1]ist 0 < r-g < g und damit r - g = z_; + 7 mit z_; € Z, und r; € [0, 1], also
r=zoa-g gl
n .
nsntl:Seir= >z ;g +ry-g " mit z_; € Z, und r,, € [0,1]. Dann gilt 7, - g™ = (1, - g) - g~V
i=1
mit ry, - g < g, also 7, - g = 2_(pq1) + Tug1 Mit 241y € Zg und 7,41 € [0, 1.

Insgesamt folgt

n ) n ) n+1 .
r = Z Z—i . g_l + Tn . g_n — Z Z—i . g_z + (Z_(n+1) + ’[”n+1) . g_(n+1) — Z Z—i . g—l _|_ T’I’L-‘rl . g—(n+1)
=1 =1 =1

Interessanter als der Beweis ist die Anwendung: Wie kommt man bei beliebigen n € N zu den gesuchten
Ziffern z_;? Die Antwort, die wir nicht formal nachweisen werden, lautet

za=|r-g) undfiri>1 z;=|ri1-g]. "2

Beispiel: Gesucht ist die 5-adische Darstellung von % = (0.06)10:

1Wir benutzen wie international iiblich an Stelle des Kommas einen Punkt.
2Erneut zur Erinnerung: |z := max{z € Z | z < z}
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%0 5 = 0 + % = 2.1 =0

3 .5 =1+ 3 =  za9=1

o5 =2+ 1 =  z3=

% 5 = 2 + % = Z4=2=z 5=2z2_¢=

Damit ist & = (0.012

~—

5.

Wie bereits gesehen, ist die Umwandlung einer gegebenen g—adischen Zahl in das Dezimalsystem einfach
zu bewerkstelligen, zumindest solange keine Periode vorkommt:

piel: —1.3-1 —2 -3 _ 17
Beispiel: (0.122)3 =1-37"+2-372+2-37° = &

Zur Umwandlung periodischer Zahlen wie beispielsweise (0.12)3 ben&tigt man Hilfsmittel aus der Ana-
lysis (Stichwort unendliche Reihen), hiermit werden wir uns aber erst im dritten Semester beschéftigen.
2

Trotzdem soll an dieser Stelle das Ergebnis verraten werden: (0.12)3 =1-371 +2- 3—12 = 3.

Zum Schluss geben wir an, wie man zu einer beliebigen reellen Zahl r eine g—adische Darstellung findet:

1. Fall » > 0: Es gilt r = m + s mit m € Ny und s € [0, 1]. Die g—adische Darstellungen von m und s sind
bekannt: m = (zp2p—1...20)g, S = (2—12-2...)4

= r= (znzn—l L 20.2-1%2-9 .. ')g

2. Fall 7 < 0: Es ist —r = m + s > 0. Wie im ersten Fall folgt r = —(zp2p—1... 20.2-12-2.. ).

6 Elementare Kombinatorik

Am Ende dieses Abschnitts konnen Sie (hoffentlich) folgende Fragen beantworten:
Wieviele Moglichkeiten gibt es

a) fiinf Studierende auf drei Arbeitsgruppen aufzuteilen, wenn jede Arbeitsgruppe aus mindestens einer
Person bestehen muss?

b) finf nicht unterscheidbare Bonbons auf drei Kinder aufzuteilen, wenn jedes Kind mindestens ein
Bonbon erhalten soll?

¢) Drei Exemplare eines Lehrbuchs unter fiinf Studierende aufzuteilen, wenn kein Studierender mehr als
ein Buch benétigt?

d) die drei Medaillen (Gold, Silber, Bronze) eines Wettbewerbs unter fiinf Nationen aufzuteilen, wenn
jede Nation mit drei Sportlern vertreten ist?

Wir beginnen mit einer einfachen Uberlegung und erinnern an den Begriff kartesisches Produkt aus dem
Grundlagenkapitel.

Frage: Wieviel verschiedene k—Tupel (by,...,bx) € A1 X ... X Ay gibt es, wenn jede Menge A; aus n;
Elementen besteht ?

k

Antwort: Fiir jedes b; gibt es n;, Wahlmoglichkeiten, also gibt es ny -ng - ... ng =: [[ n; viele k-Tupel.
i=1

Dieses einfache Ergebnis wird auch Multiplikationsregel genannt.

Beispiele: 1) Ay = {a,b}, Ay = {b,c,d} = A1 x A2 = {(a,b), (a,c¢),(a,d), (b,b), (b,c), (b,d)}, es ist
|A1 XA2|:23:6
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2) Fridolin darf von seinen sechs Stoffhunden, vier Pliischhasen und fiinf Méarchenbiichern insgesamt nur
drei Dinge mit in den Urlaub nehmen. Wieviele Wahlmdoglichkeiten hat Fridolin, wenn er auf jeden Fall
drei wesentlich verschiedene Dinge mitnehmen will? Wieviele Wahlmoglichkeiten hat er, wenn ihm nur
die Mitnahme von zwei Sachen erlaubt wird?

Frage: Wieviele verschiedene k—Tupel kann man aus einer n—elementigen Menge bilden?

k
Antwort: Wende die Multiplikationsregel auf n; = ... = ny = n an, die gesuchte Anzahl ist [] n = n*.
i=1

Beispiele: 1) Die Anzahl aller moglichen Tripel aus A = {a, b} ist acht. (Man beachte, dass z.B. (a, b, a) #
(a,a,b) gilt.)

2) Wieviele Biicher kann eine Bibliothekarin katalogisieren, wenn jedes Buch durch drei Buchstaben und
drei Ziffern gekennzeichnet wird?

Unsere Frage nach der Anzahl aller k—Tupel einer n—elementigen Menge kann auch als Urnenproblem
gedeutet werden:

Gegeben sei eine Urne mit n Kugeln, aus der k—mal eine Kugel gezogen wird.

k

e Mit Beachtung der Reihenfolge und mit Zuriicklegen gibt es n" viele Moglichkeiten.

Bei den bisher untersuchten k-Tupel (b1,...,by) war natiirlich b; = b; erlaubt.

Frage: Wieviele verschiedene k—Tupel kann man aus einer n—elementigen Menge A bilden, wenn in
keinem Tupel Elemente mehrfach auftreten diirfen?

Antwort: Die gesuchte Zahlist n-(n—1)-...-(n—k+1) = (nﬁi'k)' Man kann jedes dieser k—Tupel als
injektive Abbildung der k—elementigen Menge {1,...,k} auf A deuten.

Beispiele: 1) Sei A = {a,b,c}. Es gibt genau 3 -2 = 6 erlaubte 2-Tupel (ohne Wiederholungen). Dem
Tupel (a,c) entspricht die injektive Abbildung {1,2} — {a,b,c} mit 1 — @ und 2 + c. Ubertragen auf
das Urnenmodells kann man sagen, dass beim ersten Ziehen die Kugel a und beim zweiten Ziehen die
Kugel b erwischt wurde.

2) In der FuBballbundesliga gibt es pro Saison 306 Spiele. Dies ist die Zahl aller aus den Mannschaften
gebildeten 2-Tupel. Da jeweils Hin— und Riickspiel ausgetragen wird, kommt es auch auf die Reihenfolge
der Vereine an.

3) Wieviele (sinnvolle oder sinnlose) Worte mit drei oder vier Buchstaben kénnen aus der Buchstaben-
menge {A,B,D,E,G,R,S,T,U} gebildet werden, wenn kein Buchstabe pro Wort mehrfach benutzt
werden darf?

Als Urnenproblem formuliert lautet unser Ergebnis (n Kugeln, k Ziehungen):

n!

e Mit Beachtung der Reihenfolge und ohne Zuriicklegen gibt es =h)! viele Moglichkeiten.
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Die folgende Definition hétte in diesem Skript auch an anderer Stelle auftauchen kénnen.

Def 6.1 Jede Bijektion einer endlichen Menge auf sich heifit Permutation.

WEeil jeder Permutation eine Anordnung von Elementen einer endlichen Menge M in einer bestimmten
Reihenfolge entspricht und damit jeder Permutation eine bijektive Abbildung auf M zugeordnet ist, gibt
es n! viele Permutationen einer n—elementigen Menge auf sich.

Frage: Wieviele verschiedene k—elementige Teilmengen enthilt eine n—elementige Menge?

Beispiel: Die zweielementigen Teilmengen von {a, b, ¢, d} sind {a, b}, {a, c},{a,d},{b,c}, {b,d},{c,d}. Es
gibt vier dreielementige Teilmengen.
Allgemeine Antwort: 1) Eine n—elementige Menge besitzt (nﬁi'k)' viele k—Tupel (ohne Zuriicklegen).

2) Jeweils k! viele k—Tupel gehoren zur gleichen k—elementigen Teilmenge (es gibt k! viele Umordungen).

3) Die gesuchte Anzahl ist daher (n,nikl).k. = (Z)

Def 6.2 Seien n,k € N mit n > k. Dann heif3t

L ni' Binomialkoeffizient
k)" kl(n—k)!

(Z) wird {iblicherweise ,,n iiber k“ gesprochen, eine andere Mdoglichkeit ist ,,k aus n“. Man kann Binomi-
alkoeffizienten auch fiir n = 0 oder k = 0 berechnen. Es ist beispielsweise () = 1 (auch fiir n = 0) und

(3) = 6 (siehe vorheriges Beispiel). 13

Wir haben folgenden Satz bewiesen

Satz 6.1 Die Anzahl aller k—elementigen Teilmengen einer n—elementigen Menge ist (Z)

Auch dieser Fall kann im Urnenmodell beschrieben werden (n Kugeln, k Ziehungen):

e Ohne Beachtung der Reihenfolge und ohne Zuriicklegen gibt es (Z) viele Moglichkeiten.

Beispiel: Will man im Lotto genau z Treffer erzielen (0 < z < 6, ohne Zusatzzahl) und sind aq, ... ag

die korrekten Zahlen, so muss man aus den moglichen (469) Kombinationen eine Menge A tippen mit

|[AN{ai,...,a6} =2 und |[AN({1,...,49}\{a1,...,a6})| = 6 — x.

Hierfiir gibt es (2) bzw. (469__;5) Moglichkeiten. Nach der Multiplikationsregel sind (2) . (Gf)’x) Kombinationen
erfolgreich (von insgesamt (469)).

Die Chancen fiir einen Volltreffer liegen damit bei 1:13983 816, genau ,,3 Richtige“ kann man circa in
einem von 57 Fillen erwarten.

Frage: Wie grof§ ist die Chance fiir ,,5 Richtige mit Zusatzzahl“?

Wir wollen uns etwas intensiver mit Binomialkoeffizienten beschéftigen.

") = 1: Kein Element aus einer Menge von n Elementen liegt genau im Fall der leeren

13Eine mogliche Interpretation von (0

Menge vor.
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Satz 6.2 Firl <k<n-—1gilt

()= 60)

(n k 1) + (Z: 1) = k!(o(zn—_ll—)!k)! T —(Tf)?(;)i )l

(n—1Yn—k)+ (n—1)k

Beweis:

kl(n — k)!
 (n=-Dn—-k+k) (n
- Kn— k)l <k>

Satz 6.3  (Binomischer Lehrsatz)

Beweis: Vollstindige Induktion'®

1
n=1: (a+b)'=1-a-1+1-1-b=(a'®+ ()a' = 3 (})a'~t’.
i=0
n—n-+1:

(a+b)"H =

—~

a+b)" (a+0b)

- (X (TZ) a”%’) (a +1b)

)

n

Y\ nt1—igi =~ (n n—ipit+1
= b b
() + 2 (7)e

1=0

n

(
<n

o +

n+1
_ Z <" * 1> Qi
(3

1=0

Beispiele: (a+ b)? = a® + 2ab + b, (a+0)% = a® + 3a%b + 3ab® + b2,

"Man hétte auch mit n = 0 starten kénnen: (a+b)° =1, (7)a’ %" = ;25a%° = L -1-1=1.

0 0!-0! 1-1

n n—1
Y n+1;0 N nt1—igi Y\ n—izi+l Y 0rn+1
0>a b *Z() b+§<> b —i—<n)ab
+1 a”+1b0+z n an+17ibi+zn: n @ (i=1)pi=1+1 |
0 par ) — i1 —1

_ (n+1\ 410 S n n ntl—ipi n+1\ o n41
= < >a b+;<<i>+<i—l>>a b + N a'b

45
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Das Pascalsche Dreieck liefert eine Anordnung der Binomialkoeffizienten. Man erhilt (Z) firk=0,...,n,
indem man die beiden versetzt iiber (Z) stehenden Zahlen addiert.

n=~0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1
n=23 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

Mit Hilfe der Binomialkoeffizienten kénnen wir Satz 1.5.3 ( Sei |[M| = n = |Pot M| = 2") auf eine
weitere elegante Weise beweisen:

Wir sortieren alle Teilmengen von M nach der Anzahl ihrer Elemente.

n

[Pot M| = (3) + ...+ (7) = 3o (1) - 1771 - 18 = (14 1) = 22,

In unserem Urnenmodell fehlt uns noch eine Formel fiir den Fall einer Ziehung ohne Reihenfolge, mit
Zuriicklegen. Wir stellen uns zunéchst die

Frage: Wieviele n—-Tupel kann man aus Elementen der Menge {ay,...,a,} bilden, wenn jedes Element
T

a; genau n;—mal vorkommen soll? Hierbei muss n = > n; gelten.
i=1

Beispiele: 1) r =2, n=3, ny =2, ng =1: 3 Moglichkeiten
2)r=2,n=4,n =ng=2: 6 Moglichkeiten
3)r=3, n=3,n;=1firi=1,2,3: 6 Moglichkeiten

Allgemeine Antwort: Sei (a1,...,a1,a92,...a2,... ... ,a,) eine mogliche Losung. Es gibt insgesamt n!
viele Umordnungen dieses n—Tupels. Nichts Neues erhélt man hierbei, wenn jeweils die a; untereinander
vertauscht werden. Dies ist genau ni! - na! - ... n,! mal moéglich. Somit ist die gesuchte Anzahl
n!
n!-...oon!

Beispiele: 1) Gesucht sind alle sinnvollen und sinnlosen Buchstabenkombinationen, die aus den Wortern
a) RAUM, b) KLASSE, c) ANANAS gebildet werden kénnen.

2) Wieviele verschiedene Wahlergebnisse sind méglich, wenn & Wihler zwischen n Parteien (oder Perso-
nen) wéhlen konnen? (Jeder Wahler habe genau eine Stimme, Stimmenthaltung sei nicht erlaubt.)

Losung: Fassen wir die k Stimmen als k—fache Wiederholung eines Elementes a auf, entspricht jeder
mogliche Wahlausgang einer Zuordnung der Art
a,...,a,t,a,...,a,t,... ... ,ta,. .., a,

wobei die a’s zwischen zwei ,, Trennern® t jeweils die Stimmen fiir eine Partei wiedergeben. Da es k
Stimmen gibt und zwischen n Parteien n — 1 Trenner stehen, existiert zu jedem moglichen Wahlausgang
genau ein n + k — 1-Tupel aus Elementen der Menge {a,t}, genauer aus k—fachem Auftreten der a’s und
n — 1-fachem Vorkommen der t’s. Die gesuchte Anzahl ist also

S () ()
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Zusatzfrage: Wieviele Wahlausgéinge sind moglich, wenn Stimmenthaltung erlaubt ist?

Wir iibertragen die Wahlproblematik auf das Urnenmodell: Jeder der £ Wihler zieht eine von n Parteien,
wobei es nicht auf die Reihenfolge der Stimmen ankommt. Da Parteien mehrfach gewihlt werden kénnen,
liegt der Fall mit Zuriicklegen vor:

e Ohne Beachtung der Reihenfolge und mit Zuriicklegen gibt es (”+,’z—1) viele Moglichkeiten.

Jetzt sollte man in der Lage sein, die zu Beginn dieses Abschnitts gestellten Fragen zu beantworten,
auch mit anderen Zahlen als 3 und 5. Wir schliefen mit einem Beispiel, zu dessen Lésung ein wenig
Wahrscheinlichkeitsrechnung benétigt wird.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Horer—Geburtstags—Funktion aus Abschnitt 4 des ersten
Kapitels nicht injektiv ist, dass also mehrere Personen am gleichen Tag Geburtstag feiern kénnen?

Wir gehen von n Personen, einem Jahr mit 365 Tagen und der Annahme aus, dass jeder Tag im Jahr
als Geburtstag gleich wahrscheinlich ist. Jede Verteilung der Geburtstage entspricht einer Abbildung

der Horer auf die durchnummerierten Tage {1,...,365}. Hiervon gibt es 365" verschiedene, davon sind
365+ ... (365 —n+1) = maooyy injektiv.

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle Geburtstage an verschiedenen Tagen liegen, berechnet man aus dem
Quotienten der Anzahl der injektiven zu allen Abbildungen. Summiert man alle méglichen Wahrschein-

lichkeiten zu 1, ist die gesuchte Zahl
365!
_ (365-n)!

365™
Will man eine Prozentangabe, muss man diese Zahl mit 100 multiplizieren.

Erstaunlicherweise liegt bereits bei nur 23 Personen die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens eine gemein-
same Feier mehrerer Personen bei iiber 50 Prozent; ab 57 Personen ist es extrem unwahrscheinlich, dass
keine Geburtstage zusammenfallen (Wahrscheinlichkeit unter einem Prozent).

7 Einiges iliber die Menge der komplexen Zahlen C

Zu Beginn dieses Kapitels wurde der abstrakte Begriff Kdrper eingefithrt. Wir haben als Beispiele den
Korper der reellen Zahlen und den der rationalen Zahlen kennengelernt. Jetzt wird ein weiterer wichtiger
Korper untersucht.

Auch die Menge der kompleren Zahlen C := {a +ib | a,b € R} mit der Festsetzung i* = —1 (i ¢ R)
bildet einen Korper, wenn man mit der imagindren Einheit i wie mit einer reellen Zahl rechnet. Da die
Multiplikation in R kommutativ ist, spielt es fiir uns keine Rolle, ob die imaginéire Einheit ¢ von rechts
oder von links mit einer reellen Zahl (oder mit ¢) multipliziert wird.

(a+1ib) + (c+id) = (a+c) +i(b+ d)
(a+1b) - (c +id) = ac + iad + ibc + i*bd = (ac — bd) + i(ad + bc).

Beispiele: (5+2i) —(1—Ti) = 4+9i, (542i)-(1—7i) = 19— 33i
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Der Nachweis der Korperaxiome erfordert einige Schreibarbeit, wir geben hier nur die inversen Elemente
zu a + ib beziiglich Addition und Multiplikation an:

Additiv invers zu z = a +1ib ist —z = —(a+1ib) = —a —ib.

Multiplikativ invers zu z = a + ib # 0 und damit a® +b> £ 0 ist 27! = ﬁ — icﬂiib?'

Wozu werden komplexe Zahlen bendtigt? In dem empfehlenswerten Lehrbuch Analysis I schreibt der
Autor H. Heuser, dass Geronimo Cardano (1501-1576) bei der Aufgabe, eine Strecke der Lange 10 so in
zwel Stiicke zu zerlegen, dass das aus ihnen gebildete Rechteck die Fliache 40 hat, auf die fiir ihn absurde
Losung x12 = 5 £ v/—15 kommt und nur durch rein formales Rechnen tatsichlich x; + z2 = 10 und
x1 - x9 = 40 erhilt.

Der Korper der komplexen Zahlen ist somit der erste Rechenbereich, in dem alle Grundrechenarten
uneingeschrénkt moglich sind (natiirlich bis auf Division durch Null).

Beispiel: Es gibt keine natiirliche Zahl n mit n + 3 = 2, es gibt keine ganze Zahl z mit z - 3 = 2, es gibt
keine rationale Zahl ¢ mit ¢ - ¢ = 2 und es gibt keine reelle Zahl r mit r - r = —1.

Sei C' := {(a,b) | a,b € R}. Definiert man auf C' die komponentenweise Addition und folgende Multipli-
kation:
(a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc)

erhédlt man eine weitere Darstellung der komplexen Zahlen. Um dies einzusehen, betrachtet man die
Abbildung f: C — C, z=a+ibw— (a,b). f ist bijektiv (leicht einzusehen) und strukturerhaltend; denn
man kann nachpriifen, dass fiir alle z1, 25 € C gilt

flz1+22) = f(21) + f(22),  f(21-22) = f(21) - f(22)

Alle Korpereigenschaften von C werden so auf C' iibertragen. Spéater werden wir fiir eine bijektive und
strukturerhaltende Abbildung den Namen Isomorphismus kennenlernen.

Frage: Was sind die Bilder von 1 bzw. ¢ unter f?

Def 7.1 a) Es sei z =a +ib € C. Dann heifit a Realteil von z, b Imagindrteil von z,
|z| ;== Va? +b> absoluter Betrag von z, Z:=a —ib konjugiert komplexe Zahl zu z.

b) Es seien zj, 29 € C. Dann heifit |z; — 22| der Abstand von z; und zs.

Diese Definition ist in Einklang mit der gewohnten Definition des Abstands zweier Punkte in der Ebene,
es gilt ndmlich fiir z; = x1 + y1, 22 = T2 + iYs:

|21 — 20| = |o1 — 22 +i(y1 — y2)] = V(21 — 22)2 + (y1 — 42)? ,

und dies ist genau die iibliche Abstandsdefinition zweier Punkte (1, 1), (z2,y2) in der Ebene (,,Lehrsatz
des Pythagoras*®).

Y2 )
Z1 — 22

<1

Y1

I T2
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Wie Sie ganz leicht selbst nachrechnen kénnen, besteht folgender Zusammenhang zwischen z, |z| und Zz:
Satz 7.1 Seiz=a+ibc C. Dannist z-z = a®+ b = |2|.
Damit ist auch klar, dass fiir jedes z € C das Produkt z - Z eine reelle Zahl ist.

Fiir den Quotienten zweier komplexer Zahlen a + ¢b und ¢ + id # 0 gilt:

a+ib  (a+ib)(c—id)  (ac+bd) +i(bc—ad) ac—l—bd_H,bc—ad
c+id  (c+id)(c—id) c? + d? o +dr 2+ d

Besser als das Ergebnis auswendig zu lernen ist es, sich den ersten Rechenschritt der Herleitung zu

merken: Man erweitert gifs mit der konjugiert komplexen Zahl des Nenners. Im Nenner steht dann die

reelle Zahl ¢? + d? und man benétigt nur noch eine Multiplikation im Zéhler.

Ceminl. o — 344 _ (3+4i)(2—3i) _ 6-9i+8i+12 __ 18 _ 1
Beispiel: z = 55 = (s e—s)) = 449 — 13 ~ 130

Wir stellen Rechenregeln fiir den Ubergang zur konjugiert komplexen Zahl zusammen:

Satz 7.2 Es seien 21,20 € C. Dann gilt:

’ 1=2z1

S

- - L B
21+ 22 =21 + 22, 21 — k2 =21 — 22, 2122 =2Z21"2%22, <*1)=

Beweis: Wir zeigen nur z; - 23 = Z7 - 72, der Rest sei als einfache Ubungsaufgabe empfohlen:
Z1 - 22 = (a+ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc) = (ac — bd) — i(ad + bc)
71 -z = (a — ib)(c — id) = ac — iad — ibc — bd = (ac — bd) — i(ad + bc).

Im folgenden Satz werden ohne Beweis Eigenschaften des absoluten Betrags fiir komplexe Zahlen genannt.
Es sind natiirlich genau die Eigenschaften, die wir bereits aus Satz 1.5 fiir reelle Zahlen kennen, da es
sich bei den Betrégen um reelle Zahlen handelt.

Satz 7.3 Fiir alle 21, 29 € C gilt:

1. |z1| > 0; |z1| = 0 gilt genau dann, wenn z; = 0.
2. |zzf = |zllz]

3. |2 =f (2#0)

4. |21+ 22| <|z1|+ |22|  (Dreiecksungleichung)
5. |21 — 22| > |21] — |22]-

Der Name Dreiecksungleichung hat einen geometrischen Hintergrund, denn in einem Dreieck ist die Sum-
me der Léngen zweier Seiten immer mindestens so grofl wie die Lange der dritten Seite. Daher findet man
die Dreiecksungleichung auch in der Gestalt |21 — 23| < |21 — 22| + |22 — 23| (fiir alle z1, 29, 23 € C) vor.
Ebenso wird die Ungleichung | |z1|—|z2| | < |z1—22| (fiir alle 21, z2 € C) manchmal als Dreiecksungleichung
bezeichnet.
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Wie wir wissen, bilden Q und R angeordnete Korper, wobei R vollsténdig ist und Q nicht. Was gilt fiir
den Korper der komplexen Zahlen C?

Satz 7.4 Es gibt keine Relation auf C, die die Anordnungsaxiome erfiillt.

Beweis: Angenommen, < ist eine Relation auf C, die die Anordnungsaxiome erfiillt (Def 1.3). Wir
vergleichen die verschiedenen Elemente 0 und ¢ und zeigen, dass beide theoretische Moglichkeiten 0 < ¢
und i < 0 jeweils zu einem Widerspruch fithren. Als Hilfsmittel benutzen wir Teile des Satzes 1.3: In
angeordneten Korpern gilt stets 0 < 1, und aus a < b, ¢ < 0 folgt ac > bc.

1. Fall: Angenommen 0 < . Dannist 0-i <i-1 <= 0< —1.
2. Fall: Angenommen ¢ < 0. Dannisti-i>0-7i < —1>0.

Stets ist 0 < —1. Da aber auch 0 < 1 gilt, folgt der Widerspruch 0 +0 < (—=1) +1 = 0.

C ist also kein angeordneter Korper. Die Frage nach der Vollstandigkeit von C beantworten wir ohne
Beweis:

Satz 7.5 C ist ein vollstédndiger Korper.

Wir kénnen die komplexen Zahlen als Punkte der Anschauungsebene (Gaufische Zahlenebene) interpre-
tieren. Hierzu legt man auf die iibliche Art ein rechtwinkliges, kartesisches'® Koordinatensystem in der
Zeichenebene zu Grunde. Komplexe Zahlen z = a + ib und Punkte mit den Koordinaten (a, b) entspre-
chen sich dann umkehrbar eindeutig. Manchmal stellt man eine komplexe Zahl a + ib durch einen Pfeil
(Vektor) vom Punkt (0,0) zum Punkt (a,b) dar. Man nennt die z—Achse reelle Achse und die y—Achse
imagindre Achse. Der Betrag |z| einer komplexen Zahl entspricht dann dem Abstand zwischen z = a +ib
und dem Punkt (0,0) (,Lehrsatz des Pythagoras®).

y

b L ____

1L

Die Addition komplexer Zahlen lésst sich als Vektoraddition (,,Parallelogramm der Krifte*) veranschau-
lichen. Die konjugiert komplexe Zahl Z zu z erhédlt man durch Spiegelung von z an der z—Achse, die
negative Zahl —z durch Punktspiegelung am Ursprung:

t 2z :a+lb Zl+22: . 4 _ .
) 1 (a+c)+i(b+d) z=a+1b
O .

dt 29 =c+id
a ¢ g o
o Ca—ib Z=a—1b

15 kartesisch bedeutet, dass auf beiden Achsen dieselbe Lingeneinheit gewihlt ist, d.h., der Punkt (1,0) hat in der
Zeichnung denselben Abstand vom Ursprung wie der Punkt (0, 1).
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Zur zeichnerischen Deutung der Multiplikation komplexer Zahlen holen wir etwas weiter aus.

Es sei z = a +ib # 0 eine komplexe Zahl, r = |z| sei der Betrag von z, d.h., der Abstand von z
zum Koordinatenursprung. Mit ¢ bezeichnen wir den Winkel zwischen der positiven z—Achse und dem
,» Vektor® z, gemessen im mathematisch positiven Sinn, d.h., entgegen dem Uhrzeigersinn. Wir kénnen ¢
in Grad oder im Bogenmaf angeben. Falls Sie es nicht aus Threr Schulzeit wissen: Das Bogenmaf} eines
jeden Winkels o zwischen 0° und 360° ist die Lénge des zugehdrigen Einheitskreisbogens.

Beispiel: Zum Winkel 90° gehort das Bogenmaf 7, welcher Gradzahl gehort zu 27?

Ab jetzt werden wir Winkel weitgehend im Bogenmafl angeben.

Y

(Diese Zeichnung wird in der Vorlesung ergéinzt.)
b 16
-

Zwischen ¢, r,a und b besteht der Zusammenhang cos¢ = & und sinp =
= z=a+ib=rcosp+irsing =r(cosep+ isinyp)

Diese Beziehung gilt fiir alle a,b € R (nicht beide Null).

Beispiele: 1) z =4 —3i: Esist r =5, cosp = %, sinp = —% = p =~ 323° bzw. ¢ ~ 5.637.

~a
z=—2+4 2.

in
2) p =37, r=2V2: Esista:rcosg0:2\/§-(—g):—2undb:rsincp:2\@~§:2, damit ist

Man nennt z = r(cosp + isiny) die Polarkoordinatendarstellung von z, der Winkel ¢ wird auch das
Argument von z genannt.

Koordinatenangaben durch Winkelgrofien sind beispielsweise in der Geografie iiblich, die Lage eines Ortes
wird durch zwei Winkel festgelegt.

Beispiel: Berlin hat die Koordinaten 13.4° 6stliche Lénge und 52.5° nordliche Breite.

Da der Einheitskreis in beiden Richtungen auch mehrfach durchlaufen werden kann (Winkel modulo 27),
sind die Winkelfunktionen Sinus und Cosinus fiir jede reelle Zahl definiert, als Bilder kommen nur Werte
aus dem Intervall [—1, 1] in Frage, also sin,cos: R — [—1,1].

Wir verzichten auf eine exakte Einfiihrung der Winkelfunktionen und benutzen die in der Schule iibliche Definition.
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Fragen: Welche der beiden Kurven stellt die Sinusfunktion dar? Ist sie injektiv oder surjektiv?
Fiir alle € R gilt cos(—x) = cosz, cos(m + &) = —cosx, sin(—x) = —sinz, sin(r 4+ x) = —sinzx.

In der linearen Algebra werden wir die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus beweisen:

sin(a + ) sin acos 3 + cos asin 3
cos(a+ 3) = cosacos —sinasin

Zuriick zur Multiplikation komplexer Zahlen!
Satz 7.6 Es sei 21 = ri(cos p1 +isin i) und zo = r2(cos @3 +isin ¢y). Fiir das Produkt z; 29 gilt dann:

z1z9 = rira(cos(p1 + p2) + isin(p1 + p2))

Beweis: Der Beweis folgt direkt aus den Additionstheoremen.

z1z2 = ri(cospr +isinpy) - ro(cos g + isin p9)
= 7r17r2(C08 Y1 COS g — sin 1 sin @y + i(cos 1 sin @y + sin @1 cos p2))
= rira(cos(p1 + 2) +isin(pr + ¢2))

Formuliert man das Ergebnis in Worten, so erhélt man die geometrische Interpretation der Multiplikation
komplexer Zahlen: Bei der Multiplikation komplexer Zahlen werden die Betrdge multipliziert und die
Winkel addiert. (Sieche Zeichnung: Dort ist |z1]| = 3, |22] = 2, also |z122| = 6.)

ARS)

<1

| | | | | | | |

—4 -3 -2 —1 1 2 3 4 x

Wie im Reellen werden in C die Potenzen mit ganzzahligen Exponenten erklért, fir n € N und z € C
definiert man 2" :=z-...- 2, 2z ":= L (nur fir 2 # 0) und 2° := 1.

Satz 7.7: Esseiz € C, z# 0, und m € Z. Es gelte z = r(cos ¢ + isin ). Dann ist

m

2™ = r"(cos(myp) + isin(meyp)).

Beweis: Fiir m = 0 und m = 1 ist die Behauptung klar; m > 2 folgt direkt aus Satz 6.
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Es sei nun m < 0. Wir setzen n = —m. Dann gilt n € N und es folgt
_ -n _ 1 __ 1
o=t = zn — rn(cos(np)+isin(np))
—-n cos(ng)—isin(nep) __.—n cos(ngp)—isin(nep)

(cos(ng)+isin(ne))(cos(ng)—isin(ng)) cos? (np)-+sin® (ne)
= 717 "(cos(ny) —isin(ny)) = r™(cos(—myp) — isin(—myp))

= 71™(cos(myp) + isin(mey))

Fiir » = 1 ist dieser Satz als Moivresche Formel bekannt.

Jetzt konnen wir alle komplexen Losungen von z” = 1 konstruieren: Man zeichne in den Einheitskreis
ein regelméBiges n—Eck mit einer Ecke in (1,0). Genau jede der n Ecken liefert uns eine Losung.

Beispiel: n=4 = z1 =1, 29 =14, 23 =—1, z4 = —1.

Das Verfahren funktioniert auch bei Gleichungen der Art 2" = a + ib.
Aufgabe: Sein € N und z = a +ib € C gegeben, gesucht sind alle 2, mit 2} = 2.
Losung: Wir suchen z = ri(cos ¢, +isin¢y) mit 27 = 77 (cos(nyy) +isin(ngy)) = z = r(cos p +isinp)
1. Alle Losungen haben die gleiche Linge r, = {/r.
2. Eine Losung ist einfach anzugeben: zg = {/r (cos £ + isin £).
3. Séamtliche Losungen sind Ecken eines regelméfligen n—Ecks, eingezeichnet in den Kreis um den
Ursprung mit Radius {/7 und einer Ecke in 2 .

4. Die Losungen sind z; = /7 (cos(£ + k2E) + isin(£ + k2X)) fir k=0,...,n— 1.
Beispiel: 23 =2i=2 (cos% + 7sin g) Gemif 2. ist zo = V/2 (cos% + isin%) = \3/5(%\/3+ %z)
Als weitere Losungen erhélt man z; = v/2 (cos(% + 2F) +isin(% + &) = V2 (—1v3 + 14) und
20 =2 (cos(E +2-2) +isin(F +2- &) =—V2-i.



