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In diesem Skript steht K fiir einen der Kérper R oder C.

15 Normierte Riume

15.1 Normierte Raume und Isometrien
Definition 15.1.1 ([W, Def.1.1.1]). Sei X ein K-Vektorraum. Eine Halbnorm
auf X ist eine Funktion p : X — R, sodass

(i) p(Ax) = |A|p(x) fir alle A € K, z € X,

(i) p(z +vy) < p(x) + p(y) fir alle x,y € X (Dreiecksungleichung).
Eine Halbnorm p ist eine Norm, falls zusétzlich gilt
(ili) p(z) =0 = = =0 fur alle z € X.
Wir schreiben ||z|| statt p(z). Ein (halb)normierter Raum (iber K) ist ein

K-Vektorraum zusammen mit einer (Halb)norm. Wir schreiben (X, ||-||) oder
kurz X.

Lemma 15.1.2. Sei (X, ||-||) ein normiert Raum. Die Abbildung |- : X — R
ist gleichméBig stetig.
Definition 15.1.3 ([W, Def.11.1.9]). Seien (X, ||-||x) und (Y, ||-||y) normierte
Raume. Eine K-lineare Abbildung T : X — Y heifit Isometrie, falls

|\ Tz|ly = |lz|x fir alle z € X .

Eine bijektive Isometrie nennen wir auch einen isometrischen Isomorphismus.

Definition 15.1.4 ([W, Def.1.2.8]). Ein metrischer Raum (oder allgemein ein
topologischer Raum) heifit separabel falls es eine abzéhlbare dichte Teilmenge
gibt.

m abzihlbar“ steht fiir ,,endlich” oder , abzéhlbar unendlich*.

m Eine Teilmenge S eines metrischen (oder auch nur topologischen) Raumes
M heif3t dicht, falls S = M. Anders gesagt: In jedem offenen e-Ball um einen
beliebigen Punkt z € M liegt mindestens ein Punkt von S.

m Fiir eine Teilmenge S in einem Vektorraum V' schreibe lin(S) C V fiir die
lineare Hiille von S, also fiir den von S erzeuten Unterraum von V.

Lemma 15.1.5 ([W, Def.1.2.9]). Sei X ein normierter Raum. Es sind
dquivalent:

(i) X ist separabel.

(ii) Es gibt eine abzihlbare Teilmenge A C X, sodass lin(A) = X.
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Lemma 15.1.6. Untervektorrdaume von separablen normierten Rdumen sind
separabel.

Dies folgt aus der allgemeineren Aussage, dass Teilmengen von separablen
metrischen Réumen separabel sind (—Ubung).

15.2 Stetige lineare Abbildungen

Satz 15.2.1 ([W, Satz 11.1.2]). Seien (X,| - ||x) und (Y, || - |ly) normierte
Raume iiber K, und sei 7' : X — Y eine K-lineare Abbildung. Es sind
dquivalent:

(i) T ist stetig in 0.
(ii) T ist stetig in einem beliebigen Punkte z € X.
(iii) 7 ist stetig.
(iv) T ist gleichmiBig stetig
(v) Es gibt ein M > 0, sodass fiir alle x € X gilt ||Tz|y < M ||z|x.

m Gilt (v), so sagen wir T ist beschrdnkt (im Sinne, dass das Bild T'(B<;) der
abgeschlossenen Einheitskugel in Y beschrinkt ist). Die Aquivalenz von (iv)
und (v) besagt also, dass lineare Abbildungen zwischen normierten Raumen
genau dann stetig sind, wenn sie beschréankt sind.

m Den Raum der stetigen lineare Abbildungen X — Y bezeichnen wir mit
L(X)Y) .
Im Fall X =Y schreiben wir auch kurz L(X).

Definition 15.2.2 ([W, Def.11.1.9]). Seien X, Y normierte Rdume. Eine
lineare Abbildung T : X — Y heifit Isomorphismus, falls T stetig und bijektiv
ist, und falls 77! : Y — X stetig ist.

m Zusammen mit Satz 15.2.1 sieht man: Eine bijektive lineare Abbildung
T : X — Y ist genau dann ein Isomorphismus, wenn es m, M > 0 gibt,
sodass fiir alle z € X:

mllzlx < [[Telly < Mzflx -

Definition 15.2.3. Zwei Normen || - ||, und || - ||, auf X heilen dquivalent,
falls es Konstanten m, M > 0 gibt, sodass fiir alle x € X gilt

mllella < flzfle < Mzl -

4



Satz 15.2.4. Auf endlich dimensionalen K-Vektorraumen sind alle Normen
dquivalent.

—Ubung [Z01A3]

Lemma 15.2.5. Seien X,Y normierte Rdume. Ist X endlich-dimensional,
so ist jede lineare Abbildung X — Y stetig.

Lemma 15.2.6. Sei X ein endlich dimensionaler normierter Raum. Dann
ist eine Teilmenge von X genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und
beschrankt ist.

Lemma 15.2.7 ([W, Lem.|.2.6]). (Rieszsches Lemma)
Sei U C X ein abgeschlossener echter Unterraum eines normierten Raumes
X. Fiir jedes 0 < § < 1 existiert ein z € X mit ||z| = 1 und

|t —ul| >1-=9 fir alle we U .
Satz 15.2.8 ([W, Satz 1.2.7]). Sei X ein normierter Raum. Es sind dquivalent:
(i) dim X < o0
(ii) B<; C X ist kompakt
(iii) Jede beschrinkte Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.

Lemma 15.2.9. Seien X, Y normierte Raume iiber K. Dann ist L(X,Y) ein
K-Vektorraum.

Satz 15.2.10. Seien (X, ||-||x) und (Y, ||-||y) normierte Raume iiber K. Fiir
T € L(X,Y) definiert

T — ||T|| = sup{||Tz|ly |z € B C X}
eine Norm auf L(X,Y).

m Die im Satz definierte Norm wird auch Operatornorm genannt. Somit ist
also L(X,Y) selber ein normierter Raum.

m Falls X # {0} kann man die Operatornorm auch wie folgt ausdriicken:

7]l = sup { |T2]ly [z € X, ||z|lx =1}
T
= sup{m’xeX,x;éO} .
]l x
Lemma 15.2.11. Seien XY, Z normierte Vektorrdume und x € X, T €
L(X,Y), Se L(Y,Z). Es gilt

[Tl < AT =l ST < BSIHIT-



15.3 Vollstandigkeit

Definition 15.3.1. Ein Banachraum ist ein vollstdndiger normierter Raum.

Satz 15.3.2 ([W, Satz 11.1.5]). Seien X ein normierter Raum und Y ein
Banachraum. Sei U ein dichter Unterraum von X und 7' € L(U,Y’). Dann
gibt es genau ein T' € L(X,Y), sodass T'|y =T Es gilt || T|| = ||T|.

Definition 15.3.3. Sei X ein normierter Raum. Eine Vervollstdndigung von
X ist ein Banachraum X zusammen mit einer Isometrie i x : X — X, sodass

ix(X) = X .

Satz 15.3.4. Sei X ein normierter Raum und ()A( ,ix) eine Vervollsténdigung
von X. Sei Y ein Banachraum. Fiir jede stetig lineare Abbildung 7": X — Y
gibt es eine eindeutige stetige lineare Abbildung 7' : X — Y, sodass T' =
Toix:

X X X

Korollar 15.3.5. Vervollstandigungen sind bis auf eindeutigen isometri-
schen Isomorphismus eindeutig.

Genauer: Seien (X,iy) und (X, jx) Vervollstéindigungen von X. Dann gibt
es einen eindeutigen isometrischen Isomorphismus ¢ : X - X , sodass

poix = jx:

m Wegen des Korollars werden wir haufig sagen ,,die Vervollstandigung® statt
»eine Vervollstandigung™.

Lemma 15.3.6. Sei X ein Banachraum und U C X ein Unterraum. Dann
ist U zusammen mit der Einbettung U — U die Vervollstdndigung von U.

Lemma 15.3.7 ([W, Lem.l.1.3]). Sei X ein normierter Raum und U ein
vollstandiger Untervektorraum. Dann ist U in X abgeschlossen.

Satz 15.3.8 ([W, Satz I1.1.4]). Sei X ein normierter Raum und Y ein Ba-
nachraum. Dann ist L(X,Y") vollsténdig.



15.4 Quotienten und Summen

Definition 15.4.1 ([W, Def.1.3.1]). Sei X ein normierter Raum und A C X
eine nicht-leere Teilmenge. Der Abstand von z € X zu A ist

d(z,A) = inf{|lz—af |a€ A} .

m Aus der Linearen Algebra: Fiir X ein Vektorraum und U ein Untervektor-
raum sei X/U der Quotientenraum. Wir schreiben z = x4+ U € X/U fiir die
Aquivalenzklasse von x € X und

T X—=>X/U |, z—z+U
fiir die kanonische Projektion.

Satz 15.4.2 ([W, Satz 1.3.2]). Sei X ein normierter Raum und U C X ein
Untervektorraum. Es gilt:

(i) ||lz|| := d(z,U) definiert eine Halbnorm auf X/U. Falls U abgeschlossen
ist, so ist || - || eine Norm.

(ii) Ist X vollstandig und U abgeschlossen, so ist X /U vollstiandig.

Fiir den Beweis von (ii) des Satzes benutzen wir das folgende technische
Lemma:

Lemma 15.4.3 ([W, Lem.[.1.8]). Sei Z ein Vektorraum und || - || eine Halb-
norm auf Z. Es sind dquivalent:

(i) Sei (z,), eine || - [[-Cauchy-Folge in Z. Dann gibt es ein z € Z mit
|z — 2| — 0O fiir n — oo.

(ii) Sei (yn)n eine Folge in Z, sodass > . ||ys|| < co. Dann gibt es ein
y € Zmit |ly— >, ykll = 0 fiir n — oc.

m Mit ,,||-||-Cauchy-Folge* ist gemeint, dass (z,),, die definierende Eigenschaft
einer Cauchy-Folge erfiillt, wobei die Norm durch die Halbnorm ersetzt wird.

m Die Elemente z und y in Teil (i) und (ii) sind nur bis auf Elemente mit
Halbnorm Null eindeutig.

m Falls || - || eine Norm ist, so sagt (i) gerade, dass Z ein Banachraum ist, und
(i), dass absolut konvergente Folgen konvergieren.

Definition 15.4.4 ([W, Def.1.1.7]). Seien X,Y normierte Rdume. Eine li-
neare Abbildung ¢ : X — Y heiflit Quotientenabbildung, falls ¢ die offene
Einheitskugel B x surjektiv auf B,y abbildet.
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m Es folgt, dass ||¢|| = 1, also insbesondere ¢ € L(X,Y). Da eine offene
Menge im Bild von ¢ enthalten ist, ist ¢ surjektiv.
m Eine Quotientenabbildung bildet im Allgemeinen nicht B<; x surjektiv auf

BSLY ab.

Lemma 15.4.5. Seien X, Y normierte Rdume, U C X ein abgeschlossener
Unterraum und ¢ : X — Y eine Quotientenabbildung mit ker(¢) = U. Dann
gilt: Fir jedes T € L(X,Z) mit T(U) = {0} gibt es genau eine lineare
Abbildung T:Y — Z,sodass T' = To o:

U%X—>Y

N
=

Dieses T ist stetig und erfiillt Hf” = |7

Lemma 15.4.6 ([W, Satz 11.1.8]). Sei X ein normierter Raum und U C X
ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist die kanonische Projektion 7 : X —
X/U eine Quotientenabbildung.

Lemma 15.4.7. Seien X,Y normierte Rdume und ¢ : X — Y eine Quo-
tientenabbildung. Dann ist die induzierte Abbildung ¢ : X/ker¢ — Y ein
isometrischer Isomorphismus.

Definition 15.4.8. Fiir normierte Rdume X, Y nennen wir den K-Vektorraum
X @Y mit Norm ||(z,y)| := [|z||x + ||lylly die direkte Summe von X undY .

m Sei (z,), eine Folge in X und (y,), eine Folge in Y. Dann gilt (x,,y,) —
(z,y) in X @Y genau dann, wenn x,, — x in X und y, — y in Y.

B X @Y ist genau dann vollstdndig, wenn X und Y vollsténdig sind.

15.5 Die LP-Riume

Fiir diesen Abschnitt sei ein Mafiraum (€2, M, p) fixiert. Hier ist € eine Men-
ge, M die o-Algebra der messbaren Mengen und p ein Mafl (Def. 11.2.22).
Z.B. Q = R"” mit Lebesgue-Maf, oder {2 = N mit ZahlmaSf.

m Fiir 1 < p < oo setze

LP(Q) = {f:Q—)Kmessbar‘/|f|pd,u< oo},
Q

Il 22 = Roo s 1= ([ 1)’



m Fiir p = oo setze

L£2(Q) = { £:9Q — K messb. und auferhalb einer Nullmenge beschrétnkt} ,
|- |5 : £°(22) = Rso || fl5 = inf {||f|Q\N||Sup | N cCQ Nullmenge} .

Anders gesagt, f € £L>°(Q2) genau dann, wenn f messbar ist, und wenn es eine
Nullmenge N C 2 gibt, sodass f auf Q \ N beschrankt ist. Mit || - ||sup wird

hier die sup-Norm bezeichnet, um Verwechselung mit || - ||%, zu vermeiden.

Lemma 15.5.1. Fiir 1 < p < oo ist £7(2) ist ein K-Vektorraum.
m Fir 1 <p < oo setze
N = {fer@l|lfl; =0} c £r(Q).

Die Menge N ist ein Untervektorraum und ist unabhingig von p: es gilt
f € N genau dann, wenn |f]| fast {iberall Null ist, oder dquivalent, wenn f
fast iiberall Null ist.

Definition 15.5.2. Fiir 1 < p < oo ist der LP-Raum LP(S)) definiert als

LX) = LAQ)/N,
zusammen mit der Funktion || - ||, : LP(2) — Rxo,

£l = 1715
wobei f fiir die Klasse f +N von f € LP(S2) steht.
Satz 15.5.3. Fiir 1 <p < oo ist (L(Q2),] - ||,) ein Banachraum.
m Fiir den folgenden Satz vereinbaren wir é =0.

Satz 15.5.4 ([W, Satz 1.1.6]). (Héldersche Ungleichung)
Seien 1 < p,g < oo mit }D—l—i =1, und f € LP(Q), g € L9Q). Dann
fg € L) und

Ifglli < 1If1l5 llgllg -

Lemma 15.5.5. Fiir alle 0,7 > 0 und 0 < r < 1 gilt
o' < ro+(1-1)T.

Satz 15.5.6 ([W, Kor.1.1.7]). (Minkowskische Ungleichung)
Fir 1 <p<oound f,g € LP(Q) gilt

If+all, < [1FI5 + gll;
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m Damit ist || - || eine Halbnorm auf £P(€2).

Lemma 15.5.7. Sei X ein Vektorraum und || - ||* eine Halbnorm auf X.
(i) N ={x € X|||z||* = 0} ist ein Untervektorraum.

(i) || -l + X/N — Rsq, f = ||f[|* ist Reprisentaten-unabhéngig und
definiert eine Norm auf X/N.

(iii) Erfiillt X eine der Bedingungen in Lemma 15.4.3, so ist X/N ein Ba-
nachraum.

Lemma 15.5.8. Sei 1 < p < oo. Der Vektorraum £P(2) zusammen mit der
Halbnorm || - ||» erfiillt die Bedingungen aus Lemma 15.4.3.

m Sei 1 <p,g<oound ;+ ;=1 Firge LY(Q) setze T, : LP(Q) — K,

Tyf = / gfdu.
Q
Dies ist nach der Holderschen Ungleichung wohldefiniert.
Satz 15.5.9. Sei 1 <p < oound 1 < ¢ < oo mit £+ 1 =1. Die Abbildung
LYQ) — L(LP(Q),K) , g—T,
ist eine Isometrie .

m Eine einfache, messbare Funktion beziiglich des MafBraums (2, M, p) ist
eine Funktion s : Q — K der Form

S = Z)\zXEza
=1

wobei \; € K und E; € M (Def. 11.3.7, Bem. 11.4.1).

Lemma 15.5.10. Sei 1 < p < oo. Die Aquivalenzklassen der einfachen,
messbaren Funktionen liegen dicht in LP((2).

Satz 15.5.11. Sei K C R" kompakt und 1 < p < oo. Beziiglich des
Lebesgue-Mafles gilt: Die Abbildung

i:C"K)—=LP(K) , f—f

hat dichtes Bild. (,,Stetige Funktionen sind dicht in LP(K).“)
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16 Funktionale und Operatoren

16.1 Die Hahn-Banach Satze

Definition 16.1.1 ([W, Def.1l.1.1]). Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbil-
dung p : X — R heifit sublinear, falls gilt:

(i) p(Ax) = Ap(x) fir alle A > 0 und z € X, und
(i) p(z +y) < p(x) +p(y) fir alle z,y € X.

Satz 16.1.2 ([W, Thm.I11.1.2]). (Satz von Hahn-Banach, reelle Version)
Sei X ein R-Vektorraum und U C X ein Untervektorraum. Sei p : X — R
sublinear und f : U — R linear, sodass

flw) < p(u) firalle ueU .
Dann existiert eine lineare Abbildung F': X — R, sodass F|y = f und
F(x) < p(z) firalle x € X .

m Sei X ein C-Vektorraum. Da R € C kann man X auch als R-Vektorraum
auffassen, und von R-linearen Abbildungen sprechen.

Lemma 16.1.3 ([W, 111.1.3]). Sei X ein C-Vektorraum.
(i) Ist f : X — R Relinear, so ist f(z) = f(z) — if(ix) eine C-lineare

Abbildung X — C mit f(x) = Re f(x).

(ii) Sei g : X — C C-linear und f = Re g(x). Dann gilt g = f, wobei f wie
in (i) definiert ist.

(iii) Sei p: X — R eine Halbnorm und sei g : X — C C-linear. Dann:
Vee X @ |g(z)] < p(x) & Ve e X : |Re(g(z))| < p(x) .

(iv) Sei X normiert und g : X — C C-linear und stetig. Dann ||g| =
[IRe(g)]l-

Satz 16.1.4 ([W, Thm.l1l1.1.4]). (Satz von Hahn-Banach, komplexe Version)
Sei X ein C-Vektorraum und U C X ein Untervektorraum. Sei p : X — R
sublinear und ¢ : U — C linear, sodass

Reg(u) < p(u) firalle ueU.
Dann existiert eine C-lineare Abbildung G : X — C, sodass G|y = g und
ReG(x) < p(z) firalle zx € X .

11



Korollar 16.1.5. Sei X ein normierter K-Vektorraum und U C X ein Unter-
raum. Jede stetige lineare Abbildung f : U — K besitzt eine normerhaltende
stetige lineare Fortsetzung F : X — K, d.h. F|y = f und ||F|| = || f||-

m Eine Teilmenge M eines K-Vektorraumes X heifit konvez, falls mit m,n €
M auch ihre Verbindungsgerade in M liegt, also tm + (1 —t)n € M fiir alle
t €0,1].

® Der Durchschnitt einer beliebigen Familie von konvexen Mengen ist konvex.
Fiir eine beliebige Teilmenge A C X ist somit der Durchschnitt aller konvexer
Mengen, die A enthalten, konvex. Dies ergibt die kleinste konvexe Menge, die
A enthélt und wird konveze Hiille von A genannt.

Lemma 16.1.6 ([HS, Satz 6.8]). Sei X ein R-Vektorraum und M C X
nicht-leer und konvex. Fiir jedes sublineare p : X — R existiert eine lineare
Abbildung f: X — R mit f < p und

inf f(x) = inf p(z) .

zeM reM

Satz 16.1.7 ([HS, Kor.6.9]). Sei X ein reeller normierter Raum und A, B C
X nicht-leer, konvex und mit positivem Abstand:

d(A,B) :=inf{|la—b|||[ac A,be B} > 0.
Dann gibt es eine stetige lineare Abbildung f : X — R mit

d(f(A), f(B)) > 0.
m Es folgt, dass f(A) N f(B) = 0.

m [st X ein komplexer normierter Raum, so gilt die obige Aussage entspre-
chend mit f: X — C stetig und Ref(A) NRef(B) = 0.

16.2 Eigenschaften von Dualrdumen

Definition 16.2.1. Fiir einen normierten Raum X nennen wir X’ := L(X, K)
den Dualraum zu X und X" = (X') den Bidualraum.

Lemma 16.2.2 ([W, Kor.Il1.1.6, I11.1.8]). Sei X ein normierter Raum und
re X, x#0.

(i) Es gibt ¢ € X’ mit [|¢]| = 1 und ¢(x) = ||z||.

(ii) Sei U C X ein abgeschlossener Unterraum und = ¢ U. Es gibt ¢ € X’
mit |y = 0 und ¢(x) # 0.
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m Nach Satz 15.3.8 ist X’ vollstdndig, unabhéngig von der Vollstindigkeit
von X.

m Definiere die K-lineare Abbildung j = jx : X — X" durch z — (¢ —
@(x)). Fiir z € X ist also jx(z) eine lineare Abbildung X’ — K. Damit auch
j(x) € X" gilt, miissen wir noch nachweisen, dass j(x) stetig ist:

Lemma 16.2.3 ([HS, Lem.7.6]). Sei X ein normierter Raum. Es gilt: jx ist
eine Isometrie.

m Setze X = Jx(X) C X”. Mit Lemma 15.3.6 und der Vollsténdigkeit von
X" erhdlt man:

(Xv jX)
ist die Vervollstdndigung von X.

Definition 16.2.4. Seien X,Y normierte Rdume und 7' € L(X,Y). Die
lineare Abbildung 7" : Y" — X' ist definiert als, fiir p € Y and z € X,

T'(p) = (2 ¢(T(x))) .
T" heifit die zu T' transponierte (oder adjungierte) Abbildunyg.
= Bs gilt | 7(¢)]| = llo o Tl < Il |7l Also 7] < ||}, insbesondere
T ¢ LY X').
m Seien X, Y normierte Rdume und T € L(X,Y’). Das folgende Diagramm

kommutiert:
X Iy

W

n T "
X" —Y

Lemma 16.2.5. Seien X,Y normierte Rdume und 7" € L(X,Y). Es gilt
171 = 117l

m [n Satz 15.5.9 und der nachfolgenden Bemerkung wurde gezeigt: Fiir p €
[1,00] und ¢ mit % + é = 1 ist die Abbildung

Pl (7Y, ze (y - Zaznyn)
n=1

eine Isometrie.

Satz 16.2.6 ([W, Satz 11.2.3 und Satz II.1.11]).
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i) Fir 1 < p < oo ist 7 ein isometrischer Isomorphismus.
p p

(i) 4 : ' — (I°°) ist nicht surjektiv.

(iii) 4 : I' — (cp) ist ein isometrischers Isomorphismus.

Definition 16.2.7. Ein Banachraum X heifit reflexiv, falls jx : X — X”
surjektiv ist (also ein isometrischer Isomorphismus).

Satz 16.2.8 ([W, Satz I11.1.12]). Sei X ein normierter Raum. Ist X’ separa-
bel, so ist auch X separabel.

Definition 16.2.9. Sei X ein normierter Raum, und A € X, B C X'
Teilmengen.

(i) Der Annihilator von A in X' ist

At = {peX'|p(x)=0firallz € A}

(ii) Der Annihilator von B in X ist

B, = {zeX|p(z)=0firallpc B}

Lemma 16.2.10 ([W, Satz I11.1.10]). Sei X ein normierter Raum und U C X
ein abgeschlossener Unterraum. Dann gibt es kanonische isometrische Isomor-
phismen

(xX/uy vt | U = X/U-.

16.3 Der Satz von Baire und gleichméaflige Beschrianktheit

Satz 16.3.1 ([W, Satz IV.1.1]). (Satz von Baire)
Sei (M, d) ein vollstandiger metrischer Raum und (U, ),en eine Familie offener

und dichter Teilmengen von M. Dann ist auch (1, . U, dicht in M.

m Ein innerer Punkt in einer Teilmenge A eines metrischen Raumes M ist
ein Punkt p € A, sodass auch eine offene Umgebung von p ganz in A liegt.
7.B. ist A genau dann offen, wenn jeder Punkt ein innerer Punkt ist.

Korollar 16.3.2. Sei (M, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und (A,,),en
eine Familie abgeschlossener Teilmengen von M. Angenommen, |J, .y An
enthélt einen inneren Punkt. Dann gibt es ein n, sodass A, einen inneren
Punkt enthalt.
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Definition 16.3.3. Sei M eine Menge und F' eine Menge von Funktionen
M — R. F heilit punktweise gleichmdfsig beschrinkt, falls es fiir jedes x € M
ein K, € R gibt, sodass gilt

VieF : f(z) <K, .

Satz 16.3.4 ([HS, Satz 4.4]). Sei (M, d) ein vollsténdiger metrischer Raum,
und sei F' C C'(M,R) punktweise gleichméBig beschrankt. Dann gibt es einen
offenen Ball B in M und eine Konstante C' mit

VieFeeB : f(x)<C.

Satz 16.3.5 ([HS, Satz 8.1]). Sei X ein Banachraum und Y ein normierter
Raum. Sei F C L(X,Y) eine Teilmenge, sodass {z — ||Tz|| | T € E} punkt-
weise gleichméBig beschréankt ist. Dann gibt es eine Konstante C', sodass:

VI eE : |T|<C.

Korollar 16.3.6 ([HS, Kor.8.2]). Sei X ein normierter Raum und M C X
eine Teilmenge. Es sind dquivalent:

(i) M ist beschrénkt.
(i) Fiir alle ¢ € X' gibt es ein k, mit

o()] < ky, fiir alle z € M .

Korollar 16.3.7 ([HS, Kor. 8.3]). Sei X ein Banachraum und Y ein normier-
ter Raum. Sei £ C L(X,Y) eine Teilmenge, sodass gilt: Fiir alle ¢ € Y’ und
x € X gibt es ein k, ., sodass

lp(Tz)| < ky, firalle T € E
Dann gibt es ein C, sodass
IT|| <CfiralleT € E .

Korollar 16.3.8 ([W, Kor.IV.2.5]). Sei X ein Banachraum und Y ein nor-
mierter Raum. Sei (7},),en eine Folge mit 7,, € L(X,Y). Angenommen, fiir
jedes z existiert Tx := lim,, o, T,x. Dann T € L(X,Y).
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16.4 Offenen Abbildungen

m Eine Abbildung zwischen metrischen Réaumen (oder allgemeiner topologi-
schen Réumen) heiit offen, falls Bilder offener Mengen offen sind.

Lemma 16.4.1 ([W, Lem.IV.3.2]). Seien X,Y normierte Réume und 7" €
L(X,Y). Es sind dquivalent:

(i) T ist offen.
(ii) 0 ist innerer Punkt von T'( B<1 x(0) ).

Satz 16.4.2 ([W, Satz IV.3.3]). (Satz von der offenen Abbildung)
Seien X,Y Banachrdume und sei T' € L(X,Y') surjektiv. Dann ist 7" offen.

Korollar 16.4.3 ([W, Kor.1V.3.4]). (Satz vom inversen Operator)
Seien X,Y Banachriume und sei T € L(X,Y) bijektiv. Dann ist T~! stetig,
d.h. T ist ein Isomorphismus.

Korollar 16.4.4 ([W, Kor.1V.3.5]). Sei X ein Vektorraum und seien || - ||
und || - ||2 zwei Normen auf X, die jeweils X zu einem Banachraum machen.
Angenommen, [|z||; < M||z||; fir ein M > 0 und alle x € X. Dann sind die
Normen || - ||; und || - ||2 &quivalent.

Korollar 16.4.5. Sei X ein Banachraum und U, V' C X seien abgeschlossene
Unterrdume mit U NV = {0} und U +V = X. Dann ist UV — X,
(u,v) — u + v ein Isomorphismus.

16.5 Abgeschlossene Graphen

m Seien X, Y normierte Rdume, D C X ein Untervektorraumund 7' : D — Y
linear. Den Definitionsbereich D von T' nennen wir auch dom(7") (,,domain*)
und schreiben abkiirzend

T:XDOD—=Y oder T:X Ddom(T)—Y .

(Mit dom(7") immer ein Untervektorraum gemeint).

m Der Graph von T ist
gr(T) = {(z,Tx) ‘x €dom(T)} C X@Y .

Definition 16.5.1. Seien X, Y normierte Rédume. Eine lineare Abbildung
T:X Ddom(T) — Y heiBt abgeschlossen, falls gr(T") in X &Y abgeschlossen
ist.
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Lemma 16.5.2 ([W, Lem.IV.4.2]). Seien X,Y normierte Rdume und 7 :
X D dom(T) — Y linear. Es sind dquivalent:

(i) T ist abgeschlossen.

(ii) Sei (z,) eine Folge in dom(T"). Angenommen z,, — x fiir ein z € X und
Tz, — y fiir ein y € Y. Dann gilt * € dom(7T") und y = Tx.

Korollar 16.5.3. Seien X, Y normierte Réume und 7' : X D dom(7) —» Y
linear. Falls T stetig ist und dom(7") abgeschlossen ist, so ist T' abgeschlossen.

Lemma 16.5.4 ([W, Lem.IV.4.3]). Seien X,Y Banachrdume und 7' : X D
dom(T) — Y linear und abgeschlossen. Dann gilt

(i) gr(7T) ist ein Banachraum, und die Abbildung T : gr(T) — Y, (z,y) —
y = Tz ist stetig.

(ii) dom(7T') mit der Norm ||z||7 := ||z||x + ||Tz||y ist ein Banachraum, und
T ist stetig als Abbildung von (dom(T),|| - ||)r) nach Y.

Satz 16.5.5 ([W, Satz IV.4.4]). Seien X,Y Banachrdume und 7" : X D
dom(7T) — Y linear und abgeschlossen.

(i) Ist T surjektiv, so ist T offen.
(ii) Ist T bijektiv, so ist T~ stetig.

Satz 16.5.6 ([W, Thm.IV.4.5]). (Satz vom abgeschlossenen Graphen)
Seien X,Y Banachrdume und 7' : X — Y linear und abgeschlossen. Dann
ist T' stetig.

16.6 Differentiation nichtlinearer Abbildungen
In diesem Unterkapitel ist K = R.

Definition 16.6.1 ([W, Def.Il1.5.1]). Seien X, Y normierte Rdume, U C X
offen und f: U — Y eine Abbildung.

(i) f hieBt Gateauz-differenzierbar bei p € U, falls ein stetiger linearer
Operator T' € L(X,Y) existiert, sodass fiir alle v € X gilt

i L@+~ f) o
h—0 h

Wir schreiben in diesem Fall auch Df(p) statt 7" und nennen diesen
Operator die Gateaux-Ableitung von f in p.

17



(ii) f hieBt Fréchet-differenzierbar beip € U, wenn es ein T' € L(X,Y") gibt,

sodass T
limf(19+v)—1”(29)— Vv o,
v—0 o]l

Df(p) =T heifit in diesem Fall die Fréchet-Ableitung von f in p.

(iii) Falls f in jedem p € U Gateaux/Fréchet-differenzierbar ist, so sagen
wir f ist Gateauz/Fréchet-differenzierbar. Die Funktion

Df:U— L(X,Y) , x+— Df(x),
heifit die Gateauz/Fréchet-Ableitung von f.

Satz 16.6.2 ([W, Satz I11.5.4]). Seien X, Y, Z normierte Radume, und U C X,
V C Y offen. Es gilt:

(i) Sind f, g : U — Y Gateaux/Fréchet-differenzierbar in p, so auch a f+3g
fiir a, 8 € R, und es gilt

D(af + Bg)(p) = aDf(p)+ BDg(p) -

(ii) (Schrankensatz) Angenommen, f: U — Y ist Gateaux-differenzierbar.
Seien xg, x1 € U, sodass die Verbindungsstrecke I = {(1—t)xo+tz, |t €
[0,1]} ebenfalls in U liegt. Setze M = supg; || D f(£)]]. Dann

1f (1) = F(zo)l] < M [y — o[ -

(iii) Angenommen, f : U — Y ist Gateaux-differenzierbar, und die Funktion
Df:U — L(X,Y) ist stetig. Dann ist f auf U Fréchet-differenzierbar.

(iv) (Kettenregel) Sei f : U — Y und g : V — Z gegeben mit f(U) C V.
Angenommen, f ist in p € U Fréchet-differenzierbar, und ¢ ist in f(p) €
V' Fréchet-differenzierbar. Dann ist go f in p € U Fréchet-differenzierbar
mit

D(go f)(p) = Dg(f(p)oDf(p) .
m Im Fall (iii) sagen wir, f ist stetig differenzierbar und schreiben f €
cCYU,Y).

m Eine Funktion f : U — R besitzt in p € U ein lokales Extremum, falls es
eine Umgebung von p € U gibt, auf der entweder iiberall f(z) > f(p) gilt,
oder {iberall f(z) < f(p).

Lemma 16.6.3 ([W, Satz 111.5.6]). Sei X ein normierter Raum und U C X
offen. Sei f : U — R Gateaux-differenzierbar. Besitzt f in p ein lokales
Extremum, so gilt D f(p) = 0.
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17 Schwache Topologie,
gleichmiflige Konvexitét

17.1 Schwache Topologien und reflexive Rdume
Definition 17.1.1. Sei X ein normierter Raum.
(i) Eine Folge (z,) in X heiit schwach konvergent gegen x, wenn gilt:
Tim o(z,) = @(x) firalle e X' .

Wir schreiben

ag .
r, —x oder o-lim z, =x.
n—oo

(ii) Eine Folge (¢,) in X’ heifit schwach™® konvergent gegen ¢, wenn gilt:
lim p,(z) = @(x) furalle z€ X .
n—oo
Wir schreiben

on 5@ oder ox-lim @, = ¢ .
n—oo

m Konvexe Mengen und konvexe Hiillen wurden vor Lemma 16.1.6 eingefiihrt.

Lemma 17.1.2 ([W, Satz 111.3.8]). Sei X ein normierter Raum und M C X
eine abgeschlossene konvexe Teilmenge. Dann gilt fiir jede schwach konver-
gente Folge (x,,) mit z, € M und z, = x, dass x € M.

Korollar 17.1.3 ([W, Kor.111.3.9]). Gilt , = =, so gibt es eine Folge von
Konvexkombinationen

N(n)
Yo = > _ An)jz; , wobei A(n); >0 , Y An);=1,
=1

sodass y, — & (Norm-Konvergenz).

Lemma 17.1.4. Sei X ein normierter Raum. Eine schwach konvergente Fol-
ge in X ist beschréankt.

Lemma 17.1.5. Sei X ein Banachraum. Eine schwach® konvergente Folge
in X’ ist beschrénkt.

Satz 17.1.6. Sei X ein separabler Banachraum. Dann besitzt jede beschréankte
Folge in X’ eine schwach* konvergente Teilfolge.

Satz 17.1.7. Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann besitzt jede beschréankte
Folge in X eine schwach konvergente Teilfolge.

19



Ausblick:

m Ein topologischer Raum ist eine Menge M zusammen mit einer Teilmenge
T der Potenzmenge P(M), sodass

(i) eT und M €T,

(ii) 7T ist abgeschlossen beziiglich endlicher Durchschnitte,

UuveT = UnNnVeT.

(iii) 7 ist abgeschlossen beziiglich beliebiger Vereinigungen,

AcT = [JuerT.

UecA
Man nennt 7 eine Topologie auf M. Die Elemente von T heiflen offene Men-
gen.

m Sind M, N topologische Rdume, so heifit eine Funktion f : M — N stetig,
wenn Urbilder von offenen Mengen offen sind.

m Sei {7;}ier eine Familie von Topologien auf M. Dann ist auch der Durch-
schnitt (7),.; 7; eine Topologie auf M.

Fiir eine beliebige Teilmenge A C P(M) ist die von A erzeugte Topologie
T(A) auf M der Durchschnitt aller Topologien auf M, die A enthalten.

Definition 17.1.8. Sei X ein normierter Raum.

(i) SeiW ={ ' (U)|¢ € X', UCKoffen} C P(X). Man nennt 7 (W)
die schwache Topologie auf X .

(ii) Sie j : X — X” die kanonische Isometrie in den Bidualraum von X
und W* = {j(z)"'(U)|z € X, U C Koffen} C P(X’). Man nennt
T (W*) die schwach* Topologie auf X'.

Lemma 17.1.9. Sei (M, T) ein topologischer Raum, X ein normierter Raum,
und f : M — X eine Abbildung. Es sind dquivalent:

(i) f ist schwach-stetig (d.h. stetig bzgl. der schwachen Topologie auf X).
(ii)) po f: M — Kist fiir alle ¢ € X' stetig.

m Genauso sieht man: f : M — X' schwach*-stetig genau dann, wenn
f)(x) : M — K fiir alle z € X stetig ist.
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Satz 17.1.10. Seien X, Y normierte Rdume und 7" : X — Y linear. Es sind
dquivalent:

(i) T ist (Norm-)stetig.

(ii) T ist schwach-schwach stetig (also stetig beziiglich der schwachen To-
pologien auf X und auf Y).

17.2 Gleichmiflige Konvexitit und Reflexivitit

Definition 17.2.1 ([W, Def.1V.7.9] und [HS, Def.16.1]). Ein normierter
Raum X heifit gleichmdfig konvex, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt,
sodass fiir alle x,y € B« x gilt:

-yl > = H“””T“’Hg—a.

Satz 17.2.2 ([HS, Satz 16.4]). (Approximationssatz)
Sei X ein gleichmiflig konvexer Banachraum. Sei K C X, K # (), eine
abgeschlossene konvexe Teilmenge, und sei a € X beliebig. Dann gibt es ein
eindeutiges p € K mit minimalem Abstand zu a unter allen Elementen von
K:

Ape K+ |p—all = nfflz—af.

Lemma 17.2.3. Sei X ein normierter Raum. Es sind dquivalent:
(i) X ist gleichméBig konvex.
(ii) Seien (x,) und (y,) Folgen in X mit

limsup ||z,|| <1 und limsup ||y,|| <1

n—oo n—oo

Dann gilt

lim ||%(xn +y)ll=1 = lim(z,—y,) =0.
n—oo

n—o0

Lemma 17.2.4. Sei X ein gleichméBig konvexer normierter Raum. Sei (z,,)
eine Folge in X mit

limsup |z, <1 und  lim |§(zm +z,)] =1
n—s00 m,n—o0
Dann ist (x,) eine Cauchy-Folge und es gilt lim,, ., ||z,| = 1.
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Satz 17.2.5 ([HS, Satz 18.1]). (Satz von Milman)
Jeder gleichméflig konvexe Banachraum ist reflexiv.

Lemma 17.2.6 ([HS, Lem.14.5]). Sei X ein Banachraum, G € X" mit
|G| <1, und ¢1,..., ¢, € X' Setze h(z) = Y1 |G(pi) — goz-(x)‘% Dann
gilt

1nf{h(x) |l‘ € BSLX} = 0.
Korollar 17.2.7. Sei X ein Banachraum und jx : X — X" die kanonische

Isometrie. Dann ist jx(B<i x) schwach*-dicht in B<; x».

17.3 L7 ist gleichméflig konvex

Satz 17.3.1 ([W, Satz IV.7.11]). Sei (2, M, 1) ein Mafiraum und 1 < p < oc.
Dann ist LP(Q) gleichméBig konvex.

Korollar 17.3.2. Fiir 1 < p < oo ist LP(Q2) reflexiv.

Lemma 17.3.3 ([W, Lem.1V.7.10]). Sei 1 < p < oo. Fiir jedes € > 0 existiert
ein 7. > 0, sodass fiir alle w, z € C mit |w|,|z| <1 und |w — z| > € gilt

[ 2(w+2) [ < 1=7) 3 (lwP+27) .
m In Satz 15.5.9 wurde die Isometrie i ., : LY(2) — (LP(Q2))" eingefiihrt.

Satz 17.3.4 ([HS, Satz 19.1]). Sei (2, M, i) ein Mafiraum und 1 < p, g < 0o
mit % + % = 1. Dann ist

igmp ¢+ LU(Q) — (LP(Q))
ein isometrischer Isomorphismus.

Korollar 17.3.5. Sei X ein endlich-dimensionaler normierter Raum. Jedes
T e L(LP(R2), X) ist von der Form

T(f) = /Qhdeﬂ

fir ein hy @ Q — X, sodass die Komponentenfunktionen beziiglich einer
(dann jeder) Basis in L%(2) liegen.

22



18 Hilbertraume

18.1 Definition und grundlegende Eigenschaften
Definition 18.1.1 ([HS, Def.20.1]). Sei X ein K-Vektorraum.

(i) Eine hermitesche Form auf X ist eine Abbildung
() XxX 5K,
sodass fiir all z, 2’y € X und A € K gilt:

a) (z+2',y) = (z,y) + (z/,y)

(ii) Eine hermitesche Form heifit positiv semi-definit, falls (z, z) > 0 fiir alle
x € X. Sie heifit positiv definit, falls (z, x) = 0 impliziert, dass = = 0.

(iii) Ein Skalarprodukt (oder inneres Produkt) auf X ist eine positiv definite
hermitesche Form.

Lemma 18.1.2 ([HS, Satz 20.3]). (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Sei X ein K-Vektorraum und (-, -) eine positiv semi-definite hermitesche Form
auf X. Dann gilt fiir alle z,y € X

@) [ < (@x) () .

Ist (-,-) positiv definit, so gilt Gleichheit genau dann, wenn = und y linear
abhéngig sind.

Satz 18.1.3 ([HS, Satz 20.4]). Sei X ein K-Vektorraum und (-, -) ein Skalar-
produkt auf X. Dann definiert ||z|| := y/(z,z) eine Norm auf X.

m Wir nennen || - || auch die durch das Skalarprodukt induzierte Norm. Topo-
logische Eigenschaften werden im Folgenden beziiglich der induzierten Norm
betrachtet.

Definition 18.1.4 ([W, Def.V.1.4]). Ein normierter Raum (X, || - ||) heifit
Prd-Hilbertraum, falls es ein Skalarprodukt (-,-) auf X gibt, sodass ||z| =
\/(z,z). Ein Hilbertraum ist ein vollstindiger Pri-Hilbertraum.

Lemma 18.1.5 ([HS, Satz 20.5]). Sei X ein K-Vektorraum. Ein Skalarpro-
dukt (-,-) : X x X — K ist beziiglich der induzierten Norm stetig.
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Satz 18.1.6 ([HS, Satz 20.6]). (Parallelogrammgleichung)
Ein normierter Raum X ist genau dann ein Pra-Hilbertraum, wenn fiir alle
x,y € X gilt:

lz +yl* + lle = ylI* = 2flz)* + 2]yl .

Korollar 18.1.7 ([W, Satz V.1.8]). Die Vervollstiandigung eines Pri-Hilbertraumes
ist ein Hilbertraum.

Korollar 18.1.8. Ein Pré-Hilbertraum ist gleichméfig konvex.

m Seien X,Y C-Vektorrdume. Eine Abbildung f : X — Y heiflt antilinear,
falls fiir alle z,2" € X und X € C:

Jle+a') = f2) + f@) wnd f(hr) = Af(z) .

m Sei X ein Hilbertraum. Fiir 2 € X sei i(x) : X — K die Abbildung
y = (y,x).

Satz 18.1.9. Sei X ein Hilbertraum.
(i) i: X — X" und ||i(z)| = ||z||.

(ii) ¢ ist antilinear und bijektiv.

18.2 Orthonormale Basen

Definition 18.2.1 ([W, Def.V.3.1]). Sei X ein Pra-Hilbertraum.
(i) x,y € X hieBen orthogonal, falls (x,y) = 0. Wir schreiben auch z L y.

(ii) Zwei Teilmengen A, B C X heiflen orthogonal, falls fiir alle a € A,
be B gilt: a L b.

(iii) Das orthogonale Komplement A+ einer Teilmenge A C X ist

At = {z e X |z Lafiraleac A} .

Lemma 18.2.2 ([W, Satz V.3.2]). Sei X ein Hilbertraum und K C X,
K # (), abgeschlossen und konvex. Fiir jedes x € X existiert genau ein
k € K, sodass
— = inf ||z —y|| .
lv —&ll = inf [lz —y]|
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m Fiir zwei normierte Rdume U, V ist U @2V die (duBere) direkte Summe mit
Norm |[(u,v)|]2 :== v/||ul|®> + ||v||?. Sind U,V Préa-Hilbertraume, so ist auch
U &, V ein Pra-Hilbertraum.

m Fiir eine lineare Abbildung f : A — B schreiben wir auch ran(f) C B fiir
das Bild von f.

m Ein P € L(X, X) heiit Projektion, falls P? = P.

Satz 18.2.3 ([W, Satz V.3.2]). (Satz von der Orthogonalprojektion)
Sei X ein Hilbertraum und U C X ein abgeschlossener Unterraum.

(i) Es gibt genau eine Projektion P € L(X, X) mit Bild U und Kern U+,
(ii) Falls U # {0}, so gilt ||P|| = 1. Falls U # X, so gilt ||id —P|| = 1.

(iii) X ist kanonisch isometrisch isomorph zu U &, U*L.

m Ein P wie im obigen Satz nennen wir die orthogonale Projektion auf U.

Definition 18.2.4 ([HS, Def.21.4]). Eine Familie {z;};c; von Elementen
aus einem Préa-Hilbertraum X heifit summierbar zu x, wenn es zu jedem
e > 0 eine endliche Teilmenge J. C I gibt, sodass fiir alle endlichen J mit

J. CJC I gilt
Je=>"a,

jedJ

<eg.

m [m Folgenden ist immer I die (moglicherweise unendliche) Indexmenge und
J, Jey Jo, J1, ... bezeichnen endliche Teilmengen von I.

Lemma 18.2.5 ([HS, Lem.21.5]). Sei {x;}ic; eine Familie in einem Hilber-
traum X.

(1) {@;}ier ist genau dann zu einem x summierbar, wenn es fiir jedes € > 0
ein J, gibt, sodass fiir alle J mit J N J, = 0 gilt

| >
jeJ

<e€.

(ii) {w;}ies ist genau dann zu x summierbar, wenn hochstens abzahlbar viele
x; ungleich Null sind und wenn fiir jede Abzéhlung x, 2o, ... diese x;

gilt:
n
=Y
1=
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Lemma 18.2.6 ([HS, Lem.21.6]). Sei {z;}ie; und {y;}ie; summierbare Fa-
milien in einem Hilbertraum X, und A € K, z € X. Dann gilt:

(i) Zie[ Z; + Zie[ Yi = Ziel(ﬂfi + ;) und A Zie[ Ti = Zie[ AT;.

(i) (> ,erTis2) =Y ;es {(xi, 2), insbesondere ist die rechte Seite summier-
bar.

Definition 18.2.7. Eine Familie {z;};c; in einem Pré-Hilbertraum X heifit
(i) orthogonal oder Orthogonalsystem, falls x; L x; fiir alle ¢ # j.

(ii) orthonormal oder Orthonormalsystem, falls sie ein orthogonal ist, und
falls ||z;|| = 1 fiir alle i € I.

Lemma 18.2.8 ([HS, Lem. 21.7]). Sei {x; }ies ein Orthogonalsystem in einem
Hilbertraum X. Es sind dquivalent:

(1) {;}ier ist summierbar.
(ii) {||7:l|?}ses ist in R summierbar.
In diesem Fall gilt || >, z:ll* = .o o]

Satz 18.2.9 ([HS, Satz 21.8]). Sei {z;}ics ein Orthonormalsystem in einem
Hilbertraum X, und sei z € X. Dann gilt:

(i) (Besselsche Ungleichung) 3, ; [(x, z:)|* < ||lz|)*.

(il) ,=“ gilt in (i) genau dann, wenn = = > . (z, z;)x;.

el
(Die Summierbarkeit ist hier jeweils Teil der Aussage.)

m Wir nennen ein Orthonormalsystem {x; };c; in X mazimal oder vollstindig,
falls gilt: Sei {yx }rex ein Orthonormalsystem, das jedes x; enthélt. Dann sind
{z;} und {yx} als Mengen gleich.

(,Man kann {z;};e; nicht gréfer machen.)

Satz 18.2.10 ([HS, Satz 21.9]). Sei {x; }ies ein Orthonormalsystem in einem
Hilbertraum X. Es sind dquivalent:

(1) {;}ier ist maximal.
(ii) Gilt = L a; fiir alle i € I, so ist = = 0.

(iii) X ist isometrisch isomorph zu [*(I) via z; — e;.
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(iv) Fir alle z € X gilt = >, (z, x;)x; (Fourier-Entwicklung).
(v) Fiir alle z,y € X gilt (z,y) = >, (7, zi)(wi, y)-
(vi) Fiir alle z € X gilt ||z|* = Y,; (@, 2;)|* (Parsevalsche Gleichung).

Definition 18.2.11. Ein Orthonormalsystem in einem Hilbertraum, dass
eine der Bedingungen in Satz 18.2.10 erfiillt, heiflt Hilbert-Basis oder Ortho-
normalbasis oder ON-Basis.

Satz 18.2.12 ([W, Satz V.4.9, Lem.V.4.11]).

(i) Sei {w;}ier ein ON-System in einem Hilbertraum X. Dann gibt es eine
ON-Basis von X, die {x;};c; enthilt.

(ii) Seien A, B zwei Mengen. Es sind dquivalent:

(a) Es gibt eine Bijektion zwischen A und B, d.h. A und B sind gleich-
méchtig.

[

(b) Es gibt einen isometrischen Isomorphismus ?(A) = [*(B).

18.3 Operatoren
m In diesem Abschnitt sind X, Y Hilbertraume.

m [n Satz 18.1.9 wurde der isometrische Antiisomorphismus iy : X — X’
eingefiihrt.

Definition 18.3.1. Sei 7' € L(X,Y). Der zu T adjungierte Operator T* €
L(Y, X) ist definiert durch das kommutierende Diagramm

y Iy x

v X
Lemma 18.3.2 ([W, Satz V.5.2]). Sei S € L(X,Y). Es gilt
@) [1s=Sl = 155" = IS|I?
(i) ker S = (ran S*)* und ker S* = (ran S)*
Definition 18.3.3. Sei 7' € L(X,Y). T heifit

(i) wnitdr, falls T* = T—1,
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(i) selbstadjungiert, falls X =Y und T* =T,
(i) mormal, falls X =Y und TT* = T*T.

Satz 18.3.4 ([W, Satz V.5.5]). (Satz von Hellinger-Toeplitz)
Sei T': X — X linear, sodass fiir alle x,y € X gilt: (T'z,y) = (z,Ty). Dann
ist T stetig (also selbstadjungiert).

Lemma 18.3.5 ([W, Satz V.5.6]). Sei K = C. Dann ist 7" € L(X) genau
dann selbstadjungiert, wenn gilt: (T'z,z) € R fur alle x € X.

Lemma 18.3.6 ([W, Satz V.5.7]). Sei T € L(X) selbstadjungiert. Dann
1Tl = swp | (Tw2) |

=<1

Korollar 18.3.7 ([W, Kor.V.5.8]). T' € L(X) erfiille (T'z,z) = 0 fiir alle
x € X. Dann gilt:

(i) Ist K=C, soist T'= 0.
(ii) Ist K= R und T selbstadjungiert, so ist 7" = 0.

m Aus Satz 18.2.3: Ein P € L(X) heiit Orthogonal-Projektion, falls gilt P? =
P und ran(P) L ker(P).

Satz 18.3.8 ([W, Satz V.5.9]). Sei P € L(X) mit P? = P (d.h. P ist eine
Projektion) und P # 0. Es sind dquivalent:

(i) P ist eine Orthogonal-Projektion.
(i) 1P = 1.

(iii) P ist selbstadjungiert.

(iv) P ist normal.

(v) (Pz,x) € Ry fiir alle x € X.

18.4 Fouriertransformation und Schwartz-Riume
m Fir z, & € R™ schreiben wir abkiirzend € = (z,£) = x1& + - -+ + 2,6,
Definition 18.4.1 ([W, Def.V.2.1]). Fiir f € L*(R") und £ € R" setze

1 —ix
FNNE = Gy | f@)e s

Die Funktion Ff heifit Fouriertransformierte von f, und die Abbildung F
heifit Fouriertransformation.
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m Der Raum Cj(R") besteht aus allen stetigen Funktionen f : R™ — C, die
im Unendlichen verschwinden in dem Sinne, dass limjj;|—0 f(2) = 0. Mit der
sup-Norm wird Cy(R"™) zu einem Banachraum.

Satz 18.4.2 ([W, Def.V.2.1]). F ist ein stetiger linearer Operator L'(R") —
Co(R™) mit ||F|| < (27)~"/2.

m Sei ¢ € C°(R™ — Rxg), sodass
e supp(yp) := {z € R*[p(z) # 0} C B<ypr

o [poo(x)dr=1
Fiir € > 0 setze p.(z) = e "p(z /). Dann

e supp(p.) C B<.gn

° fR" Ye(x)dr =1

Satz 18.4.3. (Friedrichssche Gléttungsoperator)
Sei Q C R" offen, 1 <p < o0, f € LP(Q2), und = € R™.

(i) Die Funktion Q — C, y — f(y)p-(x — y) ist in L}(Q).
Setze (Gof)(x) = [, f(y)p:(x — y)dy.
(i) Gef € Cm(R”)

(iii) Fiir die Einschréankung von G. f auf Q gilt |G. f|, < || f]|,- Insbesondere
ist G.f € LP(Q).

(iv) G- € L(LP(©) und [|G.]| < 1.
() limeoo Gof = f in L7(Q).
m Sei (2 C R” offen. Wir setzen
D(Q) = {p e C™(Q) |supp(y) ist kompakt und in € enthalten } .
Elemente von D(Q2) heiBen auch Testfunktionen.
Lemma 18.4.4 ([W, Lem.V.1.10]). D(Q2) ist dicht in LP(Q) fiir 1 < p < oo.

m Fiir € R” und a € (Z>o)" (ein Multiindez) schreiben wir

Qn

a _ _oq
=z,

Fiir f: Q — C oft genug differenzierbar schreiben wir

D@ = (5-)" (o) Fone ).
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Definition 18.4.5 ([W, Def.V.2.3]).

(i) Eine Funktion f : R™ — C heifit schnell fallend, falls fiir alle o € (Zx¢)"
gilt

lim 2% f(z) = 0.
[|#]| =00

(ii) Der Schwartz-Raum S(R™) ist gegeben durch
S(R") = { f € C™(R") | D*f ist schnell fallend fiir alle & € (Zxo)" } .

Satz 18.4.6 ([W, Satz V.2.8]). Die Fouriertransformation ist ein isometri-
scher Isomorphismus F : S(R") — S(R") beziiglich der L?>-Norm. Es gilt

(FF)(x) = f(==).

Lemma 18.4.7 ([W, Lem.V.2.4]). Sei f € S(R") und « ein Multiindex.
Dann gilt:

(i) Ff e C=(R")
(i) DU(Ff) = (=)l Faf)
(i) €X(Ff) = (=)l F(Df)
(iv) Fiir & § € R gilt F(e™ f) = (Ff)(§ — &)
Lemma 18.4.8 ([W, Lem.V.2.5]). Wenn f € S(R"™), dann auch Ff € S(R").

m Fiir a > 0 sei 7, : R® — R gegeben durch v,(z) = exp(—3 (az)?), wobei
x2:$%+---+xi.

Lemma 18.4.9 ([W, Lem.V.2.6]). Es gilt v, = a™" 71/a.
Lemma 18.4.10 ([W, Lem.V.2.7]). Fir f € S(R") gilt (FFf)(x) = f(—x).

m 7, LA(R") — L*(R"™) bezeichnet die eindeutige stetige Fortsetzung von
F:SR") - S(R").

Satz 18.4.11 ([W, Satz V.2.9]).

(i) Fir f € LYR™)NLAR") gilt Fo(f) = F(f) in L*(R™) (also fast iiberall
als Funktionen auf R")

(ii) Fiir f € L2(R") gilt
Ff) = Jim Flypo,f)

wobei hier der Grenzwert in L*(R™) gemeint ist (also bzgl. || - ||2).
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19 Spektraltheorie und
kompakte Operatoren

19.1 Spektrum eines stetigen Operators

m |n diesem Abschnitt bezeichnet X einen K-Banachraum und 7T einen ste-
tigen linearen Operator X — X.

Definition 19.1.1 ([W, Def. VI.1.1]).
(i) Die Resolventenmenge von T ist
p(T):= {XAeK ’ Aid =T ist bijektiv }

(Nach dem Satz vom inversion Operator (Korollar 16.4.3) ist (Aid —7")~*
stetig, falls \id —7" bijektiv ist.)

(ii) Die Abbildung
R=R(T):p(T) = LX) , A= Ry:=(\id-T)"!
heifit Resolventenabbildung.
(iii) Das Spektrum von T ist
o(T) = K\ p(T) = {A€K|Xid-T ist nicht bijektiv } .
Lemma 19.1.2 ([HS, Lem.23.2]). Seien X,Y Banachriume und A, B €
L(X,Y) mit A bijektiv. Es gelte |A — B|| < ||[A7Y|~". Dann ist B bijektiv.
Korollar 19.1.3 ([HS, Kor. 23.3]). Die Resolventenmenge p(7') C K ist offen.

Satz 19.1.4. Die Resolventenabbildung R : p(T') — L(X), A — R, ist ana-
lytisch, d.h. sie ist lokal durch eine konvergente Potenzreihe mit Koeffizienten
in L(X) gegeben.

Satz 19.1.5 ([W, Satz VI.1.3]).
(i) o(T) ist kompakt und es gilt |\| < ||T| fir alle A € o(T).
(ii) Fir K= C ist o(T) nicht leer.

m Man definiert die folgende disjunkte Zerlegung des Spektrums: o(7T) =
op,(T)U o (T)Uo.(T) mit
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e (Punktspektrum)

0,(T) = {A| A — T nicht injektiv }

o (stetiges Spektrum)

o.(T) = {A|X—T injektiv, nicht surjektiv, dichtes Bild }

e (Restspektrum)

o.(T) = {\| A =T injektiv, nicht surjektiv, Bild nicht dicht }

19.2 Kompakte Operatoren

m Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes M heifit relativ-kompakt, falls
ihr Abschluss U C M kompakt ist.

Definition 19.2.1 ([W, Def.11.3.1]). Seien X,Y normierte Rdume. Eine li-
neare Abbildung 7' : X — Y heit kompakt, falls T(B.; x) in Y relativ-

kompakt ist. Die Teilmenge der kompakten linearen Abbildungen wird mit
K(X,Y) bezeichnet.

m Ein metrischer Raum M heifit totalbeschrinkt, falls es fiir jedes ¢ > 0
endlich viele Punkte py, ..., p, € M gibt, sodass M = |J;_, B<c(p;).

Lemma 19.2.2 ([W, Satz B.1.7]). Fiir einen metrischen Raum M sind
aquivalent:

(i) M ist kompakt (im Sinne von iiberdeckungskompakt).
(ii) M ist folgenkompakt (d.h. jede Folge hat eine konvergente Teilfolge).
(iii) M ist totalbeschréankt und vollstandig.

Satz 19.2.3 ([HS, Lem.24.3]). Seien X,Y Banachraume. K(X,Y) ist ein
abgeschlossener Untervektorraum von L(X,Y).

Korollar 19.2.4. Seien X,Y Banachrdume und 7' € L(X,Y’). Angenom-
men, es gibt eine Folge (T},),, in L(X,Y’), sodass

(i) T, — T (in der Operatornorm),
(ii) jedes T, hat endlich-dimensionales Bild.

Dann ist T" kompakt.
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Satz 19.2.5 ([W, 11.3.4]). (Satz von Arzela-Ascoli)
Sei (M, d) ein kompakter metrischer Raum und F' C (C(M), || - ||o0), sodass

(i) F ist beschrinkt.
(ii) F ist abgeschlossen.
(iii) F ist gleichgradig stetig, d.h.:

Ve>030>0VfeF : dla,b) <d = |fla)— f(b)|<e,

Dann ist F' kompakt.

19.3 Der Satz von Riesz und Fredholm-Operatoren

m In diesem Abschnitt bezeichnen X, Y Banachrdume (iiber K).
Lemma 19.3.1. Sei T': X — Y linear. Es sind dquivalent:
(i) T ist kompakt.

(ii) Fiir jede beschrankte Folge (2,)nen in X hat (T'x,)nen eine konvergente
Teilfolge.

Satz 19.3.2 ([W, Satz 111.4.4]). (Satz von Schauder)
Sei T' € L(X,Y). Dann ist T' genau dann kompakt, wenn 7" kompakt ist.

Satz 19.3.3 ([HS, Satz 24.6]). (Satz von Riesz)
Sei T'€ K(X) und S =id —T. Dann gilt:

(i) ker(S) ist endlich-dimensional,
(ii) ran(S) ist abgeschlossen,
(iii) X/ran(S) ist endlich-dimensional.

Lemma 19.3.4 ([HS, Lem.24.7 und 24.8]). Sei Z ein normierter Raum und
U C Z ein abgeschlossener Unterraum. Angenommen, eine der folgenden
Bedingungen ist erfiillt:

(i) U ist endlich-dimensional.
(ii) Z/U ist endlich-dimensional.

Dann gibt es einen abgeschlossenen Unterraum V' C Z, sodass U @ V = Z.
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Definition 19.3.5 ([HS, Def. 25.1]). Eine stetige lineare Abbildung S : X —
Y heifit Fredholm-Operator, falls folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

(i) ker(S) ist endlich-dimensional,

(ii) ran(.9) ist abgeschlossen,

(iii) Y/ ran(S) ist endlich-dimensional.
Der Index von S ist

ind(S) := dim(ker(S)) — dim(Y/ran(S)) € Z .

Die Menge der Fredholm-Operatoren nennen wir F'(X,Y) C L(X,Y).
Satz 19.3.6 ([HS, Satz 25.2]).

(i) F(X,Y) ist eine offene Teilmenge von L(X,Y).

(i) ind : F(X,Y) — Z ist stetig.
Korollar 19.3.7 ([HS, Kor.25.3]). Fur 7" € K(X) gilt ind(id —=7") = 0.

Satz 19.3.8 ([W, Satz. VI.2.4]). (Fredholmsche Alternative)
Sei S € F(X,Y) mit ind(S) = 0. Betrachte die Gleichung, fir z € X,y € Y,

St = y. (%)

(i) Angenommen, (x) ist fiir alle y losbar. Dann ist fiir jedes y die Losung
x eindeutig bestimmt.

(ii) Angenommen, (x) ist nicht fir alle y losbar. Dann gilt: Ist (%) fiir ein
Yo losbar, so bilden die Losungen einen endlich-dimensionalen affinen
Unterraum (mit Dimension > 0).

Satz 19.3.9 ([W, Satz VI.2.5]). Sei 7' € K(X). Dann gilt:
(i) Ist X unendlich-dimensional, so gilt 0 € o(T).

(ii) Jedes A € o(T) \ {0} ist ein Eigenwert von 7" und der Eigenraum
ker(\ — T') ist endlich-dimensional.

(iii) o(T) ist hochstens abzihlbar.

(iv) o(T) besitzt hochstens in 0 einen Haufungspunkt.
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