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Kapitel 1

Gruppen

1.1 Definitionen

Definition 1.1.1. Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Abbil-
dung (Gruppenoperation)

2 GExGE—-G
s.d.
1. Assoz:
Vg, h,k € G: (g-h)-k=g-(h-k)
2. Eins:
JeeG:VgeGie-g=g=g-e
3. Inverse:

JAbb. )7 G5 G:VgeGig-gl=e=gl"g

Daraus kann man direkt folgern: e ist eindeutig, ()~! ist eindeutig, ()~! ist bi-

jektiv, et =ve, (g-h)"t =h"tg L

Eine abelsche Gruppe ist eine Gruppe G s.d.
Vg,heG:g-h=h-g

Notation: Fiir abelsche Gruppen schreibt man hiufig ,,+“statt ,-“

Beispiel 1.1.2. Fiir Z/37Z koénnen wir die Multiplikation durch eine Tabelle
beschreiben. Es gibt die Elemente:

+37Z

0
14 3%
2+ 3%

0
1
2
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und die Multiplikationstabelle:

S
No|I={1o|——

=)
mo|l—|1o|Io

[N = |1
=1 ]INo| o

Beispiel 1.1.3.
1. k : Korper, V : k-Vektorraum

e (V,+) ist eine Gruppe

e GL(n, K) = {invertierbare lineare Abbildung mit Komposition als Gruppenop.}
ist eine Gruppe

2. R™ mit Skalarprodukt

(.’IJ, y) = Z T;Yi
i=1
und Isometrien, also Abb. R™ — R"™ s.d.

Vo,y € R": (f(2), f(y)) = (z,y)
Folgerungen*:
o f ist bijektiv.

e f ist linear, d.h. es gibt lin. Abb. A: R® — R"™, b € R" s.d. f(z) =
Az + 0.

3. Isometrien von Punktmengen im R", z.B.: ;Was sind alle Isometrien die
ein Quadrat im R? fix lassen?“(es gibt 8).

4. Die symmetrische Gruppe S,, also die Bijektionen von {1,...,n} auf sich
selbst.

Definition 1.1.4. Seien GG, H Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus von G nach H
ist eine Abbildung ¢: G — H s.d.

Va,y € Gz -y) = o(z) -y
Folgerungen: ¢(e) = e und Vg € G: p(g~!) = ¢(g)~*
Beispiel 1.1.5.

[ ]
7/37 — S{0,1,2} a+3Z+— (x— (x+a) mod 3)

ist Gruppenhomomorphismus. (Warum?)

1,[)2 5071724)2/32 UHU(O)+SZ

erfiillt zwar 1) o ¢ = idz/35 aber ist kein Gr.hom.
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1.2 Isomorphiesitze

Definition. Eine Teilmenge M C G heifit Untergruppe, falls:
e ¢ € M (oder M # ()
e VabeM:a-be M
eVacM:ateM

Schreibe M < G.
Fir ¢: G — H heifit:

ime = {¢(a)la € G} C H das Bild von ¢
ker o = {a € G|p(a) € G} C H das Bild von ¢

Die Mengen im ¢ und ker ¢ sind Untegruppen.

Definition. Eine Untergruppe M < G heif3t normal, falls:
VgeG,meM: gmg e M

Bemerkung. ker ¢ ist normal.
Sei N < G normal. Setze fir z,y € G:

r~y:=dIneNxz=yn

Sei G/N die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. ~. Schreibe aN fiir die Klasse
von a € G.

Satz 1.2.1. Die Faktorgruppen von G zu N ist
o als Menge: G/N
e Gruppenoperation.

G/N xG/N = G/N  (aN,bN) — (a-b)N

Diese Operation ist wohldefiniert (d.h. unabh. von der Wahl von a und b in aN,
bN und ergibt eine Gruppe.

Bew.: Ubung
Notation: Seien A, B Teilmengen einer Gruppe G, x € G:

zA={z-ala€ A} CG
AX ={a-zla€ A} CG
AB={a-blac A,be B} CG

Ist H < G eine UG und z € G, so heifit ©H die x enthaltende Linksnebenklasse

und Hz die z enthaltende Rechtsnebenklasse.
Beh: Sei G eine Gruppe, H < G. Es sind dquivalent:

1. H ist normal

2. furallex € G: zH = Hx
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1)=2)
Es gilt *H C Hz, denn:

yexH < 3he H:y=ah=(vhe ')z € Hx

——
€H
xzH D Hx genauso.
2)= 1) so &hnlich
|
Bemerkung.
H cyH
PH Oy = { vy
0 sonst

Insb.:  ~ y :< 2 € yH ist eine Aquivalenzrelation.

Beispiel. Sei V' ein k-Vektorraum, dann betrachten wir die Gruppe (V,+)
U C V ein Unter-VR (insb. Untergruppe)

z+U={z+ujueU}

Bemerkung. Die Faktorgruppe G/N ist als Menge gerade die Menge der Links-
oder Rechtsnebenklassen:

G/N ={zN|z € G} = {Nz|z € G}

Satz 1.2.2. Seien G, N wie in 1.1.1. Die natiirliche Projektion

m: G— G/N x = aN

ist ein Gr.hom.

Bew.:
m(ab) = (ab)N = (aN) - (bN) = w(a)mw(b)

O

Beispiel. Sei V ein k-VR, U ein U-VR, dann ist V/U ein Quotientenraum,
Faktorgruppen mit Gr.op. +

e 3Z C Z ist normale UG, Z/3Z ist Faktorgruppe
Die universelle Eigenschaft von G/N:

Satz 1.2.3. Seien G, H: Gruppen, N < G normal. Fir alle Gr.hom ¢: G — H
mit N C ker ¢ gibt es genau eine Abb. p: G/N — H, s.d. gom = ¢.

Bew.:
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e Eindeutigkeit von @: klar, da 7 surjektiv ist, ist @ auf jedem Element von
G/N schon festgelegt.

e Existenz von @: Wir wollen als Definition nehmen: @(aN) := ¢(a) ist.
Dafiir ist die Repriasentantenunabhéngigkeit von a € G zu zeigen.
Beh.: Fiir a,b € G mit aN = bN gilt p(a) = ¢(b).
r

aN =bN < n(a) =7(b) © n(ab™ ') =e<ab ' €kermr =N
= ab! € kerp < p(a) = p(b)

e  ist ein Gr.hom.:

Satz 1.2.4. (Erster Isomorphiesatz) Sei v: G — H ein Gr.hom.. Dann ist
P: G/kerp — imp
ein Gruppeniso.
Bew.:
e © existiert nach 1.2.3 mit N = ker ¢
e surj., da ¢ surj. auf im ¢

e Beh.: ¢ inj. & kery = {e}
Setze N = ker ¢

P(aN)=es p(r)=e<zxzckerp(=N) < N =N (=eN)

Also ker g = {eN}. Nach Beh. ist ¥ injektiv.

Beispiel.
G=7Z X7 N ={a(1,2) + b(2,1)|a,b € Z}
Betrachte

0 LXZL—T (m,n) —»m+mn
V:ZXZ—7/3Z (m,n) - m+n+3Z
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Gibt es @ bzw. ?
Da ¢((1,2)) =3 # 0 € Z, gibt es kein @ wie vorher. Es gilt aber

¥(a(1,2) +b(2,1)) = ay((1,2)) + ((2,1)) =a-3+b-3+3Z=0+3Z
also N C kery und es gibt
:G/N —-Z/3Z  B(m,n)+ N)=m+n-+3Z
Weiter: @ ist surjektiv (im ¢ = Z/37Z) dann folgt mit 1.2.4
YZ x L] kertp — im1p = Z/37Z
ist ein Gr. iso.. Man kann iiberlegen: ker ¢ = N, dazu der Tipp:

N = {a(3,0) + b(1,2)|a,b € Z}
ZxZ={a=(1,0)+b(1,2)|a,be Z}

Insgesamt folgt ¢: G/N — Z/37 ist Gr.isom.
1.3 Produkte und Erweiterungen
Definition. Sei A eine Menge, (Gx)aeca eine Familie von Gruppen. Das dufere direkte Produkt

ist das Produkt
[Iex

A€A

der unterliegenden Mengen mit Gruppenoperation:

Definition:
(9a)aea - (ha)rea = (gx - ha)rea
Eins:
(e € Gi)rea
Inv.:

((9x)ren) ™ = (95 ren
Bemerkung. Dies definiert eine Gruppe
Notation: Fiir A = {1,2,...,n} schreibe
[[Gr=6GixGax--xG,
AEA
Bemerkung. Es gibt Gr.hom.
. ;A=
iu: Gy — H G g+ (ha)xea hy = g a
AEA & AFu

(P HGA%GM (ha)aea — hy
AEA
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und im4, ist eine normale UG von HAEA G.

r

Notation: G Gruppe, S C G Teilmenge

(8)=({H <G|s c H}
Dies ist die kleinste UG, die S enthilt (z.B. (§)) = {e}. Explizit:
(S) ={s]' s |In>0,e; € {£1},s, € S}
(S) heifit die von S erzeugte Untergruppe von G
_l
Es gilt:

in(Gu) N (| ia(Ga)) = {e}

AFp

und falls A endlich:

[Ié,= <U i,\(GA)>
AeA AEA

Warnung: Dies ist falsch fiir A unendlich.

Definition. Sei H eine Gruppe und (Hj)xea normale UG von H und A endlich.
Gilt

<L/\JH,\> =H A Hﬂm<U HA> = {e}

AFp

so heifit H das innere direkte Produkt der H).

Folgerungen:

a) Fiir A\ # p gilt:
Vie Hym e H,: lm =ml

denn:
I(mi~'m™1) € Hy, (Iml™Yyme H, = Iml"'m™ ' =e
— N——
€H H,

b) Die Abbildung

[To—=H  (heam [
AEA A€

Wobei [[,ca b fiir das Produkt in irgendeiner Reihenfolge steht, die nach
a) egal ist. ist ein Gr.iso., denn

Hom.: wegen a)
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Sur.: da
(Jmy=0

A€A
Inj.: da

[[ma=eevuen:nt =] hae (| H)nH,
A AFp AFp

also ist h,, = e fiir jedes p € A.

Satz 1.3.1. Sei G eine Gruppe und Hy < G mit A € A, A endlich. Dann sind
aquivalent:

1. Die Hy sind normal und G ist 4rneres direktes Produkt der H )
2. Es gilt:
i)
VYA# pu,l € Hy,me Hy: lm=ml

Vg€ G: 3 ga)ren: 9= [ or
AEA

Wobei nach i) die Reihenfolge egal ist.
Bew.: 1) = 2)
i) Folg. a)
ii) Folg. b) Bijektivitét
2) = 1) Damit H, normal ist, ist z.z.:

VgeG:he Hy,: ghg™t e H,
r
Nach ii) g =[], ga, also:

A
1 %) _
ghg t= guhgﬂl € H,

klar nach ii) Existenz.

HHH<UH,\>:{e}

AFp

klar nach ii) Eindeutigkeit. 0
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Definition. Sei N < G normal und H < G mit
NH =G
es gilt NH = HN (Warum?)
NNH=/e}

in diesem Fall heiit G das innere semidirekte Produkt von N und H, schreibe
N x H.

Bemerkung.
e Jedes g € GG lasst sich eindeutig als g = nh schreiben n € N, h € H.
M
Sei auch g = n'h'. Dann N N H = {e}

-1 _ —1 _
nh=n'h =>n""n=hht=n""n=e=~rh""!

-

Notation: Ein Gruppeniso. G — G heifit Automorphismus von G. Die
Menge der Automorphismen nennt man AutG = {¢: G — G|pAutom.}
ist selber eine Gruppe mit Gr.op. Komposition von Abbildungen.

Beispiele:

Aut((Z,+)) = {id, —id} ~ Z/2Z
Aut((Z/27 x Z./2Z,+)) ~ SsAut((Z/NZ,+)) =?

e Jedes h € H gibt einen Autom. von N:

Yh i N — N
n— hnh™!
Dies ergibt einen Gruppenhom. H = AutN Es gilt
h =

(nh)(n'h') = nhn'h’ = n(hn’h=Y)hh' = ny,(n') B

e Falls nh = hn Vn € N;h € H so v, = id und N x H ist gleich dem
direkten Produkt N x H (Satz 1.) Ferner hn = nh < y,(n) =n

e Umgekehrt: Gegeben Gruppen N, H (nicht notw. UG einer vorgegeb.
Gruppe) und ein Gr. Hom., v : H — Aut(N), so definieren wir das
(4uBere) semidirekte Produkt NV x, H als

— Menge N x H
— Verkniipfung (n, h) * (n', ') := (nyn(n'), hh')

Dies ist eine Gruppe (Warum, was ist das Inverse?)
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e AuBeres und inneres semidrektes Produkt sind isom. via:
NxyH—=NxH (n,h) —»n-h
H,N <G, N normal, NH =G, NN H = {e}
Definition. Sei 1 die Gruppe mit einem Element. Seien A; Gruppen und (i € Z)

Pi— i i
. _>Ai71 —1>A,Li)AZ+1 i)

¢; Gr. Hom Dies nennt man eine Sequenz von Gruppen, falls fir jedes i in
imp;—1 Ckerp; (x)

Die Sequenz heifit exakt in A;, falls (x) mit ,=“ Die Sequenz heifit insgesamt
exakt, falls sie exakt in allen A; ist.
Eine kurze exakte Sequenz (von Gruppen) ist eine ex. Seq. der Form

1-A5B5LC0C—=1 (%)
Das heifit:
e exakt in A < ¢ injektiv
e exakt in C' & 7 surjektiv

e cxakt in B < im¢=kerm

Nach Satz 1.2.2: imnw = B/ kerw
~ =~

=C L(A)
Also C = B/u(A)
Man nennt B in (%) auch eine Gruppenerweiterung von A durch C.

Bemerkung.
Fir G= N x H ist
1-N — NxH — H—=1
n— (n,e) (n,h) = h
eine kurze exakte Seq. Wir sagen ein kurze exakte Seq. spaltet, falls es einen

Gruppenhom. o: C — B gibt, s.d. [C & B 5 C] = [C LN Cl, d.h. 7o = id.
Schematisch:

1) 15A5%BSC1

s

Satz 1.3.2. Ist

1AL BsSC—1

s

eine kurze exakte Sequenz, die durch o spaltet, so gilt
B~Ax,C
mit v: C — Aut(A) definiert via (a € A,c € C)
U(ye(a)) = o(c)i(a)a(c) ™!
—_— =

€A €im ¢
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Bew.:
v ist ein Gr. hom..

p:Ax, C — B
Setze (a,c) —  (a)o(c)
Dies ist ein Gr. Hom. (warum?)

Injektiv: Sei ¢(a,c) = e. Dann

Aber nach 7(¢(a,c)) =n(e) =e, alsoc=ce

Dann auch a = e, da ¢ injektiv. Insgesamt: (a,c) = e

Surjektiv: Sei b € B beliebig
Beh.: bo(m(b™1)) € ker 7
r

—~
id..
-
Da Seq. exakt in B ist, gibt es a € A, s. d. t(a) = bo(n(b™1))
——
€c
Also
b=(a)o(r(b)) = ¢(a, (b))
U
Beispiel. 1. Die verallgemeinerte Diedergruppe. Sei A eine abelsche Grup-
pe, setze
Da={(a,e)|la € A,e € {£1}}
mit Verkniipfung
(a,€) % (b,v) = (ab®, ev)
Dann ist
1-AS Dy 5 {+1} =1
a— (a,1)(a,e) e
Also

e D, ist Erweiterung von A durch {£1} ~ Z/27Z
e Seq. spaltet, also Dy ~ A x, {+1}
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Die DIedergruppe ist Doy = Dy/kz und beschreibt Sym. des regelméfigen
k-Ecks im R?. Z/kZ: Rotationen, {+1} Spiegelungen an der x-Achse.

2. GL,, und SL,,
e k: Korper
e GL, (k): inv. lin. Abb. k"™ — k"
e SL, (k) : inv. lin. Abb. k™ — k™ mit det 1
Schreibe k* := k \ {0} Die Sequenz

det

1 — SL,(k) - GL, (k) — k" — 1
M — M
ist exakt (warum?)
o: k" — Ry(k)
A
1
A
1

ist Gr. Hom. mit det(a(X\)) = A
Somit GL,, (k) = SL,, (k) x, k*

1.4 Die symmetrische Gruppe

Definition. Sei M # () eine Menge. Die symmetrische Gruppe in M ist

S := { bijektive Abbildungen von M nach M }
Speziell fir M = {1,2,...,n} schreibt man S, := Sy.

Satz 1.4.1. Jede Gruppe ist zu einer Untergruppe einer symmetrischen Gruppe
isomorph.

Bew.: Betrachte zu einer beliebigen Gruppe G die Linkswirkung auf sich selbst:
p: G — Map(G,G)
g = pg mit pg(h) =gh
Es gilt
Pg © Ph = Pgh pe =idg
Somit:
Pg=1 0 pg = pe =1dg = pg 0 pg—1

also sogar p, € S C Map(G, G) und p ist ein Gruppenhomomorphismus.
Beh.: p ist injektiv.

-
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ker p = {g € Glp, = id}
pg=ideVreG:igr=c&g=ce

_I

Somit ist p: G — im , ein Isom. 0

Definition. Sei G eine Gruppe. Die Ordnung von G ist die Anzahl der Elemen-
te in G, schreibe |G|, z.B. |S,| = n! Sei g € G. Die UG ({g}) (schreibe (g)) heifit
die von g erzeugte zyklische Untergruppe. Die Ordnung von g ist die Ordnung

von {g)

ordg = [{g)|
Es gilt, fiir ordg = m < oo:

ordg = min{m € N|g™ = e}
G heiit zyklisch, falls es g € G gibt, mit
G =(9)
(z.B. ist Z/4Z zyklisch, da (1) = Z/47Z)
Definition. Sei 7 € S,,. Der Tréger (,support“) von 7 ist
supp(w) = {m € {1,...,n}w(m) # m}

zum Beispiel:

1 2 3 4

Definition. Gilt |supp 7| = k und gibt es mq,...,my € {1,...,n}, so dass
e suppm = {mq,...,my}
o m(m;) =mip1 (i <k) , m(mg)=m
so heifit 7 Zyklus der Linge k. Man schreibt
= (mi,...,myg)

Beispiel.

ow:(é ; Z 11):(134):(341):(413)istZyklusderLéinge3.

o ' = <; ? i g) ist kein Zyklus, obwohl supp ' = {1, 2, 3,4}

Ein Zyklus der Liange 2 heif3t Transposition, z.B.

(1 2 3 4
T™\1 4 3 2
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Bemerkung. Sind 7,7 Permutationen von {1,...,n} (also 7,7 € S,,) mit dis-
junkten Tragern, so gilt mo7 =7o7w. (Warum?)

Satz 1.4.2. Jedes m € S, kann als Produkt von Zykeln 1; mit Linge > 2 und
disjunkten Trdgern geschrieben werden

T=T1...Tnp
Die Zykel 1; sind bis auf Reihenfolge eindeutig.
Bew.: Sei m € S, gegeben.

e Existenz: Sei M = {1,...,n} und betrachte zykl. UG (x) C S, Wir
definieren nun eine Aquivalenzrelation auf M:

m~m' & Jp e (n):p(m)=m'
M zerfillt in Aquivalenzklassen Zy, A € A:

ZnZ,=0  |JZ=M
A

Fiir jedes Z), gilt : Sei m € Z) bel., dann

Zy = { m ,71'(777,), a’/TNil(m)}
=mi — mo = myN
Setze T\ = (mq,...,my). Es gilt (per Konstruktion)

— ﬂ.’Z)\ :7-)‘|Z)\
— sSupp Ty = Zx
- V)\#/J, TA!Z‘L = idZ“

(somit 757, = 7,7 nach Bem.)

Schreibe

H 7xn  (Produkt tber alle 7, unabhéngig von Reihenfolge)
AEA

Dann gilt fir alle p € A

(11~

Da |JZ\ = M folgt m = ] ™
AEA

Da 1), =id falls | Z)| = M gilt auch

W:HT)\

AEA
|Zx|>2

:Tu‘ =T
Zp

Zy,

Zu
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¢ Eindeutigkeit:

Sei m = vy...; andere Zerlegung. Setze A’ = {\ € Al|z\| > 1}. Es gilt

suppw = U Z
AEN

Auf suppy; gilt m, = . Damit ist supp v; = Z), fiir ein \; € A’

und v; = Ty,.

I/il
supp v;

Da auch supp 7 = |Jsupp v;, definiert ¢ — A; Bijektion {1,...,k} — A’

O

Satz 1.4.3. Die symmetrische Gruppe S, wird von Transpositionen erzeugt.

Bew.: Nach 1.4.2 ist es genug, dies Aussage fiir Zykel zu zeigen. Fiir Zyklen
gilt:

(mq ... mg) = (m1 ma)(ma mg)...(Mmg—1 myg)

Beispiel. (1234) =(12)(23) 34

=

Man braucht nicht alle (¢ j) um S, zu erzeugen:

(%) ((12),(1,3),...,(1,n)) =S,

Folgt aus (7 ) = (1 4)(1 j)(1 9)

(%)

((12),(2,3),...,(n—1,n)) =8,

Definition. Das Signum einer Permutation 7w € S,, ist

senm =[] (i) — ()
. 1—]
n>i
Jj=1

Bemerkung. Sei

Dann sgnm = (—1)

=

M = {(i, )i > j und (i) < 7(j)}

[M]

Die Menge {{,j}|¢ > j} enthélt jedes ungeordnete Paar {7, j} mit
i # j. Das gleiche gilt fiir

{m(@), ()i > j}
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Also
[TixG) = =)l =TT = jl = =i = 5)
und damit
sgn (m) = H M ® (—1)!Ml

(x) wobei M := {i > j|n(i) < 7(j)}

Satz 1.4.4. a) sgn: S, — {£1} ist Gr. Hom.
b) Fiir jede Transposition T gilt: sgn (1) = —1
Bew.:

a) Z.z.: sgn(wo) = sgn (7)sgn (o)

sgn o = HM _ HWU(%) — 7o (j) I o(i) —o(j)

Ui TS =0 LT
Es gilt
roi) = mo(j) _ no(j) — ol
o(i) —a(j) o(j) —o(i)
Damit
no(i) —mo(j) wo(i) — wo(j)
E o(i) —o(j) g o(i) —o(j)
_ k) —7()
7k>l k=l e

(%) {i,j} € Menge, die jedes (ungeordnete) Paar {i,j}(i # j) enthéilt, wir
schreiben {{o 7'k, o7tk > I}.

b)

Folgt aus sgn (12) = -1 (Warum?)
und (ij) = 7(12)7 !

fiir ein geeignetes m € S,,. Denn dann

sgn (ij) = sgn (w(12)7 1) 2 sgn (m)sgn (12)sgn (7)™ ({1} ist abelsch)

O

Definition. Die alternierende Gruppe A, ist der Kern

Ay i=ker(S" L {+1}) c S
Also A, ={m € S,|sgn(n) =1}
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Bemerkung.
154,58, 25 (£1) -1

ist exakt und spaltet (Wie?)

Sn = A, xy {1} (Welches ~7?)

1.5 Operationen auf Mengen

Definition. Eine Operation (oder Wirkung) einer Gruppe G auf einer Menge X

ist eine Abb.
T GExX =X (g,2) — g.x
s.d. fir alle x € X, g,h € G:
s ecx ==
e g.(h.x)=(gh).x
Man nennt dann X auch eine G-Menge

Bemerkung. Aquivalent zur Definition der Wirkung gebe Gruppenhomomor-
phismus G — Sx an, via g — pg, pg(z) = g.x (Warum?)

Beispiel. R? und Gruppe der Rotation um ¢ € R (SO(2))
Definition. Fiir x € X heifit
Gz ={g.z|g € G}

die Bahn (oder der Orbit) von = unter der Operation von G.

Bemerkung 1.5.1. X ist die disjunkte Vereinigung der Bahnen

°
x=J B
B Bahnen unter G

da BNB' #0 = B = B’ denn

Sei B=G.z und B’ = G.y und sei BN B’ # (). Wahlem € BN B'.
Dann m = g.x und m = ¢'.y fir g,9’ € G geeignet. Somit y =
(¢")"lg.x und G.x = G.y

Definition. Eine Operation von G auf X heifit

e transitiv, falls X eine Bahn unter G ist

e treu, falls aus g.x = h.x fiir alle z € X folgt g = h.
(Aquivalent zu treu: Gr. Hom. G — S, ist injektiv) (Warum?)

Beispiel.
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a) S, wirkt auf {1,...,n}:

SpxA{l,....,n} = {1,...,n}
(m, k) — (k)

(Wirkung? Transitiv? Treu?)

b) SO(n) wirkt auf R™
SO(n) x R" — R" (M,v) — Mv
c¢) Eine Gruppe G operiert auf sich
e von links:
GxG—=G (g,2) — gx
e von rechts:
GxG—=G (9,2) = xzg~

(Warum ¢! und nicht g?)

e durch Konjugation:

GxG—G (g,2) > grg™*

Die Bahnen unter Konjugation heiffen Konjugationsklassen von G.

d) GL(V) wirkt auf V'

Do, wirkt durch Isometrien auf R? die \
ein regelm. k-Eck invariant lassen

e) H < G UG. hatten
G/H = {zH|z € G}

dies ist die Menge der Bahnen unter der Rechtswirkung von H auf G.
(Warnung: Linksnebenklassen). G operiert auf G/H von links:

GxG/H—G/H (9,zH) — gzH

(Warum wohldef.? Warum Wirkung? Transitiv? Treu?)
Genauso

H\G = {Hz|z € G}

G operiert von rechts auf H\G.
Falls H normal ist gilt H\G = G/H (Warum? Gilt die Umkehrung?) .
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Satz 1.5.2. (Satz von Lagrange) Sei H < G, dann

G| =|H|-|G/H]|
wobei | - | € NU {oo}
Bew.: Folgt aus
G2 J{eH|z € G} (1.1)

disjunkt und Vz,y € G

yr~'.(-): H = yH ist Bijektion (1.2)
also |[zH| = |yH|

=|H| fiir alle B
a= Y B =iH-lo/H]
BeG/H

Insbesondere teilt die Ordnung einer Untergruppe die Gruppenordnung.
Definition. Man nennt fir H < G
(G H) = |G/H)
den Index von H in G (Es gilt |G/H| = |H\G| Warum? )
Satz 1.5.3. Fir M < N <G, gilt
[G: M]=[G: N][N : M]

Bew.: Sei
m: G/M —- G/N Hfein — grob*
M — N
Wohldefiniert? (Warum?)
Es gilt
G/M= |J = '({e}) disjunkt.
a€G/N
Also

G/M|= Y |7 ({a})]

a€G/N
Es gilt 7=1({N}) = N/M. Nach Bsp. e) gibt G Operation auf G/M via:
L,:GxG/M— G/M (9,a) — ga
Satz folgt nun aus Beh.:
Ly: N/M — n Y({zN})
ist bijektiv.

-
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Sei n € N. Wir wollen zeigen:

L,(nM) € 7= ({xN})

Wir haben:
m(Ly(nM)) = n(anM) =z nN =zN
=N
Somit

Ly(N/M) C n~'({zN})
Betrachte L,-1. Wir wollen zeigen: Fiir zM € 7= 1({zN}) gilt:

L, (zM) € N/M =7 *({N})
T(Ly-1(zM)) =n(z ' 2M) =27 2M =27 '2M =27 'aN = N

wegen 7(zM) =xN = zN = zN.
Somit L,—1: 7 ' ({aN}) — N/M und da L, eine Wirkung ist, gilt:

Lx o mel = Lxm—l = Le =id Lx*1 o LX =id

Also |7~ 1({a})| = |N/M]| fiir alle o € G/N.

O

Definition. Sei X eine G-Menge und z € X. Der Stabilisator von x ist

G, ={9€Glgx=x}
G, ist eine UG. (Warum?) Normal?
Satz 1.5.4. (Bahnformel) Sei X eine G-Menge und x € X, dann gilt:
Gal = (G : Gl
Bew.: Betrachte die Abbildung
fiG—=GxzCX g—g.x

Beh.: Gilt gG, = hG,, so folgt f(g) = f(h)
r

Falls gs = h (s € G,), so gilt

f(h) = ha=(gs).x = g.(s.x) = gx = f(g)

Wir bekommen
f:G/G, = G gG, — g.x

f ist:

e surjektiv: klar, da f surjektiv
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e injektiv:

f9Go) = f(hG,) & grx=ha < (h'g)x=2< hlgc G, < gG, = hG,

O

Korollar. |G.z| - |G4| = |G| also (Linge des Orbits von x)-(Ordnung des Sta-
bilisators von x)=(Ordnung der Gruppe)

Anwendung: Ordnung von Symmetriegruppen z.B.

z
L Quadratimge || KMo der Bken
& )
2
Stabilisator G, & |G| =2

Symmetriegruppe- von OJ: |G| =4 -8 =8 — Dg Diedergruppe

2. Wiirfel

Variante I)
Operation auf Menge der Ecken.

|Gm|:8

Stab. G, von x ausrechnen: Iterationen des Verfahrens G, op. auf angren-
zenden Kanten Wahle Kante K:

|G. K| =3 —
|GK| -9 |Gac| =6
G| =8-6=48
Variante IT) Betrachte Op. der Sym. ?7 auf der Menge der Seiten. Wahle

Seite S.

|G.S| =6

|Gs| = # Sym von Quadrat =8
|G| = 48

Variante 3 Wihle Kante K (selber tiberlegen)
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Bemerkung 1.5.5. X sei G-Menge Sei (z;);c; Reprisentantensystem fiir die

Bahnen der G Wirkung auf X. (d.h. X = |J G, und fiir i # j : G, NGy, = 0)
i€l

Es gilt
X1 =316 P2 S T6 G (1.3)
el el

Wir nennen
X ={zec X|gz=xVgeG}

die Fixpunkte der G-Operation auf X. Also x € X¢ < G, = G. Aus (1.3) wird
also

X=X+ ) [G:Ga)
i€l
miQXG

Satz 1.5.6. (Satz von Cauchy) Sei G eine endliche Gruppe, mit p||G| fir eine
Primzahl p. Dann enthdlt G ein Element der Ordnung p.

Bew.: Sei

M ={(g1,---,9p) €GPlg1- 92 gp = €}
Fir g # e gilt:

ord(g) =p & ¢ =es(9,...,9) €M

prim

Es gilt |[M| = |G]P~! (Warum?) .
Beh.: (g1,...,9p) € M = (g14k,---,9p+x) € M fiir k € Z/pZ, wobei die
Eintrage als Restklassen bzgl. p zu betrachten sind.

=

Es reicht die Behauptung fiir £ = 1 zu zeigen, es gilt:

(92:93+ -+ 9p,91) EM S go---gp-g1 =€
Sal g ggg=e

Erhalte Wirkung der zyklischen Gruppe Z/pZ auf M

Z/pZXM%M (k+pZ7(gl7~'~7gp))H(gl-‘rka"'vgp-‘rk)

Die einzigen UG von Z/pZ sind {0} und Z/pZ nach 1.5.2. Nach der Bahnformel
1.5.4 haben die Orbits der Z/pZ Wirkung die Lénge 1 oder p. Da p||G| gilt auch
p||M|. Mit 1.5.5 (X = M,G =Z/pZ):

| M| = |[MP/PE| + Z |Z/pZ.x;| (modp)
el T

I‘¢MZ/I)Z =p=0

|MZ/PE| = 0 (modp)

Es gilt [MZ/P2) £ 0, da (e,e,...,e) € MZ/PL. (es gilt (g1,...,9,) € MP/P" &

g1=92=..-=0Gp
Somit enthilt M?%/PZ min. p — 1 Elemente der Form (g, g,...,g) mit g # e. 0
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Definition. Sei G Gruppe, S C G Teilmenge.
Der Zentralisator von S in G ist

Ca(S)={geG|Vs € S:gs=sg}
Schreibe fiir z € G : Cg(x) statt Co({z}).

Das Zentrum von G ist Z(G) = Cq(G).
Ca(s) ist Untergruppe von G (Warum?) . Z(G) normal in G (Warum?)

Satz 1.5.7. (Klassengleichung) Sei G eine Gruppe, (z;);c; Reprisentanten der
Konjugationsklassen von G. Es gilt

|G| =1[Z(G)| + Z (G : Cg(w4))
»LzéeZI(G)

Bew.: Betrachte Wirkung von G auf X = G durch Konjugation (g,z) —
grg~!. Dann G,, = Cg(z;) und X¢ = Z(G) (Warum?) . Dann folgt die
Behauptung aus 1.5.5. 0

1.6 Sylowsatze

Definition. Sei p ein Primzahl. Eine endliche Gruppe G heifit p-Gruppe, falls
fiir alle g € G gilt ord g = p* mit k& > 0.

Bemerkung. G = {e} ist p-Gruppe fiir jedes p.

Satz 1.6.1. Fir eine endliche p-Gruppe G sind dquivalent:
1) |G| = p" fiir k>0

2) G ist eine p-Gruppe

Bew.: 1) = 2) ist klar, da ord g||G]|.
2) = 1) Zeige —1) = —2). Sei ¢ # p eine Primzahl mit qHG|. Nach 1.5.6 hat G
ein Element der Ordnung ¢. Also ist G keine p-Gruppe. 0O

Satz 1.6.2. Sei G eine endliche p-Gruppe und X eine G-Menge. Dann
|X| =X mod p
Bew.: Aus 1.5.5 wissen wir:

X=X+ > [G: Gy
i€l
wigXG
Aus 1.5.2:
|G| =[G : H]-|H| = [G:G,]||G| =p" = [G:Gy] =1 mit 0 <1<k

Aber [G : G,,] = 1 bedeutet G, = G also z; € XY. Somit gilt fiir z; ¢ X gilt
p| (G : Gy, O
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Korollar 1.6.3. Sei G eine endliche p-Gruppe mit G # {e}, dann Z(G) # {e}.

Bew.: G wirke auf G durch Konjugation, dann G¢ = Z(G) siehe 1.5.7. und
nach 1.6.2

0 modp=|G|=|Z(G)| modp (1.4)
—_——
|G|=p*
Da e € Z(G) folgt |Z(G)| > 0 und mit (??) auch |Z(G)| > p. 0

Definition. Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.
Schreibe |G| = p™q¢ mit m > 0 und ggT(p,q) =1
Eine UG S < G heifit p-Sylowuntergruppe falls |S| = p™.

Bemerkung. Es gibt keine UG H von G mit |H| = p! und [ > m. (Warum?)

Satz 1.6.4. (Sylowsdtze) Sei G eine endliche Gruppe, p prim und |G| = p™q
mit ggT(p,q) = 1. Es gilt:

1) Fiir alle 0 < k <n gibt es eine UG von G der Ordnung p".

2) Fir jede p-Untergruppe H (d.h. UG, die auch p-Gruppe ist, d.h. von Ordnung
p* ) und jede p-Sylow-UG S gilt:

JgeG:gHg ' c S

3) Sei X = {S < G|S ist p-Sylow-UG } die Menge aller p-Sylow-UG von G.
Dann

[ X[lgA|X|=1 modp

Fiir den Beweis brauchen wir:

Satz 1.6.5. (2. Isomorphiesatz) Sei G eine Gruppe und N, H < G UG, N dabei
normal, dann

e HN ist UG von G
e HN N ist normal in H. und

H/HAN — HN/N
hMHNON) ~  hN

ist wohldefiniert und ein Gruppenisomorphismus.

Bew.:

e Abgeschlossenheit HN: Seien hm,in € HN, dann ist hmin = (hi)(i~‘min) €

HN
e Neutrales Element HN: e € HN = ee=e€ HN
e Inverses Element HN: Wegen HN = NH ist (nh)"! =h~'n~! € HN.

e HN N normal: Sei ¢ € HN N, dann ist hgh™' € H wegen der Abge-
schlossenheit von H und hgh~! € N wegen der Normalitéit von N.
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H < HN — HN/N

mit h — h,  — N sind Gr.hom., also ist ¢: H — HN/N, ¢(h) = hN als
Verkettung ein Gr.hom.. Ferner:

e 1 ist surjektiv (Warum?)
o kerp ={he HlY(h)=e} =HNN
Aus dem 1. Isomorphiesatz folgt damit ¢: H/kervy — HN/N ist ein Gr. iso..q
Bew. von 1.6.4:
1) Induktion iiber |G|, sei P prim fix. Die Induktionsaussage ist:
Beh. 1) gilt fiir alle G mit |G| = p™q < N.

A(l)ist |G| =1:v(m=0 = k=0 H = {e}) Voraussetzung: Beh. sei
wahr fiir |G| < N = p™q. Wenn m = 0 ist, dann ist die Beh. wahr. Sei also
m > 0. k = 0 ist auch klar, sei also k¥ > 0. Betrachte Wirkung von G auf G
durch Konjugation. Dann wiisen wir aus 1.5.7

G = 12(G)| + > (G : Ca(zy)] (1.5)
z; Rep. der. Konj.kl
z:¢Z(QG)

Fall 1 p||Z(G)|.
e Nach 1.5.6 gibt es z € Z(G) mit ordz = p
e (Z) ist normal in G (Warum?) und G/(Z) hat Ordnung p™~1q.
e Nach LV. : Es gibt H < G/(Z) mit (H) = p*~! Sei

m: G— G/(Z)

die kanonische Projektion, setze H = 7~ 1(H).
Dann H < G, |H| =p*  (Warum?)

Fall 2 p f|Z(G)|. Wegen (1.5) und p||G| gibt es z; ¢ Z(G) mit

p fIG : Ca(wi)]

G| =[G : Ca(zi)] - |Co(zi)]

folgt p™ ||Ce ()], also |Cg ()| = p™ - ¢’ mit ggT(p, ¢’') = 1. Ferner gilt
Cy(r;) < G (daw; ¢ Z(GQ)). Nach IV gibt es H < Cg(x;) mit |H| = p*.

2) Fiir m = 0 ist dies klar. Sei Also m > 0. H operiert auf G/S =: y
Idee: Fixpunkt von H-Wirkung auf y suchen

r
Denn: Sei ¢S € y. Dann gilt
Vh € H: hgS = ¢S

Also (e € S) hg = gs fiir ein s € S d.h. g~ thg € S
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,
Nach 1.6.2 (H: p-Gruppe, H wirkt auf y) gilt

lyl = [y mod p

Nun gilt |y| = |G/S| = % =qund p /q folgt |[y| # 0 mod p, somit auch
ly™] # 0.

Der Fall m = 0 ist klar denn dann ist nur {e} eine p-Sylow Gruppe. Sei also
m > 0. Nach 1) ist X # 0. G operiert auf X durch Konjugation (Warum?)
. Nach 2) ist die Operation transitiv. Nach der Bahnformel (1.5.4) ist fiir
(S € X beliebig):

|G.S| =[G : Gg]

~——

=[X]
Da S < Gg und G, < G folgt (1.5.3)

[G:8]=[G:Gs][Gs: 5]
———

——
=q =|x|

Also | X||q.

Betrachte Wirkung von S auf X durch Konjugation. Aus 1.6.4 wissen wir:
|X|=|X° modp

Mit der folgenden Behauptung folgt 3)
Beh.: X = {S}
r

Sei T € X5, d.h.

ststeTVseSteT

G Gruppe, H < G UG Der Normalisator von H
in G ist

Ng(H) ={g € G|gHg™' = H}

_
N¢(H) ist UG in G und H ist normal in Ng(H) und Ng(H)
ist die kleinste Untergruppe in der H normal ist (Warum?) .
Also T € X® < S C Ng(T). Dann ist auch ST < Ng(T)
(Warum UG?) , also T' < ST < G. Nach 1.5.3 gilt

[G:T]=[G:S8T]-[ST: T

ST ist eine p-Gruppe (zeigen wir gleich), somit ist |ST| = p*.
Dap [qmuss [ST : T] = 1 sein. Dann ist aber § C T (Warum?)
. Wegen |S| = |T| ist folgt T = S.
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_|
Beh.: ST ist eine p-Gruppe.
r
T ist normal in ST. Nach 1.6.4 ist:
S/SNT = ST/T
Aber
S| =1S/SNT|-|SNT)|
~N Y Y
=pm =pe :pb
und o7
|S/SNT|=|ST/T| = u
T
Genauso: |ST| = p*.
_|
[l

Satz 1.6.6. Sei G eine Gruppe und |G| = pg mit p,q prim und p < q und
P /fq — 1. Dann ist G zyklisch, also G ~ Z/pqZ. (2.B. p =3, ¢ = 5 passt, aber
p=3,q="7 geht nicht).

Bew.: Sei P eine p-Sylow Gruppe von G und n, die Anzahl der p-Sylow-
Gruppen von G. Entsprechend @ und n4. Es gilt PN Q = {e}, nach 1.6.4 Teil
3 gilt:

np’q np =1 mod p (1.6)

nq|p:>nq:1

ng =1 mod ¢ = @ normal
Wire n, = ¢, dann gilt nach (1.6)
g=1 modp

was ein Widerspruch dazu ist, dass p /{q — 1. Also ist n, = 1 und P normal.
Ferner ist G = (PUQ) (Warum?) , also gibt es Gr.hom. P x Q — G und P, Q
sind zyklisch (Warum?) . Sei P = (x), @ = (y), dann hat zy die Ordnung pq
(Warum?) 1663. Somit ist G = (xy). 0

1.7 Auflosbare Gruppen

Definition. Eine Gruppe G heift einfach, falls {e} und G die einzigen normalen
UG von G sind.

Bemerkung. 1. Warum definiert man nicht

{e} und G einzige UG von G



30 KAPITEL 1. GRUPPEN

Was sind alle endl. die dann einfach waren?

2. Seien G, H Gruppen und H einfach. Fiir jeden Gr. hom. f: G — H gilt:
f ist inj. oder f(G) = {e}.

3. Einfach Gruppen kann man nicht ,kleiner machen“, d.h. die einzigen Fak-
torgruppen sind G/{e} ~ G und G/G ~ {e}

4. Endliche einfache Gruppen sind klassifiziert! Es gibt 18 unendliche Serien
und 26 Ausnahmen.

5. Alle abelschen endlichen einfachen Gruppen sind Z/pZ mit p (Warum?)

Definition. Sei G eine Gruppe. Eine Normalreihe ist eine endliche Folge von
UG G; von G s.d.

{e} =Gy <G <G <...<G, =G
wobei G; normal in G;y1. Warnung: I.A. muss G} nicht normal in G sei.
Beispiel. Sei G = Sy. Setze K = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Dann ist
{e} S K <A <8,
eine Normalreihe (Warum?)
Satz 1.7.1. A, ist genau dann einfach, wenn n # 4.

Bew.: Fir n = 1, 2,3 kann man dies nachrechnen. Sei n > 5 Nach Zettel 4
Al wird A,, von 3-Zykeln erzeugt.
Beh.: Alle 3-Zykel sind in A,, konjugiert (n > 5)
r

Ir € S, 7(123)7 = (ijk)

sgnT = 1 ist klar
Fiir sgn7 = —1 setze o = 7(45), dies erfiillt 0(123)0~! = (ijk).

Wir werden zeigen: Sei N < A,, normal und {e}. Dann enthélt N einen 3-Zykel.
Sei o0 € N, o # e. Fallunterscheidung nach Zykeltyp k1 > ko > ... > kg von o:

a) (r,...)mit r >4
b) (3,3,...)

c) (3,2,2,...,2)
d) (2,2,...,2)

Schreibe 0.B.d.A. (12...r) statt (ajas...a,). Wir basteln nun die Fille durch:

a) o= (12...7)7 fiir r > 4. Mit § = (123) gilt o~ 1(671ad) = (23r).
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b) o = (123)(456)7 Mit § = (124) gilt 016 o6 = (12436), damit sind wir
wieder im Fall a).

¢) o = (123)7 mit 72 = id. Damit ist o2 = (132).

d) o = (12)(34)7. Mit 6§, = (123) gilt 016106 = (14)(23) =: a und 5 = (125)
gilt 65 'ady = (13)(45) =: f und af = (12345), dann Fall a).

Definition. Eine Gruppe G heitBt auflésbar, falls G eine Normalreihe (G;)i=o,....n
besitzt, s.d. G;11/G; abelsch ist. Eine solche N.R. heifit abelsche Normalreihe.

Beispiel. 1) Jede abelsche Gruppe ist auflosbar.

2) {e} < K < Ay < S, ist eine ab. Normalreihe. Aber S, ist fiir n > 5 nicht
auflésbar, da A, < S,, einfach und nicht abelsch ist, also nicht auflésbar
nach 1.7.2.

3) Sei k ein Korper

{6 9

ist eine UG von GLz(k) und T ist nicht ablesch. (Warum?)

a,cek*,bek}

0

i {(y )

{e} <kerd <T

0: T - k™ x k* (a i)w(a,c)

ist ein Gr.hom. mit

Also ist

eine abelsche N.R., denn ker ¢ ist abelsch und 7'/ ker § ~ k* x k* ist abelsch.
Also ist T auflosbar.

Lemma 1.7.2. Untergruppen von auflésbaren Gruppen sind auflésbar.

Bew.: Sei H C G eine UG, (G;);=0,....n eine abelsche NR in G.
Beh.: H, = G; " H ist ab. NR in H.
r
e H; < H;.; ist normal (Warum?)
e H;,1/H; ist abelsch.
G;NH ¢

Gip1 NH/G; N H

Wegen G; N H C ker h gibt es genau ein h wie oben mit

h(m(y)) = h(y)
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somit
hir(y) =eehly) =ecycG;NHenr(y) =e
Also ist h injektiv, also H;1/H; abelsch.

O
Satz 1.7.3. Sei

1-4%BL oot
eine kurze exakte Sequenz, dann sind dquivalent:
1. B ist aufiésbar
2. A und C sind auflosbar
Bew.: 1) = 2): Sei (B;)i=0,...,n ab. NR fiir B.

o A ist auflésbar: g: A — img < B ist Gr.isom. und im g ist auflésbar
nach 1.7.2.

e (' ist auflosbar: Setze C; = f(B;) fir i =0,...,n.

— C; < (41 ist normal (Warum?)

7CO:f(BO):{e}7Cn:f<Bn):C

— Wir haben
flB;
Bi1 y = f(Biy1)
S .
T f/@v s

‘%,

Biy1/B; ——————» [(Biy1)/f(B;)

Setze h = mo f|p,,,, dann ist B; C kerh, da w(f(B;)) = {e}, also
gibt es wieder ein eindeutiges h wie oben, dieses ist surjektiv, weil
f|B:y, und 7 surjektiv sind. Da B;1/B; abelsch ist und h surj. ist,
ist auch f(B;+1)/f(B;) abelsch.

2) = 1) Seien (4;)i=o,....,m und (Cj);=o,. .. n abelsche NR fir A und C. Beh.:

{e} = g(4p) < g(41) <...<g(An) =g(A) =ker f = f_l({e})
=fHCy)=fHC)<...<fHCn)=B

ist ab. NR fur B.
[

9(Ai) < g(Aiy1) und f71(C;) < f71(Ciya) sind jeweils normal
(Warum?) und g(A;1+1)/9(A;) ist abelsch (Warum?)
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f7H(Cigr) / Cit1
Vs s
FH(Ci) /1) I Cinr /Cs

Sei h = 7o f, dann f~1(C;) C ker h, da
T(f(f71(Ci))) C 7(Ci) = {e}
Also gibt es h wie in der Abbildung und A ist injektiv, denn
h(r(y)) =e s h(y) =e s f(y) € Ci oy e fTH(C)
Somit ist f~1(Ci11)/f1(C;) abelsch.

O

1.8 Abelsche Gruppen

Definition. Sei (Ay)acs eine Familie von abelschen Gruppen. Die (duflere)
direkte Summe der A, ist

@Aa = {(aa)ael C H A, | aq # e nur fiir endlich viele a € I}

acl acl
Bemerkung. Seien die A, C A, A eine abelsche Gruppe. A ist die innere direkte Summe der A, falls

@Aa — Aa (aa)ael — Zaa

acl a€cl

ein Gr. isom. ist.
Warnung: Hier sind anders als in Kapitel 1.3 unendliche I erlaubt. Fiir unend-

liche U gilt
T4 2@
acl acl
Definition. Eine abelsche Gruppe heifit frei, falls es eine Teilmenge X C A

gibt, s.d.
A= P

zeX

und (z) unendliche Ordnung hat fiir jedes z € X. Also: eine freie abelsche
Gruppe ist die direkte Summe unendlicher zyklischer Gruppen, also

A~ @Z
rzeX

X heif3t dann eine Basis von A.

Bemerkung. Sei X Basis von A. Fiur alle a € A gibt es A\, € Z sodass a =
Y wex Aoz und
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e )\, eindeutig bestimmt
e nur endlich viele A, # 0
(Warum?)

Satz 1.8.1. Sei F' eine freie abelsche Gruppe und A eine abelsche Gruppe. Fiir
jede Abbildung p: X — A gibt es einen eindeutigen Gruppenhomomorphismus
f: F— A sodassVr € X: f(z) = p(z)

X —— F

sol ,/|
=

A

Bew.:

e Existenz: Sei g € F, schreibe g = ) Azz. Da A, eindeutig, ist die
Abbildung

Pg Y Aap(z)
wohldefiniert.
e Gr.hom.: klar (Warum?)

e Sei f: ' — A ein weiterer solcher Gr.hom., dann sei g € F' beliebig. Dann
ist g =3 cx Azz und

flg) =7 (Z m) =Y @) =) XP(x) =... = 2(g)

O

Definition. Sei G eine Gruppe. G heifit endlich erzeugt, falls es eine endliche
Teilmenge E C G , so dass (E) = G. Ab hier betrachten wir (fast) nur noch
endlich erzeugte abelsche Gruppen (ee aG).

Bemerkung. (Ub) Sei F eine freie abelsche Gruppe. Es sind #dquivalent:
1. F ist endlich erzeugt
2. Jede Basis von F hat nur endlich viele Elemente.

Satz 1.8.2. Seien A, B freie ee aG mit Basen X C A und Y C B. FEs sind
aquivalent:

1. A= B als Gruppen.
2. |X| =Y

Bemerkung. Gilt auch ohne ee
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Bew.: 2) = 1) Wihle Bij. ¢: X — Y mit Inversem ¢~ !: Y — X (schreibe
1 statt 1), Nach 1.8.1 gibt es einen Gr. Hom. ¢ als Fortsetzung von ¢ auf A

und ebenso 1. Dann @ ot = idg und 9 0 B = id4.

1) = 2) Es geniigt zu zeigen, dass je zwei Basen Y,Y’ von B gleichméchtig
sind (Warum?) . Sei 2B ={2b|be B} < B

b=> Ay 2= 2\y

yey yey

In jeder Nebenklasse von B/2B haben wir genau ein Element der Form

dANY A {01}

yey
Also ist
|B/2B| = 2/
Fiir eine andere Basis Y’ von B ist ebenfalls |B/2B| = 2|Y”|, also |Y| = [Y'].

Definition. Die Méchtigkeit der Basis Y einer Gruppe B wird als Rang von B
(Rang(B)) bezeichnet.

Definition. Sei A eine abelsche Gruppe, A heifit projektiv, falls fiir alle Gr.hom.
p: A=C ¥: B — C surj.

ein a: A — B existiert, s.d. ¥ o a = ¢.

A
o/’/
ke Nﬂ
C

B——»

(4

Bemerkung. « ist normalerweise nicht eindeutig.
Satz 1.8.3. Sei A eine eeaG, dann gilt: A frei < A projetkiv

Bew.: ;= “: Sei A frei mit Basis X und seien ¢: A — C und ¢p: B — C
surj. Gr.hom..

Ve e X: p(x) e C

Da 9 surj. ist, gibt es ein b, in B mit ¢(b,) = ¢(x). Wir definieren eine Funktion
f+ X — B durch f(x) = b, (bei Uneindeutigkeit von b, kann willkiirlich aus-
gewéhlt werden). Es existiert nun genau ein Gr.hom. o s.d. a(z) = b,, ndmlich

a (Z )\zx> = > Aoby

zeX reX
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Fiir diesen sieht man nun:

Yoa (Z m) = (Z Asz> =Y At(ba) = Y Aepla) = (Z m)
rzeX rzeX zeX rzeX rzeX

Fiir ,,<=* brauchen wir noch etwas Vorbereitung.

Satz 1.8.4. Sei P eine proj. abelsche Gruppe, A ein abelsche Gruppe und
: A — P surj. Die Sequenz:

1%ker¢%A$P%l

/P

6. .
> ‘ldP

P

A——>»

(4

spaltet und A ~ P & ker ¢
Bew.: Wir betrachten:

Da P projektiv ist, gibt es ein o s.d. ¢ oo = idp, also spaltet die Sequenz durch
0. Also ist nach 1.3.2 A isomorph zu P x kery = P @ ker .

Satz 1.8.5. Sei A eine freie abelsche Gruppe und B < A eine UG. B ist dann
auch frei und Rang(B) < Rang(A)

Bew.: Wir induzieren nach Rang(A4) = n. Fir n = 1 ist A ~ Z. Die UG von
Z sind {0} und mZ, erstere ist frei mit Rang 0, zweitere mit Rang 1. Fiir n > 1
hat eine Basis

X ={z1,...,2,}

Wir definieren:

Es ist
kerp ={x1,...,2p-1)

ker p ist frei mit Basis {x1,...,2,_1}. Betrachte nun p|p: B — Z und unter-
scheide fiir im p|p:

e Fall 1: imp|p = {0}, dann ist B C ker p und ker p war eine freie abelsche
Gruppe mit Rang n—1. Per Induktion ist B frei und Rang(B) <n—1 < n.

e Fall 2: Sei im p|p = mZ ~ Z fiir m # 0. Dann
1> kerplpg = BSmz -1 (1.7)
Da mZ frei ist, ist es auch projektiv und darum spaltet (1.7) und
B ~mZ @ kerp|p
und da Rang(mZ) =1 ist Rang(B) <n
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a
Korollar. Sei A eine eeaG und B < A, dann ist B auch ee.

Bew.: Sei E = (e;)ier der endliche Erzeuger von A (also |I| = n), dann
setzen wir F' = Z" und definieren mit 1.8.1 ein Gr. hom. ¢: F — A via

S((ki)ier) = Y _ ki
iel

. Das Urbild ¢~ !(B) ist eine UG von F, also ebenfalls frei mit Basis X und
somit wird B von ¢(X) erzeugt, da ¢ surj. ist.

Bew. Fort. von 1.8.3: Sei P eine proj. eeaG, dann existieren wie im Korollar
eine freie ab. Gruppe F' und eine Surjektion ¢: F' — P, woraus mit 1.8.4 folgt:

F~P@keryp

Also ist P zu einer UG von F' isomorph und da UG von freien aG frei sind, ist
P frei.

Satz 1.8.6. (Klassifikationssatz) Sei A eine eeaG. Es gibtr € Z~g und q1,. .., qn
Primzahlpotenzen s.d.

A~T7" @ @(Z/in)
i=1

wobei v eindeutig ist und q1,...,q, eindeutig bis auf ihre Reihenfolge sind.
Beweisplan.:
1) A=7Z" @ end. r eindeutig

2) A endlich A~ A, und |A,|pPr.

p prim
3) A, ~ @~ Z/p“Z + Eindeutigkeit
Definition. Sei A eine eeaG und

T(A) ={a € A|3n € N: na =0}

Also alle Element von endlicher Ordnung in A. T'(A) ist eine UG, wir nennen
sie die Torsionsuntergruppe von A. Da T(A) eine UG der eeaG A ist, ist auch
T(A) ee.

Satz 1.8.7. T(A) ist endlich
Bew.: Sei X = {x1,...,2;} ein EZS von T(A), wir schreiben

ord(z;) = ¢

Wir kénnen nun jedes a € T'(A) darstellen als:
1
a = Z i AN €Z
i=1

0.B.d.A.ist \; € {0,1,...,¢; — 1}, dann ist aber:

T(A)| <ci-ca-ep <00
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Satz 1.8.8. Sei A eine eeaG, wenn T(A) =0, so ist A frei.
Bew.: Wir haben ein EZS X von A und wéahlen M C X s.d.

1) Die Elemente von M unabhéngig sind, d.h.

Z Amm=0=VYmeM: \, =0
meM

2) M mit der Eigenschaft 1) maximal ist.

Dann ist (M) = B frei mit Basis M. Es gilt fiir alle ¢, dass z; U M abh. sind,
also ist

Aiti + Y Ainm =0
fiir geeignete A;, A; ,, also ist A;z; € B. Die Abbildung:
P: A— A ar— Ay A\pa
ist ein ein Gr. hom. und
kerip ={a € A\ ---Aa=0} C T(A) = {0}

Esist ¥(x;) = A1-- Ai -+ - Az € B, da \jz; € B ist. Da X ein EZS von A ist,
gilt demnach auch (A) C B

a=>Y
)= 3 ptb(a) € B
pi A p(A) C B. A~ (A), B frei. 1y(A) < B = (A) ist frei = A ist frei
Satz 1.8.9. Sei A eine ccaG und T(A/T(A)) = {0}, dann ist A/T(A) frei.

Bew.: Sei a + T'(A) ein Element von Ordnung n und na + T(A) = T(A),
dann ist na € T(A), also existiert ein m # 0 mit m(na) = 0 = (mn)a, also ist
a€T(A)und a+T(A) =T(A). 0O

Satz 1.8.10. Sei A eine eeaG dann ist A ~T(A)® A/T(A)

Bew.: T(A) C A

1-TA) - A— A/T(A) — 1
AJT(A) ist frei, also projektiv, demnach spaltet die Sequenz
A~TA)® A/T(A) ~T(A) e Z"

mit » = Rang(A/T(A)).

1. T(A) =0 = A frei

2. T(A/T(A)) =0= A/T(A) ist frei.
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Definition. Sei A eine endliche abelsche Gruppe und p eine Primzahl mit p| |A]
wir schreiben:

A, ={a€ AlFn e N: p"a =0}

A, ist eine UG von A (Warum?) .

Satz 1.8.11. Wir definieren:

o: EBAP%A (ap)p“AlH Zap

p[14] p|14]

¢ ist ein Gruppenisomorphismus.

Bew.: Zur Vereinfachung der Notation definieren wir:
P:={peN: p‘|A|,p Primzahl}

Wir zeigen zunéchst, dass ¢ ein Gr.hom. ist.

?((ap)pep + (bp)pep) = d((ap + byp)pep = Z(% + bp)

peEP

=3 ap+ > by = d((ap)per) + d((bp)per)

peEP peEP

Beh.: A, ist eine - weil A abelsch ist, die einzige - p-Sylowgruppe von A.

=

A, ist eine p-Gruppe, denn die Ordnung jedes Elementes ist eine
Potenz von P. Sei S eine Sylowgruppe von A, dann hat s € S die
Ordnung p” fiir ein n > 0, also ist S C A,, also S = A,, da S und
A, gleich viele Elemente haben miissen.

Wir schreiben
Al = pi'ps* -1}
Da die A, jeweils Sylowgruppe sind, ist A,, = p;*. Es gilt:

l

D 4| =114

peEP i=1

a1, a2 a]
R SRR

Da Definitions- und Wertebereich die gleiche endliche Machtigkeit besitzen,
reicht es also zu zeigen, dass ¢ injektiv ist, um zu wissen, das ¢ bijektiv ist.
Sei dazu (tp)pep € ker ¢ jeweils mit ¢, € A, fur jedes p € P. Wir nummerieren
P als P ={p1,...,p} und schreiben statt ¢,, nun ¢;. Es ist:

d((ti)pep) =t1+ta+...+t, =0
Wir schreiben fir ein beliebiges fixiertes i € {1,...,{}:

. . A
_ a1 i1, Gitl a; __ |
n_pl ...pi+1 p2+1 ...pl — p(h

K2
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Wegen p?j |n fiir j # 4 ist nt; = 0 und wir sehen:

t+...+t=0=>nt1+...4t)=0=nt1+...+nt; =0
=04+...40+nt; +04+...40=0=nt; =0

Es muss also gelten ord(¢;) |n aber gleichzeitig ist ggT(n,p;*) = 1, deshalb muss
ord(t;) = 1 sein, also ¢; = 0. Da i beliebig wahr, ist jedes ¢; = 0 und somit ¢
injektiv, nach vorausgegangener Bemerkung sogar bijektiv. 0
Nun wollen wir zeigen, dass A, die direkte Summe von zyklischen Gruppen ist.

Satz 1.8.12. Sei p eine Primzahl und A eine endliche abelsche p-Gruppe. Sei
z € A mit mazimaler Ordnung ord(z) = p™ (d.h. Vy € A: ord(y)|p"), dann ist
(x) ein direkter Summand in A. Es gibt also eine UG B < A s.d. A= B @ (z).

Bemerkung. Ohne die Maximalitét ist die Aussage nicht wahr: Sei z.B. A =
7/p*Z und x = p + p*Z, dann hat x die Ordnung p, aber es gibt keine UG von
A, die eine direkte Summe mit (x) bilden.

Bew. Satz: Wir verwenden eine Induktion nach [ fiir |A| = p’. Fiir [ = 0 ha-
ben wir A = {0} und somit erfiillen = 0 und B = {0} die Aussage A = B®(z),
damit ist der I.A. gezeigt.

Fiir I > 0 ist A/(x) eine p-Gruppe, also existiert ein Element a + (z) € A/(x)
von Ordnung p (wenn A = (z) existiert so ein Element nicht, dann kann aber
B = {0} gewdhlt werden). Da pa € (z) ist, gibt es A € Z s.d. pa = Az. Wegen
ord(z) = p™ gilt dann:

n

0=p"a=p" tpa=p" hx=p" ’p”‘lx\ = p‘)\

wir schreiben deswegen A\ = pr fiir r € Z. Wir setzenb = a — rx und erhalten
pb=pa—pre =Xz —Ax =0
also ist ord(b) = p.

Wir betrachten nun A/(b), wobei wir wissen, dass |A|(b) = p'~!. Beh.: ord(x +
(b)) =p".
M

Es gilt ()N (b) = {0}, denn sonst wére (b) C (x), also insbesondere
b € (x) aber wegen b+ (z) = a + (x) ist ord(b + (x)) = p. Dann
folgt nun:

pa + (b) = (b) = p°x € (b) = p°x =0 ép”|pc = ord(z + (b)) = p"

_
p™ ist als Ordnung maximal in A/(b), denn ord(y + (b))|ord(y)|p". Nach LV.
ist
A/(b) =(z+ (b))® B
fiir eine UG B < A/(b). Wir bezeichnen mit 7: A — A/(b) die Projektion und

setzen
B=n"Y(B)={y € Aln(y) € B}
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B ist eine UG von A (Warum?) .
Beh.:

VyGA: El'yac € <x>,y3 € <b> Y=Yz +YB

also A = (z) ® B.
M

¢ Existenz: Betrachte m(y) € A/(b), es gibt eindeutige y, €
(x+ (b)), xp € Bs.d. n(y) =y +yp- Es ist g, = Az + (b) fur
ein A € Z und y5 = w(d) fir ein d € B. daraus folgt:
mly)=r(dx+d)=y—dx—dekerr=b)CB=>y= x+d+f
—_—
=f

e Eindeutigkeit: Sei y = Mz + 21 = Aoz + 22, dann gilt

m(y) =m(Mzx+ 2z1) = Mz + (b) + 21 + (b)
= 7T()\2.23 + 22) = /\21‘ + <b> + 29 + <b>

wobei der jeweils erste Summand aus (z + (b)), der zweite aus
B kommt. Aufgrund der Eindeutigkeit der Zerlegung in der
L.V. gilt nun:

Az + (b) = Xox(b) = (A1 — Ao)(x + (b)) = (b)
= ord(z) = ord(z + (b))|A1 — A
= M= Ao

Daraus folgt schon die Eindeutigkeit auch des anderen Sum-
manden:

MT+ 2z =Mx+ 20 = 21 = 29

-
O

Satz 1.8.13. Sei A eine eea p-Gruppe, dann ist A zu einer direkten Summe
von zyklischen Gruppen isomorph.

Bew.: Wir induzieren wieder iiber [ fiir |A| = p'. Im Fall I = 0 haben wir
die leere Summe, im Fall [ = 1 ist A isomorph zu Z/pZ, damit ist der I.A. klar.
Sei nun [ > 1. Wir wihlen s € A von maximaler Ordnung. Nach 1.8.12 gibt es
B < As.d. A= (z)® B und wegen |B| < |A| kénnen wir die I.V. anwenden:

B= @(M = A= (1)® @@i)

Wir wollen nun noch die Eindeutigkeit dieser Zerlegung zeigen.



42 KAPITEL 1. GRUPPEN

Satz 1.8.14. Sei A eine abelsche Gruppe und darstellbar durch zwei Zerlequngen
in zyklische Gruppen:

A=21802®.. 8 Zn,=Y18Yed...8Y

Dann sind die Zerlegungen gleich bis auf Reihenfolge. Genauer: Aus v; = |Z;], pu; =
Vil und vy < ... <wvpypr < .oo <y folgt m=1und vy = p1, ..., Vm = fm-

Bew.: Wir schreiben Y; = (y;), Z; = (2;). Nun nehmen wir eine Induktion
iiber [ vor mit |A| = p!. Fiir [ = 0 ist die Aussage klar, fiir [ > 0 setzen wir

N = {a € Alpa =0}

N ist eine UG von A (Warum?) . Beh.: [N| = p™.
r

Fiir jedes a € A, es gibt eine Darstellung a = (A121,..., Amzm),
wobei die \; < p¥* gewahlt seien.

a€N<0=pa=(priz1,..., P \m2Zm)
& pht ‘p)\l, co,ptum

PAm
S p AL T A
evVi<i<nihe{p L2 (- pn !

Also gilt:

V.

N ={(ap”" 21, amp’ o) € Alay € [p—1]}

Also ist |N| = p™.
J

Nach gleicher Argumentation muss |A| = p sein, also ist | = m. Es gilt nun

Zi/p" ) B B Zn /(P ) 2 AN =2 Y1/ (M T ) @ @ Yo /(0P )

(Warum?)
Nach der Induktionsvoraussetzung ist dann aber v1 —1=p; —1,...,v,, — 1=

pm — 1, also vy = pa, .o Vi = pm. O



Kapitel 2

Ringe

2.1 Definition von Ringen, Idealen und Homo-
morphismen

Definition. Ein Ring R (assoziativ und mit 1) ist eine abelsche Gruppe
(R, +) mit neutralem Element 0, zusammen mit einer Multiplikation

RxR—R
sodass gilt
e Assoziativitit a(bc) = (ab)e Va,b,c € R
e Distributivitét a(b+c¢) = ab+ac, (b+c)a=ba+ ca
e Existenz einer 1 es gibt 1z € R, s.d. a-1gp =a = 1ga.

Beispiel. Sei M eine abelsche Gruppe, dann ist die Menge der Endomorphis-
men auf M

End(M){¢: M — M|y Gr. hom. }

ein Ring beziiglich (¢ + ¥)(z) = @(z) + ¥(z) und (¢ - ¥)(z) = o(Y(z)).
(Warum Ring? Warum M abelsch?)

Bemerkung.
1. R heifit kommutativ, falls ab = ba Va,b € R.
2. Gilt 1 =0, s0 ist R = {0} (Warum?)

3. Sei (R;)ies Familie von Ringen, dann ist
[[7
icl
mit elementweiser Mult. und Add. ein Ring. Ist |I| = co und R; # {0}, so
ist @, Ri kein Ring, da 1 = (1g, )icr ¢ P R:.

43
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Definition. Seien R, S Ringe, ein (einserhaltender) Ringhomomorphismus von
R nach S ist ein Gruppenhomomorphismus ¢: (R,+) — (5, +), so dass

e Ya,be R:p(ab) = p(a)p(b)

e o(1r) =1g

Definition.
e Ein Unterring U von R ist eine Teilmenge U von R, sodass

— U ist ein Ring
— Einbettung U — R ist ein Ringhomomorphismus, also U abgeschlos-

sen beztiglich Multiplikation und Addition und 15 € U.
e Sei R — S ein Ringhomomorphismus, so ist
kerpo = {r € R | ¢(r) =0}
im ¢ = {p(a)la € R}
(Sind Kern und Bild Unterringe?)

Definition. Sei R ein Ring. Eine Untergruppe I < (R, +) heif}t
VaoeR,i€l: a-i€l

Rechts-
Links- Ideal, falls i-a€l
beidseitiges irac€lunda-i1€1

Bemerkung. e  Ideal“steht fiir beidseitiges Ideal Kern eines Ringhomo-
morphismus ist Ideal.

e Der Kern eines Ringhom. ist ein beidseitiges Ideal
e Fiir ein bereits rechts / links / beidseitiges Ideal gilt:
lpel = I=R
(Warum?)
Definition. Sei R ein Ring und I C R Ideal. Da I < (R, +), ist R/I abelsche
Gruppe. R/I wird ein Ring via
lgyri=1p+1
(r+1)-(s+1):=r-s+1
(2.1) ist wohldefiniert, da fir a,b € I:

(r+a)-(s+b)+I=rs+rb+as+ab+l=rs+1
—_——
er

R/I heifit Quotientenring (oder Faktorring, Restklassenring). Die kanonische

Projektion
m: R— R/I rer+1

ist ein Ringhom. (Warum?)
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Satz 2.1.1. Seien R, S Ringe und ¢: R — S Ringhom., I C R ein Ideal. Fualls
I C kerp, so gibt es eine eindeutige Abbildung @: R/I — S so dass das folgende
Diagramm kommutiert:

R —— R/I

@ e
R

S

© ist Ring. Hom

Bew.: Die Ex. und Eind. eines solchen Gruppenhomorphismus’ folgen
aus 1.2.3. (Ringhom. nachrechnen) . 0

Korollar 2.1.2. Seien R, S, wie in 2.1.1. Die Abbildung
@: R/kerp - imp C S
ist dann ein Ringisomorphismus.

Bew.: Benutze den Isomorphiesatz fiir Gruppen, nach diesem ist @ bijektiv
und @ ist ein Ringhom. nach 2.1.1. O

Definition. Ein Element r € R heifit Einheit, falls es ein s € R gibt, sodass
s-r=1lgp=r-s

Bemerkung.
e Bei Existenz ist s eindeutig, schreibe r = s™1.
e Die Menge der Einheiten
R* = {r € R | r ist Einheit}

ist eine Gruppe (Warum?) . Wir nennen sie Einheitengruppe von R.

Beispiel.

7+ = {+1}
Mat(n, k)* = GL(n, k)

wobei k ein Kérper ist.

Bemerkung. Ist R* = R\ {0} (also R # {0}), so heifit R Schiefkdérper oder
Divisionsring. Ein kommutativer Divisionsring ist ein Korper.

(Fakt (ohne Bew.)) Jeder Divisionsring mit endlich vielen Elementen ist ein
Korper.
2.2 Kommutative Ringe

Bemerkung. Fir kommutative Ringe gilt Links- = Rechts- = beidseitiges Ide-
al.
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Definition. Sei A ein komm. Ring. M C A Teilmenge, dann ist

AM = { Z amm | am € A, nur endlich viele # O}

meM

das von M erzeugte Ideal.

Bemerkung.
o Es gilt
AM = N I
ICA Ideal mit MCI
e Falls M = {m,...,m,} endlich, so schreibt man auch

AM = (mq,...,my)

Definition. Sei A ein komm. Ring. Wie in der linearen Algebra definieren wir:

e Ein Nullteiler ist ein n € A, s.d. na =0 fir a € A,a # 0 (n = 0 ist immer
Nullteiler.)

e Ein Integrititsbereich ist ein komm. Ring mit 1 # 0, in dem 0 der einzige
Nullteiler ist, z.B. Z und Z/pZ mit p prim, aber nicht Z & Z oder Z/mZ
flir m nicht prim.

e Ein Hauptideal ist ein Ideal I C A der Form (a) fiir ein a € A.

e Ein Hauptidealring ist ein Integritdtsbereich, in dem jedes Ideal ein Haupt-

ideal ist.
Z | Z/AZ | Korper K | K[X] | K[X,Y]
Int. ber. | v X v v v
HIR v X v v X

Definition. Sei A ein komm. Ring. Ein Ideal I heifit
e Primideal, falls I # A und falls aus a - b € I folgt, dass a € I oder b € I.
e maximal, falls I # A und falls es kein Ideal J mit I C J C A gibt.
Bemerkung 2.2.1.
1. I prim < A/I Int. ber.
2. I maximal < A/I Korper
3. I maximal = [ prim.
Beispiel. In Z gilt:
e {0} ist prim, aber nicht maximal

e nZ fiir n > 0 ist prim und maximal, wenn n prim ist (Warum?) .
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Quotientenkorper

Definition. Sei A ein Integritiitsbereich, betrachte auf Ax (A\{0} die Aquiv.rel.
(a,b) ~ (a/,b') & ab/ = ba’ (Warum Aquivalenzrelation?) . Setze Q(A) =
A x (A\{0})/ ~. Schreibe % fiir die Klasse von (a, b) bzgl. ~. (Sinnvoll, da fiir
c# 0 gilt &2 = ¢). Definiere nun

ac

b+d'_ bd

a c ad + be a c
c d bd

(Warum reprasentantenunabhéngig?) Dann ist Q(A) ein Kérper (Warum? Was ist Inverses?)
, der Quotientenkdrper von A.

Bemerkung. Die Abb.
a
t: A— Q(A) a7
ist ein inj. Ringhom., denn:
%:0@(%1)~(0,1)<:>a-1=1-0<:>a:0
Beispiel. 1. Q(Z)=Q

2. Wenn K ein Korper ist K = Q(K), ist ein Isomorphismus.

2.3 Teilbarkeit

In diesem Kapitel ist A immer ein Integritdtsbereich.
Definition. Seien a,b € A, wir sagen
e a teilt b (schreibe a|b) falls eine der dquivalenten Bedingungen
—dreA:za=b
= (a) > (b)

gilt (Warum &quivalent?) .

e a ist assoziiert zu b (schreibe a ~ b) falls eine der dquivalenten Bedingun-
gen

— de€e A*:ac=0b
— (a) = (b)

gilt (Warum fquivalent?) . Dies ist eine Aquivalenzrelation, dies macht

die zweite Bedingung deutlich. Die Aquivalenzklassen sind Orbits der A*-
Wirkung auf A.

e a ist prim (oder Primelement) falls eine der dquivalenten Bedingungen

—a#0,a¢ A* unqu,veA:a’uv:aW\/a‘v

— (a) ist ein Primideal
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gilt (Warum &quivalent?) .

e q ist unzerlegbar (oder irreduzibel) falls eine der &dquivalenten Bedingun-
gen

—a#0,a¢ A* und es gilt:
a=wuw (u,v € A)=ue A*VveA*
~ {0} # (a) # A und
(FuveA: (o) C(v) = (a) = (v) V(v) =4

gilt (Warum &dquivalent?) .

Bemerkung 2.3.1. 1) Fir a € A gilt a prim = a unzerlegbar.

=

Sei a = uwv also a‘uv und weil a prim ist, gilt a‘u oder a|v.
0.B.d.A. gilt az = u fiir ein x € A. Damit ist a = azv, also
a(l —zv) = 0. Weil A ein Int.ber. ist, ist 1 = zv, also v € A*.

2) Sei A nun ein Hauptidealring.

e Sei I C A ein Ideal, s.d. I # {0}, dann gilt I prim < I maximal.

—

pe= 2.2

= “ A ist ein HIR, also I = (a) mit a prim nach dqui-
valenter Charakterisierung eines Primideals. Nach Teil 1)
ist a unzerlegbar. Nach Definition und da A ein HIR ist,
ist (a) dann auch maximal.

e fiir a € A gilt a prim < a unzerlegbar.

=

»= “ Teil 1, ,<*: (a) max. = (a) prim = a prim.

Satz 2.3.2. Betrachte die Aussagen:

1. Jedes a € A mit a # 0,a ¢ A* lasst sich als Produkt a = uy, ..., u, von
unzerlegbaren Elementen u; € A schreiben.

2. Die u; in 1) sind eindeutig bis auf Reihenfolge und Einheiten. D.h. falls
a=7v1,...,Um, dann m =n und u; ~ vVs; mit geeigneter Permutation o

3. Jedes unzerlegbare El. ist prim.
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Es gilt 1) AN2) & 1) A 3).

Definition. Ein Int. ber. A der eine dquivalente Bedingung in 2.3.2 erfiillt,
heifit faktorieller Ring.

Beispiel. Es sind
o 7
o k[Xy,...,X,]
faktorielle Ringe.

Beweis von 2.3.2: ;= “: Sei u unzerlegbar.
Beh.:
Va,be A: u|ab = u|a\/ u’b

-

Es gilt xu = ab. Man kann annehmen, dass a,b # 0 (Warum?) .
Falls a € A* oder b € B*, sind wir fertig (Warum?) . Seien also
a,b ¢ A* und a,b # 0. Dann ist auch « # 0,2 # = ¢ A*. Somit
kénnen wir schreiben:

T=2T1 Ty
a=aj Qs

b=1by- b

wobei x;, a;, b; alle unzerlegbar sind. Dannist x1 - - x,-u = ay - - - ashy - - - by,
da die Zerlegung der Produkte eindeutig ist und u unzerlegbar ist,
muss u = a; oder u = b; sein, also u|a \Y, u’b.
_|
,<="“: Sei eine Zerlegung a = wuy---u, aus unzerlegbaren u; von a gegeben,
a =1 - Uy eine weitere Zerlegung. Da u, ‘a folgt uq ‘vl “(vg -+ vp) und weil u
prim ist (da irreduzibel), gilt uy ’vl oder uq |v2 (v vp). (Da v; unzerlegbar

ist, folgt ullvj = u; ~ v;). Es gibt also ein j € {1,...,m} s.d. ug ~ v;. Also
U« Uy = V- Uj- - Up. Induktiv sieht man m = n und u; ~ v,y fiir eine
Permutation o. 0

Satz 2.3.3. Jeder Hauptidealring ist faktoriell
Bew.: Aus LA ~» PDF auf der Website 0
Definition. Sei A ein Int. ber. und a,b € A.

1) d € A heifit grofiter gemeinsamer Teiler von a und b ggT(a,b), falls

° d’a und d|b
[ ]
Yu e A: u‘a/\u|b = u|d

2) d € A heiit kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b kgV(a, b), falls
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° a|a und b|d
[ ]

Yu e A: a|u/\ b|u = d|u
Bemerkung. 1) ggT sind eindeutig bis auf Einheiten, falls sie existieren.

2) In fakt. Ringen (insb. in HIR) existieren ggT und kgV.

Sei A ein fakt. Ring. Sei P ein Reprisentantensystem der Aqui-
valenzklassen bzgl. ~ von unzerlegbaren Elementen (=Repr. der
A*-Orbits von unz. Einheiten). Jedes a € A,a # 0 kann eind.

als
a=e H pl’(a)r’
peEP

mit v(a), € Z>g,e € A* geschrieben werden. Das Produkt ist
endlich. Wir kénnen wéhlen:

ggT(a,b) = H prn((@)p by
pEP

kgV(a,b) = J] pmext (@ v
peEP

(Warum?)

3) Sei A ein HIR, dann gilt:
(88T (a,b)) = (a) + (b) = (a,b)(kgV(a,b)) = (a) N (b)

2.4 Polynomringe

Definition. Sei A ein komm. Ring. Ein Polynom in einer Unbekannten X mit
Koeff. in A ist ein Ausdruck der Form

p= iaka
k=1

wobei n > 0,a; € A. Die Menge solcher Polynome nennen wir A[X]. Formal
definiert man:

A[X]:=A{p: Z>0 = Al{j € Z>0lp(j) # 0} € No}

A[X] ist mit Mult. und Add. von Polynomen ist ein kommutativer Ring mit 1.

A[X1,...,X,] sind die Polynome in n unbekannten X, ..., X, mit Koeffizi-
enten in A, wir schreiben diese als:

_ o oxh L xd
p= E ajy .., X3 R

J1,--dn€Z>0
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mit endlich vielen aj, . ;, # 0. Formal definiert man:
AXy, - Xn]i=A{p: (Z20)" = All{u € (Z20)"|p(u) # 0}] € No}

Noch allgemeiner definieren wir fiir eine beliebige Menge I die Menge A[(X;)ic1]
als Polynomring mit Unbekannten X; fiir ¢ € I. Wir schreiben

p- Y e[ X0
aeJ  di€l
wobei
e J CIlic; Z>o endl. Teilmenge und a € J hat nur endlich viele a; # 0
e a, €A (ael).
Formal:

Al(Xi)ier] = {pi szo — A

iel

p # Onur fir endliche viele u € H Z>o und nur fir v mit endlich vielen u; # 0}
iel
A[(X;)ier] ist komm. Ring.

Bemerkung. Ein Polynom ist in diesem Rahmen etwas anderes als eine Funk-
tion wie aus der Analysis. Sei z.B. A = Z/2Z und p = X2 + X, bzw.

p: Lo — 2/22 0 — 0+2Z| 1 — 1+4+2Z

2 = 142Z|>3 — 0+42Z

Ersetze X ~ 0+ 27Z, dann X? + X = 0 + 27Z genauso fiir X ~ 1 + 2Z. Also ist
die FUnktion z +— 22 + z identisch 0 auf Z/27Z.

Satz 2.4.1. Seien A, B kommutative Ringe und ¢: A — B ein Ringhom.. Fir
jede Wahl (b;);er mit b; € B, gibt es genau einen Ringhom.

¢: Al(Xi)ierl = B
mit $(X;) =b; firi e I und ¢(a) = ¢(a).

Bew.:

e Existenz: Setze fiir J C [[; Z>¢ endlich:

op (Z a || X;”) = elaw) - [ 01 (2.2)

wel el ueJ i€l
(Priife Ringhom.)

e Eindeutigkeit: Die Ringhom. Eigenschaft erzwingt (2.4.1).

a

Bemerkung. Fir A = B und ¢ = id4 heifit die Abb. A[(X;)ier] — A aus
2.4.1 Einsetzhomomorphismus. Schreibe fiir I = {1,...,n} z.B. p(b1,...,b,)
statt @(p).
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2.4.1 Polynome in einer Unbekannten
In diesem Abschnitt ist A ein kommutativer Ring.
Bemerkung. A[X,Y] ~ (A[X])[Y] etc.
Definition. Der Grad von p ist
gradp = {rfz{z‘ k) fepgo
Bemerkung 2.4.2. Seien f,g € A[X], dann
o grad(f + ¢g) < max{grad f, grad g}

o grad(f - g) < grad f 4+ gradg und falls A ein Integritdtsbereich ist, gilt
sogar Gleichheit. (Warum? Gegenbeispiel wenn kein Int.ber.?)

Bemerkung 2.4.3.

1) Es gilt A Int. ber. & A[X] Int. ber. (Warum?) . Da A[Xy,...,X,] ~
(A[X1,..., Xn—1][X,]) folgt induktiv A Int. ber. & A[X;,...,X,] Int. ber..
Damit auch A Int. ber. & A[(X;):cs] Int. ber.. (Warum?) . Hinweis: In
ab = 0 haben a und b nur endlich viele Unbekannte.

2) Ist A ein Int.ber. so gilt
A" = (AX])" = (A[(Xi)ier])"
(Warum?)
Satz 2.4.4. Sei A ein komm. Ring, dann gilt A[X] Hauptidealring < A Kérper.

Lemma 2.4.5. Sei A ein komm. Ring. Fir g € A[X] ist g = g, X"+ (niedrigere
X-Potenzen) mit g, € A*. Fir jedes f € A[X] g¢ibt es eindeutige q,r € A[X]
mit gradr < gradg s.d. f =gq+r

2.5 Nullstellen von Polynomen

In diesem Abschnitt ist A stets ein kommutativer Ring.

Definition. Ein a € A heifit Nullstelle von f € A[X], falls f(a) =0

Satz 2.5.1. Sei f € A[X], f #0. Man kann f schreiben als
f=g9-(@@—a1) - (z—an)

fir ein m > 0 und a; € A, so dass g keine Nullstelle in A besitzt. Es gilt
n < grad f.

Bew.: Sei a ein Nullstelle von f nach 2.4.5 gilt: f = ¢ - (z — a) + r, wobei
gradr < 1, d.h. r € A. Da a Nullstelle ist:
0=f(a)=¢qla—a)+r alsor=0

Rekursiv erhalten wir so mit f = fi. Ist a; Nullstelle von f;, so setze f;;+1, so
dass f; = fiy1-(x —a;) Diese Rekursion bricht nach spéatestens grad f Schritten
ab, denn fiir g - ( — ay) - -- (v — ay,) gilt Gradformel mit ,=“ (Warum?) .
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Definition. Falls g € A in der Darstellung von Satz 1, so sagen wir f zerfallt in Linearfaktoren.

Satz 2.5.2. Ist A Int.ber. und f € A[X], f # 0, so bestitzt f hochstens grad f
Nullstellen.

Bew.: Schreibe
f=9g- X—-—a1)---(X—a,)  wiein Satz 1

Angenommen f(b) =0 fiir ein b # a;,Vi € {1,...,n} Dann

0= f(b)= q(b) (b—ay)---(b—a,) # 0
#0 nach Konstr. #£0(x) Z0(x*)
(%) da b # a;,Vi. (xx) da A Int.ber.. Dies ist ein Widerspruch. 0

Korollar 2.5.3. A unendlicher Int.ber.. Seien f,g € A[X], f # g Dann gibt es
a € A, so dass f(a) # g(a)

Bew.: f — g hat nur endlich viele Nullstellen (nach 2.5.2). 0
Beispiel. 1. 2,7 = {£1}
2. C,C* = C\ {0} unendlich daher nicht zyklisch
3. R,R* =R\ {0} unendlich daher nicht zyklisch
4. {e¥™% | n € Z} fiir ein N € Z~q ist endlich und zyklisch
5. K endlicher Korper (z.B. K =Z/p/Z, p prim)
e mult — K* = K \ {0} ist zyklische Gruppe
e add — Z*/nZ mit n = |K| —1

Satz 2.5.4. Jede endliche Untergruppe der Einheitengruppe eines Int. ber. ist
zyklisch.

Bew.: Sei G < A* endlich (G ist abelsch=

p prim Komponente
~ =
=G = Ap
??

p prim

Beh.: A, # {0} ist zyklisch

Angenommen A, sei nicht zyklisch. Sei |4,| = p™ fiir eine n > 0
und = € A, von maximaler Ordnung. Dann ordz = p! mit [ < n
(sonst (x) = A,). Betrachte das Polynom f = xr—1e AlX].
Nach 2.5.2 hat f, da A ein Integrititsbereich ist, maximal p! Null-
stellen. Aber fiir alle a € A, gilt orda = p* und k <[, da p' max.
Ordnung. Daraus folgern wir a? = 1, also f(a) =0 fir alle a € A,
aber |4,] = p™ > p', was nicht sein darf, da wir dann zu viele
Nullstellen gefunden hétten, dies ist ein Widerspruch.
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_I

Somit gibt es paarweise verschiedene Primzahlen py, ..., p, € Nundny, ..., n, €
N so dass gilt

G=P A, ~Pz/z
=1 1=1

5w )

—

mit [Ap,| = p;*. (*) gilt nach dem chinesischem Restsatz, da die p;"* teilerfremd
sind. 0

2.6 Polynomringe iiber faktoriellen Ringen

Ziel: Sei A ein komm. Ring, dann gilt:
A faktoriell & A[X] faktoriell
Bew.: < “ist klar und ,,= “braucht Vorbereitung.

Fiir den Rest des Kapitels soll gelten, dass A ein faktorieller Ring ist und P Re-
prisentanten der Aquivalenzklassen der unzerlegbaren (=prim) Elemente bzgl.
Assozierheit ,,~ “

Wir haben bereits gelernt: Jedes a # 0 lisst sich eindeutig als

a = (Einheit) H P @ mit vy(a) € Zsg
peEP

schreiben. Dies definiert Funktionen v,: A\ {0} — N. Es gilt fiir a,b # 0:
an~beVpeP:vya) =)
Erweitere auf Q(A)* :

Definition. Sei ¢ = § Setze

vp(q) = vp(a) —vp(b) € Z

(Warum unabh. von Wahl von a, b?) . Dies definiert wieder Funktionen v,: Q(A)* —
Z.

Fir ¢ € Q(A)* gilt

q = (Einheit aus A) H pvr(@
peP

mit eindeutigen v,(¢). (Warum eindeutig) .

Fir f € Q(A)[X], f # 0 setze mit f = i ap X’
k=1

vp(f) =min{vp(ar) | k=0,...,n und a; # 0}
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Definition. Der Inhalt ¢(f) von f € Q(A)[X], f # 0, ist

o) = [[ 9 € Qray

pEP

Bemerkung. Fir ¢ € Q(A)* und f € Q(A)[X], f # 0 gilt

c(qf) 5 c(f)

55

(%) Auch fiir z,y € Q(A) soll z ~ y (sind assoziiert) heiflen, dass = = ay fiir ein

a€ A"

Lemma 2.6.1. Sei f € Q(A)[X], f #0.
1) Es gibt a,b € A, fo € A[X] s.d.

=%/
c(fo) =1 und ggT(a,b) ~ 1

und a, b, fo sind bis auf Einheiten eindeutig.

2) Fir f € A[X] istb~ 1 und a ~ c(f).

Bew.:

1) °

Existenz Beh.:

— A
C(f)f € A[X]
.

Sei .

f= Z%Xk

k=0
Es gilt
vg(gx) — min{v,(q)|l =0,...,n,q # 0}
% _ (Einheit von A) - =0
<) (Einheit von A) pg)p
_|

Setze fo 1= ﬁf Dann
1 1
c(fo) _C<C(f)f) ~ «(f) e(f) =1
Dann ist ¢(fy) =1 (Warum?) . Damit haben wir:

pEP pEP
vp(f)>0 vp(f)<0

=a

S

Dann a,b € A und ggT(a,b) ~1 (Warum?) .
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e Eindeutigkeit: Seien f = { fo = ‘;—,/fo Zerlegungen wie in 1). Dann

ab' fo = a'bf} (2.3)

(2.3) = c(ab fo) = c(a'bf)
—_—— N —

~ab’c(fo) ~a’be(ff)

Somit ab’ ~ a’b. Insb.: a|a’b und da ggT(a,b) = 1 folgt weiter ala’
(Warum?) . Genauso gilt a’|a,, b|b’, b’|b, alsoa~a',b~b

2) Aus f = § fo wie in 1) folgt
() ~ Felfo) BT be(f) ~ a

Also b|a, aber ggT(a,b) ~ 1 und somit b ~ 1, dann auch ¢(f) ~ a.

O

Lemma 2.6.2. Seien A, B komm. Ringe und ¢: A — B Ringhomomorphismen.
Dann ist

¢, A[X] = B[X] > aiX > p(a) X
ein Ringhomomorphismus.
Bew.:
A% B < BIX]
und ¥ = 1o ¢. Nach 2.4.1 gibt es einen eind. Ringhom. A[X] £% B[X] s.d.
©xla =Y und ¢, (X) = z. 0O

Definition. Ist I C A ein Ideal und 7: A — A/I,a — a + I die kanonische
Projektion, so bekommt man die Reduktion der Koeffizienten nach I als:

T AX] = A/IX] Y aX'e Y (ai+ DX

Lemma 2.6.3. Sei A ein komm. Ring und I ein Ideal in A. Dann gilt:
I prim in A & I[X] prim in A[X].

Bew.: Sei m, wie in der vorigen Definition. Dann
ker 7, = I[X] A Tx SUL].
Also gilt die Ringisomorphie:
AX]/IX] =~ A/T[X] (2.4)
und somit
I[X] prim in A[X] e A[X]/I[X] Int. ber. (ﬁ) A/I [X] Int. ber.

e A/I Int. ber. < I prim in A
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Satz 2.6.4. Sei A ein fakt. Ring. Fir f,g € Q(A)[X] mit f,g # 0 gilt ¢(fg) =
c(f)elg)-

Bew.: Nach 2.6.1 ist f = ¢ fo,g9 = §g0. Dann ¢(f) ~ ¢,¢(g) ~ § und

e(f9) ~ 15elfogo) ~ e(f)elg)el fogo)

Beh.: ¢(fogo) ~ 1
r

Angenommen ¢(fpgo) 7 1, dann gibt es ein p € P mit p’c(fog()).
Betrachte

T A[X] = A/ (p)[X]

P unz. Af:it p prim = (p) prim = A/(p) Int. ber. = A/(p) [X] Int. ber.

Nun 7. (fo) # 0 und 7. (go) # 0, da ¢(fo) =1 = ¢(go). Aber

0 = m.(fog0) = m(fo)ms(g0) # 0
wobei letztere Ungleichung gilt, da A/(p) [X] ein Int. ber. ist, dies

ist ein Widerspruch.

Damit ¢(fg) ~ ¢(f)c(g), also auch ¢(fg) = ¢(f)c(g) (Warum?) .

Bemerkung. Sei A ein fakt. Ring, f € Q(A)[X]. Dann gilt
feAlX|ecf)eA

Denn ,= “ist klar. <= “folgt mit 2.6.1 denn f = £ fo = c(f) ~ § € A.

Lemma 2.6.5. Sei A ein faktorieller Ring. f € A[X] erfille: f # 0 und

grad f =0: f unzerlegbar in A
grad f > 0: f unzerlegbar in Q(A)[X] und c(f) =1

Dann ist f prim (in A[X]).
Bew.:
e gradf = 0: f € A unz. A gkt f prim in A Def, Af prim in A Lempa 3
(Af)[X] prim in A[X] et f prim in A[X]
~————
—A[X]f
e grad f > 0: R = Q(A)[X] ist HIR (2.4.4). Also gilt fiir r € R nach 2.3.1

r prim < 7 unz.

Also ist f prim und Rf ist Primideal. Es folgt, dass Rf N A[X] in A[X]
prim ist (Warum?) .
Beh.: Rf N A[X] = A[X]f

-
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A[X]f C Rf v'Sei umgekehrt - f € A[X] mit (r € R,r # 0).
Dann ist nach 2.6.4

c(rf)y=c(r)-c(f) =c(r) = c(r) € A=r e A[X]
Nun sind wir fertig, da deswegen f prim in A[X] ist.

Satz 2.6.6. Sei A ein faktorieller Ring. Dann
a) AlX] faktoriell

b) f € A[X] unzerlegbar genau dann, wenn f die Bedingung an 2.6.5 erfillt

Sei g € A[X], g # 0,9 ¢ A[X]"
Beh. 1: g = f;--- f,, wobei f; wie in 2.6.5.

e gradg =0: Dann g € Aund g = ug - - - Uy, u; unz. in A, da
A faktoriell v/
o gradg > 0: Q(A)[X] ist ein HIR nach 2.4.4.

2.3.3

= Q(A)[X] ist faktoriell

Dol g = Uq - Uy, Wobel u; unz. in Q(A)[X]

Nach 2.6.1 ist u; = $u; 0 wobei u;0 € A[X], c(u;0) =1 und
unz. in Q(A)[X]. Also

al...an

g=7T—7 Uipo Um0
by---by m
N—_——

entweder ist (x) in A" (dann uio ~ $5Fmun,0) oder () ist

ein Produkt unzerlegbarer Elemente in A.

Beh. 2: g unz. in A[X] < ¢ prim in A[X]
r

»<=% ist klar, da A[X] Integritdtsbereich (2.3, Bem 1) ,=“: g =
fi1+++ fin wie in Beh 1. Da g unz. ist, gilt m = 1 also g = fi, also
¢ prim nach Lemma 5.

_I

a) Nach Beh 1 & Beh 2 konnen alle g € A[X],g # 0,9 ¢ A[X]* als Prod. von
unz. El. geschrieben werden. Nach Beh. 2 ist prim aquiv. zu unzerlegbar, also
ist A[X] nach 2.3.2 faktoriell.

b) ,,«<“ f ist wie in 2.6.5 bedeutet f prim. deshalb ist f unz. in A[X].
»= f ist unz. in A[X]. Wie in Beh. 2 gilt f = f1--- f;, mit m = 1.

O

Korollar 2.6.7. Ist A ein fakt. Ring, so sind A[X1,...,Xy] und A[(X;)ic1]
fakt.
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2.6.1 Zwei Unzerlegbarkeitskriterien

Satz 2.6.8. Sei A ein fakt. Ring, p € A unzerlegbar. Sei
f=Y_ fiX'eAX]
i=0
s.d.
o f,#0 alsograd f =n > 0.
D ffn
o p|lfi (i=0,...,n—1)
e p*|fo
Dann ist f in Q(A)[X] unzerlegbar.
Beispiel. Sei A =7, p=3 und
f=2X"4+18X°% +6X + 30
dann ist f unz. in Q[X] aber zerl. in Z[X] als 2- (...).

Bew.: Angenommen f = gh fir g, h € Q(A)[X] und grad g, grad h < n (dies
ist gleichbedeutend damit, dass g,h ¢ Q(A)[X]*). Nach 2.6.1 und 2.6.4 kénnen
wir g, h € A[X] wihlen (Warum?) . Betrachte

me: A[X] = A/ (p)[X]
Wir schlieflen:
punz. = p prim = (p) prim = A/(p) Int. ber. = A/(p) [X] Int. ber.

Es gilt m.(gh) = m(g)me(h). w(f;) = 0 fiir 4 = 0,...,n — 1, deshalb ist 7, =
m(fn)X™. Sei L = Q(A/(p)). Dann gilt auch in L[X]:

0 £ 7(fu) X" = m.(g)m. (h)
Da L[X] nach 2.4.4 ein HIR ist, ist L[X] auch faktoriell, es folgt

X

7« (9) A X

7. (h)

denn da X unz. in L[X] ist und der Faktor X™ auch in m.(g)m«(h) auftauchen
muss (nach Eind. der Zerl. in unz. El), aber m,(g) und 7. (h) einen Grad kleiner
n haben.

ALso 7( kleinster Term von g oder h) = 0. Aberausg=...+gound h =...+hg
mit p| go und p|h0 folgt

F=gh= ... +goho
hoher

mit p? | fo, was den Voraussetzungen widerspricht. O
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Satz 2.6.9 (Reduktionskriterium). Sei A ein fakt. Ring I C A ein Primideal
in A. Schreibe

m:A— A/l e A[X] = A/I[X]

Sei

=Y fiX'eAX]
=0
mit w(fn) # 0 und n > 0. Ist . (f) unz. in A/I[X] oder in Q(A/I)[X], so ist
f unz. in Q(A)[X].

Bew.: Wir nehmen an, dass f in Q(A)[X] zerlegbar ist, also wie in 2.6.8.
Sei ferner f = gh mit gradg,gradh < n und g,h € A[X]. Dann 7.(f) # 0
und keine Einheit (da grad f > 0) und 7. (f) = 7. (g)7«(h) in (A/I)[X] wobei
7+(g), m«(h) keine Einheiten in A/I[X] oder Q(A/I)[X] sind (Warum?) . Dies
ist ein Widerspruch zu ., (f) unzerlegbar. 0

Bemerkung 2.6.10. Nochmal Satz 6b. Sei A ein fakt. Ring mit f € A[X],
f#0,grad f > 0. Es gilt

funz. in A[X] < funz. in Q(A)[X] und e(f) =1

Beispiel. Wir betrachten die unz. in Fo = Z/27Z.

Die unzerlegbaren Polynome vom Grad 1 sind X und X +1, vom Grad 2 ist nur
X?+4 X +1 unzerlegbar. Betrachte nun 7X2+11X +3 € Z[X] mod 2 ergibt dies
X?+ X +1 und da dies unzerlegbar ist, ist 7X? + 11X + 3 € Z[X] unzerlegbar

in Q[X].



Kapitel 3

Korper

3.1 Korpererweiterungen

Definition. Sei L ein Korper. K C L heifit Teilkorper, falls K ein Korper und
ein Unterring von L und

keK,k20=>k'cK

gilt. L heifit Erweiterungskorper von K und man sagt L/K (1) ist eine Kérpererweiterung.
Sei M C L Teilmenge. Der von M erzeugte Teilkérper ist der kleinste Teilkorper

von L, der M enthélt. Ist L/ K Korpererweiterung, so bezeichnet K (M) den von

K U M erzeugten Teilkérper von L.

Definition. Sei K wieder ein Korper. Der Primkorper P von K ist der kleinste
Teilkérper von K, also der von {0, 1} erzeugte Teilkorper.

Satz 3.1.1. Der Primkérper eines Kérpers ist isomorph zu Iy, fiir eine geeignete
Primzahl p, oder zu Q.

Bew.: Betrachte den Ringhomomorphismus ¢: Z — K, n+ n-1. Da im ¢
keine Nullteiler enthélt, ist ker ¢ prim, also folgt aus

e impCP

o kery = pZ fiir (p prim) oder ker ¢ = {0} nach Z7/A6
o 7Z/ker ¢ ist Int. ber. und @: Z/ ker ¢ — K ist injektiv.
o K enthélt Q(Z/ker ¢) nach Z8/A4

U
Definition. Sei ¢: Z — K wie im Beweis. Wir sagen K hat Charakteristik

0 falls ¢ injektiv, also P 2 Q

char(K) =
x(K) {p falls ¢ nicht injektiv und |P| =p

Bemerkung 3.1.2. 1) Sei L/K eine Korpererweiterung, dann ist L ein K-VR
(Warum?)

1Dies ist nur eine Notation, bedeutet nicht Quotient

61
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2) Sei L/K eine Korpererweiterung mit |L| < oo. Dann ist char L = p mit p
prim und L endl. dim. K Vektorraum und |L| = p™ fiir ein n > 0 (Warum?) .
Spéater werden wir zeigen: Fiir alle p prim und n > 0 gibt es bis auf Isomorphie
genau einen Korper mit p™ Elementen.

Definition. Sei L/K eine Korpererweiterung. dimg L heifit der Grad von L tiber K,
schreibe

[L : K] =dimg L € NgU {OO}
Satz 3.1.3. Sind L/K und M/L Korpererweiterungen, so gilt
[M:K]|=[M:L]-[L:K]

Bew.: Ist (e;);er eine K-Basis von L und (f;);es eine L-Basis von M, so
ist (e;f;)rxJ eine K-Basis von M (Warum?) . 0

Definition. Sei L/K eine Korpererweiterung und a € L
Ay K[X]— L

Ringhomomorphismus mit ¢(X) = a und «(k) = k fir k € K. Wir nennen a € L
transzendent iiber K, falls ¢, injektiv ist und sonst algebraisch iiber K.

Bemerkung. Fiir a sind dquivalent:

atransg < Af € K[X]\ {0}: f(a)
aalgy < 3f € K[X]\{0}: f(a)

Schreibe K|a] := im, das Bild von ¢4.

0
0

Satz 3.1.4. Sei L/ K eine Korpererweiterung und a € L. Dann sind dquivalent:
a) a ist algebraisch iber K

b) Kla] = K(a)

¢) dimg K(a) < oo

Bew.: a) = b): Nach 2.4.1 ist K[X] ein HIR. also ist ker¢, = (f) fir ein
f € K[X]. Per Ann. ist f # 0. im¢, ist ein Int. ber., da es der Unterring eine
Korpers ist, also folgt:

ime, ~ K[X]/kert, = (f) prim = (f) max. = K[X]/ker, Korper
somit ist auch im¢, = K[a] ein Korper, also ist K(a) C K[a]. Andererseits ist
fiir jedes Polynom f € K[X] auch

fla) = kaak € K(a)
k=0

also ist auch Kla] C K(a).

b) = ¢): Sei a # 0, denn fiir a = 0 ist nichts zu zeigen, dann wére nidmlich
K(a) = K. Betrachte a~!. Da K[a] = K(a) gibt es h € K[X] s.d. h(a) = a™ !,
wobei h(a) = a™ + t.l.o. Dann ist a - h(a) — 1 = 0 also "' = >°7_ cpa® fiir
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¢ € K. Somit wird der K-VR KJa] von den Elementen 1,a,...,a" erzeugt.
Somit

dimg K(a) = dimg KJa] < 00

¢) = a): Wenn a nicht algebraisch iiber K ist, dann ist die Funktion ¢, injek-
tiv, also ist ¢q ein Vektorraumisomorphismus iiber K von K[X] nach Kla] C
K(a). Dann muss aber K (a) eine hohere Dimension als K[X] haben. K[X] hat
die Basis 1, X, X2, ... und ist somit unendlich-dimensional, also ist dann auch
dimg K(a) = 0.

Definition. Ein Polynom f € K[X], f # 0 heilt normiert, falls
f=1-X"+tlo.

fir ein n > 0.

Satz 3.1.5. Sei K ein Korper, I C K[X] ein Ideal.

1) K[X]/I Korper < I = (f) mit f unzerlegbar (< f prim)

2) Sei L/K eine Korpererweiterung a € L algebraisch. Es existiert ein eind.
normiertes Polynom m, x € K[X] s.d.

Tat K[X]/(max) = K(a)
ein Kérperisomorphismus ist.

Bew.:

1) K[X] ist ein HIR nach 2.4.4. Also gilt:

K[X]/Iist Korper < I max. < [ prim

2) Sei keri, = (f) = (9). Dann ex. v € K* s.d. f = ug (Warum?) . Somit
existiert ein normiertes Polynom mit ker ¢, = (mq, K) und

Ta: K[X]/ (Mg, K) = Kla] = K(a)

Definition. m,_ g heifit Minimalpolynom von a iiber K.

Bemerkung. In der linearen Algebra war das Minimalpolynom der Erzeuger
des Kerns von:

K[X] = Endg (V) p+— p(A)

Satz 3.1.6. Sei K ein Korper, f € K[X] unz. L = K[X]/(f). Dann ist [L :
K] =grad f und

{1+ X+ () X ()

ist eine K-Basis von L
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Bew.: Schreibe a := X + (f). Da (f) =0 in L ist, folgt a™ +t.l.o. =0 in L.
Also
L = span g {1,a,...,a" "'}

Angenommen, es gibt ¢, € K fir k € {0,...,n — 1} nicht alle 0 mit

n—1
Z cra” =0
k=0
Dann
n—1
ZCka €(f)
k=0

was nicht sein kann, da das Polynom ungleich 0 in K[X] ist und Grad kleiner
n hat, in (f) aber nur Polynome vom Grad mindestens n und das Nullpolynom
enthalten sind. 0O

Korollar 3.1.7. Sei L/K eine Kirpererweiterung und a € L algebraisch, n =
grad m, rc. Dann [K(a) : K] =n und {1,a,...,a" '} ist K-Basis von K(a).

Beispiel. Betrachte R/Q und a = /g fiir ein ¢ € Q mit ¢ > 0.
to: QX] =R

hat Kern (m,, Q). Klar ist X2 — g € ker ¢,. Also entweder grad m, g = 2, (dann
mao = X? — ¢ (Warum?) ) oder grad mgg = 1 (dann mq g = X — /g also
Vq € Q. Mit v,: Q — Z gilt /g € Q & v,(q) € 2Z fiir alle p prim.

Also gilt fiir ¢ = § mit ggT(c,d) = 1 und coder d keine Quadrat, dass [Q(,/q) :
Q] =2 und {1, ,/q} sind Q-Basis von Q(,/q)-
Definition. Eine Korpererweiterung L/K heift

e endlich, falls [L : K] < o0

e endlich erzeugbar, falls L = K(aq,...,a,) fir geeignete a; € L.

e algebraisch, falls alle a € L algebraisch tiber K sind.
Beispiel.

Q(K[X])/K ist endlich erzeugbar (Durch was?) aber nicht endlich, da 1, X, X2, ...

linear unabhéngig iiber K (da K[X] — Q(K[X]) Einbettung)
Satz 3.1.8. a) L/K endlich = L/K alg.
b) L/K alg. und endlich erzeugt = L/K endlich
¢) L/K und M/L alg. = M/K alg.
Beispiel. Betrachte C\ Q Sei
L ={a € Cla alggy}

L ist algg per Konstruktion.
Beh.: L ist nicht endlich erzeugbar.

-
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Nach Satz 8 reicht es zu zeigen, dass L/Q nicht endlich ist. Sei p
prim, dann ist X™ — p ist unzerlegbar in Q[X] (Warum?) . Also
ist X" — p min. Polynom m y5. Da Q(3/p) C L und

[Q(1/p): Q] =grad X" —p=n

Somit ist L unendlich-dim. tiber Q.

_I

Bemerkung. Wir beurteilen die Richtigkeit der Umkehrungen der Aussagen
von 3.1.8

e a) ¢« nach Beispiel

eb) =V

e c)<=V

e /K alg. # L/K endlich erzeugt (Bsp 2)
Bew. von 3.1.8:

a) Sei n := [L : K] < co. Sei a € L beliebig. Dann sind 1,a,a?,...,a" lin.
abhéngig iber K da dimg L = n.

b) L = K(ay,...,a,) mit a; € L. Es ist K(a1)x endlich, da a; algx ist (3.1.4).
Da a3 algg ist, ist auch ag algg (q,) und somit ist K = (a1, a2) = (K (a1))(az)
endlich iiber K(a;). Induktiv erhalten wir nach diesem Vorgehen die Er-
kenntnis, dass K(ay,...,a;) endlich tiber K(ay,...,a;—1) ist. Nach 3.1.3 gilt
dann

[K(ay,...,an): K] =[K(ay,...,a,): K(a1,...,an-1)] - [K(a1,...,an_1) : K]

n—1
=...= H[K(al,...,aHl):K(al,...,ai)] < oo
i=0

c) Sei a € M beliebig. Beh.: K(a)/K ist endlich
M

aalg; = 3f € L[X]: f(a) =0
Sei f=>_o fuX" Dann f € K(fo,...,fn)[X] C L[X] somit

a ang(fo,...,f") = [K(foa"'vfnaa) : K(fO?y.fn)} < oo

Ferner K (fo,..., fn)

e endl. erz. iiber K

e algebraisch tiber K, da K(fo,...,fn) C L und L/K alge-
braisch.
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Nach Teil b) ist [K(fo, ..., fn) : K] < co. Dann

[K(a): K| <[K(a, fo, -, [n): K]

3.2 Algebraischer Abschluss
Satz 3.2.1. Sei K ein Koérper. Es sind dquivalent
1. Jedes f € K[X], f ¢ K besitzt Nullstellen in K

2. Jedes f € K[ X], f ¢ K ist von der Form
f=cX=-a1) - (X—a,) c¢aeKn>1
3. Die Menge der normierten unzerlegbaren Polynome ist {X —a|a € K}
4. Ist L/K algebraisch, so gilt L = K
Bew: Ubungen.

Definition. Erfiillt K eine der Bedingungen aus Satz 1, so heifit K algebraisch abgeschlossen.

Bemerkung. C ist abgeschlossen. Dies darf in den Ubungen und in Bsp. ohne
Beweis verwendet werden, in Beweisen werden wir aber ohne diese Aussage
auskommen.

Satz 3.2.2. Far jeden Korper K gibt es eine Korpererw. L O K mit L alg.
abgeschlossen.

Lemma 3.2.3. Sei K ein Korper f € K[X] grad f > 1. Es gibt eine Korperer-
weiterung L D K mit [L : K] < grad f s.d. f in L eine Nullstelle hat.

Bew.: Schreibe f = ¢ - h mit g unzerlegbar in K[X], dies ist moglich, da
K|[X] faktoriell ist. Setze L = K[X]/(g). Dies ist ein Kérper nach 3.1.5. Ub.: L
erfiillt Bed. in Lemma 3.

Lemma 3.2.4. Sei A ein komm. Ring. Sei I C A ein Ideal. Dann existiert ein
mazimales Ideal M C A mit

ICcMCA
Bew.: via Lemma von Zorn auf Website.

Bew. von Satz 2: Wir werden die Bedingung 1 von 3.1.3 zeigen:
Jedes f € L[X] hat eine Nullst. in L (%)
Die Idee ist, einen ,, Turm von Korpern“zu bauen

KcliCcLyCcLsC...
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so dass:

Jedes f € K[X] hat Nullstelle in L
Jedes f € L1[X] hat Nullstelle in Ly
Jedes f € Lo[X] hat Nullstelle in Ls

Beh.: Dann erfillt

die Bedingung ()

Sei f € L[X]\L beliebig, dann auch f € Ly[X] fur ein £ (Warum?)
. Somit hat f Nullstellen in Lyy; C L.

_
Konstruktion von L;: Setze I = K[X]\ K und betrachte den Polynomring
in unendlich vielen Variablen

A= K[(Xy) el

Betrachte
N=(f(Xp) | fel)
(Bem: In A/N hat jedes f € K[X]\ K eine Nullstelle, ndmlich X; + N)
Beh: N #£ A
r

Wir nehmenan 1 € N. Dann gibtesay,...,a, € Aund f1,..., fn €
I, so dass
n
1= arfe(Xy,)
k=1
Rekursives anwenden von Lemma 3 ergibt Kérpererweiterung M/ K,
so dass jedes f;(i = 1,...,n) eine Nullstelle in M hat, sagen wir

s;. Setze J = I\ {fo, f1,--., fn}. Betrachte Ringhomomorphismus
(existiert nach 2.4.1):

p: K[(Xg)rer] = M[(Xy)ses]
ke K—mkeM
Xp(i=1,...,n) = s;
Xg(g eJ) = Xy

Dann
I=9(1)= ;w(ak) : fkfzk) =0

Dies ist ein Widerspruch.

-
In A/N gilt f(X;) =0, also hat jedes f € K[X] eine Nullstelle in A/N. Sei M
maximales Ideal mit N C M C A. Setze A/M. Der Ringhom.:

K‘%K[(Xf)fej] —)A—)A/M
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ist nicht 0 und somit injektiv. Somit ist L g eine Korpererw. s.d. jedes f € K[X]
eine Nullstelle in L hat. Iteriere Konstruktion, erhalte Turm K C L; C Ly C ...
von Koérpererw. wie gewiinscht. 0O

Satz 3.2.5. Sei K ein Korper. Es gibt eine Korpererw. K /K s.d.
o K ist alg. abg.
e K/K ist algebraisch.
Definition. Ein K /K mit den Eigenschaften aus Satz 5 heifit ein algebraischer Abschluss von K.

Bew. von Satz 5: Betrachte eine Korpererw. L/K alg. abg. (eine solche
ex. nach 3.2.2). Setze

K = {a € L|a ist algebraisch iiber K}

e K ist ein Teilkérper von L (Warum? Wie in Kapitel 3.1)

e K/K ist alg. per Konstruktion.

e K ist algebraisch abgeschlossen.

r

Sei f € K[X]\ K. Dann hat f eine Nullst. s € L. Also
hat f auch eine Nullstelle in K(s). Nun sind K (s)/K und
K /K algebraisch. Nach 3.1.7 ist K(s)/K algebraisch, also

ist s algebraisch iiber K somit ist s € K.

J

Satz 3.2.6. Seien K, K' Korper und o: K — K’ sowie 0,.: K[X]| — K'[X] Ho-
momorphismen, auferdem L/K,L'/K' Kérpererweiterungen. Seien a € L,a’ €
L' s.d. mg g = 0.x(mg k), so folgt

lp: K(a) = K'(d)

mit ¢ ist Hom. und ¢|g = o und @(a) = da’. Ist o ein Isom. so ist auch ¢ ein
Isomorphismus.

Bew.:

e Eindeutig: klar, da ¢ auf K und «a festgelegt ist und K und a K(a) als
Korper erzeugen.

o textbfExistenz:

0 —— (Mo ) — K[X] —*— K(a) 0

|
lo* O &‘ e
~

0 —— (Mg g) — K'[X] —— K'(d/) —— 0

(warum kommutiert das erste Diagramm?)

also gib es ein (eindeutiges) ¢ so dass @ o1, =1 (Warum gilt p(a) = a’)
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e Bijektivitét: Ist o bijektiv, so ist ¢ surjektiv (denn dann liegen K’ und
a’ im Bild von ¢) und ¢ ist sowieso injektiv.

O

Satz 3.2.7. Wir setzen K,K' o,L,L" wie in 3.2.6. Sei o ein Isomorphismus.
Dann

#{Hom. p: K(A) = L' mit p|x = o} = #{Nullst. von o.(mq ) in L'}
Bew.: Konstruiere zueinander inverse Abbildungen

{Hom. ...} 4 {Nullst. ...}

{Hom. ...} £ {Nullst. ...}
e A: Beh.: Sei f € K[X], dann

b € K(a) ist Nullst. von f < ¢(b) € L ist Nullst. von o.(f)

FO) =0 o(f(0) =0 > o(fi)(@d)* =0 (0.()(pb) =0
k

-
Also ist ¢(a) eine Nullstelle von o, (mq, k). Setze A(p) = p(a).

e B: Sei o/ € L eine Nullst. von o.(mg k). Dann my g = 0x(Mg k)
(Warum?) . Nach 3.2.6 gibt es genau ein ¢: K(a) — K'(a') mit ¢|x =
o und p(a) = a'. Setze B(a') := ¢. A und B sind invers zueinander
(Warum?) .

U

Satz 3.2.8. Seien K, M Kérper M alg. abg. und o: K — M ein Homomor-
phismus. Fir jede algebraische Korpererw. L/K gibt es eine Fortsetzung von
o auf L, d.h.

Bew.: siche Website

Satz 3.2.9. Seien K,k Korper, K ein alg. Abschluss von K und K' von K'.
Jeder Iso K — K' lisst sich zu einem Iso K — K’ fortsetzen.

Fir den Beweis brauchen wir:

Lemma 3.2.10. Seien K, K', K, K" wie in 3.2.9. Jeder Hom. ¢: K — K’ mit
K’ C im ¢ ist ein Isomorphismus.

Bew.: ¢ ist klarerweise injektiv, wir zeigen, dass ¢ surjektiv ist. Sei M =
imy C K’, dann
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e M ist alg. abg. (Warum?)
e K' C M C K’ per Annahme
e K'/M ist alg. da K'/K' algebraisch ist.

(Bew. von Satz 9: Sei 0: K — K’ ein Isomorphismus. Auflerdem K/K alg.
per Definition und K’ ist alg. abg. Nach 3.2.8 gibt es

p: K=K  mitplg=o0
nach 3.2.10 ist ¢ ein Isom. 0O

Definition. Seien L/K und L'/ K Korpererweiterungen. Ein Homomorphismus
o: L — L’ heift K-Homomorphismus falls o|x = idx. Ferner definieren wir:

e K-Isomorphismus ¢ ist K-Hom. und bijektiv.

e K-Automorphismus o ist K-Iso. und L = L'

Beispiel. Autg(C) = {id, Konj.}, aber Autg(C) hat unendliche viele Elemente

Korollar 3.2.11. Sei L/K eine Korpererw. und a,b € L algebraisch. Falls
Ma, Kk = Mp K, S0 gibt es genau einen K-Isom. K (a) — K (b) der a auf b abbildet.

Beispiel. Betrachte C/Q. Sei d € Z und d > 2 enthélt Primfaktor p aber nicht
p? fiir ein p . Dann ist X™ — d unz. in Q[X] (Eisenstein) .

e n=2essind vVd, —VdR C C sind ide Nullstellen von X2 — d und X2 — d
ist Mininmalpolynom von v/d und —+v/d. Also gibt es nach 3.2.11 einen
Q-Iso.

p: Q(Vd) = Q(—Vd)
mit ¢(a + bv/d) = a — bV/d fiir a,b € Q. Hier ist sogar Q(v/d) = Q(—V/d).
e n =3 Setze r = v/d € R. Dann ist iiber C:

27 27

)X —re )

X3 —d=(X—-7r)(X —re

27mi

und r,re’s ,Te_% haben das Minimalpolynom X3 — d iiber Q. Also gibt
es einen Q-Isom

27

Q(r) = Q(re>) £ R

Korollar 3.2.12. Sei K ein Korper. Zwischen je zwei alg. Abschliissen von
K gibt es einen Korperisomorphismus. Deswegen sagen wir der alg. Abschluss
statt ein alg. Abschluss.
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3.3 Zerfallungskorper

Definition. Sei K ein Korper, f € K[X],grad f > 1. Ein Erweiterungskorper
L heifit Zerfallungskoérper von f iiber K, falls

o f zerfillt in L[X] in Linearfaktoren
e [ wird von den Nullstellen von f iiber K erzeugt.
In Formeln

[ ]
grad f

f=c H (X —a;) c¢a; €L

=0

L=K(ai,...,agradf)

Bemerkung 3.3.1. 1) a) Setze fo := f. Nach 2.5.1 kann man f; schreiben
als fo =9g(X —a1)--- (X — ) fir g € K[X],a; € K so dass [ > 0 und
g keine Nullstellen in K hat. Wenn g € K* ist, sind wir fertig. Wenn
g ¢ K* ist, dann sei u ein beliebiger unz. Faktor von g. Dann grad u > 2
(Warum?) und u (also auch g) hat eine Nullstelle by in Ly = K[X]/(u).
Also by = X + (g). Setze L; = K(by). Wiederhole diesen Schritt mit mit
fi = g € Li[X] etc. bis das Verfahren abbricht. Das letzte L,, ist ein
Zerfallungskorper von f iiber K, da

L=Lp=(K®0))(Bs)...)=K(bi,...,0m)

b) Betrachte algebraischen Abschluss K von K. In K gilt

n

f= CH(X —d;) (n=gradf)

i=0
Also gilt: Ein Zerféllungskorper L von f ist L = K(dy,...,d,)
2) Ist L ein Zerfk. von f € K[X]\ K, dann
(L K] < (grad f)!
(Warum?)
Satz 3.3.2. Sei K ein Korper und f € K[X]|\ K.
1) Je zwei Zerfillungskorper von f sind K-isom.

2) Sind L, L’ Zerfillungskérper von f, so bildet jeder K-Iso. L — L' sie Null-
stellen von f in L (bij.) auf die Nullstellen von f in L' ab.

Bew.: Wir brauchen Beh.: Seien M/K,M’/K Korpererweiterungen, so
dass f in M[X] und M'[X] in Linearfaktoren zerfallt. Sei ¢: M — M’ ein
K-Isomorphismus. Dann gilt: a Nullstelle von f in M < ¢(a) Nullstelle von f
in M’.

M
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In M[X] gilt mit grad f = n, dass

n

Also in M'[X]

pe(f) = ule [ J(X = ai)) = e [T (X = (i)

und . (f) = f, da f € K[X]. Also sind ¢(a;) genau die Nullstellen
von f in M’, da f nach 2.5.2 < n Nullstellen hat.

_I

1. Seien L, L zwei Zerfillungskorper von f iiber K und L/L der algebraische
Abschluss von L. Da L/L alg. und L/K alg. ist L auch ein algebraischer
Abschluss von K. Genauso folgt, dass L//K ein algebraischer Abschluss
von K ist. Mit 3.2.12 existiert K-Iso. 1: L — L’ Aus der Beh. folgt (mit
M =L M =1L, ,o=1), dass

{allv""a;z} :{dj(al)v"'ﬂ/}(an)}

a’ Nullst. von f in L’ a; Nullst. von f in L
Also
L' = K(a},ldots, a;) = K(¢(a1), ¥ (an)) = ¥(K(a1, ..., as)) = ¢(L)
Somit ist 1|1, surjektiv (sowieso injektiv).

2. Beh. mit M = L, M’ = L.

Bemerkung. Wegen 77 sagt man auch der Zerfallungskorper (statt ein).

3.3.1 Klassifikation endlicher Korper.
Sei K ein Korper mit |K| = ¢ < oo. Dann

e char K = p fiir ein p prim.

e g=7p" firn>1.

o Primkérper P C K ist isom. zu F, = Z/pZ.
Satz 3.3.3. Sei g = p" wobei p prim ist, mit n > 1.
1) Es gibt einen Korper mit ¢ Elementen.

2) Je zwei Korper mit ¢ Elementen sind isomorph.

Fir den Beweis brauchen wir:
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Lemma 3.3.4 (Frobenius Automorphismus). Sei K ein endl. Korper mit char K =
p wobet p prim ist. Dann ist

Fr: K - K a+— af
ein Automorphismus von K
Bew.:
e 77/AG6: Fr ist Hom.
e Fr ist injektiv

e K endl. = Fr ist surjektiv.

Definition. Sei R ein Ring. Eine Derivation auf R ist eine Abb. s.d. gilt
e D ist Hom. der an. Gr. (R, +).
e Leibniz-Regel D(ab) = aD(b) + D(a)b
Lemma Sei A ein komm. Ring. Auf A[X] definiert die Abbildung
D(a)=0 D(X")=nX"""!

eine Derivation (Warum?)

Definition. Wir sagen, a € A ist mehrfache Nullstelle von f € A[X] fir f #£ 0,
falls

f=X-a)myg fiir ein m > 2

Schreibe f':= D(f).
Lemma 3.3.5. Sei A ein komm. Ring mit f € A[X], f # 0. Es sind dquivalent:
1) a ist mehrfache Nullstelle von f
2) f(a) =0 und f'(a) =0

Bew.: Sei f € A[X]\ {0}, a € A mit f(a) = 0. Dann gilt nach 2.5.1, dass
f=X—=a)yg.
Z.z.: f'(a) =0« g(a) =0. Es gilt f'g+ (X —a)g" also f'(a) = g(a). 0
Bew. von 3.3.3:
1) Sei f = X9 — X € F,[X]. Sei L C F, der Zerfillungskérper von f iiber F,.

Mit

f:H(X—ai) a; €F,

gilt
L =Fy(a,...,aq) CF,

Beh.: L ={aj,...,a1} und |L| = gq.
r
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Es reicht zu zeigen, dass
a) f keine mehrfachen Nullstellen hat
b) M ={ai,...,a,} C F, bereits ein Kérper ist
(a) Es gilt
fl=gXTl—1=-1
Nach 7?7 hat f keine mehrfachen Nullstellen.
(b) eabeM=a+be M:

p

(a+b)=(a+0)" = [ ((a+b))

=(Fro---Fr)(a+b) = (Fro---oFr)(a) + (Fro---

=a?+bl=a+0b
e aceM=—ac M:Firp=2ista= —a. Firp> 2ist
p ungerade.
(—a)P = —d? = (—a)? = —a? = —a

eabeM=a-beM
(ab)? = a%b? = ab
eacMa#0=a'teM
(@) = (a0 =a?

_I

also besteht L genau aus den Nullstellen von f und wegen |L| = ¢ zeigt die
Behauptung Teil 1.

2) Seien L,L’ Korper mit |L| = ¢ = |L/|. Dann char L = p = char L. D.h.
PcL,PclL'. P~Z/pZ~ P Ildentifiziere P mit Z/pZ, d.h. Z/pZ C L
und Z/pZ C L'.

Betrachte f = X7 — X € F,[X].
Beh.:Va e L: f(a) =0
r

Fiir a = 0 gilt f(0) = 0. Fir a # 0 gilt L* ist Gruppe mit
IL|=q—1.

|L*] [L*]
orda = lotda =1 = g% =¢q

aq—l _ aord(a)~

_I

Also ist L Zerfillungskorper von f (Warum?) . Genauso fiir L'. Nach ?7 ist
L~1L. O

o Fr)(b)
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3.4 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Satz 3.4.1. Siehe Folien
Satz 3.4.2. Sei M C C mit 0,1 € M. Dann ist AM quadratisch abgeschlossen.

Bew.: Betrachte
f=X>+pX +q

InCgilt f=(X+ay)(X +a_) und

Es ist zu zeigen, dass +« € AM. Dies folgt aus Beh.: z € AM = \/z € AM.
r

1. z€ AM = |z| € AM (Warum?)

2. ¢ € AM = ¢'5 € AM (Warum?)
Schreibe z = re?. Nach 1) ist r = |z| € AM, also auch e €
AM. Dann

Vz e {£vre's

es beliebt zu zeigen, dass r € RN AM = \/r € AM.
-

O

Bemerkung. Sei M ¢ C mit 0,1 € M und K = Q(M U M). Es gilt K ¢ AM
und AK = AM.

Satz 3.4.3. Fir z € C sind dquivalent.
1) ze AM

2) Es gibt eine Kette
K=KycK;C...CcK,, =L
von Teilkorpern in C s.d. z € L und K;+1 = K;(a;) mit grad mg, k, = 2.

Bew.: 2) = 1): Wir machen eine Induktion nach 4. Fiir ¢ = 0 ist nach ??
K C AM. Zeige nun ¢ ~ ¢ + 1. Angenommen, K; C AM. Da gradmq, x, = 2
und myg, x, € AM[X]. Nach 3.4.2 ist a; € AM. Damit ist K; 1 = K;(a;) C AM.
Also L=K,, C AM, also z € AM.

1) = 2): Sei z € AM beliebig. z entsteht aus Py := M durch eine endliche
Anzahl von Schritten der Form P11 = P; U {w;} wobei w; der Schnittpunkt
von

a) M, N € Gr(P), A # XN
b) A€ Gr(P),k € Kr(F;
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c) K,k €Kr(P),A# N

ist. D.h. es gibt n mit z € P,. Setze Ko = (Q_)(NM U M) und K;H = I%l(wl)
Dann gilt P; ¢ K; (Warum?) , also auch z € K,.
Beh.: Es gilt gradm,, g, € {1,2}.

r
Siehe Website

_

Wenn gradmwhfgi = 1, dann ist K;H = K;. Wenn grad m,, g, = 2, dann

haben wir die Situation wie im Satz. Lasse aus Ko C K1 C ... C K, alle K;

mit Ki = K;_;,_l weg. O

Korollar 3.4.4. Sei {0,1} c M C C, K =Q(M UDM). Sei z € AM. Dann
e 2 ist algebraisch tber K
o [K(2): K] =2 fiir ein k > 0.

Bemerkung. Die Umkehrung von 3.4.4 gilt nicht.

Bew.:
[L : K] = [Km : Kmfl] s [Kl : K()] =2™

Es gilt K(z) C L
1) z ist alg. iiber K nach 3.1.4

2)
[L:K]=[L:K(2)][K(z): K]

Somit muss [K(z) : K] auch [L : K| = 2™ teilen. Also [K(z) : K] = 2* mit
kE<m. |

Beispiel. Sei nun M = {0,1}
1. 3/2: V2,2 € A({0,1}). Fiir allgemeines n hat {/2 das Minimalpolynom:

m%Q:X"—2

Dies ist unzerlegbar nach Eisenstein. Also ist [Q({/2) : Q] = n. Nach 3.4.4:
Fiir n # 2% ist /2 ¢ A({0,1}).

2. 7 ist transzedent.

27i

3. pprim ( =e» € A({0,1}). ¢ ist Nullst. von XP — 1

XP - 1=(X-D)(XP 4 XP 24 +X+1)

[Q(): Q] =p—Tlalsop—1+#2"= (¢ A({0,1}).



Kapitel 4

Galoistheorie

4.1 Normale und seperable Korpererweiterun-
gen

Definition. Eine algebraische Korpererw. L/K heift normal, falls fir jedes
irreduzible f € K[X] gilt: Hat f eine Nullstelle in L, so zerfillt f {iber L in
Linearfaktoren.

Beispiel. 1. Q(v/2) ist normal iiber Q. Zum Beispiel:
mysg=X>—2=(X - V2)(X +2)

Sei f € Q[X] bel. und irred. mit Nullstelle a € Q(v/2). Warum zerfillt f
in Linearfaktoren ~~ 4.1.1

2. Q(V/2) ist nicht normal iiber Q: Betrachte m g5 o = X*—2, dieses Polynom
ist irreduzibel, hat aber die Nullstellen:

\3/5 \3/56:‘: Zéri

Satz 4.1.1. Sei K ein Korper, K C L C K. Es sind dquivalent:

1) L/K normal

2) Es gibt eine Teilmenge F' C K[X]\ K s.d. L der kleinste Teilkirper K C
L C K ist, s.d. jedes f € F diber L in Linearfaktoren zerfdllt.

3) Fiir jeden K-Hom. ¢: L — K gilt (L) = L.

Beispiel. Fiir das Beispiel 1) von eben kénnen wir Kriterium 2 mit F = {X? —
2} anwenden, daraus erkennen wir, dass L = Q(+/2) normal ist.

Bew. von 4.1.1: 1) = 2): Wihle
F ={mg kla € L}

Beh. 1: Jedes f € F zerfillt iiber L in Linearfaktoren.
r

7
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Sei f = mg i fir ein @ € L. Dann haben wir f(a) = 0, woraus
folgt, dass f iiber L in Linearfaktoren zerféllt, da L/K normal ist.

Beh. 2: L ist minimal mit der Eigenschaft aus Beh. 1.

=

Sei K € M C K zwischen, s.d. die Eigenschaft aus Beh. 1 gilt. Fiir
jedes a € L enthélt M alle Nullstellen von mg g (da m, x tiber M
in Linearfaktoren zerfallt. Insbesondere a € L = a € M.

2) = 3): Sei N C K gegeben durch:
N = {a € K]|a ist Nullstelle eines f € F'}

Per Annahme gilt L = K(N) (Warum?) . Sei ¢: L — K ein K-Homomorphismus.
Beh.: ¢(N) =N

Sei f € F mit Nullstellen {a1,...,a,}. Wie in der Beh. im Beweis
von 77 gilt:

 permutiert die Menge {a1,...,a,} (4.1)

Wir kénnen damit folgern: Sei a € N, dann gibt es ein f mit f(a) =

0, also ist nach (4.1) auch ¢(a) eine Nullstelle von f, demnach ist

o(a) € N, also ist ¢(N) C N.

Wir miissen noch zeigen, dass ¢ von N nach N surjektiv ist. Sei

n € N, dann gibt es f € F mit f(n) = 0. Wegen (4.1) gibt es

m € N mit ¢(m) = n.

-

3) = 1): Sei f € K[X] unzerlegbar mit und a € L eine Nullstelle von f. O.B.d.A.
ist f=mqx (Warum?) . Sei b € K eine beliebige Nullstelle von f.
Beh.:be L
r

Nach 3.2.6 gibt es einen K-Isom. ¢: K(a) — K(b). Nach 3.2.8 14sst
sich ¢ zu ¢: L — K ausdehnen. Es gilt $(a) = b. Per Annahme
gilt (L) = L. Also b € L.
.

Da b eine beliebige Nullstelle war, zerfallt f iiber L in Linearfaktoren.
Satz 4.1.2. Sei L/K normal und a,b € L. Es sind dquivalent.
1) 3o € Autg (L) und o(a) =b
2) Max = Mp K
Bew.: 1) = 2) (braucht nicht normal). Wir im Beweis von 3.2.6 ist
0x(Ma, k) = Ma,K o«(ma,x)(b) =0

2) = 1)

Mg, K = Mp K S JK-Iso.p: K(a) — K(b) mit o(a) =b
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Wegen K C K(a) € K und K C K(b) C K lisst sich nach 3.2.9 ¢ zu einem
K-Isom. $: K — K ausdehnen. Setze

o= ¢|L: LK
Da L/K normal ist, ist o(L) = L. Daher gilt ¢|x = idx und o(a) = @¢(a) =
p(a) = b. 0

Bemerkung 4.1.3. Seien K C M C L Korpererweiterungen. Ist L/ K normal,
so auch L/M (aber nicht unbedingt M/K ~» Ub.). Denn nach 4.1.1 gibt es F' C
K[X] s.d. L = K(N) mit N Nullstellenmenge aller f € F. Da K(N) = M(N)
folgt L/M normal aus 4.1.1 mit F' C K[X] C M[X].

Definition. Sei K ein Korper.

1) a € K heiBt seperabel iiber K, falls m, j nur einfache Nullstellen in K hat.

2) Eine algebraische Korperweiterung L/K heifit seperabel iiber K, falls jedes
a € L seperabel ist.

Lemma 4.1.4. Fin a € K ist seperabel iiber K g.d.w. D(mg k) # 0.

Bew.: a seperabel = D(m, k) # 0: Per Definition hat mg x keine mehr-
fachen Nullstellen. Aus Kapitel 3 wissen wir, dass D(m, x)(a) # 0 ist, also ist
D(ma,x) # 0.

a seperabel <= D(mg ) # 0: Sei D(mg k) # 0. Angenommen m, x hétte
eine mehrfache Nullstelle b. Dann ist mg x = mp x (Warum?) und wegen
(D(mq,x))(b) = 0 folgt

D(ma,x) € (M, k) = (Ma,x)

Aber grad D(mg, k) < gradmg, i also D(mg k) = 0. Dies ist ein Widerspruch.
O
Korollar 4.1.5. Sei char K = 0. Dann ist jede alg. Erw. L/K separabel.

Definition. Sei L/K algebraisch. Der Separabilititsgrad von L iiber K ist

[L: K]s = |Homg (L, K)

Bemerkung 4.1.6. 1) Sei L/K algebraisch. Ist M /K Korpererweiterung mit
M algebraisch abgeschlossen, so gilt

L : Kls = [Hom (L, M)

K—2 M

denn betrachte \ / ¢ gibt es nach 3.2.8 Dann (Warum jeweils?)

e ©(K) C M ist ein algebraischer Abschluss von K C M
e Fiir jedes v € Hompg (L, M) gilt (L) C ¢(K)
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e Fiir jedes ¢ € Homg (L, M) gilt:

3 ¢ Lo K:
K-Hom

AN ¥ kommutiert.
EINEANY

2) L/K normal = [L : K]g = |Autg (L), denn fiir jedes ¢ € Homg (L, K) gilt
nach ??: ¢(L) = L.

Satz 4.1.7. 1) Sind K C L C M algebraische Erweiterungen, so gilt

[M:K]s=[M:L]s-[L:K]s

2) Falls L/K endlich, so gilt [L : K]s < [L: K].
Bew.:

1) Wegen K C L C M C K gilt L =K. Sei 0 € Homg (L, K), wende 3.2.9 auf

o:L—o(L)CK

an: es gibt einen K-Iso. p: K — K mit ¢,|z, = 0. Fiir jedes 0 € Homg (L, K),
wiahle ¢, € Aut(K, K) wie eben. Betrachte die Abbildung;:

Hompg (L, K) x Homp (M, K) — Homg (M, K) (0,9) = pg o0t
Injektiv:
Yo 0P = pgr 09 (4.2)

(4.1.7) = g5 0 Plp =g 0 ¢,|L = QolL = ‘PU"L
~— ~— —— =

= idp, = idp =0 = o'/

Also auch g 09 = p, 09’ und da ¢, invertierbar: ¢ = ¢’.
Surjektiv: Sei @ € Homp (M, K) beliebig. Setze o := a|;, € Homg (L, K) und

Y=, oa € Homg (M, K)

(Warum in Homg?) Dann a = ¢, o9

2) Beh-: [K(a) : K]s < [K(a) : K]
r

’HomK(K(a),K)’ 42 St s |Nullstellen Vo Mg, i in F’ < grad mg i

grad mg g - S [K(a): K]
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_
Da L/K endlich, gibt es aq,...,a, € L, so dass L = K(aq,...,a,). Also

[L:Kls = [K(a,...,an): K(a,...,an-1]s

Teil 1
[K(a1, ... an-1) : K(a1,...,an-2]s

- [K(ar) : K]s

B%h [K(ay,...,an): K(ay,...,an_1] - [K(a1) : K]
= L: K]

3.1, Satz 6

Satz 4.1.8. Sei L/K endlich. Es sind dquivalent.:

1) L/K ist separabel

2) Es gibt ay,...,an € L separabel mit L = K(ay,...,ay,)
3) [L: Kls = [L: K]

Bew.: 1)= 2) ist klar.

2) = 3) Setze L; = K(al, ey ai).
Beh.: [Li+1 : Ll] = [Li+1 : Li]

I_

[Lit1: Lils = ‘HomLi (Li+17F>|
— ‘Nullst von mai+17Li in F‘ = (*)
Es gilt
mai+1,L,~ mai+17K

(Warum?) . Da m,,, k keine mehrfachen Nullstellen hat (da ;41
sep. liber K) hat auch my,, , r, keine mehrfachen Nullstellen. Also

(*) = gradmai+1,Li = [LiJrl : L]

-
Damit folgt 3) wie in 4.1.7.
3)= 1): Sei a € L beliebig. Wir wissen:

Mg,k hat nur einfache Nullstellen < grad m, x = Anzahl Nullstellen in K
aber
gradmg x = [K(a) : K] © [K(a): K]s = |H0mK(K(a)7?)| = ‘ Anzahl Nullstellen von m, x in K
Die Gleichheit bei (k) folgt aus 3) (Warum?) . 0

Satz 4.1.9 (Satz vom primitiven Element). Sei L/K endlich und separabel.
Dann gilt: IX e L: L = K(A).
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Bew.:

Fall 1 - K endlich: Dann ist auch L endlich. L* ist endlich, also zyklisch 2.5.4. W&hle X als
einen Erzeuger von L*.

Fall 2 - K unendlich: Website

4.2 Galoiserweiterungen

Definition. Eine algebraische Erweiterung L/K heifit galois’sch (oder Galoiserweiterung),
falls sie normal und separabel ist. Die Gruppe der K-Automorphismen wir dann
Galoisgruppe von L tiber K genannt. G(L/K) := Autg(L). Notation: L/K

K.erw. G C Autg(L). Setze

LY ={leLNgeG:g(l) =1}

Dann ist LE ein Kérper (Warum?) , der Fixkorper von G. Es gilt K ¢ LE C L.

Satz 4.2.1. Sei L/K Galoiserw. Dann
LGWL/K) — i

Bew.: Schreibe G = G(L/K). Per Definition ist K C LY. Seinun a € L\ K.
Beh.: 3p € G: p(a) = a.

Es gilt gradmg,x > 2. Da L/K sep. ist, hat m, i eine weitere
Nullstelle b € K, b # a. Also

Mma i (b) =0 (4.3)

Da L/K normal und a eine Nullstelle von m, i, ist b € L. Wegen
(4.3) gilt m, xk = mp k. Nach 4.1.2 gilt:

Jp € Autg (L) mit ¢(a) =b

_|
Damit sind wir fertig. 0O
Satz 4.2.2. Sei L ein Kérper, H C Aut(L) mit H endlich. Setze K = L.

Dann gilt

o L/K ist Galoiserweiterung

° Aut[{L:H
o [L:K]=|H|
Bew.:

L/K ist Galoiserw.: L/K ist algebraisch, normal und separabel: Sei a € L beliebig. Sei O = H.a
der Orbit von a unter H. Setze

f=J]&X-w e LX]
ueO

Da ¢, f = f fiir alle ¢ € H (Warum?) ist sogar f € K[X]. Somit:
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— Jedes @ € L ist Nullstelle eines Polynoms in K[X], also ist L/K
algebraisch.

— Da f(a) = 0 mit f wie oben ma7K|f. Da f keine mehrfachen Null-
stellen hat, hat auch m, x keine mehrfache Nullstellen, also ist L/K
separabel.

— Da f iiber L in Linearfaktoren zerfillt, zerféllt auch mg, k iiber L in
Linearfaktoren, also ist L/K normal (Warum?) .

Autg (L) = H Klar ist, dass H C Autg (L), diese Erkenntnis bezeichnen wir mit (x).
Beh. 1: Sei K C M C L Zwischenkérper mit M/K endlich und separabel.
Dann

[M: K] < |H]

Aus 4.1.9 wissen wir M = K(a) fir ein geeignetes a € M.
SeiO=H.aCL

f= Hu € O(X —u) € K[X] toleads nicht L nach erstem Teil

Da f(a) = 0 folgt mq

f, also
gradmg g < grad f < |H|
und

M2 K] = [K(a): K] = gradmqx < |H|

Beh. 2: L/K ist endlich
r

Angenommen L/K ist nicht endlich, dann gibt es aj,az ¢
Ml,ag ¢ Mg, ...s.d.

M1 = K(al) g_ M2 = Ml(ag) g M3 = Mg(a3) g

Also dim M; 1 > dim M;, dies ist ein Widersprich zu dim M; <
|H| nach Beh. 1. M; = K(ay,...,a;) ist separabel, da L/K
separabel ist, also ist jedes a; € L sep. iiber K. Nach 4.1.8
ist M; separabel.

-

Aus Beh. 1 mit M = L (nach Beh. 2 ist dies erlaubt) wissen wir:
L: K] < |H]
Insgesamt:

|H| < |Autg(L)| = [L:K]; = [L:K]<|H]
(%) 4.1.6 8

541

Also ist |H| = |Autg(L)| und da H C Autg (L) und H endlich ist H =
Autg (L). Aus der obigen Ungleichungskette folgt auflerdem [L : K] = |H|.
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O

Korollar 4.2.3. Seien L, H, K wie in 4.2.2. Sei a € L beliebig und O = H.a.
Dann

Mo K = H (X —u)
u€eO
Bew.: Setze
f=1lx-w
ueO

Da f(a) = 0 gilt mq x| f. Aber mq k(p(a)) =0 fir p € H (Warum?) . Also ist
jedes u € O eine Nullstelle von m, x, also f|ma,K. 0

Bemerkung 4.2.4. 1) Sei L/K gal. und endlich, dann folgt

G(L/K)| = (LK) = [L:K]

%41,

2) Ist fir K ¢ M C L die Erw. L/K gal. so auch L/M. Nach 4.1.3 ist L/M
normal. Sei a € L gegeben, wegen ma,]V[’ma,K und a sep. iiber K folgt: m, g
hat keine mehrfachen Nullstellen, somit hat auch mg, s keine mehrfachen
Nullstellen und a ist sep. iiber M.

Satz 4.2.5. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung. Setze G := G(L/K) Die
Zuordnungen:

{K C M C LZwischenkérper} MoGEM), {H <G}

H
{K C M C LZwischenkérper} Riladius {H <G}

Bew.: Wir nennen die Abbildungen v und p, also v(M) = G(L/M) und
p(H) = L¥. G ist endlich, da [L : K] > co. Wir zeigen nun p oy = id. Sei
K C M C L gegeben, dann ist L/M gal. nach 4.2.4. Sei H = «(M). Dann

LH — LG(L/]\/I) M

4.2.1

Also ist p(yv(M)) = M. Wir kommen zu yop = id. Sei H < G eine Untergruppe.
Setze M = L. Nach 4.2.2 ist L/M gal. und G(L/M) = H. Also vy(p(H)) = H.

O

Bemerkung 4.2.6. 1) ,Enthaltensein“wird unter den Bijektionen umgedreht:

2) Fir H < G(L/K) und ¢ € G(L/K) gilt

p(LH) = 12107
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acp(lf)ysIbel: ob)=anVp € H: h(b)=b
© Ve H: (¢~ (a)) = ¢ (a)
eV eH: ppota)=a

o ae LPHe

-

Satz 4.2.7. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung und K C M C L Zwi-
schenkorper. Es sind dquivalent:

1) M/K ist normal
2) G(L/M) < G(L/K) ist eine normale UG
In diesem Fall ist

p—=olm

1 G(L/M) 22% G(L/K) 2292 G(M/K) — 1
eine kurze exakte Sequenz.
Bew.: Sei G = G(L/K), H= G(L/M).
1) = 2): Zu zeigen:
YVoeG,TeH: prp ' € H
Es gilt

1

LT = M=p(M) 5, o(L") =171 ()

Aus 4.2.5 folgt, dass die Abbildung H ~ L injektiv ist. Somit folgt aus (x):
H=ypHp "

2) = 1): Wir zeigen, dass M/K eine Galoiserweiterung ist. G wirkt auf M:

=

Sei ¢ € G und m € M. Dann ist fiir 7 € H:

7(p(m)) = g~ rp(m) = o' (m) = p(m)
Dam € M = L¥ ist auch p(m) € L.

_

Bekomme
P=o|m

G L2 Aut (M)

Sei G das Bild dieser Abbildung. Dann M ¢ =K (Warum?) . Also ist nach
4.2.2 M/K gal. und Autg (M) =G ().

Wir zeigen noch die exakte Sequenz, bisher wissen wir, dass

G(L/K) 2200 av/K) =1

exakt ist, die erste Abbildung also surjektiv. Wir haben noch zu zeigen, dass
olp =idy & ¢ € G(L/M) per Definition. 0
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