Losungshinweise zu Blatt # 11
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WS 2014/15  Dozent: Ingo Runkel

Zu den kurzen Fragen (5 P)

1. [1P] Wir betrachten dp,(Ixn) = > pey(— )k’l(Inxn)kldn,l((Inxn)gm).

Bis auf k = 1 verschwindet jeder Term der Summe und ebenso fiir
dp—1(Tn—1xn—1), etc. Es folgt det(L,xn) = dn(Inxn) =1-...-1=1.

2. [1P] Nein. Denn betrachte z.b. n = 2, a; = (
gibt es ein r € K, sodass M (rb) = (} 0) #r(39)=rM(@).

1,0) und b = (0,1). Dann

3. [1P] Da S, aus n! Elemente besteht, tauchen in der Leibniz Formel ebenso
viele Summanden auf. Offensichtlich muss man auch bei der rekursiven

Formel im Allgemeinen n! Terme bestimmen.

4. [1P] Es gllt z.B. o= 723 0 T13 sowie 0 = T12 O T13 0 723 © T12.

5. [1P] Man iiberzeugt sich leicht, dass (33243 7) = 712 0 To4 0 T35 0 745 gilt.

Nach Lemma 3.2.5 ist das Signum der Permutation daher (—1)* = 1.

Zu Aufgabe 49 (2 P) Wie in dem Satz beweisen wir die Aussagen durch
vollstandige Induktion. Fiir n = 1 ist sie sicher richtig. Wir nehmen also an,

dass n > 2 und die Aussage fiir n — 1 wahr sei. Es gilt

d (M(rb)) = > (=1)* " M(rb)gy - dp—y (M(r)(x1))
k
= (=1)""'M(rb)i1 - dp—1 (M (rd) 1)

+ Z (=DM (rb)er - d—1 (M(rb)y) -
k=1,k#i
Fiir [ # ¢ haben wir aber
(’I”b)il = TM(b)
M(rb) 1y = M(b)i1y  (da unabhiénging vom Argument)
M(Tb)ll = M(b)un
dp—1 (M(rb)1y) = rdn—1 (M(b)41y) (nach Annahme).

Es folgt

d ’I"Z k 1M “dp—1 (M(b)<k:1>) = Tdn(M(b))

k=1



Zu Aufgabe 50 (2 P) Dies zeigt man durch einfaches Nachrechnen z.B. mit
der rekursiven Formel mit Minoren. Die Formel lautet:
ail a2 ai3

az1 a22 @23
azl az2 ass

= 11022033 +012023031+013021032—A31022013— 032023011 —033021012.

Zu Aufgabe 51 (2 P) Seien i und j die vertauschten Eintrige. Wir behaupten,
dass jedes m € S, mit 7(1) = 7 und 7(2) = j die gewiinschte Eigenschaft hat:
In der Tat gilt wegen 7 1(i) = 1 und 77 1(j) = 2

(7‘(‘07'12 ow_l) (i))=j und (7ro7-12 07'('_1) (4) = i.

Wegen 7i2(k) = k fiir k # 1,2, gilt zudem (womaom 1) (1) =1 fiir | # 4,j.
Damit ist die Behauptung gezeigt.

Zu Aufgabe 52 (6 P)
1. [2 P] Wir schreiben abkiirzend ¢(v, w) statt o(...,v,...,w,...).
p(v,w) + p(w,v) = p(v,w) + p(w,v) + ¢(v,v) + p(w, w)

p(v,w+v) + p(w, v+ w)
o(v+w,v+w)
0

2. [2 P] Wihlt man w = v, dann folgt ¢(v,v) = —p(v,v) also 2p(v,v) = 0.

3. [2 P] Sei Fy der Korper mit nur zwei Elementen 0 und 1. Dann gilt 1+1 = 0,
denn andernfalls wire 1 = 0 aufgrund der Eindeutigkeit des Nullelements.
Also ist char(Fq) = 2. Wir betrachten nun den Fa-Vektorraum Fo und
die Abbildung ¢: F3 — Fy, (v,w) + vw. Diese ist sicher bilinear (2-
multilinear). Weil 1 additiv selbstinvers ist (d.h. 1=-1), gelten die Iden-
titdten

Allgemein ist also p(v, w) = —p(w, v), aber nicht p(v,v) = 0.



Zu Aufgabe 53 (5 P)
(Diese Losung ist vollstéindig ausformuliert. D.h. in etwa diesem Umfang erwar-
ten wir Thre Abgaben.)

1. [2 P] Wir zeigen die Eigenschaft mithilfe der Formel von Leibniz:

det A = Z sgn(o) H Aok
k=1

€S,

Da S, eine Gruppe ist, besitzt jedes o € S, ein Inverses. Zudem gilt nach
Korrolar 3.2.4 sgn(o) = sgn(o~!). Wir ersetzen nun in der Formel oben k
mit o~1(7) und erhalten

ngn(a) H Ag=1(iyi-
o~ 1(i)=1

og€eSy,

Da o die Menge {1,...,n} bijektiv auf sich selbst abbildet (und genau-
so 0~ 1), kénnen wir das Produkt auch von 1 bis n laufen lassen. (Dies
entspricht einer Umsortierung der Faktoren.) Also

det A = Z sgn(o) ﬁAg—l(i)i = Z sgn(o) ﬁAfg(i) = det A?,
i=1

g€Sy, oS, i=1

wobei wir im vorletzem Schritt ausgenutzt haben, dass wir iiber alle Ele-
mente in S, summiert haben und deshalb ¢~! mit ¢ ersetzen diirfen.

2. [3 P] Diese Eigenschaften folgen aus det A = det A* und (D1), (D2):

(D1s):
All Anl
A | Ain : :
det |1 pqe ... P | =det] — biec -
Anl | Ann
Aln Ann
All Anl All Anl
=det | — b — | +det| — c —
Aln Ann Aln A’ﬂn
Al \ A Ay | Ay
=det| oy ... i [Fdet] c
Anl ‘ Ann Anl I Ann



Ayl . ‘ - Aln : :
det ....rb ... =det | — rb —
Aln Ann
All Anl
. All ce | Aln
:T'det — b — :r.det ' . b
: Anl | Ann
Ay o A
(D2s):
A11 Anl
A11 Ce | Ce | e Aln — b _
det | * ..o .oop .. : =det | : : =0.
Anl | | An" — b _
Ay, ... A,

Zu Aufgabe 54 (2 P)

Da Summen und skalare Vielfache von alternierenden Funktionen wieder alter-
nierend sind und Gleiches fiir die n-Multilinearitét gilt, sind die Vektorraumaxio-
me sicher erfiillt. Wir zeigen, dass dieser Vektorraum eindimensional ist: Wir
wihlen zunéchst eine Basis vp,...,v, in V und zeigen, dass je zwei Elemente
linear abhingig sind. Seinen also ¢, ¥ n-multilinear und alternierend und

a:= (,O(U1,...,'Un), b= 1/1('01,.‘.,7}”).
Behauptung. Esgilta=0 — ¢=0und b=0 = ¢ =0.

Beweis. Seien wy, ..., w, beliebige Vektoren in V. Da vy, ..., v, eine Basis bil-
den, gibt es ein A = (4;;) € Mat(n x n, K), so dass

wy = Aoy + Apva + ..+ App
wy = A21v1 + Agova + ...+ Agpvp

Wp = Anlvl + An2v2 +...+ Annvn



Satz 3.2.8 liefert nun

p(wy,...,wy) =detA-a=0
w(wl,...,wn):detA-bzo

O
Behauptung. by —ayp) = 0.
Beweis. Seien wq, ..., w, beliebige Vektoren in V' und A definiert wie in der
Behauptung oben. Nach Satz 3.2.8 gilt
o(w) =det A - a, Y(w)=det A-b
Damit folgt
bp(w) —a(w) =bdet A-a —adet A-b=0.
O

Sind nun a = b = 0, dann waren aber auch ¢ = ¢ = 0. Andernfalls existiert
eine nicht-triviale Linearkombination. Damit ist die Dimension des Vektorraums
< 1. Anderseits ist mit det ein Element # 0 gegeben. Also ist die Dimension 1.



