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Zu den kurzen Fragen (3 P)

1. [1P] Angenommen ¢ € Span(v;);es- Dann ¢ = . ; kv, fiir ein J C I,
|J| < oo. Dann ist aber I\ J # 0. Also Jui : p(vx) = 0. Dies ist ein
Widerspruch.

2. [1P]

! !
((AB)")ij = (AB)ji = > AjxBri = ¥ BriAj
k=1 k=1
!
=Y BlAL; = (B'AY)y.
k=1

3. [1P] Schreibe M = (s1 ... s,). Dann gilt fiir die Standardbasis (e;) von
K™ Me; = s; und somit im £(M) = Span(s;).

Zu Aufgabe 44 (4 P)

“=”7 Sei W =U®V und w = v+ u € W die eindeutige Zerlegung von w in
veVudueU. Esist [w={w+u |v eU}={v+a|aeU} Nun
ist aber v+ € V genau dann, wenn @ = 0. Also gilt |V N[w]| =1 fiir alle
weW.

“«<” Wir beweisen durch Kontraposition. Sei W #U @ V.
Fall 1: UNV # {0}
Es folgt, da [0] = U, |[0)nV] > 1.

Fall 2. U+V C W
Sei w ¢ U + V. Solch ein Element existiert nach Annahme. Dann ist
[w]={w+u|uweU}und w+u €V ist dquivalent zu w = (—u) +v
fiir ein v € V. Also gilt |[w] N V| =0.

Zu Aufgabe 45 (2 P) Die Matrix lisst sich auf die folgende Zeilenstufenform
bringen:

2, fallst =6,

Es folgt Rang(A) = {3 .
, sonst.



Zu Aufgabe 46 (3 P)
[1P] Es ist T§e1 = <Z)g1 opeler) = qbgl(bl +b9) = e1 + €. Analog fiir e und es.
Also ist

1 01
s=1[1 1 0
01 1

[2P] Es gilt (T5)~' = TF. Alternativ setzt man C = (¢; = by + by, c2 =
ba + b3, c3 = by + by) und driickt die Basis B in den ¢; aus. Man erhilt dann
B= (%(cl —co +c3), %(02 —c3+ ), %(03 —c + cz)) und verfihrt wie fiir 7.
Schliefllich ist

(11 -1
HF=--1 1 1
1 -1 1
Zu Aufgabe 47 (2 P)
01000
00200
MEMD)=[0 0 0 3 0
0000 4
00000

Zu Aufgabe 48 (10 P)

1. “=” [1P] Angenommen, es gibt ein h # 0 mit h o f = 0. Dann gibt es
ein 0 # w € W so dass h(w) # 0. Da f surjektiv ist, gilt h(f(v)) =
h(w) # 0. Dies ist ein Widerspruch.

“<” [2P] Wir beweisen durch Kontraposition. Setze T = K und wihle
h=w*:W — T fir ein w € W mit w ¢ im f. Erweitere (w) zu
einer Basis (w,w;);er von W. Dann gilt A(w) = 1 und h(w;) = 0.
Insbesondere ist dann hAlim f = 0 und damit ho f =0 und h # 0.

2. “=” [1P] Angenommen, es gibt ein g # 0 mit f o g = 0. Dann gibt es ein
0 # s € S so dass g(s) # 0. Da f injektiv ist, ist dann aber auch
f(g(s)) # 0. Dies ist ein Widerspruch.

“«<” [2P] Wir beweisen durch Kontraposition. Da f nicht injektiv ist gibt
es ein 0 # v mit f(v) =0. Setze S =K und g : S — V mit g(1) = v.
Damit ist fog =0 und g # 0.

3. [2P]
“=7 Sei ¢ € W* beliebig. Dann gilt

Aufgabenteil 1
=

[l =0 pof=0 ¢=0



W »
<~

Sei h : W — T beliebig und gelte ho f = 0. Dann gilt auch (ho f)* =
0. Aus der Vorlesung wissen wir (h o f)* = f* o h*. Also ist auch
f*oh* =0. Nach Aufgabenteil 2 ist dann h* = 0. In der Vorlesung
wurde gezeigt, dass ()* injektiv ist. Damit folgt h = 0.

Aufgabenteil 1
=

fog=0=yg"0f"=0 9"=0=9=0

Sei ¢ € V* beliebig. Es ist zu zeigen: 3¢y € W* : p = o f.

Wiihle eine Basis (v;)ier von V. Da f injektiv ist, ist (w;)ier mit
w; = f(v;) linear unabhiingig (siche Aufgabe 34.1.a von Ubungsblatt
8). Daher lisst sich ein ¢p € W* so definieren, dass ¥(w;) = ¢(v;)
gilt.



