Losungshinweise zu Blatt # 7
Lineare Algebra und Analytische Geometrie 1

WS 2014/15  Dozent: Ingo Runkel

Zu den kurzen Fragen (5 P)

1.
2.

[1P] Nein. Zum Beispiel V =R, v; = (1), vg = (2).
[1P] Ja, denn jedes Element von (v;)ier und (v;)jes erscheint auch in
(vi)ierus-

1P] Nein. Sei zum Beispiel V' = R? mit kanonischer Basis (e1, e3). Dann
Spang{e; + e2} ein Untervektorraum, aber es gilt e; ¢ U fiir

1P] Nein. Sei zum Beispiel V' = R? mit kanonischer Basis (e1, e2), und
U = Spang{e; }. Dann ist [e1] = [0], und damit die Familie der Restklassen
(le1], [e2]) nicht linear unabhéngig.

[

1P] Nein. Es gilt
(1,2,3) — 2(4,5,6) + (7,8,9) = 0.

Zu Aufgabe 28 (4 P)
(Diese Losung ist vollstédndig ausformuliert. D.h. in etwa diesem Umfang erwar-
ten wir Thre Abgaben.)

1.

[2P] Per Annahme ist (v;);cr bereits ein Erzeugendensystem. Es bleibt also
nur noch zu zeigen, dass (v;);cs linear unabhingig ist. Seien also k; € K,
k; = 0 fir alle bis auf endlich viele ¢ € I mit

iel
Dann gilt fiir jedes j € I auch —k;v; = Ziel\{j} kiv;. Wére k; # 0, so
gélte v; € Spang (v;)ien (5}, also
Span g (vi)ier\ g} = Spang (vi)icr =V,

im Widerspruch dazu, dass Span g (v;);er\ {;} kein Erzeugendensystem ist.
Also muss k; = 0 gelten, und da j € I beliebig war folgt k; = 0 fiir alle
1 € I. Daher ist (v;);es linear unabhiingig.

. [2P] Sei w € V. Per Annahme gibt es eindeutig bestimmte k; € K mit
k; =

0 fiir alle bis auf endlich viele i € I, so dass

w=3 k. ()

iel



Damit ist fiir jedes w € W die Familie ((v;);es,w) linear abhéingig.

Es bleibt zu zeigen, dass die Familie (v;);cs linear unabhéngig ist. Ange-
nommen es gibt k; € K, k; = 0 fiir fast alle ¢ € I mit

0=> kivi. ()
iel
Diese k; sind nach Voraussetzung (angewendet auf w = 0) aber eindeutig

bestimmt. Daraus folgt k; = 0 fiir alle ¢ € I, denn diese Wahl der k; erfiillt
Gleichung (#x). Damit ist (v;);cs linear unabhiingig.

Zu Aufgabe 29 (2 P)
Seien k; € K mit k; = 0 fir alle bis auf endlich viele 4 € I und k, mit
k.w + Z kv, =0
icl
gegeben. Wiire k, # 0, so folgte w = —k; ' ", | kyv;, im Widerspruch zu w ¢
Spang (v;)icr. Also gilt k. = 0. Da per Annahme (v;);ecs linear unabhéingig ist,
folgt auch k; = 0 fiir alle 7 € [.

Zu Aufgabe 30 (2 P)
Sei f € Mapena1 (X, K). Da f(x) = 0 fiir alle bis auf endlich viele z € X gilt per

Definition von d,,
F=3 )3, (+)
reX
Also ist (0;)zex ein Erzeugendensystem von Mapena (X, K). Da zwei Funktio-
nen f,g: X — K genau dann gleich sind, wenn f(z) = g(z) fiir alle z € X gilt,
so folgt die Eindeutigkeit der Darstellung (x), und damit ist nach Satz 2.4.6 die
Familie (d,).cx eine Basis von Mapeya1(X, K).

Zu Aufgabe 31 (4 P)

1. (a) [1P] Existenz
Nach Satz 6 von Kapitel 2 gibt es zu gegebenem v € V eindeutige
k; € K, k; = 0 fiir alle bis auf endlich viele 7 € I so dass

v = Z kﬂ)z
iel
Definiere f(v) = > ,.; kjw;. Da diese Darstellung fiir gegebenes v

eindeutig ist, ist f wohldefiniert. Die K-Linearitit von f sieht man
wie folgt. Seien v, v € V. Dann gibt es eindeutig bestimmte &; 1, ki 2

wie oben, so dass
v = E ki v

iel

Vg = E ki72’l}i.

iel



Dann gilt

v+ U = Z(kzl + kio)v;
iel
und da diese Darstellung per Voraussetzung eindeutig ist gilt
flor+v2) = Z(/fu + ki o)w, = Z kijw; + Z ki 2w;
iel i€l i€l

= f(v1) + f(va).

Seinun v € V und k € K. Dann besitzt kv die eindeutige Darstellung
kv =5k kv =Y (kk)v;
iel i€l
und daher gilt
Flhv) = " (kki)w; = kY (ki)w;
icl iel
=kf(v)
(b) [1P] Eindeutigkeit
Angenommen es gibt g : V. — W mit g(v;) = w; fiir alle ¢ € I. Dann

gilt fiir v =}, ; kyv; aufgrund der K-Linearitét von g

g(v) =g (Z ki“i) = kig(vi)

il il
= E kiw;

icl

= kif(v)

iel

=f <Z ki%’)
icl
= f(v).
Also gilt f(v) = g(v) fur allev € V.

2. Angenommen (v;);cs ist keine Basis. Dann ist (v;);e; kein Erzeugenden-
system, oder (v;);e; nicht linear unabhéngig.

(a) [2P] (vi)ier ist linear unabhingig
Da (v;)ier nach Annahme keine Basis von V ist, existiert v/ € V' \
Span (v;);cr. Nach Aufgabe 29 ist die Familie ((v;);er, v’) linear un-
abhéngig, und kann daher nach dem allgemeinen Basiserginzungssatz
zu einer Basis B von V ergénzt werden.



Sei auflerdem w; = 0 fiir alle ¢ € I und w € W \ {0}. Betrachte die
Abbildungen

f:B—=>W
vi=> 0

g:B—>W

Ll falls v =2’
v 0 sonst.

Aus a) folgt, dass wir f und g eindeutig zu K-linearen Abbildungen
V — W fortsetzen kénnen. Diese erfiillen beide f(v;) = w; fiir alle
i € I, sind aber per Konstruktion verschieden.

(b) [1P] (v;)ier ist nicht linear unabhingig:

Per Annahme gibt es k; € K, k; # 0 fiir mindestens ein, aber nur
endlich viele ¢ € I, mit
Z kivi =0.

iel
Sei j € I mit k; # 0 und wihle w € W \ {0} und betrachte die
Familie (w;);er definiert durch w; = w und w; = 0 fiir ¢ # j. Dann
gibt es keine K-lineare Abbildung f : V — W mit f(v;) = w; fiir alle
i € I. In der Tat, gilt f(v;) = w; fiir alle i € T\ {j}, so folgt

0=f(0)=f (Z ki%‘) = Z ki f (vs)

el i€l

= k; f(v))

und wegen k; # 0 folgt daher f(v;) =0 # w;.

3. In beiden Féllen stimmt die Aussage von 1. nicht mehr. Sei zum Beispiel
K=V =W =R, v; =w; = 1. Die Abbildungen V' — W gegeben durch
f(x) = z und g(x) = 2? erfiillen f(1) = g(1) = 1, sind aber verschieden.
Betrachten wir das Erzeugendensystem (v1,vo) mit v1 = 1,v3 = 2 und die
Familie (wq, we) mit w; = 1,wy = 1, so gibt es keine K-lineare Abbildung
f:V — W mit f(v;) = w; fiir i = 1,2!, denn fiir K-lineares f mit
f(1) =1 folgt f(2) = 2.

LGenauer gibt es sogar keinen Gruppenhomomorphismus f : V — W mit diesen Eigen-
schaften



Zu Aufgabe 32 (3 P)

[2P] Da nach Aufgabe 30 die Familie (d,).cx eine Basis von Mapena (X, K)
ist folgt aus Aufgabe 31.1, angewendet auf die Familie (¢/(x)).ex die Existenz
einer eindeutig bestimmten K-linearen Abbildung

¢ : Mapenar(X, K) = V
mit 1(0,) = ¥(x). Explizit ist ¢ durch
D)= fay(e)
rzeX

gegeben.

[1P] Betrachten wir statt Mapena1(X, K) den K-Vektorraum Map(X, K), so
gibt es weiterhin zu gegebenem 1) : X — V stets eine K-lineare Abbildung {/)v’ :
Map(X, K) — V mit ¢'(d;) = ¢(x) (denn wir kénnen die K-lineare Abbildung
QZ : Mapenai(X, K) — V vom Untervektorraum Mapenai(X, K) € Map(X, K)
auf Map(X, K) fortsetzen). Aber {E’ ist dann und nur dann eindeutig, wenn X
endlich ist. In der Tat, ist X endlich so gilt Mapena (X, K') = Map(X, K) und die
Aussage folgt aus dem bereits Bewiesenen. Ist X hingegen unendlich, so ist die
Familie (§;)zex keine Basis von Map(X, K) (zum Beispiel liegt die Abbildung
f(z) =1 fiir alle z € X nicht im Spann der J, ), und die nicht-Eindeutigkeit von
Y’ folgt aus Aufgabe 31.2.

Zu Aufgabe 33 (2 P)
Wir behaupten, dass die Familie der Restklassen ([e;])i=1,2 der kanonischen
Basis von R? das Kriterium iii) aus Satz 2.4.6 erfiillt, und damit eine Basis von
V/U ist.
1. [1P] ([es])i=1,2 ist linear unabhingig:
Seien ki,ke € R mit ki[e1] + kale2] = [0] gegeben. Daraus folgt, dass
kie1 + koeos € U, also nach Definition von U sowie der Basisvektoren eq, es

(klaoao) + (05 kZaO) = (k7kak;)

fiir ein k£ € K. Dies ist nur moglich falls £ = 0, woraus aber auch sofort
ki=ky=0 folgt.
2. [1P] (([e:])i=1 .2, [w]) ist linear abhingig fiir jedes w € R3:

Sei [w] = (a,b,c) € V/U. Wir zeigen, dass es k1, ko gibt, so dass ki[e1] +
]{52 [62] = [w] gllt

Waéhlen wir ky = a — ¢, ks = b — ¢, so gilt
kile1] + kales] = [(a — ¢, b — ¢, 0)].

Wir sind fertig, wenn wir zeigen koénnen, dass es u € U gibt mit (a —c¢,b—
¢,0) = (a,b,¢) + u. Dies ist der Fall fir v = (—¢, —c, —¢).



