Losungshinweise zu Blatt # 5
Lineare Algebra und Analytische Geometrie 1

WS 2014/15  Dozent: Ingo Runkel

Zu den kurzen Fragen (4 P)

1. [1P] Nein, betrachte z.B. die Untergruppen (2%, +) und (3Z, +) von (Z, +).
Die Vereinigung enthélt zwar die Elemente 2 und 3, aber nicht 2 + 3.

2. [1P] Die Injektivitét impliziert, dass jeder Bildwert hohstens einmal ge-
troffen wird. Aus Satz 1.4.9 wissen wir, dass fiir eine Abbildung f: A — B
die Identitét f(eq) = ep gilt.

3. [1P] Mit Bemerkung 1.5.3 a) gilt fiir alle r € R, dassr=1-r=0-r =0.

4. [1P] (Z,+) ist keine Gruppe.

Zu Aufgabe 18 (2 P)
Wir zeigen, dass fiir alle n > 0 gilt

A(n) == (Z fi = foao — 1) .

Die ersten Folgenglieder sind gegeben durch
0,1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... .
(1A)

Behauptung. A(0) ist wahr.

Beweis. Es gilt
foZO und f2—1:1—120.

0
(I5)
Behauptung. Vn > 0: A(n) = A(n+1).
Beweis.
n+1 n
D= fit fan L) (farz = 1)+ Farr 2 s — L.
=0 i=0
0



Zu Aufgabe 19 (5 P)

1. [2P] a) = b) : Man iiberzeugt sich leicht, dass L, ein Gruppenhomomor-
phismus von (R, +) in sich selbst ist. Da R nullteilerfrei ist und a # 0, gilt
0= L,(b) = ab = b = 0. Die Aussagen folgt nun aus Satz 1.4.13.

b) = a) : Klar.
2. [2P] Wir miissen zeigen, dass fiir jedes r € R\{0} ein r~! € R existiert:
Nach 1. und dem Hinweis ist fiir jedes r € R\{0} die Abbildung L, sur-

jektiv. Insbesondere gibt es ein b € R, so dass mit der Kommutativitét
von R die Identitiit 1 = L,.(b) = rb = br gilt. Also ist r= = b.

3. [1P] Nein, z.B. ist (Z, +, ) ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins,
aber kein Korper.

Zu Aufgabe 20 (7 P)
(Diese Losung ist vollstéindig ausformuliert. D.h. in etwa diesem Umfang erwar-
ten wir Thre Abgaben.)

1. [2P] Wir zeigen, dass die Abbildung wohldefiniert (d.h. reprasentantenun-
abhéngig) ist:

Behauptung. Seien z,y € Z/mZ. Wihle a,b € Z mit x = [a], y = [b].
Setze z := [a - b]. Fiir alle a’,1/ € R mit x = [d/], y = [b'] gilt

z=1ld-V].

Beweis. Wegen [a] = [a] & o' —a € mZ gibt es u,v € Z, so dass ¢/ —a =
um und b’ — b = vm gilt. Es folgt

a't = (a +um)(b+ vm)

ab + m(av + bu + uvm)
= [d'b'] = [ab].

2. [2P] (R1) folgt aus Satz 1.4.14.
(R2) (- ist assoziativ): Fiir alle a,b,c € R gilt

[a] - ([] - [e]) = [a] - [be] = [a(be)] = [(ab)c] = [ab] - [¢] = ([a] - [b]) - [¢]-
(R3) (Distributivgesetz): Fiir alle a,b,c € R gilt

(la] +[8) - [e] = [a + 8] - [c] = [(a + b)c] = [ac + be] = [ac] + [be] = [a] - [c] +

[a] - ([b] + []) = [a] - [o + o] = [a(b + ¢)] = [ab + ac] = [ab] + [ac] = [a] - [b] + [a] -



3. [2P] Die Multiplikation in R ist kommutativ, denn [a] - [b] = [ab] = [ba] =
[0] - [a]. Wegen 1 ¢ pZ gilt [0] # [1]. Nach Aufgabe 19 bleibt daher nur
noch zu zeigen, dass R nullteilerfrei ist: Seien [a], [b] € Z/pZ. Dann gilt

0=a]-[b] = [ab] <= ab=up fiir ein u € Z.

Da p eine Primzahl ist, muss daher a oder b durch p teilbar sein.! Sei
dies ohne Beschrinkung der Allgemeinheit fiir a der Fall. Dann gibt es ein
v € Z, so dass gilt

a=vp = [a] =[0].

Also ist R nullteilerfrei.

4. [1P] Es gilt [4] 7! = [13], denn [13]-[4] = [52] und 52 = 1+3-17 < [52] = [1].

Zu Aufgabe 21 (2 P)
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Zu Aufgabe 22 (4 P)
(K2) Durch direktes Nachrechnen weist man nach, dass (C\{0}, -) eine abelsche
Gruppe (und insbesondere abgeschlossen) ist. Das neutrale Element ist (1,0)

und fiir (a,b) € C\{0} ist das Inverse durch (ﬁ, a;—fw) gegeben.
(K3) Das Distributivgesetz gilt:

(a1,b1) - [(a2,b2) + (a3, b3)] = (a1,b1) - (ag + asz, ba + b3)
= (a1 (ag + ba) — b1(b2 + b3),a1(by + b3) + b1(az + as))
= ((lhbl)(ag,bg) + (al,bl)(a37b3).

Die Beziehung [(a1, b1)+ (a2, b2)]- (as, bs3) = (a1, b1)(as, b3)+ (az, b2)(as, bs) zeigt
man analog.

IDies ist eine bekannte Aussage iiber Primzahlen, die wir hier ohne Beweis benutzt haben.



