Lineare Algebra — Probeklausur
(WS 2014/15)

Name

Vorname

Matrikelnr.

Anweisungen:

e Hilfsmittel: Fiir die Bearbeitung sind nur Stift und Papier erlaubt.
Benutzen Sie einen permanenten Stift (Kugelschreiber o.4., keinen Blei-
stift). Es sind keine Mobiltelefone erlaubt. Mobiltelefonklingeln wird
als Tduschungsversuch gewertet.

e Schreiben Sie Thren Namen und Thre Matrikelnummer auf jedes Blatt,
das Sie abgeben, und heften Sie vor der Abgabe alle Blitter und die Klau-
suraufgaben mit einem Tacker zusammen.

e Die Klausur besteht aus 2 Teilen, Teil A und Teil B. Fiir jeden Teil gibt
es 50 Punkte.

— Die Aufgaben aus Teil A geben insgesamt 50 Punkte. Bearbeiten
Sie alle Aufgaben aus Teil A.

— Teil B besteht aus 3 Aufgaben zu je 25 Punkten. Es werden nur
die besten beiden Aufgaben aus Teil B gewertet.

Fiir die Korrektur:

Teil A | A1 | A2 | A3 | A4 | A5 | A6 | A7 || Gesamt

Punkte

Teil B| B1 | B2 | B3 | Gesamt

Punkte




Teil A

A1l : Ankreuzfragen — Versténdnis (16 P)

Kreuzen Sie jeweils alle richtigen Antworten an. Es konnen mehrere Antworten
pro Frage richtig sein. Es gibt Punkte fiir richtig angekreuzte Késtchen und
Punktabzug sonst. Fiir jede der 5 Teilaufgaben gibt es mindestens Null Punkte.

1. Ist die jeweils angegebene Menge mit Verkniipfung eine Gruppe?

Ja  Nein Ja  Nein
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2. Die Abbildung
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|| injektiv. [ ] surjektiv. [ ] bijektiv.
3. Welche Dimension hat der Kern der Abbildung

f:Rg—)R s f((L‘l,.TQ,.’Eg):.’L‘l ?
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4. Sei V ein 7-dimensionaler Q-Vektorraum.
Ja  Nein

Man kann in V sechs linear unabhéingige Vektoren finden. D D
Man kann in V' acht linear unabhéngige Vektoren finden. D D
Es gibt in V ein Erzeugendensystem mit neun Vektoren. D D
V' hat eine Basis mit neun Vektoren. D D

5. Ist die jeweils angegebene Abbildung linear?

2,
e.
=]

R? = R?, f(z,y) = (¢ +y,0)
R—=R2 flz)=(z+1,z—1)
:Mat(3 x 3,Q) — Q, f(A) =det(A

)
: Mat(2 x 2,Q) — Q?, f(A) =4 (11)

s

.



In den Aufgaben A2-A7 brauchen Sie Ihre Antworten nur zu begriinden,
wenn dies explizit verlangt ist.

A2 (5P)

Bestimmen Sie das multiplikative Inverse von [3] in Z/7Z. Welche Elemente von
Z/7Z haben kein multiplikative Inverses?

A3 (3P)

Geben Sie die inverse Matrix zu A = (; i) an.

A4 (11P) o e

Sei A € Mat(3 x 4,R) gegeben als A=| 3 -2 -1 -16
-4 2 -2 22

1. Geben Sie eine Basis von Ly := {z € R? | Az = 0} an.
2. Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung Az = b an fiir b = (3, —1,0).

3. Was ist der Rang von A? Mit kurzer Begriindung: Gibt es Elemente b € R3,
fiir die Ax = b keine Losung hat?

A5 (5P)
1 -2 3

Set A=|—-3 4 —2|. Berechnen Sie det(A). Was ist der Kern von £(A)?
1 -3 2

A6 (4P)

Berechnen Sie die darstellende Matrix Mg'(f) von

f:C*—=C? | f(21,22, 23) = (iz3,21 — 22)

1 1 0 . 0
beziiglich der Basen A = 11,10],(1 und B = ! , .
0 1 1 0 1

A7 (6P)

1. Geben Sie eine Definition einer linear unabhéngigen Familie von Vektoren
in einem Vektorraum an.

2. Sei K ein Korper und seinen V, W K-Vektorrdume. Sei f : V — W K-
linear und (v;);er eine Basis von V. Zeigen Sie: Ist (f(v;))ier eine linear
unabhéngige Familie, so ist f injektiv.



Teil B

e Sie kénnen alle Siitze aus der Vorlesung verwenden. Ergebnisse der Ubungs-
aufgaben diirfen Sie natiirlich nur dann verwenden, wenn Sie diese nicht
gerade zeigen sollen.

e Fangen Sie fiir jede der Aufgaben B1, B2, B3 ein neues Blatt an.

B1

Sei K ein Korper.

1. Sei W ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und U,V C W Untervek-
torrdume. Beweisen Sie:
(a) Spang(UUV)={weW |JueUwveV :w=u+v}.
(b) dim(U 4+ V) = dim(U) + dim(V) — dim(U N V).
(¢) Der Quotientenvektorraum (U + V)/U ist isomorph zum Quotien-
tenvektorraum V/(U NV).

2. Sei f:R3 — R3 gegeben durch (z,y,2) — (z+y,2x + 2y + z,x +y + 2).
Berechnen Sie
n = dim(ker(f)) — dim(R?/im(f))

B2
Sei K ein Korper.

1. Sei A € Mat(m x n, K). Zeigen Sie: Ist m # n, so ist A nicht invertierbar
(d.h. es gibt kein B € Mat(n x m, K) mit AB = I,;,xm und BA = I,xp,).

2. Sei M € Mat(n x n, K). Angenommen, es gibt m < n und B € Mat(n X
m, K), A € Mat(m x n, K), so dass M = BA.

(a) Zeigen Sie, dass dann det(M) = 0.
(b) Gilt die Aussage M = BA = det(M) = 0 aus (a) auch fiir m > n?

Beweisen Sie die Aussage oder finden Sie ein Gegenbeispiel.

3. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und f : V — V K-linear.
Zeigen Sie, dass det(f) = det(f*), wobei f* : V* — V* die zu f duale
Abbildung ist.



B3
Sei X eine Menge, K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.

1. Fiir z € X sei §, : X — K die Funktion

Zeigen Sie: (0, )¢ x ist eine Basis von Mapena1 (X, K) (d.h. vom K-Vektorraum
der Funktionen von X nach K, die nur an endlich vielen Stellen ungleich
Null sind)

2. Ist (0;)zex eine Basis von Map(X, K)? Begriinden Sie Thre Antwort.
3. Zeigen Sie, dass der K-Vektorraum Mapenqi(X, K) folgende universelle
Eigenschaft besitzt:

Gegeben eine Abbildung ¥ : X — V, so gibt es genau eine K-lineare
Abbildung B
1/1 : Mapendl(X, K) -V

welche (8, ) = () erfiillt.

4. Zeigen Sie, dass der K-Vektorraum Map(X, K) folgende universelle Ei-
genschaft besitzt:

Gegeben eine Abbildung ¢ : X — Homg (V, K), so gibt es genau eine
K-lineare Abbildung
®:V — Map(X,K)

welche ¢(x)(v) = @(v)(z) fir alle x € X, v € V erfiillt.



