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WS 2014/15  Dozent: Ingo Runkel

Kurze Fragen (3 P)
Bitte beantworten Sie die folgenden Fragen mit kurzer Begriindung (1-2 Sitze).

1. Sei (wy, ..., wy,) eine Familie von Vektoren in K™. Setze A := (wq wa - -+ wy,)
€ Mat(m x n, K) und Ly := {x € K" : Az = 0}. Warum ist (wy,...,wy)
genau dann linear unabhéingig, wenn Lo = {0} gilt?

2. Sei W = U@V. Warum sind die Abbildungen py (w) := v und py (w) := v,
w=u+v, u €U, v €V, eindeutig bestimmt durch die Bedingungen:
pu: W —=U,py: W =V und idw = py +pv?

3. Seien v1,v2 € Map(R,R), v1 = (x — €*), v1 = (z — e~ *). Warum sind v,
und vy linear unabhéngig in Spang(vy,v2)?

Aufgabe 39 (4 P) Seien V,W K-Vektorrdume und f: V — W eine K —lineare
Abbildung. Weiter sei U C ker f ein Untervektorraum und 7 der natiirliche
Homomorphismus V' — V/U, v — [v].

1. Zeigen Sie, dass es eine eindeutige Abbildung f:V/U = W gibt, so dass
f) = (f om)(v) fiir jedes v € V gilt.

Bemerkung: Die Abbildungen kann man in folgendem kommutativen Dia-
gramm zusammenfassen:

v—low

7
ﬂl Ay
VU

2. Zeigen Sie, dass die Abbildung f aus Teil 1 K-linear ist.

Bitte wenden.



Aufgabe 40 (3 P) Seien V,W K-Vektorrdume und f: V — W ein Isomor-
phismus. Zeigen Sie

V=UaU, = W=FfU)f(Uy)

Aufgabe 41 (5 P) Beweisen Sie Bemerkung 2.5.5:

1. Seinen X, X' )Y)Y’ Mengen und f: X —» Y, b:Y - Y/ s: X' — X
Funktionen, so dass s surjektiv und b bijektiv ist. Setzt man f’ := bo fos,
dann gilt

im f=b"'(im f') .

2. Seinen X, X' YY" abelsche Gruppenund f: X - Y b: X' —» X ,i: Y —
Y’ Gruppenhomomorphismen, so dass b bijektiv und 4 injektiv ist. Setzt
man f':=io fob, dann gilt

ker f = b(ker f') .

Aufgabe 42 (4 P) Bestimmen Sie eine Basis des Kernes und des Bildes der
linearen Abbildung

f:R* - R,

(x1,22,23,24) = (223 — T4, T1 — 209 + 23, —21 + 202 + T3 — Ta, T3 + 224)

Aufgabe 43 (5 P) Sei W ein K-Vektorraum und U, V. C W Untervektorraume.
Beweisen Sie:

1. Spang (UUV)={weW | JuelUwveV :w=u+v},
(siche Bemerkung 2.6.2 (2)).

2. Fiir W endlich dimensional gilt: dim(U+V) = dim U+dim V —dim(UNV).



