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(Ehud Meir und Ingo Runkel)

Hausaufgaben

Aufgabe 1 (10 P)

1. Sei G eine Gruppe wie in der Vorlesung definiert. Zeigen Sie: e, (—)~! sind
cindeutig, (97) 1 = g, e = ¢, (gh)~1 = h~1g~"

2. Sei H eine weitere Gruppe und ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
Zeigen Sie:

o p(e)=¢, pla™!) = p(a)".
e im(¢p) ist eine Untergruppe, ker(y) ist eine normale Untergruppe.

e Die Abbildung ¢ : G — G g — g~ ! ist ein Gruppenhomomorphismus
dann und nur dann, wenn G abelsch ist.

3. Es gibt eine alternative Definition einer Gruppe, in der man nur eine
einseitige Eins (d.h. z.B. g - e = g, aber e - g = ¢g wird nicht separat
gefordert) und ein einseitiges Inverses fordert. Wie geht das genau?

Aufgabe 2 (6 P)

Fiir H < @ eine (nicht unbedingt normale) Untergruppe und z € G nennt man
die Menge zH = {zh|h € H} die x enthaltende Linksnebenklasse von H. Man
schreibt G/H = {zH|x € G}.

1. Sei N < @G eine normale Untergruppe. Priifen Sie, dass die Operationen
auf der Faktorgruppe G/N (wie in der Vorlesung angegeben) wohldefiniert
sind und eine Gruppe ergeben.

2. Geben Sie ein Beispiel fiir eine nicht normale Untergruppe H < G, so
dass die Operationen auf G/H nicht wohldefiniert sind (und erkldren Sie
warum).

Bitte wenden.



Aufgabe 3 (4 P)

Klassifizieren Sie durch Analyse von Multiplikationstabellen alle Gruppen mit
vier Elementen bis auf Isomorphie.

Aufgabe 4 (2 P)

Sei G eine Gruppe, so dass fiir jedes g € G die Gleichheit g% = 1 gilt. Zeigen
Sie, dass G abelsch ist.

Aufgabe 5(*) (2 P) Sei G eine endliche Gruppe, die eine gerade Anzahl von
Elementen hat. Zeigen Sie: Es gibt e # g € G, so dass g2 = 1 gilt.

Prasenzaufgaben

Hintergrund: Fiir g € G definieren wir die Ordnung von g als die kleinste natiirli-
che Zahl n > 0, fiir die g™ = e gilt. Falls kein solches n existiert, sagt man, dass
g unendliche Ordnung hat. Wir schreiben ord(g) fiir die Ordnung von g.

1. Sei G eine Gruppe, und g € G ein Element von endlicher Ordnung n.
Zeigen Sie, dass ¢"™ = e genau dann, wenn n|m (Hinweis: schreiben Sie
erst m = tn + k mit k < n).

2. Sei G eine Gruppe, a,b € G zwei Elemente. Nehmen Sie an, dass ab = ba
gilt, und ord(a) und ord(b) endlich sind. Zeigen Sie dass

(ab)kgV(ord(a),ord(b)) —e.

3. Finden Sie zwei Elementen 7,0 € Sa,, so dass ord(w) = ord(c) = 2 und
ord(mwo) = n gilt.

0

4. Sei A = _01 (1) und B = 1 :1 zwei Matrizen in GL2(Q). Zeigen

Sie, dass ord(A) = 4, ord(B) = 3 und ord(AB) = co gilt.

5. Zeigen Sie, dass fiir jede zwei Elementen a, b in einer Gruppe G ord(ab) =
ord(ba) gilt.

6. Sei G eine abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass alle Untergruppen von G
normal sind.

7. Sei X eine Menge, und sei G = P(X) die Potenzmenge von X. Fiir A, B €
G definieren wir A- B = A A B := (AU B)\(AN B). Zeigen Sie dass G
mit dieser Operation eine abelsche Gruppe ist, wobei jedes Element aufler
der Eins Ordnung 2 hat.



