Fachbereich Mathematik der Universitat Hamburg WiSe 2020/21
©Dr. K. Rothe

Horsaaliibungsaufgaben zu
Analysis 1

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe 1:
a) Man zeige, dass folgende Aussage eine Tautologie ist

(A= B) < (-B=-A).

b) Man beweise:
Fiir reelle Zahlen a,b mit 0 < a < b gilt die Ungleichung

Vb — Va<vb—a,
(i) indirekt und
(ii) direkt.

Aufgabe 2:

Man stelle die folgenden Mengen durch Aufzahlung ihrer Elemente dar
a) A={z € Z |2*-9<0},
b) B:{g:ez ‘\/4:v—|—20§6},

c) C={reN|-3<lnz<3},
d) Man bilde die Mengen AU B, ANC, C\ B, (C\ B)nA.

Aufgabe 3:
Man beweise durch vollstandige Induktion
n A 1 — qn+1
fii 1 und all INg gilt =—
a) fiir ¢ # 1 und alle n € INg gi Zq ¢

k=0

m—1_ 1
b fiir alle n € IN gilt ~- 5.2 Tl

S
o
[\
S
|
3
_|_
[a—y

c) ay = 11" + 122771 st fiir alle n € IN durch 133 teilbar.
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Aufgabe 4:

a) Fiir die Binomialkoeffizienten mit n,m € IN und m < n weise man folgende Beziehun-

gen nach:
ny\ n+tl [ n+l
m m+1 \m+1 )"
b) Man bestimme fiir die Zahlen 96135 und 84854 die Primfaktorzerlegung, den ggT und
das kgV.

¢) Man wandle die rationale Zahl r mit der periodischen Zifferndarstelllung r = 4.321
um in einen Bruch.

d) Man beweise indirekt, dass v/14 irrational ist.

Aufgabe 5:

a) Fiir die Funktion f mit
f(z) =2 —42” + 132

zeichne man den Funktionsgraphen und berechne alle Nullstellen x € C.

b) Man berechne die folgenden Ausdriicke und gebe sie in kartesischer Darstellung an

(i) 2z =3—4i— (5+6i),
(i) 29 = 31" — 2¢° + 6i* + 5> + 4,

)
)
i) 5 =con (3) i ().
) zi = (3—4i)(5+ 6i)

)

 3—4i
5460

(iv

(v

c) Gegeben seien die komplexen Zahlen

Z5

=141, z=—-14+1, z3=1.
(i) Man berechne
Zy+20, Re(Za+3z3), Im (2214 2), |21+ 2.
(ii) Man bestimme die Polarkoordinatendarstellung von

=6

0z

-6 12 173

21, 22, X3, 21, Ry 1o -
Z3
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Aufgabe 6:
a) Fiir die Funktion
fi]—o00,c] = R mit y=f(z):=2>+8r+15

bestimme man die grofte Zahl ¢, so dass f eine Umkehrfunktion f~! besitzt. Man be-
rechne die Umkehrfunktion, gebe deren Definitions- und Wertebereich an und zeichne
den Funktionsgraphen von f~!.

b) Man entscheide, welche der folgenden Funktionen injektiv, surjektiv und bijektiv sind
und zeichne die zugehorigen Funktionsgraphen:

(i) fr: [=5,5] = [-22], flzr)=1-[2—]z,
f2: [0,1] =100,2], falz) = 2%,
fs:[0,7/2] = 1[0,1/2], fs3(x) =sinzcosz,

)
i)
iii)
v) fa: R —=]0,00[, fa(z)=

Aufgabe T7:
Zu den Abbildungsvorschriften f(x) und g(x) seien die folgenden Funktionsgraphen gegeben:

y y
4

4L

flz) =" g(zx) =2

a) Man begriinde, welche der Abbildungsvorschriften

fil@) = 24 2%, M@:p%, fo@) = sinhz, fu(z) = In(a])

mit f(z) und welche mit g(x) iibereinstimmt.

b) Man untersuche, ob es sich bei f und g um gerade, ungerade oder beschréankte Funk-
tionen handelt.

¢) Anhand der Funktionsgraphen von f und g gebe man die Bereiche an, in denen die
Funktion monoton wéchst oder féllt und konkav oder konvex (von unten) ist.
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Aufgabe 8:
a) Man vereinfache die folgende Abbildungsvorschrift

f(z) =In w —In(x +2) + In(z) .

b) Fiir die unecht gebrochen rationale Funktion

23+ 322 — 3z — 31
2 4+ 62 + 11 '

flz) =
spalte man den polynomialen Anteil durch Polynomdivision ab.

c¢) Mit Hilfe der Eulerschen Formel und unter Verwendung von cos?z + sinz = 1
bestétige man die Giiltigkeit der Additionstheoreme

cos3r = 4cosPx —3cosz,

sin3z = 3sinx —4sin’zx.

Aufgabe 9:

a) Man bestimme fiir folgende Mengen die Menge aller Haufungspunkte M’ und aller
inneren Punkte M°, und klire, ob die Menge abgeschlossen oder offen ist.

M, = (]—3,5]0]2,8])U{anEIR|an:
M, = {0} U [3,4]U{an€]R|an:1+—,n€]N},

2n
Mgz{(f)ew
Y

b) Man berechne die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren

O<y<|x|<1}.

(i) lim cosztanx,
x—7/2

1
(i) lim

z=1+ /1 — 1 ’

(iii) lim (2 — coshx + sinhx) .

T—00
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Aufgabe 10:

a) Man untersuche die nachstehenden Folgen auf Konvergenz und bestimme gegebenen-
falls die Grenzwerte

3n?+1 0\’
a, = ol : b, = Vn24+2n—+vn?2-2n,
2n2 —n—7
Vn2+2—+/4n2 +3 ontl 4 gn
Cn = , dy = ——.
n Jntl 4 2n

b) Man untersuche die folgenden rekursiv definierten Folgen auf Konvergenz und bestim-
me ggf. den Grenzwert:

f2+8
6 M

en
El

f1:37 fn-l—l:

61:0, €n+1:1—

91:17 gn+1:2.gn+]—

Aufgabe 11:

a) Fiir die Funktionen mit den Abbildungsvorschriften

2?+1 . 240 3, x<1=ux
fl(x)_{ 2 ’ LU():O y fg(l‘)— e® ; 1 <2 )
22 —2x —15 2r/m , x<w/2=uxg
f3(x) - r—25 ; Lo = 5 ) f4($) - { sin ’ 7T/2 <z

zeichne man die Funktionsgraphen und berechne in xy links- und/oder rechtsseiti-
ge Grenzwerte und iiberpriife damit, ob Stetigkeit oder stetige Erganzbarkeit in xg
vorliegt oder sich eine Unstetigkeit in xy beheben lasst.

b) Fiir die Funktion g mit

?—a , o<1
g(ﬂf):{

Inz |, 1<z

bestimme man, falls dies moglich ist, a € IR, so dass f in o = 1 stetig wird.

Aufgabe 12:
Fiir die Funktion f : IR — IR mit der Abbildungsvorschrift

113 , 5, 113
LR B B PO |
u Tt Tt

berechne man mit Hilfe des Intervallhalbierungsverfahrens Naherungen z fiir alle Nullstellen
x* bis auf einen absoluten Fehler von |Z — 2*| < 0.001.
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Aufgabe 13:

a) Man berechne die fiir alle x € IR stetige Funktion, fiir die gilt

0 = 0
fllx) = =2 fir —co<az<—1,
fllr) = 2z fir —1l<z<2,
fllx) = 1 fir 2<z<o0

und zeichne die Funktion. Ist f auch differenzierbar?
b) Fiir die Funktion f mit
Joar+b, z<1
f(x)_{lnx, 1<a

bestimme man a,b € IR, sodass f in xy = 1 stetig differenzierbar wird und
zeichne f.

¢) Man berechne die Tangentengleichung zu f(z) = cosx im Punkt 2y = g

und fertige eine Zeichnung an.

Aufgabe 14:
a) Man berechne die erste Ableitung der folgenden Funktionen

T + sin x cos T

i) fa) = TR i) o) = (204 1)

b) Man berechne die ersten beiden Ableitungen der folgenden Funktionen:

T+ 2

Brs i) k(z) = In(2? — 1) .

i) h(x) =
¢) Man berechne die ersten drei Ableitungen der folgenden Funktionen:

Du(z) =2(1—-3z)* +4(r —2) -7, i) v(z) = /(5z +1)2.
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Aufgabe 15:
a) Gegeben sie die Funktion

fIR — R

4
T o f(x):x?’—a:—g—i-cosx.

(i) Man zeige mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass die Funktion f mindestens
drei Nullstellen besitzt.

(ii) Man zeige mit Hilfe des Satzes von Rolle, dass f hochstens drei und damit dann
genau zwei Nullstellen besitzt.

(iii)) Man berechne die drei Nullstellen z* mit Hilfe des Bisektionsverfahrens aus
Aufgabe 16 bis auf einen absoluten Fehler von |z — z*| < 10719,

b) Gegeben sei die Funktion f: 1R — IR mit

0 fir <0,

ro={

T fir 0<x.

(i) Man berechne f'(x) und f”(z).
(i) Ist der Mittelwertsatz

g'(l’o) — W mit ) G]a,b[

fir a = —1 und b = 1 auf f(z) und f'(z) anwendbar?
Man bestimme gegebenenfalls die Zwischenstelle(n) z.

Aufgabe 16:

a) Man berechne die folgenden Grenzwerte

7r
- 2 o D
(0) glclg(l) 2 (i) ilgtl) xr e _—1"
b) Nur die Ableitung ¢'(z) = —2% + 6x — 8 ist von der reellwertigen Funktion g be-

kannt. Man gebe die Monotoniebereiche von g an und klassifiziere alle Extremwerte.
Anschliefflend begriinde man, welcher der unten angegebenen Funktionsgraphen g; mit
dem von ¢ iibereinstimmt.
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-1 : 1 2 3 4 5 6 X -1 1 ///‘/ 3 4 5 6 x
Funktion ¢, Funktion g
\ L
Funktion g3 Funktion g,
Aufgabe 17:

a) Fiir das Polynom py(z) = 5% — 162 + 6 berechne man das Taylor-Polynom T5(z) zum
Entwicklungspunkt xy = 3 unter Verwendung

(i) des Horner-Schemas und
(ii) der Ableitungsregeln fiir die Koeffizienten.
b) Man berechne das Taylor-Polynom vom Grad 3 fiir die durch

f(z) = e Dsing

gegebene Funktion zum Entwicklungspunkt zy = g und schatze den maximalen Ap-

proximationsfehler |f(z) — T3 (x)| fiir = € [0,

N[N

] mit Hilfe der Restgliedformel von
Lagrange nach oben ab.
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Aufgabe 18:

a) Fir die durch f(z) = (x—1)%\/z gegebene Funktion gebe man im maximalen Defini-
tionsbereich das Monotonieverhalten an, bestimme und klassifiziere alle Extremwerte
und zeichne den Funktionsgraphen von f.

b) Man bestimme fiir die durch
g(x) = 2* — 22% + 2z

gegebene Funktion im Intervall [—4, 4] alle Wendepunkte und die Bereiche in denen ¢
konvex bzw. konkav ist und zeichne den Funktionsgraphen von g.

Aufgabe 19:
Gegeben sei die durch  ®(z) = ¢ definierte Funktion.

a) Man zeige, dass ® genau einen Fixpunkt z* besitzt.

b) Man gebe ein Intervall D an, in dem die Fixpunktiteration
$k+1:q)($k), k‘:O,l,Q,...

fiir jeden Startwert xo € D auf Grund des Fixpunktsatzes gegen x* konvergiert.

Wieviele Iterationsschritte n werden nach der a priori-Abschétzung fiir eine Genauig-
keit von |z,, — z*| < 1072 hochstens benotigt?

¢) Man berechne den Fixpunkt mit einem absoluten Fehler von |z,, — z*| < 1073.

Aufgabe 20:
Gegeben sei die Funktion f : IR — IR mit

f($) :.T(Q—l’),
sowie die Folge () <IN die sich aus dem Newton-Verfahren zur Nullstellenberechnung von
f mittels Startwert zy < 0 ergibt.
a) Man zeige, dass (z,), N gegen eine Nullstelle z* konvergiert und berechne diese.

b) Man zeige, dass die Folge (lokal) quadratisch konvergiert, d.h. es gibt eine Konstante
c € IR mit
[ Tpy1 — 2] < |z, — 277



