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Vorwort

Das vorliegende Manuskript basiert auf meiner dreistiindigen Vorlesung Funktionentheorie I aus dem
Sommersemester 1993, die wiederum auf meiner Vorlesung Grundziige der Funktionentheorie aufbaute
und urspriinglich auf ein weiteres Semester geplant war. In den vorliegenden Noten wird der Inhalt die-
ser Vorlesung im Wesentlichen nach der Neufassung vom Sommersemester 1999 repetiert, die teilweise
- bzgl. der zeitlichen Reihenfolge und auch im Umfang - nicht vollig mit der urspriinglichen identisch
war. Insbesondere habe ich einen Beweis des Primzahlsatzes als Supplement angefiigt. Wegen der Um-
stellung des Vorlesungszyklus zuriick zu der klassischen Konstellation zweier vierstiindiger Vorlesungen
Funktionentheorie I und Funktionentheorie II ab dem Sommersemester 2004 ist ein nicht unbetricht-
licher Teil dieser Noten schon in die erste Vorlesung eingeflossen. Die dadurch gewonnene Moglichkeit
der Priisentation eines erweiterten Stoffumfangs im Wintersemester 2004/05 findet ihren Niederschlag
in der Aufnahme einiger Kapitel aus meiner Vorlesung Funktionentheorie II aus dem Wintersemester
1999/2000, vor allem die (allgemeine) Theorie der Uberlagerungen und die Theorie der Riemannschen
Flachen im Umbkreis des Uniformisierungssatzes betreffend.

Die Stoffauswahl fiir die Vorlesung orientiert sich teilweise wieder an dem Buch von WOLFGANG
FiscHER und INcGo LiEB!® und dem ergéinzenden Band dieser Autoren, und, was die Theorie der
Riemannschen Flichen anbelangt, auch an dem schénen Béndchen von OTTO FORSTER. Es bestehen
weiterhin Pléne, diesem Manuskript spéter ein weiteres iiber Funktionentheorie in mehreren Verdnder-
lichen folgen zu lassen.

Die Numerierungen der Kapitel und der Seiten des vorliegenden Manuskripts setzen diejenigen
meines Textes Grundziige der Funktionentheorie fort. Verweise, die scheinbar ins Leere fithren, beziehen
sich somit auf dort vorhandenes Material.

An allgemeinen Voraussetzungen sollte der Leser wie bisher gute Grundkenntnissen der reellen
Analysis (und einige wenige aus der Linearen Algebra, Topologie und Algebra) und funktionentheore-
tisches Wissen im Umfang meiner Vorlesung Grundziige der Funktionentheorie mitbringen.

Hamburg, 16. Mé&rz 2005
Oswald Riemenschneider

Auch in der vorigen iiberarbeiteten Fassung gab es Ungereimtheiten und Druckfehler. Die schlimm-
sten wurden in der vorliegenden Version der Kapitel 13 bis 17 eliminiert; es blieben, so hoffe ich, nicht
allzu viele unentdeckt.

Hamburg, im Februar/Méirz 2006
Oswald Riemenschneider

10Siehe die Bibliographie zu meiner Vorlesung Grundziige der Funktionentheorie. Literaturverweise beziehen sich stets
auf diese Liste.



Jenseits des Weithrauchs, dort wo es klar wird und heiter und durchsichtig, beginnen die Offenbarungen,
dort gibt es keine Launen, Roderigo, wie in der menschlichen Liebe; was heute gilt, das gilt auch
morgen, und wenn ich nicht mehr atme, es gilt ohne mich, ohne euch. Nur der Niichterne ahnt das
Heilige, alles andere ist Geflunker, glaubt mir, nicht wert, daf$ wir uns aufhalten darin.

(Max Frisch: Don Juan oder die Liebe zur Geometrie).
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13 Cauchyscher Integralsatz (Homologie - Version)

Es sei im folgenden 7 ein geschlossener Weg in einem beliebigen (nicht notwendig sternformigen oder
sogar konvexen) Gebiet G C C. Wir stellen uns in diesem Kapitel hauptsiichlich die Frage: Wann gilt
der Cauchysche Integralsatz fiir v in G, d. h. wann verschwindet das Integral

/V f(z)dz

Es wird sich herausstellen, daf3 dafiir eine a priori biholomorph invariante Bedingung an das Paar
(G, v) notwendig und hinreichend ist, die sich mit Hilfe der Umlaufzahl von ~ ausdriicken 148t. In
der Tat aber ist, was wir der vermutlich fehlenden Kenntnisse des Lesers wegen nicht zeigen kénnen,
diese Bedingung rein topologischer Art; sie involviert die erste Homologie—Gruppe des Gebietes G mit
Werten in Z , eine topologische Invariante, die wir aber nach EMIL ARTIN analytisch einfithren kénnen.

Aus diesen Uberlegungen entspringt dann eine weitreichende neue Fassung des Residuensatzes, der
alle bisher abgeleiteten Integralsitze als Spezialfall enthélt. Wir beenden das Kapitel mit einigen An-
wendungen. Dazu gehort neben einer umfassenderen Formulierung des Prinzips des Null- und Polstellen
ziéhlenden Integrals vor allem der Satz iber die Gebietstreue, im Englischen ,,the open mapping theorem “
genannt.

Aus der Theorie der isolierten Singularitidten ist uns schon bekannt, dafl wir neben geschlossenen
Wegen sinnvollerweise auch formale Z-Linearkombinationen solcher geschlossenen Wege betrachten
sollten wie z. B. 0Ky — JK; mit konzentrischen Kreisen K; und K. Dies fiihrt zu dem Begriff der
Zyklen, genauer: zu dem der 1-Zyklen, den wir zuerst formal einfithren.

fiir jede holomorphe Funktion f auf G?

Definition. Eine 1-Kette in einem Gebiet G C C ist eine Abbildung I' der Menge aller parametrisierten
Integrationswege (sieche Grundziige, Kapitel 5) in G nach Z, die auf fast allen Wegen den Wert Null
annimmt. Ist 7 ein Integrationsweg und I' (y) = n, € Z, so kann man offensichtlich I' auch formal
beschreiben durch die (endliche) Summe

I‘:va'y.
¥

In dieser Schreibweise entspricht jedem Weg ~ eine Kette [y] = 1v, die auf v den Wert 1 und sonst
den Wert 0 hat.

Man addiert Ketten koeffizientenweise. So ist zum Beispiel fiir

N'=m+2v%—-—v und I's = -y — %+

die Summe
' +T2 =9 — 93 + 7.

Mit anderen Worten: Die 1-Ketten sind die Elemente der freien abelschen Gruppe, die von den para-
metrisierten Wegen in G erzeugt wird.

Figur 13.1
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Als Spur von I' bezeichnet man schlieBlich die Vereinigung der Spuren der ~ mit n, # 0 in
I' = )" ny~v;in Zeichen spurl'.

Entsprechend zu der obigen Begriffsbildung definiert man 0-Ketten als Abbildungen von G nach
Z, die nur endlich vielen Punkten einen Wert # 0 zuordnen. Die 0-Ketten sind also die Elemente der
freien abelschen Gruppe, die von den Punkten in G erzeugt wird. Entsprechend kann man 0-Ketten
wieder formal schreiben als Summe

an~z, fast alle n, = 0.

2€G
'5. ° 5
0 ° o ‘1
_20
3
0
Figur 13.2
Wir ordnen nun jedem Integrationsweg v (mit Parametrisierung (p, I), I = [a, b]) eine 0-Kette

zu, die wir den Rand O+ von < nennen:
9y = ¢ (b) = ¢(a),
also genauer und suggestiver:
0y = 1- Endpunkt — 1 - Anfangspunkt .

Diese Definition ist nur von der Orientierung des Weges, nicht aber von der speziellen Parametrisierung
abhéngig. Ist I' = >, ny vy eine beliebige Kette, so erhélt man den Rand OT' von I' durch lineare
Fortsetzung der eben gegebenen Definition:

or = Z ng 8’}% :
In Figur 13.2 ist gerade der Rand der 1-Kette in Figur 13.1 abgebildet.
Definition. Die 1-Kette T' heifit geschlossen oder auch ein 1-Zyklus, falls OT' = 0, d. h. wenn jeder

Anfangs— und jeder Endpunkt eines Integrationsweges v, der in I" vorkommt, gleich oft (mit Viel-
fachheit) als Anfangs— und Endpunkt in der Kette auftritt. - Die folgende Figur zeigt einen solchen

Zyklus:
-1

Figur 13.3
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Hingegen ist die Kette in Figur 13.1 nicht geschlossen.

1

Beispiel. Ist v ein Integrationsweg, so ist stets v + v~ ein 1-Zyklus. Man beachte aber, dal i. a. —~

und v~ ! als 1-Ketten verschieden sind !

Figur 13.4

Die 1-Zyklen bilden als Kern des Randoperators @ eine Untergruppe der abelschen Gruppe der
1-Ketten. Man kann als Ubungsaufgabe zeigen, daB diese beziiglich der Integration ,,gleich“ der freien
abelschen Gruppe iber der Menge aller geschlossenen (parametrisierten) Wege ist. (Siehe das Beispiel
vor und die Bemerkungen im Anschlufl an Satz 4).

Wir {ibertragen nun die Integration von (stetigen) Funktionen lings Wegen auf Ketten: Es sei
f:U—C stetigund T' = > ng v, eine Kette in U . Dann setze man

/f(z)dz 1=an f(z)dz.
r k Tk

Offensichtlich ist das Integral nicht nur in Bezug auf den Integranden, sondern auch beziiglich der
Integrationsketten additiv:

/ f(z)dz = (2)dz + f(2)dz.
1+ T Ty

Man hat aulerdem die Standardabschdtzung in der modifizierten Form

zespurl’

| [ @ | < ma 151 Il Lo
r k
Die Bedeutung der Begriffsbildung der Zyklen wird weiter erhellt durch die folgende Bemerkung.

Satz 13.1 Die Funktion f sei stetig auf dem Gebiet G . f besitzt genau dann eine Stammfunktion auf
G, wenn fir alle Zyklen T' in G gilt :

/Ff(z)dz _

Beweis. a) Unter der obigen Bedingung gilt insbesondere fﬁ/ f(2)dz = 0 fiir alle geschlossenen Wege
v in G, so dal die Behauptung mit Satz 6. 3 aus den Grundzigen folgt.

b) Sei F' eine Stammfunktion und T' = > ny 7 . Dann folgt

/Ff(Z)dz S [ F)ds = S e (FGE) - F (o)
k Tr

k

:Z( S o Y nA)F(z).

2€U  kizEF=z Aizf=z
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Da I' ein Zyklus ist, sind die Klammern unter der Summe auf der rechten Seite gleich 0 fiir alle
z € G . Also ist das Integral gleich Null. |

Wir wollen nun die Umlaufzahl von T beziiglich eines Punktes z € C\ spurl’ erkléren.

Definition. Es sei T' ein Zyklus, und z sei ein Punkt in C \ spurI'. Dann heifit

_ dg
n(l2) = 55 L2

die Umlaufzahl von T' bzgl. z.

Beispiel. 1. Es sei I' = v = 9D, der (positiv orientierte) Rand des Kreises D, mit Mittelpunkt im
Ursprung und Radius 7.

Figur 13.5

Hier ist, wie schon frither gezeigt,
1 d¢

— =1.
271 8D, C

n(T,0) =

Ist dagegen zo € D, , so ist (( — 29)~! holomorph auf D,,. fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0, s. d.

1 d
n(T, z0) = — _C =0
27t Jop, ¢ — 2o

2. Fiir den | ¢|-fach positiv bzw. negativ durchlaufenen Kreisrand I'; hat man die Parametrisierung

Yot re?™ ez,

Die Umlaufzahl um den Nullpunkt ergibt sich hier, wie nicht anders zu erwarten, zu

n(le, 0) = 5— = dt = 0.

2mi Jop, € 2mi

1 ¢ 1 /12m£re2m‘“
0

r eQﬂ'iﬁ

Offensichtlich gelten fiir die Umlaufzahl die folgenden allgemeinen Regeln:

n(ly +T2,2) =n(l1,2) + n(ls, 2z), z¢&spurl'; Uspurly,
n(-T,z) = —n (T, 2) , z¢&spurl.
Die obige Definition scheint also hinreichend verniinftig zu sein. Weitere ,Begriindungen“ folgen

im néichsten Kapitel (zum Beispiel werden wir zeigen, was a priori nicht selbstversténdlich ist, daf§ die
Umlaufzahl n (T, z) stets eine ganze Zahl ist!).
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Bei festem I' ist die Abbildung
C\spwl > z+—n(T, 2)

nach Satz 5. 6 in den Grundziigen stetig. Da aber nach der obigen Behauptung n (T, z) € Z ist, mufl
die Funktion n (T, z) auf den Zusammenhangskomponenten von C \ spur' konstant sein ! Ferner
existiert, da spur' kompakt ist, eine Kreisscheibe D = Dg(0) mit spurl’ € D. Nun ist C\ D
offen und zusammenhéngend und hat einen leeren Durchschnitt mit spurI’. Es gibt somit genau eine
Zusammenhangskomponente von C \ spurT', die C\ D enthilt; dies ist die einzige unbeschrinkte
Komponente des Komplementes von spurI'. In dieser gibt es eine unendliche Folge (z;) mit |z; | — oo
und damit dist (z;, spurI"') — co. Somit ist

. . ni d(
lim n (T, z;) = lim — =0.
j—o0 ( J) ] zk: 271'2 /‘/k C — Zj

j—o0
Also ist auch n (T, z) = 0 fiir alle z in der unbeschrinkten Komponente.

Als Beispiel zu dem Cauchyschen Integralsatz betrachten wir die Funktion f(z) = 1/z auf C*
und die Zykeln I'y, I's und I's wie in der folgenden Zeichnung:

1

Iy
)
Figur 13.6

Es gilt

(2)dz = f(z)dz =2mi,
Iy Tz

I
=

/ fydz = [ f2)dz
—Ts s

Anschaulich ist in diesem Beispiel klar, dafl der Nullpunkt nicht im ,Inneren“ von I's, aber
auch nicht im Inneren von I'y — I's liegt. Oder mit anderen Worten: Die Zykeln I'y — Iy und
I's ,beranden“ Bereiche, auf denen die Funktion 1/z holomorph ist. Dies ist dagegen falsch fiir die
Zykeln T'; und T'y. Wesentlich ist also das topologische Verhéltnis von I' zu G, welches nur in der
Homologietheorie prizise gefafit werden kann.

Definition. T' sei ein Zyklus in G. Dann heifit T' nullhomolog in G (auch: homolog Null in G, oder
in Zeichen T' ~g 0), falls
n(l,z) =0 firalle 2€C\G.

Wir nennen die Menge
{zeC\spwl: n(T,2) #0}
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das Innere des Zyklus I und bezeichnen sie im folgenden oft mit I (I"). Somit gilt: I" ist genau dann
nullhomolog in G, falls das Innere von I' in G liegt.

Bemerkungen. 1. G sei ein konvexes Gebiet. Nach der lokalen Form des Cauchyschen Integralsatzes ist
n([,z) = 0 firalle I' in G und alle z € C\ G. Ergo: In einem konvexen Gebiet ist jeder Zyklus
nullhomolog. Entsprechendes gilt fiir sternférmige Gebiete.

2. Es sei T’ ein Zyklus mit spurI’ € G C G. Dann impliziert ' ~g 0 sofort auch T' ~g 0. Die
Umkehrung ist jedoch nicht richtig: So ist z. B. 9D,.(0) ~ 0 in C, nicht aber in C*.

1

3. v sei ein Wegin G und 7 irgendeine Umparametrisierung. Dann ist 7 + v~ ~¢ 0. Sind auflerdem

~v1 und 7o zwei zusammensetzbare Wege, so ist v2y1 — (71 + 72) ~g 0.

4. In G existiere ein Zyklus I' mit I' ®%¢ 0. Dann gilt in G nicht der Cauchysche Integralsatz (in
seiner Verallgemeinerung auf Zyklen). Es gibt dann némlich einen Punkt a € C\ G mit n (T, a) # 0,

und die Funktion

ist holomorph auf G . Dennoch gilt
a

/ b orin(T,a) £0.
T

zZ — a

Die ,,Nullhomologie“ von I' ist also wegen Beispiel 4 notwendig fiir die Richtigkeit des Cauchyschen
Integralsatzes. Wir wollen jetzt zeigen, dafl diese Bedingung auch hinreicht.

Satz 13.2 (Globaler Cauchyscher Integralsatz - Homologische Fassung) FEs sei G ein Gebiet
in C und T sei ein nullhomologer Zyklus in G . Dann gilt fiir alle f € O(G):

/Ff(z)dz _

Hieraus ergeben sich auch wieder die Integralformeln in verbesserter Fassung.

Satz 13.3 (Globale Gauchysche Integralformeln - Homologische Fassung) Unter den obigen
Voraussetzungen gilt

k! [
r ®)(z) = / d
fiir alle z € G\ spurT’ und alle k € N.
Beweis. Wir beweisen beide Sitze simultan.
a) Seien zuerst die Cauchyschen Formeln fiir & = 0 als richtig erkannt. Dann gelten diese fiir alle

k € N, denn man braucht nur unter dem Integralzeichen zu differenzieren.

b) Die Cauchysche Integralformel fiir ¥ = 0 impliziert den Integralsatz: Wihle a € G \ spur" fest,
und zu f € O (G) betrachte die Funktion F (z) := f(z) (z — a). Die Formel angewandt auf F liefert
wegen F(a) = 0:

1 fQOK—a) 1
0=n(l F = d¢ = — dz .
nCaF) = o [ HE= S o [ Gya:
¢) Es bleibt also die Integralformel zu zeigen fiir ¥ = 0. Das Einsetzen der Definition fiir die Umlaufzahl
n (T, z) liefert die Einsicht, dafl hierzu zu zeigen geniigt:

h(z) := / Md( =0, zeG\spurl'.
r ¢—=z
Die Idee ist denkbar einfach: Man zeigt, dal h nach ganz C holomorph fortgesetzt werden kann mit

| llim |h(z)] = 0. Daraus folgt natiirlich die Behauptung; denn aus dem Satz von Liouville schliefit
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man, dafl i konstant sein muf}, und die letzte Bedingung sorgt fiir h = 0.

d) Setze mit der Diagonalen A = {((,2) € C?: ( = z}:
f(Q) = f(2)
— - GxG\ A
PR B
f'(2) , (=z2€G.

Die Funktion g : G x G — C ist in der Variablen z bei festem ¢ (und umgekehrt) natiirlich stetig
und (nach dem RIEMANNschen Hebbarkeitssatz) sogar holomorph. Wir brauchen aber mehr, wenn wir
Grenzprozesse vertauschen wollen.

Behauptung. g ist stetig als Funktion der beiden Verinderlichen ¢ und z.!!

Sei also ({o, 20) € G X G. Ist (o # zp, so ist nichts zu beweisen. Ist dagegen (o = zp, so gilt fiir alle
(¢, z) nahe bei (¢p, 20):

f'iz) = fl=) , (=2,

R I S (C N,

wobel der zweite Ausdruck auch in der Form

1 ! _ /Z W
e CACRECL

geschrieben werden kann.

Nun ist nach fritheren Sétzen (wobei man die lokalen Cauchyformeln braucht) f’

fiir alle € > 0 ein § > 0, so daf

stetig. Also gibt es

| f'(w) — f'(20)| < e fiiralle w € Us(zo)
Wihle (¢, z) € Us(¢o) x Us(20) - Dann ist fiir ¢ # z:

190 2) = 9o 20)| < —— [ 1 f/w) = F(z0)]du]
1¢ = 2| Jiog
<umax|f’(w)—f’(zo)|<s.
ST

Fiir ¢ = z ist dies auch nach der ersten Zeile richtig.

e) Setze ho(z) = [ g(¢, 2)d¢, z € G. Nach allgemeinen Sétzen ist hg stetig auf G. Wir wenden
nun den Satz von MORERA auf ein beliebiges kompaktes Dreieck A = A C G an: Es ist

A ho(z)dz':/aA(/Fg(C,z)dC)dz.

Da g stetigist in (z, (), ist eine Vertauschung der Integrationsreihenfolge auf der rechten Seite erlaubt,
also das in Rede stehende Integral gleich

/1" (/aAg(C’ Z)dz) dc .

Nun ist aber nach der obigen Bemerkung wegen des Satzes von GOURSAT

/ g(¢, 2)dz =0
OA

HHieraus folgt nach dem (einfachen) Satz von OsSGooD, dafl g sogar simultan holomorph ist, also lokal in Potenzreihen
nach den beiden Variablen z und ( entwickelt werden kann. Dies kann man - und damit auch die Stetigkeit - sogar schon
allein aus der Tatsache der partiellen Holomorphie schlieBen mit Hilfe des tiefliegenden Satzes von HARTOGS.
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und folglich [, ho(z)dz = 0 und damit schlieBlich nach Morera hg € O (G).

f) Bisher wurde noch nicht die Voraussetzung I' ~g 0 ausgenutzt. Betrachte nun die in C offene
Menge
Uy={zeC:n{T,2z)=0}.

Uy enthilt das Auflere eines Kreises. AuBerdem ist auf G N Uy notwendigerweise

wazégfbm

Figur 13.7

Definiere

M@%Lg@d&O()

A ho(z), z€G
() = { hi(z), ze€ U

eine holomorphe Funktion in O (G U Uy) definiert. Ist aber zg € G, so ist n (T, z9) = 0 wegen
I' ~¢ 0,d. h. zp € Uy. Also impliziert die Homologievoraussetzung: G U Uy = C und damit

Dann wird durch

heO(C).

Endlich gilt fiir hinreichend grofie | z|, wenn I' = > ny vy :

maXspurld |f|
h(z)| = |h S L( 0. H
RE| = M) < geeny 2o whin) | =

Definition und Bemerkung. T'y, I's seien 1-Ketten in G. Dann heifit 'y homolog zu I's in G,
in Zeichen T'; ~g T2, falls die Differenz I'y — T's (ein Zyklus und) homolog Null in G ist:
I'y — 'y ~¢ 0. Man siecht unmittelbar ein, dafl durch diese Definition eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der 1-Ketten gegeben wird.

Beispiel. Als Ubungsaufgabe iiberlassen wir der Leserin und dem Leser den Nachweis der schon auf
Seite 113 angedeuteten Aussage, dafl jeder Zyklus I’ homolog zu einer endlichen Linearkombination
> mjvy; von geschlossenen Wegen -y, ist.

Satz 13.4 G C C sei ein Gebiet, und I'y und T's seien zwei Zyklen in G mit I'y ~g I's . Dann gilt
fiir jede Funktion f € O(G):
f(x)dz = | [f(2)dz

s

Iy

Beweis. Aus T'y — I'y ~g 0 folgt unmittelbar
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0:/ f(z)dz = (2)dz — f(z)dz. O
r—-Ty Ty I

Eine Analyse der bisherigen Untersuchungen fordert geradezu zwangsléufig die Einfithrung der mit
einer offensichtlichen abelschen Gruppenstruktur versehenen Menge

Hy(G,Z) := {1-Zyklenin G}/ ~¢ .

Aufgrund der Definition ist diese Gruppe a priori nur eine biholomorphe Invariante des Gebietes G'.
Man kann jedoch mit Mitteln der algebraischen Topologie einsehen, dafl sie mit der 1. Homologiegruppe
von G mit Werten in Z iibereinstimmt, also tatséchlich eine topologische Invariante des Gebietes G
darstellt. Auf Einzelheiten gehen wir hier nicht ein. Wir bemerken nur noch, dal man aufgrund des
vorhergehenden Beispieles die Homologiegruppe auch einfithren kann durch den Quotienten

Hy(G, Z) = L(G)/ ~a

wobel L (G) die freie abelsche Gruppe bezeichnet, die erzeugt wird von den Aquivalenzklassen geschlos-
sener Wege (,loops“) in G (beziiglich Umparametrisierung), und dafl wegen Satz 4 fir f € O (G) und
jede Restklasse [I'] € Hi(G, Z) das Integral

/[F]f(z)dz z/rf(z)dz

wohldefiniert ist. Uberdies ist die Paarung

/; O(G) x Hi(G,Z) — C

(f . 1) — [ 1o
C-linear im ersten und Z-linear im zweiten Argument.

Wir wollen jetzt noch den Residuensatz in seiner schérfsten (homologischen) Version formulieren
und beweisen. Dazu benétigen wir einige Vorbereitungen. G sei ein Gebiet, und A C G sei eine
diskrete Teilmenge (d. h. fiir alle z9 € G existiere eine Kreisscheibe D,.(z9) C G mit endlichem
Durchschnitt D, (z9) N A). Dies ist gleichbedeutend damit, dal A in G keine Haufungspunkte besitzt.
Insbesondere ist dann G\ A offen.

Hilfssatz 1 G\ A ist ein Gebiet.
Beweis. Es sei G' := G\ A, und zg, 21 € G’ seien beliebig vorgegeben. Dann gibt es einen Weg v von

zo nach z; in G . Da die Spur von ~ kompakt ist, kann sie nur endlich viele Punkte von A enthalten,
die man aber leicht in G’ umgehen kann. (Siehe die nachfolgende Zeichnung). (]

Figur 13.8
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Hilfssatz 2 A C G sei diskret, und v sei ein geschlossener Weg in G mit spury N A = § und
v ~c 0 in G. Es sei ferner Ay := {z € A: n(y,z) # 0}. Dann ist Ay endlich, und es gilt
v ~¢ 0 in dem Gebiet G' = G\ Ag, wobei Ay := A\ A;.

Beweis. Angenommen, A; wiére nicht endlich. Dann gibt es zwei Moglichkeiten:

a) Ay ist unbeschrinkt. Dann existiert eine Folge z; € Ay mit lim | z;| = oo, also n(y, z;) = 0 fir
alle j > jo. Widerspruch!

b) A; ist beschrénkt. Dann gibt es eine konvergente Teilfolge z; € A; mit lim z; = 2z € C. Da
Ay C A diskret ist, folgt zo € G. Wegen v ~¢g 0 ist n (v, 20) = 0; andererseits ist n (v, z;) # 0 fur
alle j. Widerspruch !

Die letzte Bemerkung ist trivial nachvollziehbar mit der Definition der Nullhomologie. O
Satz 13.5 (Residuensatz) FEs sei G ein Gebiet, und f sei in G holomorph mit Ausnahme von

isolierten Singularititen. v sei ein nullhomologer geschlossener Weg (oder Kette) in G, auf dessen
(deren) Spur keine Singularititen von f liegen. Dann gilt

/ F(@)dz = 3 nly, z0)ressf -
27Tz
ZoEG

Beweis. Es sei A := {z9p € G : f hat in zy eine isolierte Singularitit }. Nach Voraussetzung ist A
diskret in G . Wir setzen wieder wie in den obigen Vorbereitungen

1:=1{20€A:n(y,2) #0}
und wissen also, daf diese Menge endlich und + nullhomolog in dem Gebiet G\ Ay, Ay := A\ A; ist.
Die rechte Seite der behaupteten Formel ist dann gleich

Z ’fl(")/, ZO) resZOf )

20€ A1

und wir kénnen (durch Ubergang von G zu dem Gebiet G\ Ag) wieder annehmen, da A = A;
endlich ist. Setze A = {z1,...,2m }, und wéhle

hr = Hauptteil von f an der Stelle zj .

hy ist holomorph auf C\ {2}, und f — Z hi hat in allen Punkten zj hebbare Singularititen. Es

k=1
folgt nach der homologischen Fassung des Integralsatzes:

0:/Y(f—zk:hk)dz:/Wf(z)dz—zk:/whk(z)dz.

Mit -
(k)
Z a n , a_] =res, f
n=1 Z - Zk)
ergibt sich aber
o
/hk(z)dz:/ 7dz—a(1)27mn('y, 2k) - O
P ~ zZ — Zk

Wir wollen zum Abschlufl dieses Kapitels noch einmal eine genauere Formel fiir die Anzahl der
Nullstellen einer holomorphen Funktion f € O(G) im Inneren eines geschlossenen Weges v C G
angeben (siehe auch Grundziige, Kapitel 11).
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Satz 13.6 G C C sei ein Gebiet, und der geschlossene Weg (die Kette) v sei homolog 0 in G . Ferner
sei f # 0 eine holomorphe Funktion in G ohne Nullstellen auf der Spur von ~y. Sei ferner ord,, f
die Nullstellenordnung von f in zg. Dann gilt

1 f'(2)

27mi ), f(2)

dz = Z n(y, z)ord, f .

zeG

Bemerkung. Die Summe auf der rechten Seite ist endlich.

Beweis. A := {z€ G : ord,f # 0} ist die Menge der Nullstellen von f, die wegen des Identitéitssatzes
diskret in G liegt. Nach Voraussetzung gilt auerdem A Nspury = (). Wir zerlegen wie in Hilfssatz 2
die Menge A in AgUA;,s0daB v ~ 0 in G' = G\ Ag ist. Dann ist die rechte Seite in Wahrheit
gleich

Z n(y, z)ord, f .

z€EAL

Sei konkret Ay = {a1,...,am }, Ni = ord,, f. Dann existiert eine Funktion g € O (G) mit

f2)=(z—a)™ .. (z = am)V" g (2),

und ¢ hat keine Nullstellen in G’. Damit ist wegen des homologischen Integralsatzes

/
/g—dz:(),
Y9

und die leicht zu beweisende Relation

! N N, !
o Mo, L 9
f z — ay zZ = Qm g
liefert die gewiinschte Formel
1 f'(z)
— dz = E Ny, . |
27mi ), f(2) : n (v, ax) Ne

Ist ¢ eine beliebige komplexe Zahl, so betrachte man ¢ (z) = f(z) — ¢ anstelle von f, so daf} die
c—Stellen aq, ag,... von f mit den Nullstellen von ¢ {ibereinstimmen. Dann bekommt man wie oben,
wenn Nj die Ordnung der c—Stelle aj bezeichnet:

1 f'(2) B 00
2mi L f(z) — i Xk:n(% ar) N, .

Wir wollen am Ende dieses Kapitels den Satz iiber die Gebietstreue (open mapping theorem) be-
weisen.

Satz 13.7 Die Funktion f : G — C sei holomorph, aber nicht konstant. Dann ist f eine offene
Abbildunyg.

Wir folgern dies aus dem

Satz 13.8 Es sei f € O(D,(z)), und f habe eine c=Stelle der Ordnung k in zo. Dann ezistiert ein
§ > 0, so daf8 fir |w — ¢| < e die Gleichung f(z) = w genau k einfache Ldsungen in Ds(zg)
besitzt.
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Beweis (von Satz 7). Es sei U C G offen, zo € U, ¢ = f(z). Nach dem Identitétssatz hat
f notwendig eine endliche ¢-Ordnung in zy. Wegen des oben stehenden Satzes ist dann in der
entsprechenden Formulierung D.(c) C f (Ds(29)). Also ist f (U) offen. O

Beweis von Satz 8. Ohne Einschriankung sei ¢ = 0 (gehe sonst iiber zu g (z) = f(z) — ¢). Mit dem
Identitétssatz existiert ein § > 0 mit

f(z)#£0, fl(z2) 20, 0<|z— 2| < 2§.

Setze nun . )

LI B O N

270 Jop, f(2) —w

Die rechte Seite hiingt stetig von w ab und ist lokal konstant, da ganzzahlig. Also existiert ein € > 0,
so dafl |w| < e die Gleichung I (w) = I(0) = k impliziert. Damit wird jeder Wert 0 < |w| < ¢
in Ds(z9) genau k-mal (mit Vielfachheit) angenommen. Da f’ an diesen Stellen aber von Null
verschieden ist, wird jeder Wert k—mal mit der Vielfachheit 1 angenommen. ]

I(w) =

Als Folgerung erhdlt man aus diesem Satz sofort noch einmal das Mazimumprinzip. Ferner hat
man z. B. das folgende

Beispiel. Gilt fiir eine holomorphe Funktion f die Beziehung P (Re f, Im f) = 0 mit einem nichttri-
vialen reellen Polynom P (z, y), so ist f = const.

Mit derselben Methode kann man auch einen weiteren Beweis des Satzes iiber die Umkehrfunktion
erhalten.

Satz 13.9 f: G — C sei injektiv und holomorph. Dann ist das Bild f(G) =: Q offen (und zusam-
menhingend) und f=': Q — G C C ist holomorph mit (f=1)(w) = [f'(2)]7', w = f(2).

Beweis. € ist nach dem open mapping theorem offen, und f ist eine offene Abbildung, d. h. g :=
f~1: Q — G ist stetig. Wegen der Injektivitdt von f und dem obigen Satz 8 mufl jeder Wert an jeder
Stelle mit der Vielfachheit & = 1 angenommen werden. Somit ist f/(zg) # 0 fiir alle zg € G und

f(z) = f(20) = A(2) (2 — 20), lim A(z) = f'(20) # 0.

z—20

Schreibe nun z = g(w), so dal f(z) = f(g(w)) = w und

w — wy = A(g(w))(g(w) — g(wo)) -

Es folgt

gw) —g(wo) 1 - ! O
w — Wy A(g (w)) w—wq f/(zo) .
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Die Exponentialfunktion exp : C — C* ist holomorph und surjektiv. Also gibt es zu jeder komplexen
Zahl z # 0 mindestens einen Wert w € C mit expw = z. w heifit dann (entsprechend zum
Reellen) ein Logarithmus von z. Nun ist aber mit jedem w auch w + 27in, n € Z, ein Logarithmus
von z, so dafl im Komplexen die Exponentialfunktion exp keine auf C* global definierte eindeutige
Umkehrfunktion log besitzt.

Frage: Kann man (zumindest auf Teilgebieten G C C*) die Exponentialfunktion eindeutig umkehren?

Definition. Sei G C C* ein Gebiet. Eine stetige Funktion f : G — C mit exp f(z) = z fiir alle
z € G heilt ein Zweig des Logarithmus auf G .

Ein solcher Zweig f des Logarithmus ist notwendig holomorph, wie der nichste Satz zeigt.
Satz 14.1 Ist f: G — C, G C C*, ein Zweig des Logarithmus, so ist f € O (G), und es gilt
1
f'(z) = = firadle 2€@G.
z

Je zwei Zweige unterscheiden sich additiv um ein ganzzahliges Vielfaches von 2mi .

Beweis. a) Das Bild f (G) ist offen: Sei ndmlich wg = f(20) € f(G) und U eine Umgebung von wy .
Da f und exp stetige Funktionen sind, existiert eine Umgebung V = V (2) C G mit f(V) C U
und eine Umgebung W = W (wg) mit exp (W) C V. Wéhlen wir U von vornherein so klein, dafl
expyy injektiv ist, so gilt fiir alle w € W : exp(f(e¥)) = ¥ = expw, d. h. w = f(e") € f(G),
also W C f(G).

b) f: G — f(G) ist somit eine Umkehrfunktion zu exp : f (G) — G . Nach Sétzen der reellen Analysis
ist f notwendig stetig differenzierbar, und es gilt

=%~ % T wo woz
Wegen e # 0 fiir alle w € C ergibt sich df/9z = 0, also die Holomorphie von f. Ebenso folgt mit
1 = 0z/0z = e" f'(z) die gewiinschte Beziehung

0z def (%) e Of de” Of fo Of
= e =
Z

1 1

/ - - _ =
f (z) - ef(z) o

Die letzte Behauptung ist trivialerweise richtig. ([l

Wir wollen als néchstes zeigen, dafl die Fxistenz von Zweigen des Logarithmus nur davon abhéngt,
wie das Gebiet G topologisch beschaffen ist.

Satz 14.2 Sei G C C* ein Gebiet. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent :
1) Auf G existiert ein Zweig des Logarithmus.
i) Auf G existiert ein Zweig des Argumentes.
ili) Die Funktion 1/z besitzt eine Stammfunktion auf G .
iv) Fir jeden Zyklus T in G ist n(I', 0) = 0 (d. h. kein Zyklus in G ,,enthdlt 0 im Inneren ).

Beweis. i) = ii): f: G — C sei ein Zweig des Logarithmus. Dann gilt f = g + ih mit stetigen
Funktionen g, h: G — R. Wegen z = ef(?) = ¢9(2) ¢i"(2) ist arg z =: h(z) eine stetige Argument-
funktion auf G.

ii) = 1i): Sei arg: G — R eine stetige Argumentfunktion. Definiere dann

f(z):=1log|z| + i arg 2.
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f ist offensichtlich eine stetige Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.

i) <= iii): Eine Richtung wurde in Satz 1 schon bewiesen. Sei umgekehrt g eine Stammfunktion von
1/z. Dann folgt
(ze 9 = (1 — 24/(2))e 93 =0,

so daB ze 9(*) = const (# 0). Setzt man die Konstante gleich e®, so wird durch f(z) = g(2) + ¢
wegen ef(?) = 2 ein Zweig des Logarithmus definiert.

iil) <= iv): n(T, 0) = 0 ist gleichbedeutend mit

fiir alle Zyklen T' in G, und dies wiederum ist dquivalent dazu, da§ die Funktion 1/z eine Stamm-
funktion auf G besitzt. ]

Bemerkungen. 1. Wenn wir im folgenden ein Symbol log z benutzen, so meinen wir stets einen fest
gewdhlten Zweig des Logarithmus auf einem vorgegebenen Gebiet G mit den obigen Eigenschaften.

2. Ist G wie in Satz 2 vorgegeben, so wird jeder Zweig der Logarithmusfunktion auf G gegeben durch

f<z>=/ %Hoga,

wobei a € G fest ist, v, einen beliebigen Weg in G von @ nach z und log a einen der moglichen
Logarithmuswerte von a bezeichnet.

3. Auf C* existiert kein Zweig des Logarithmus, da n (0D,, 0) = 1 fiir jeden Kreis mit Mittelpunkt
0 und Radius r gilt.

4. Fin Gebiet G C C heifit (homologisch) einfach zusammenhingend, falls die 1. Homologiegruppe
Hy(G, Z) verschwindet. Diese Bedingung ist wegen des Cauchyschen Integralsatzes in seiner homologi-
schen Fassung gleichbedeutend damit, daf jeder Zyklus I" in G nullhomolog ist. Anschaulich bedeutet
dies, dafl das Gebiet G keine ,Locher® besitzt (siehe auch die Bemerkungen am Ende dieses Kapitels).
Fiir einfach zusammenhéngende Gebiete G C C* ist aufgrund unserer Definition der Homologiegruppe
die obige Bedingung iv) erfiillt, und damit existieren fiir solche Gebiete immer Zweige log : G — C
der Logarithmusfunktion.

5. Existenzgebiete G C C* von Zweigen des Logarithmus brauchen jedoch nicht einfach zusam-
menhéingend zu sein, die Locher von G diirfen nur nicht 0 enthalten.

Figur 14.1

Ein grofitmogliches Gebiet G C C* mit den obigen Eigenschaften ist die ,léngs der negativen reellen
Achse geschlitzte Ebene“:
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Figur 14.2

Wihlt man speziell dort den Zweig log des Logarithmus mit log 1 = 0, so bezeichnet man diesen hiufig
auch als den Hauptzweig und schreibt Log. Es gilt offensichtlich Logx = log « fiir alle z € Ry . Der
Hauptzweig setzt also den reellen Logarithmus ins Komplexe fort. Dies Gebiet 1483t sich nicht vergréfiern
(denn sonst wiirden Zyklen mit 0 im Innern entstehen). Was passiert fiir diesen Zweig bei Annéherung
der negativen reellen Achse von oben und unten?

Figur 14.3
Es ergibt sich leicht
d d
lim log z; — lim log zo = lim @ lim @
z21—2 Zo—2 z1—2 Yoy C Zo—2 Vg C
d d
= lim —C = / —C =2mi.
21,2272 —Yzo+Y2q C 8D|z‘ C

D. h.: Jeder Zweig des Logarithmus springt bei Uberqueren der ,Grenze“ um den Wert 274 (Nicht-
eindeutigkeit der holomorphen Fortsetzung). Um den Logarithmus zu einer eindeutigen Funktion zu
machen, mufl man die Beschrankung auf Gebiete in C* aufgeben und ein neues abstraktes Gebilde
konstruieren, das iber C* ausgebreitet ist: Die sogenannte Riemannsche Fliche des Logarithmus, auf
der der Logarithmus eindeutig und holomorph ist. Sie bildet eine ,,unendliche Wendeltreppe“, die man
durch geeignete sukzessive Verklebung von abz#hlbar unendlich vielen Exemplaren des Existenzgebietes
des Hauptzweiges erhélt.

Figur 14.4
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Figur 14.5

Wir beantworten schliellich folgende Frage: Existiert zu einer holomorphen Funktion f € O (G)
ein Zweig des Logarithmus log f, d. h. eine (stetige) Funktion g mit exp ¢ = f? Notwendig hierzu
ist offensichtlich f(z) # 0 fiir alle z € G. Dies ist auch hinreichend fiir einfach zusammenhéngende
Gebiete.

Satz 14.3 Es sei G einfach zusammenhdingend in C, f € O (G) habe keine Nullstellen. Dann existiert
eine holomorphe Funktion g: G — C mit f(z) = 9% fir alle z € G.

Beweis. Hat f € O (G) keine Nullstellen, so ist f'/ f auf G wohldefiniert und holomorph. Da G nach
Voraussetzung einfach zusammenhéngend ist, besitzt f'/ f eine (holomorphe) Stammfunktion h. Wie
im Beweis von Satz 2 schliefit man

_ - - f
ety = et =gy =t (1= r E) <o
und damit 0 # fe™" = const = e°. Folglich ist g := h + ¢ eine Losung. O

Als Anwendung der bisherigen Uberlegungen zeigen wir, daB fiir geschlossene Wege v die Definition
der Umlaufzahl mit der Anschauung iibereinstimmt. Sei dazu ohne Einschrinkung zp = 0 und = :
[a,b] = C, v(a) = v(b) eine Parametrisierung. Wir kénnen dann eine Zerlegung a = ty < t; <
.-+ < t, = b und einfach zusammenhéngende Gebiete G; C C* finden, so dafl mit v; = 7|
die Spuren spur+y; in G; enthalten sind.

i—1:t5]

Figur 14.6

Wir wéhlen nun induktiv Zweige des Logarithmus auf G :

fi(z) = log [ 2] + iwp;(2),

wobei der Zweig ¢; des Arguments auf G beliebig sein darf. Sind ¢1,...,¢; schon bestimmt, so
wihle man ;41 so, daB ;41(2;) = ¢;(z;), wobel z; = v (¢;). Dann ist die Funktion

{[a,b]—> R
p:

t iy (), tel; = [tj1,t;]



14  Logarithmus und Umlaufzahl 127

stetig auf [a, b] und ordnet jedem t € [a, b] ein Argument von ~ (¢) zu. Es folgt

omin(y, 0) = | & _Z/ dz

= Z ((log |Zj| —log |zj1]) +i(pi(2) — ¢;(2-1))

= i (pn(zn) — ¢1(20)) = i (@ (b) — ¢ (a))

o (200 @)

27

d. h. die Umlaufzahl ist gleich

und damit insbesondere ganzzahlig! |

Da Zyklen ganzzahlige Linearkombinationen geschlossener Wege sind, bleibt die letzte Aussage auch
fiir diese richtig. Wir fiigen trotzdem noch einen weiteren Beweis an.

Satz 14.4 Fir alle Zyklen T und alle z & spur gilt n (T, z) € Z.

Beweis. Wir kénnen annehmen, daf in der Darstellung T' = > ng7; alle geschlossenen Wege ~, iiber
dem Einheitsintervall I = [0, 1] parametrisiert sind (ansonsten parametrisiere man geeignet um).

Definiere dann
= 5 27 e

sodaBl h(0) = 0 und h(1l) = n(T, z). Da h stiickweise stetig differenzierbar ist, so ist auch

a(®) = =0 T (e(t) - 2

k

stiickweise differenzierbar, und es gilt

g/( — 727T1h (t) H 'Yk _ Z —27T2h/(t) + Z n)\’yg\(t) =0.
(t) — =z
Also ist, da g stetig ist, g konstant auf I. Es folgt
(%) [T Cnt) = 2y = cem2mino),
k

wobei ¢ # 0 ist, da die linke Seite nicht verschwindet.

Ist nun w ein Punkt, der als Anfangs— oder Endpunkt eines Weges v, auftritt, so gilt wegen oT' = 0

die Relation
Z Nk = Z ny .

w=",(0) w=yx(1)
Also kommt der Faktor w — 2z in den beiden Produkten

H(%(O) —z)™ und H (vk(1) — 2)

k

gleich oft vor, so dafl schlielich wegen (x) und ¢ # 0

—2mih(1)

e = ¢ 2mh(0) — ¢0 — 1 und damit h(1)€Z folgt. O
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Wir machen noch einige Bemerkungen zu den Potenzfunktionen. Ist a € C*, b € C, so setzt man

ab = 6bloga
mit irgendeinem der Werte log a. Man beachte jedoch, da8 i. a. der Ausdruck a® abzihlbar unendlich
viele Zahlen représentiert! Ist aber speziell b € Z, so folgt aus eb(08a+2mij) — cblogac2mibi daf b nur
einen Wert, ndmlich die iibliche Potenz, annimmt. Ist dagegen z. B. b =1/n, n € N\ {0} und log a
fixiert, so gibt es genau n Werte fiir /™, namlich:

e(l/n) log a , e(l/n) (loga+27ri), el e(l/n)(log a+2m(n—1)7) 7
oder

Gell/mlega -0, . ,n—1

mit den n—ten FEinheitswurzeln
Cj — erﬂ"i/’rL .

Offensichtlich sind dies die n—ten Wurzeln von a.
Besitzt der Logarithmus auf G einen Zweig, so ist die Funktion

Zb = eblogz
wohldefiniert und heifit ein Zweig der b—ten Potenz auf G. I. a. existieren abzéhlbar unendlich viele
Zweige. Es gilt
(Zb)/ — bl eblogz — beblogze—logz — be(b—l)logz
z

und damit
(zb)/ — bzb71

(wobei aber zur Definition der Potenzfunktionen auf beiden Seiten derselbe Zweig des Logarithmus zu
verwenden ist!)
Umgekehrt wird fiir a # 0 durch

a? = e* loga

bei Auswahl eines Wertes log a eine holomorphe Funktion erklért. I. a. gibt es wieder derer abzdhlbar
unendlich viele. Fiir die Ableitung gilt

(a*)' = (log @) - €*'*8* = (log a) a® ,

wobei auf der rechten Seite derselbe Wert des Logarithmus zu wéhlen ist, mit dem die Funktion a®
definiert wurde. Ist speziell @ = e und log e = 1, so ist e® tatséchlich die iibliche Exponentialfunk-
tion. Allerdings sollte man nicht vergessen, dafl das Symbol e* im Prinzip nach der obigen Definition
unendlich viele andere Bedeutungen hat!

Zum Hauptzweig der b-ten Potenz erklaren wir den Zweig auf der iiblichen ,,Schlitzung* der Ebene
wie beim Hauptzweig des Logarithmus; dieser liefert bei Einschrinkung auf die positive reelle Achse
bei reellem b die gewohnliche Potenzfunktion. Fiir die Taylorreihe erhalten wir in diesem Fall (um

zZo = 0):
=143 (7))
— \J
j=
mit den verallgemeinerten Binomial-Koeffizienten

(b). bb—1)-...- (b—j+1)

J J!

Zu den Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen (Arcus—Funktionen) siehe die Stan-
dardliteratur (z. B. FISCHER - LIEB).
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Zum Abschluf3 dieses Paragraphen fiigen wir noch einige topologische Bemerkungen zu Umlauf-
zahlen und einfachem Zusammenhang an. Beweise der Aussagen findet man bei FISCHER-LIEB IV,
Paragraph 3. Anschaulich ist klar, wann ein Weg ~ in einem Gebiet G (ohne Uberschneidung) von
Rand zu Rand lduft:

Figur 14.7

Bei einer Kreisscheibe zerlegt ein solcher Weg diese in zwei Teilgebiete D; und Dy, wobei Dy links
von dem (orientierten) Weg liegen moge.

D

Figur 14.8

Man beweist dann leicht den folgenden

Satz 14.5 Es sei v ein geschlossener Weg in C, von dem ein Teilstiick in einem Kreis von Rand zu
Rand verlduft. Dann gilt fir z; € D1 und z3 € Do :

TL(’}/, Zl) = n(% Z2) +1.

Dieser Satz eroffnet in vielen Fallen die Moglichkeit, beginnend bei der unbeschrinkten Komponente
(mit der Umlaufzahl 0) die Umlaufzahlen aus dem Bild abzulesen.

Konvexe und allgemeiner sternférmige Gebiete sind (homologisch) einfach zusammenhéngend. Der
folgende Satz (FISCHER-LIEB) prizisiert die Vorstellung, daf} in solchen Gebieten keine Locher enthalten
sind.

Satz 14.6 FEin Gebiet G C C ist genau dann einfach zusammenhdngend, wenn keine der (abgeschlos-
senen) Zusammenhangskomponenten des Komplementes C\ G kompakt ist.

(Siehe hierzu auch Kapitel 15, insbesondere Folgerung 15.11). Die folgenden Figuren illustrieren den obi-
gen Satz und zeigen an Beispielen, wie man mit Satz 5 (ausgehend von der unbeschrinkten Komponente
von C\ spurl') iterativ die Umlaufzahlen berechnen kann.
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Eine weitere intuitive Vorstellung davon, daf ein Gebiet G keine Locher enthélt, wird bildhaft dadurch
beschrieben, daf sich jeder geschlossene Weg ~ in G innerhalb dieses Gebietes stetig zu einem Punkt
zusammenziehen 148t. Die strenge Formulierung fithrt zu dem Begriff der Homotopie.

Definition. Es sei G sei ein Gebiet, und =y, 1 seien zwei Wege in G mit gleichem Anfangs— und
Endpunkt, beide parametrisiert durch dasselbe Intervall I = [0, 1]:

Y0(0) = 71(0)
Yo(1) = n(1) .

o heiit homotop zu v, in G (i. Z. v ~¢ 1), falls eine stetige Abbildung H : I x I — G existiert
mit

H (s, 0) = 70(s) H(0,t) = H(0,0) = H(0, 1)
H(sa ]-) :’Yl(s) H(]-v t) = H(l,O) = H(]-? 1)
t
> S >
Figur 15.1

Wir fassen eine solche Homotopie H auf als eine stetige Schar oder Familie von Wegen zwischen
v und ;. Es sei bemerkt, dafl v:(s) := H (s, t) bei festem t einen stetigen Weg beschreibt. Wir
setzen aber nicht voraus, dafl diese Wege (aufer fir ¢ = 0, 1) ,gut“ (im Sinne von stickweise stetig
differenzierbar oder #hnlichem) sind.

Satz 15.1 Homotopie (bei festen Endpunkten) ist eine Aquivalenzrelation von Wegen (insbesondere
unabhdingig von Parametrisierungen).

Der Beweis bietet keine besonderen Schwierigkeiten. O
Der entscheidende funktionentheoretische Satz in diesem Zusammenhang ist

Satz 15.2 Gilt vo ~c 11 und ist f € O(G), so ist

/Wf(z)dz:/%f(z)dz.

Der Beweis ist technisch etwas aufwendig, im Grunde aber leicht einsehbar. Er wird am Ende dieses
Abschnitts bewiesen. (Ich gebe gleich in einer spezielleren Situation einen Beweis mit Hilfe des Satzes
von Stokes).

Die Homotopie—Definition macht natiirlich auch Sinn fiir geschlossene Wege (mit gleichen Anfangs—
und Endpunkten z ):
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Satz 15.3 (Cauchyscher Integralsatz - Homotopie-Version) v sei ein geschlossener Weg in G
mit Anfangspunkt zo, der zu dem konstanten Weg [z9] in G homotop sei. Dann gilt fir alle f € O (G)
der Cauchysche Integralsatz :
/ f(z)dz=0.
~

Denn nach Satz 2 ist

/f(z)dz: f(z)dz=0. O
¥ [20]

An Satz 3 ist noch unschon, dafi zy als Anfangs- und Endpunkt fest gewéihlt werden muf. Dies ist
natiirlich ein Relikt der Parametrisierung; i. a. hat jedoch ein geschlossener Weg keinen ausgezeichneten
Anfangspunkt. Man sollte daher, wie frither schon betont, geschlossene Wege besser durch die 1-Sphére
S parametrisieren:

Definition. Die geschlossenen Wege ~y und 77 heiflen frei homotop in G , falls es eine stetige Abbildung

H: S'xI -G, 1 = [0, 1], gibt mit H (s, 0) = 7o(s), H(s, 1) = 7(s). Hierdurch wird
selbstverstindlich wieder eine Aquivalenzrelation erklért.

Figur 15.2

Satz 15.4 Die geschlossenen Wege g und v seien in G frei homotop zueinander. Dann gilt

f(z)dz:/ f()dz, [eo@).

Ich gebe hierfiir einen Beweis an dieser Stelle unter der zusétzlichen Voraussetzung, daf§ die Homotopie
H Einschrinkung einer differenzierbaren Abbildung auf einer Umgebung des glatt berandeten Kom-
paktums A := S' x I in der Untermannigfaltigkeit M := S! x R C R3 ist. Betrachte in diesem Fall
die 1-Form o« = f(z)dz auf G. Es gilt

_of of _
da—adz/\dz—k £d?/\d2—0

und damit auch dH*«a = H*da = 0. Der Satz von Stokes auf M liefert dann

0:/H*da:/dH*a: H*a:/ H*a—/ H '«
A A oA S1x {1} S1x{0}

= [ a- | a=[ @~ [ f@)dz,
/‘/la /70a 71 (Z)Z Yo (Z)Z

was zu beweisen war. O
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Satz 4 kann man allgemein wie Satz 2 beweisen (und dann Satz 2 ableiten; siehe z. B. CONWAY),
man kann aber auch Satz 4 aus Satz 2 ableiten: Wihle sq € S (kiinstlich) fest. Dies versieht die
Wege ~:(s) = H (s, t) mit (stetig) variierenden Anfangspunkten ~:(sg) =: « (¢). Man kann nun mit
20 = 7o(s0) leicht zeigen (falls o ,gut“ist): [20]7! o7 o[20] ist homotop zu a~! o~ o bei festem
Anfangspunkt zy. Also ist nach Satz 2

dz = dz = d
[ 1y /ZO] CTE / L

/fdz+ fdz+/f dz—/f
m

was wir zeigen wollten. O

Wir lassen ein paar Bemerkungen zum Begriff der Fundamentalgruppe eines Gebietes G folgen: Es
sel zp € G ein fest gewihlter Punkt, und L (G, zo) bezeichne die Menge aller geschlossenen Wege in
G mit Anfangs— und Endpunkt zy (das Symbol L steht hier fiir ,loop*). Diese Menge bildet bzgl.
der Hintereinanderausfithrung von Wegen eine algebraische Struktur, die fast wie eine Gruppe mit
neutralem Element [z9] und Orientierungsumkehr als Inversenbildung anmutet. In der Tat wird diese
Vermutung korrekt, wenn man bis auf Homotopie argumentiert. Wir schreiben ~¢ ., fiir Homotopie
von loops in L (G, z) bei festem Anfangs— und Endpunkt zq . Dies ist eine weitere Aquivalenzrelation,
die mit der Verkniipfung von loops vertriglich ist. Man setzt dann

7T(G, Zo) = L(G> ZO)/ =G,z

und beweist leicht, daf es sich hierbei um eine (i. a. nicht abelsche) Gruppe handelt. Die Klasse des
konstanten Weges [zo] ist hierin tatséchlich das neutrale Element, und die Klasse von « hat die Klasse

von a~!' zum Inversen.

Definition. Die Gruppe 7 (G, z0) heifit die Fundamentalgruppe oder die erste Homotopiegruppe von
G bzgl. des Aufpunktes zg .

In Wahrheit hingt diese Gruppe nur unwesentlich von dem ausgezeichneten Punkt zy ab. Ist ndmlich
z1 ein anderer Punkt und « ein zg mit z; in G verbindender Weg, so liefert

{ L(G, z0) — L(G, )

y »—>ao*yoa_1

einen Isomorphismus

71'(G, Zo) ;) 7T(G, Zl) .

Man spricht deshalb auch einfach von ,der“ Fundamentalgruppe von G, i. Z. 7 (G).
Wegen v ~a.z2 71 <= Y071 ! ~G 2 |%0] impliziert Satz 3 unmittelbar, daf das Integral auch als
Abbildung

12

/:W(G)XO(G) . C

aufgefafit werden kann.

Um den Zusammenhang zwischen Homotopie und Homologie etwas genauer erldutern zu koénnen,
machen wir uns zuerst klar, dafl wir bei jedem 1-Zyklus I' = 3 np v, in G mit geschlossenen Wegen
v ohne Einschrinkung jedes 75 an einem festen Punkt z; beginnen lassen kénnen (denn ~ und
aya~l sind stets homolog in G'). Also hat man eine surjektive Abbildung (siehe die Bemerkung im

Anschluf an Satz 13.4)
L(G, z0) — {1-Zyklenin G}/ ~c= Hi(G, 7Z),

12Man kann viel allgemeiner fiir topologische Riume X , die wegweise zusammenhiingend sind, die Fundamentalgruppe
erkldren.
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die mit den Verkniipfungen vertriglich ist. - Man hat nun mit Satz 2:

Satz 15.5 Aus v ~q., [20] folgt v ~c 0.

Beweis. Wegen Satz 2 gilt fiir alle z ¢ G':
, 1 1
2mn(’y,z):/ d(:/ ——d( =0. O
[

v C =2 %) €= %

Folgerung 15.6 FEs gibt einen natirlichen Gruppenepimorphismus

(G, z0) — Hi(G, Z) .
Man beweist in der Algebraischen Topologie sogar die folgende Aussage:

Satz 15.7 Die erste Homologie—Gruppe H,(G, Z) ist die abelsch gemachte Fundamentalgruppe, d. h.
H, (G, Z) = 7 (G)/ Kommutator — Untergruppe .
Beispiele. 1. Fiir C* := C\ {0} berechnet man sehr einfach die Fundamentalgruppe zu
T(C 27Z.

Die Isomorphie wird hergestellt durch Zuordnung der Umlaufzahl um 0 zu gegebenem Reprisentanten
einer Homotopieklasse. Insbesondere ist der Epimorphismus 7 (G) — H;(G, Z) in diesem Beispiel
ein Isomorphismus.

2. Fir C** := C\{ zwei Punkte } ist die Fundamentalgruppe nicht kommutativ! Man betrachte dazu
den folgenden Weg ~, der ,offensichtlich“ in C** nicht homotop zum konstanten Weg ist:

Figur 15.3

Dieser ist aber homotop zu 1 y2 77 ! Yo ! wobei die beiden Wege 71 und 7, in der folgenden Zeichnung
eingezeichnet sind.

Figur 15.4
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Somit ist -1 72 nicht homotop zu 51!

Bemerkung. Die Homotopiegruppe von C** ist die gleiche wie die der ,Acht“ oder des Zeichens
,Unendlich“, also des topologischen Raumes, der aus der Vereinigung zweier Kreisrinder S' mit ein-
punktigem Durchschnitt besteht. Sie ist isomorph zu dem freien Produkt von 7 (S'), also von Z, mit
sich selbst, in Zeichen: 7 (w) = Z * Z. Noch wesentlich allgemeiner zeigt man:

Ist der topologische Raum X ein CW-Komplexr und als solcher Vereinigung zweier weqweise zusam-
menhingender Riume Xy und Xo und ist schlieflich X; N Xy einfach zusammenhingend (zur Defi-
nition dieses Begriffes siche weiter unten) , so ist

7T(X1 UXQ) = 7T(X1) *W(XQ) .

Hierbei bezeichnet G« H das freie Produkt zweier Gruppen G und H , das formal aus allen endlichen
Produkten der Form g1, h1, gih1, hig1, g2h191, hagihi, ... mit g; € G, h; € H besteht.

Definition. Wir sagen kurz: Der geschlossene Weg v in G ist homotop Null oder nullhomotop in G,

in Zeichen v ~¢ 0, falls seine Homotopie-Klasse [y] trivial in 7 (G) ist, d. h. wenn v frei homotop
zu dem konstanten Weg [2o] ist (2o beliebig).

Satz 15.8 (Cauchyscher Integralsatz; Homotopie - Version) FEs sei f eine holomorphe Funkti-
on auf G und v~g 0. Dann gilt
/ f(z)dz =0.
¥

Definition. Das Gebiet G C C heifit einfach zusammenhdngend, falls jeder geschlossene Weg v in G
nullhomotop ist.

Beispiel. Jedes konvexe und allgemeiner jedes sternférmige Gebiet ist in diesem Sinne einfach zusam-

menhéngend. Man braucht nur einen beliebigen geschlossenen Weg langs der Sternstrahlen auf den
Sternmittelpunkt zusammenzuziehen. Aber auch das Komplement

G=C\{":0<0< 0}

einer Spirale hat diese Eigenschaft!

Figur 15.5

Noch abenteuerlicher mutet wahrscheinlich das folgende Beispiel an:
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I OO o
||M§z

Figur 15.6

Eine direkte Folgerung aus Satz 4 ist der

Satz 15.9 Es sei f € O(G), G ein einfach zusammenhdingendes Gebiet. Dann gilt

[{f(z)dz =0

fiir alle geschlossenen Wege v in G .

Um diese Fassung des Cauchyschen Integralsatzes leicht anwenden zu kénnen, benttigt man handli-
che, geometrisch einsichtige Kriterien dafiir, wann ein Gebiet im Komplexen einfach zusammenhéngend
ist. Man kann folgendes zeigen (siehe FISCHER-LIEB):

Satz 15.10 Das Gebiet G C C ist genau dann einfach zusammenhdngend, wenn sein Komplement in

der erweiterten Ebene C zusammenhdngend ist.

(Zum Begriff der erweiterten Ebene siche Kapitel 18).

Mit diesem Satz erschligt man offensichtlich das obige Beispiel des Spiralenkomplementes. - Eine
unmittelbare Konsequenz dieser Aussage ist die

Folgerung 15.11 Fin beschrinktes Gebiet G C C ist genau dann einfach zusammenhdngend, wenn
das Komplement C\ G zusammenhingend ist.

Beispiel. Fiir G = C* ist C\ G = {0} zusammenhiingend, aber C\ G = {0, co} nicht. Also ist
G nicht einfach zusammenhéngend. Man kann dies iibrigens auch durch Ausrechnen der Fundamental-
gruppe erhalten, die sich zu

T(C*) =2 Z

ergibt. Die Isomorphie wird hergestellt durch Zuordnung der Umlaufzahl um 0 zu gegebenem Re-
prasentanten einer Homotopieklasse.

Wegen Satz 2 ist jeder nullhomotope Weg auch homolog 0. Folglich ist jedes einfach zusam-
menhingende Gebiet in C auch homologisch einfach zusammenhéngend. In der Tat sind aber beide
Begriffe gleich. Dies folgt aus einem tiefliegenden Resultat der Funktionentheorie, ndmlich aus dem
Riemannschen Abbildungssatz, den wir in Kapitel 22 formulieren und beweisen werden. - Wir stellen
hier schon das finale Ergebnis zusammen und beweisen, was uns im gegenwértigen Augenblick mdglich
ist.
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Satz 15.12 Es sei G ein Gebiet in C. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent :
1. G ist einfach zusammenhdngend.
2. G ist homologisch einfach zusammenhingend.
3. Jede holomorphe Funktion auf G besitzt eine Stammfunktion.
4. Jede harmonische Funktion auf G ist Realteil einer holomorphen Funktion.
5. Jede nirgends verschwindende holomorphe Funktion auf G besitzt einen Zweig des Logarithmus.
6. Jede nirgends verschwindende holomorphe Funktion auf G besitzt einen Zweig der Quadratwurzel.

7. G ist ganz C oder biholomorph dquivalent zu dem FEinheitskreis.

Beweis. Es ist klar, daf§ 7. die Aussage 1. impliziert. Ferner wissen wir schon 1. — 2. = 3.

Zu 3. = 4.: Ist die Funktion g harmonisch auf G, so folgt aus den Cauchy—Riemannschen Differen-
tialgleichungen die Holomorphie von f := g, — igy. Essei F = u + iv eine Stammfunktion von f.
Dann gilt erneut mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen:

uz—|—i’l}wZvy—iuy:F/:f:gw_igyv
also gz = ugz, gy = uy und damit bei geeigneter reller Konstante c:
g=u+c=Re(F +c¢).

Zu 4. = 2.: Es sei z9 ¢ G, ohne Einschrinkung zp = 0. Dann ist ¢g(z) = log | z| eine harmonische
Funktion auf G. Man rechnet sofort nach, dafl jede holomorphe Funktion f mit Re f = ¢ eine
Stammfunktion von 1/z sein mufl. Dann ist aber fiir jeden geschlossenen Weg ~v in G':

L[

211 N %

n(770): =0;

mit anderen Worten: zp = 0 € I (7).

1
Zu 5. = 6.: Ist h ein Logarithmus zu f,d. h. f = exp h, soist g := exp ih holomorph auf G
mit g2 = f.

Zu 6. = 7.: Dies wird erst im Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes gezeigt. O
Es fehlt noch der Beweis von Satz 2. Eine Schwierigkeit besteht darin, daf§ die Zwischenkurven
H (s, tg), tofest, sel

(und auch H (sg, t), so fest, t € I) fiir die gegebene Homotopie H nur stetig sind, nicht aber
unbedingt stiickweise stetig differenzierbar, so daf§ die Integrale iiber f lings dieser Wege (zumindest
nach unserer Definition) nicht notwendig existieren.

Nehmen wir daher zunédchst an, dafl dies dennoch der Fall sei, und nehmen wir zuséitzlich an, daf es
eine Unterteilung von I = [a, b]:a =ty < t; <...< t, = b gibt, so daf mit

ij:{(s,t)EIxI:tj_l SSStj,tk_l Stétk}
gilt:

(*) H(Qjx) CDjp C G,
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wobei Djj, eine geeignete Kreisscheibe ist (auf der dann eine Stammfunktion von f existiert). Insbe-
sondere ist unter dieser Voraussetzung H (0Q;i) ein geschlossener Weg in Dy, , so daf also

/ f(z)dz=0.
H(0Qjk)

Es sei nun 7, parametrisiert durch H (s, t). Dann ist
spur = J H (9Q}) .

wobei 6@?,? die untere Seite von @, (mit der richtigen Orientierung) bezeichnet. Es folgt (bei geeig-
neten entsprechenden Bezeichnungen fiir die oberen Seiten):

o () - ~/¢?k+1 Fle)dz =2, </H<8Q;;:>) J@) - /HwQ;‘;)) 7 dz)

=1

=3[ e =0,
j=1 Y H(9Qjk)

da sich die Integrale iiber die mittleren vertikalen Randstiicke wegheben und am linken und am rechten
Ende die fehlenden Integrale iiber den konstanten Weg erstreckt werden, also Null sind.

P

Figur 15.7

/vof(z)dzz/%f(z)dz: en,f(Z)dZ:[hf(z)dZ'

Die Voraussetzung (*) 18t sich stets erreichen: H (I x I) ist eine kompakte Teilmenge von G, die sich
durch endlich viele Kreisscheiben D, C G iiberdecken 1dt. Dann wird aber I x I durch die Urbilder
f~1(U,) iiberdeckt, und nach dem Lebesgueschen Lemma gibt es ein € > 0, so dal jede Teilmenge
A C I x I mit Durchmesser diam A < ¢ in einer der offenen Mengen f~1(U,) liegt. Somit gibt es,
wie gewiinscht, eine Unterteilung von I, so da f(Q,x) C Djx C G.

Also ist

Nun ist aber Dj; konvex fiir alle j, k, und die Bildpunkte der vier Ecken von @Qjr sind in Dy
enthalten. Wir konnen daher die (stetigen) Wege H(0Q;) durch den Streckenzug ersetzen, der (in der
richtigen Reihenfolge) die Bildpunkte verbindet:

Figur 15.8
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Man sieht dann wie oben sofort, daf die Integrale iiber die (,,approximierenden®) Streckenziige 7, alle
gleich sind.

Figur 15.9

Nun ist aber (siehe Zeichnung)

Wf(Z)dZ/%f(Z)dz, /%f(Z)dZ/%f(Z)dz,

woraus die Behauptung folgt. O

Als Anhang zu diesem Kapitel wollen wir noch einige Bemerkungen zu dem Monodromiesatz
bei analytischer Fortsetzung machen. Wir miissen dazu zunichst den Begriff der Kreisketten und
Kreisketten lings Wegen erldutern.

Definition. Unter einer Kreiskette (in dem Gebiet G') verstehen wir ein endliches System D;, j =
0,...,n, von Kreisscheiben D; (C G), sodaBl Dj_1 N D; # 0. Fiir die meisten Anwendungen in der
Funktionentheorie ist es sinnvoll, zusétzlich zu der obigen Bedingung zu fordern, dafl fiir die Mittel-
punkte z; der D; gilt:

zj € Dj+1 y  Rj+1 € Dj .
Eine Kreiskette ldngs eines (stetigen) Weges « : [a, b] — G ist eine Kreiskette in G, die den folgenden
Bedingungen geniigt:

a) z; = y(t;) mit a =t < t;1 <---<t, =0,

b) spury,_,,) C Djm1ND;, j=1,...,n.

j+1

Dj_1
Figur 15.10

Definition. Es sei f ein holomorpher Funktionskeim an der Stelle zg, d. h. eine holomorphe Funktion,
die in einer Umgebung von zy erklért sei. Man sagt dann, dafl sich f ldngs eines stetigen Weges ~
mit Anfangspunkt zo analytisch fortsetzen 1aBt, falls es eine Kreiskette D; langs v und holomorphe
Funktionen f; € O (D;) gibt, so da f = fo auf Dy und f; = fj41 auf D; N Djqg.
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Figur 15.11

Man kann sich das Entstehen einer solchen analytischen Fortsetzung im j—ten Schritt so vorstellen, dafl
f; an der Stelle z;4; in eine Potenzreihe entwickelt wird, die eventuell in dem tiber D; herausragenden
Kreis Djy1 noch konvergiert.

Mit den gleichen Mitteln wie im Beweis von Satz 2 deduziert man dann den Monodromiesatz.

Satz 15.13 (Monodromiesatz) Es seien g und y; homotope Wege (mit gleichen Endpunkten). Es
sei eine Homotopie H (s, t) fest vorgegeben mit den Zwischenkurven ~y; . Der holomorphe Funktionskeim
fo nahe des gemeinsamen Anfangspunktes zg von o und 1 lasse sich lings jeden Weges v+ analytisch
fortsetzen. Dann stimmen die Fortsetzungen lings v und v in der Ndihe des Endpunktes z1 tiberein.

Man mache sich klar, da dieser Satz als Spezialfall Satz 2 enthélt, wenn man zu vorgegebener
holomorpher Funktion f € O(G) einen Keim einer Stammfunktion F' von f in der Nihe eines festen
Punktes zp € G entlang von in zy beginnenden (stetigen!) Wegen'3 analytisch fortsetzt. Auerdem
veranschauliche man sich die Bedeutung dieses Satzes, indem man die analytischen Fortsetzungen ir-
gendeines Keims des Logarithmus nahe eines Punktes zy € C* | also einer lokalen Stammfunktion der
Funktion 1/z, lings aller in 2y beginnenden Wege in C* studiert.

Zur Erbauung des Lesers empfehlen wir einige Zeichnungen in dem Buch von M. Kuca: Galois
Dream. Group Theory and Differential Equations, erschienen bei Birkhauser 1993, die vielleicht noch
deutlicher als im Text dort erwdhnte Homotopie—Sachverhalte veranschaulichen.

)

13Dieses Argument zeigt dann iibrigens auch, da man sogar fiir stetige Wege 7 : [a, b] — G ein Integral
z

f(2)dz
~

fiir holomorphe Funktionen f € O(G) erkldren kann, das bei stetig differenzierbarem -~ mit unserer alten Definition
tibereinstimmt.

Im Ubrigen ist jeder stetige Weg mit Spur in G im Sinne der algebraischen Toplogie homotop in G zu einem stiick-
weise stetig differenzierbaren Weg, genauer sogar zu einem Streckenzug. Daraus folgt, dal die iibliche Definition der
Fundamentalgruppe mit der von uns gegebenen iibereinstimmt. Nach Satz 7 ist die algebraisch definierte Homologiegrup-
pe Hi‘lg(G, Z) die abelsch gemachte Fundamentalgruppe; somit existiert ein natiirlicher Gruppen—Epimorphismus von
dieser Homologiegruppe auf die von uns (nach EMIL ARTIN) definierte:

Hililg(Gv Z) - HI(G’ Z) .

Wir kénnen hier nicht in einen Beweis dafiir eintreten, dafl dies sogar ein Gruppen—Isomorphismus ist.



16 Der Satz von Mittag - Leffler und
der Weierstraf3sche Produktsatz

Der Weierstrafische Produktsatz 16st das naheliegende Problem, in Gebieten G C C holomorphe Funk-
tionen zu konstruieren, die genau an vorgegebenen Stellen von vorgeschriebener Ordnung verschwinden.
Heutzutage fithrt man dieses Problem auf das sogenannte Mittag—Leffler Problem (MITTAG - LEFFLER
1877) zuriick, obwohl historisch gesehen die tatséchliche Entwicklung in umgekehrter Reihenfolge verlief
(WEIERSTRASS bewies den Produktsatz 1876). Und obwohl der Miinchner Professor der Mathematik
und anerkannte Funktionentheoretiker Geheimrat PRINGSHEIM'* gegen solche Tendenzen vehement
gewettert hat, folgen wir diesem 6konomischen Vorgehen.

Bei dem Problem von Mittag—Leffler handelt es sich um eine Verallgemeinerung der Partialbruch—
Entwicklung fir rationale Funktionen: Ist

P(2)
Q(2)

eine rationale Funktion auf C, wobei P, @ € C|z] ohne Einschrinkung ohne gemeinsame Nullstellen
seien, so liefert die Partialbruch—Entwicklung eine Zerlegung

R(z) =

R(:) = 3 Hi(2) + S ().

wobei die

a1 a;2 Qjej
z) =
R P EAM Fan
die Hauptteile von R an den paarweise verschiedenen Nullstellen z; # 2, von @ (z) sind und der
Rest S notwendigerweise eine holomorphe rationale Funktion, also ein Polynom

S(z) e Cl7]

sein muf.

Ahnliche Entwicklungen waren auch schon frither fiir transzendente Funktionen (im Reellen) be-
kannt. Hierbei ist die Menge der Pole selbstverstidndlich nicht endlich. So stammt z. B. von EULER
(1734) die Entwicklung des Cotangens:

oo

1 1 1
t = -
7 cot (7 2) z+;{z+n+z—n

MEs sollte auch jedem Studierenden der Mathematik bekannt sein, daB Thomas Manns hervorragende Kenntnis der
Lebensverhiltnisse Miinchner Grof3biirgerkreise, wie er sie z. B. in seinem Doktor Faustus meisterhaft schildert, vor allem
dem Umstand zu verdanken ist, daf} er diese bei seinem Schwiegervater Pringsheim bestens studieren konnte. Und Katja
Pringsheim—Manns Studium der Mathematik findet ihren Niederschlag in der Figur von Imma Spoelmann aus dem Roman
Konigliche Hoheit: ... Und nebenbei hatte sie zweimal dem zahlentheoretischen Kollegium des Geheimrats Klinghammer
in der Universitit beigewohnt, - [...] denn bekanntlich war sie ein gelehrtes Mddchen und oblag dem Studium der Algebra.
[-..] <Nein >, rief er, <heute dirfen Sie keine Algebra treiben, Friulein Imma, oder im luftleeren Raum spielen, wie
Sie es nennen! Sehen Sie doch die Sonne! ... Darf ich? ... >Und er trat zum Tischchen und nahm das Kollegheft
zur Hand. Was er sah, war sinnverwirrend. In einer krausen, kindlich dick aufgetragenen Schrift, die Imma Spoelmanns
besondere Federhaltung erkennen liefs, bedeckte ein phantastischer Hokuspokus, ein Hexensabbat verschrinkter Runen die
Seiten. Griechische Schriftzeichen waren mit lateinischen und mit Ziffern in verschiedener Hohe verkoppelt, mit Kreuzen
und Strichen durchsetzt, ober— und unterhalb waagrechter Linien bruchartig aufgereiht, durch andere Linien zeltartig
iberdacht, durch Doppelstrichelchen gleichgewertet, durch runde Klammern zusammengefaf$t, durch eckige Klammern
zu groflen Formelmassen wvereinigt. Einzelne Buchstaben, wie Schildwachen vorgeschoben, waren rechts oberhalb der
umklammerten Gruppen ausgesetzt. Kabbalistische Male, vollstindig unverstindlich dem Laiensinn, umfafsten mit thren
Armen Buchstaben und Zahlen, wihrend Zahlenbriiche ihnen voranstanden und Zahlen und Buchstaben ihnen zu Hdupten
und Fiflen schwebten. Sonderbare Silben, Abkiirzungen geheimnisvoller Worte waren tberall eingestreut, und zwischen
den nekromantischen Kolonnen standen geschriebene Sitze und Bemerkungen in tiglicher Sprache, deren Sinn gleichwohl
so hoch tber allen menschlichen Dingen war, daf8 man sie lesen konnte, ohne mehr davon zu verstehen, als von einem
Zaubergemurmel. Klaus Heinrich sah auf zu der kleinen Gestalt, [...] in deren fremdartigem Képfchen dies alles Sinn
und hohes, spielendes Leben hatte. Er sagte: <Und tiber diesen gottlosen Kiinsten wollen Sie den schonen Vormittag
versdumen? >
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Man nennt diese Reihe oft die ,,Partialbruch—Zerlegung des Cotangens“. Wir wollen darunter aber eine
préazisere Entwicklung verstehen, die wir weiter unten mit funktionentheoretischen Mitteln herleiten
werden. Finen einfachen Beweis der Eulerschen Zerlegung erhélt man beispielsweise dadurch, daf§ man
die Fourier—Reihe fiir f () = cos zz bildet und dann = = 7 setzt. Durch ,Hochintegrieren* folgt aus
dieser Identitét eine Produkt-Darstellung der Sinus-Funktion, genauer:

sin(rz) = 7z ]O'O[ (1 - f;) :

n=1

und wenn man in diesen Ausdruck z = 1/2 einsetzt, so erhélt man das beriihmte WALLISsche Produkt

1:7;11115[1(1—(271)2).

Etwas préziser stellt das Mittag—Leffler—Problem die Frage: Kann man meromorphe Funktionen auf
C (allgemeiner auf Gebieten G C C ) mit vorgeschriebenen Polstellen und Polstellenordnungen konstru-
ieren? In dieser Form ist es umgekehrt eine direkte Konsequenz aus dem Weierstrafischen Produktsatz:
Besitzt f € O(G) die Nullstellen a € N # G mit den Nullstellenordnungen n, € N*, a € N, so ist
die Funktion 1/f meromorph auf G und besitzt die Polstellenmenge P = N und die Polstellenord-
nungen n,, a € P.

Das Mittag—Leffler—Problem kann man aber noch wesentlich genauer formulieren und dann sogar auf
holomorphe Funktionen mit isolierten Singularititen in G verallgemeinern: Man finde eine meromorphe
Funktion auf G C C mit vorgeschriebenen (endlichen) Hauptteilen an allen Polstellen!

Laft man also statt Polen auch wesentliche Singularititen zu, so wird man automatisch zu der
folgenden verallgemeinerten Fragestellung gefiihrt.

Definition. Eine MITTAG - LEFFLER— oder Hauptteil-Verteilung auf dem Gebiet G C C ist eine Menge
H={h,:a€8}

von (nicht notwendig endlichen) Hauptteilen

G-a "o

wobei S C G eine diskrete Teilmenge bildet.

he = + .- € 0(C\{a}),

Eine Mittag—Leffler—Verteilung H auf G heifit ldsbar, wenn es eine holomorphe Funktion f auf G\ S
gibt, so dal f — h, holomorph (ergénzbar) ist in einer Umgebung von a fiir alle a € S'.

Bemerkungen. 1. Jede holomorphe Funktion f auf G\ S liefert bei diskreter Teilmenge S C G eine
Mittag—Leffler—Verteilung H (f) = {hq: a € S}, wobei h, den Hauptteil der Laurent—Entwicklung
von f um die singuldre Stelle a € S bezeichnet. Eine Mittag—Leffler—Verteilung H ist also genau
dann 16sbar, wenn es eine Funktion f gibt mit H (f) = H.

2. Tatséchlich ist jede Mittag—Leffler—Verteilung (auf beliebigen Teilgebieten G C C) 1sbar (siehe z. B.
[ 11 ], Kap. VIII , und [ 3 ], Kap. III, § 7). Man kann an jeder Stelle a € S sogar noch einen endlichen
Abschnitt des Nebenteiles vorschreiben (Mittag—Lefflerscher Anschmiegungssatz). Wir werden uns im
folgenden aber auf die Betrachtung des Spezialfalls G = C beschrinken.

Bevor wir uns aber der Frage nach der Ezistenz von Losungen widmen, wollen wir schnell kléren,
wieviele Losungen ein Mittag-Leffler—Problem {iberhaupt besitzen kann. Nun: Wenn f eine Losung
ist, so ist auch f + g eine Losung fir alle ¢ € O(G). Sind umgekehrt f, f Losungen, so ist ihre
Differenz f — f holomorph auf G\ P und (f— D) = ha — ha+ eine holomorphe Funktion, also

f—f=9g€0O(G).- Wir haben damit bewiesen (man beachte die nicht nur zuféllige Korrespondenz
mit der Losungstheorie nichthomogener linearer Gleichungssysteme):
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Satz 16.1 Ist f Losung einer Mittag—Leffler—Verteilung H auf G, so durchliuft f + g alle Losungen
von H , wenn g alle holomorphen Funktionen auf G durchlduft.

Wir beweisen jetzt die Existenz von Losungen fiir G = C. Es sei also S C C die diskrete Menge
der singuldren Stellen. Ist S nicht endlich, so ist S abzdhlbar unendlich und ohne Haufungspunkte in
C, so dafl ohne Einschriankung stets vorausgesetzt werden kann, dafl

S ={a;eC:jeN},
wobei ay = 0, sofern 0 in S enthalten ist, und
0=lao| < lai] < Jaz| < ..., lim|a;| = 0.
Ist die Ausnahmemenge S endlich, so ist die Antwort einfach: Man bildet
F=Y ha
a€csS

und hat damit offensichtlich eine Lésung konstruiert. Im allgemeinen Fall ist jedoch die unendliche

Reihe -
f=> ha
j=0

nicht konvergent. Unser Ziel wird es daher sein, die Reihe h,; durch Subtraktion geeigneter holomor-
pher Funktionen so abzuidndern, dafl Konvergenz erzwungen wird. - Um dies konkret durchfithren zu
konnen, bendtigen wir einige Vorbereitungen.

(oo}
Definition. Eine unendliche Reihe Z f; von Funktionen f;, die auf der offenen Menge U C C mit
j=1
Ausnahme von isolierten Singularitéiten holomorph sind, konvergiert kompakt nach Definition, wenn es
zu jedem Kompaktum K C U einen Index jy gibt, so dafl fjl ¢ holomorph auf (einer Umgebung von)

K ist fiir alle j > jp und die Reihe
> fik
Jj2Jjo
auf K gleichméfig konvergiert. Diese Bedingungen sind genau dann auf jedem Kompaktum in G erfiillt,

wenn sie in einer Umgebung eines jeden Punktes zy € G nachweisbar sind, also lokal gleichmdfige
Konvergenz auf G vorliegt.

Satz 16.2 (Mittag - Leffler) Sei ap = 0, aq, as, ..., eine unendliche Folge paarweise verschiedener
komplexer Zahlen mit 0 < |a1| < |az| <--- und lim |a; | = oco. Die Funktionen h; seien Hauptteile
mit Entwicklungspunkt a; , wobei ho = 0 zugelassen ist. Setzt man

1
= g lal, D= {1zl <),

wdhlt man eine Folge positiver reeller Zahlen €; mit

(o]
E g < 0
Jj=1

und die Folge der k; € N so grofi, dafl fiir das Taylorpolynom k;—ter Ordnung von h; um 0, welches
wir mit Pj bezeichnen wollen, gilt :

|hj(z) = Pi(2)| <&, z€Dj,

so konvergiert die Reihe
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(*) f=ho+ Z(h] -
j=1

kompakt gegen eine Losung der gegebenen Verteilung.

Sind P; € O(C) irgendwelche ganze Funktionen, so daf () kompakt konvergiert, so ist f automatisch
eine Lisung.

Beweis. 1) Wir zeigen zuerst die letzte Behauptung: Wenn P; € O (C) holomorphe Funktionen sind,
so daf} die Reithe f = ho + > (h; — P;) kompakt konvergiert, so ist f eine Lésung des Mittag—
Leffler—Problems. Denn sei R > 0 beliebig vorgegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein jo, so dafl
(h; — Pj)ﬁR(o) holomorph ist fiir alle j > jo und die Reihe ab jo dort gleichméfig konvergiert. Zerlegt
man also f in die Bestandteile

Jjo—1 0o
F=ho+ > (b —P)+ Y (hj— P,
i=1 i=do

so enthélt der zweite genau alle Hauptteile mit Mittelpunkt a; € Dg(0) und der dritte ist holomorph
auf Dg(0). Also lost f auf Dg(0) fiir alle R > 0 und damit auf ganz C.

ii) Die Reihe (x) ist unter den angegebenen Voraussetzungen kompakt konvergent. Denn setzt man
K = Dg(0), so existiert ein jpo € N, so daf3 hj\ﬁR(o) holomorph ist fiir alle j > jo, und die Menge
Dgr(0) C D;. Also ist insbesondere |h; — P;| < ¢; auf Dg(0) und damit

gleichmiilig konvergent auf Dr(0) . O

Bemerkung und Definition. Aufgrund des Satzes von Mittag—Leffler kann man jede meromorphe Funk-
tion f auf C mit der (endlichen) Hauptteil-Verteilung h;, j € N, auf die folgende Weise zerlegen:

f2)=h(z)+g(z), h(z) = ho(z) + Y (h Pi(2)), g(z)€0(C),

j=1
wobei die P; geeignete Taylorpolynome der Hauptteile h; um 0 sind. Jede solche Zerlegung heiflt

(eine) Partialbruch—Entwicklung von f .

Wir wollen als erste Anwendung eine Funktion mit vorgegebenen einfachen Polen in den Punk-
ten a; mit Residuum c¢; # 0 konstruieren. Der Beweis des Satzes von Mittag-Lefller legt uns die
Taylorentwicklung der entsprechenden einfachen Hauptteile um den Nullpunkt nahe:

1 1 1
rErrs Ly (2 ) 2] < lay].

a; 1 — — a5 =0
aj
o0
Danach haben wir eine beliebige konvergente Folge Z €; < oo herzunehmen und die Zahlen k; so
j=1

grof} zu wihlen, daf3

k; ( )k:
=0 \%i

fir alle z mit 2|z| < |a;|.- Unter diesen Vorgaben erhalten wir:

z — aj a]
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Satz 16.3 Die Reihe

k.
1 L2k
f(z)ZCZOJrZCj[Z%JFZa}jH}

k=0 "J

ist meromorph in C mit einfachen Polen vom Residuum c; in den Punkten a; und holomorph aufer-
halb.

0, £1, £2,.... Nun ist fir |z|] < R, |j| > 2R

Beispiele. 1. Wir setzen ¢; = 1, a; = j, j
offenbar |z — j| > j/2 und damit

1.+1.‘ el 2R
z—J ] Jlz =7l J

1
Da auflerdem die Reihe Z —5 konvergiert, ist
J

(+) fa=te ¥ (543

jemnoy N° Y

kompakt konvergent auf C und 16st folglich das obige Mittag—Leffler—Problem. Mit anderen Worten:
f ist eine meromorphe Funktion auf C mit einfachen Polen in Z vom Residuum 1. Falt man in der
unendlichen Summe ganz rechts die Glieder zu j und —j zusammen, so gewinnt man die Reihe

o= 3 (S ag)

jEN*

von der wir nach EULER schon wissen, dafl sie die Funktion 7 cot (7 z) darstellen muf. Im Gegensatz
zu (+) ist dies allerdings im strengen Sinne unserer obigen Definition keine Partialbruch—-Entwicklung
der Funktion 7 cot (7 z), da die Reihen

einzeln fiir sich nicht kompakt konvergieren.

2. Nicht immer sind konvergenzerzeugende Summanden notwendig. Man sieht unmittelbar ein, dafl die
Reihe

o=ty
z) = —
z z — j2

j=1

kompakt konvergiert und damit meromorph ist mit einfachen Polen vom Residuum 1 an den Stellen
‘2 .
aj = j3%,7=0,1,2,....

Wir wollen jetzt funktionentheoretisch nachweisen, dal das erste Beispiel die Partialbruch—
Entwicklung von 7 cot (7 z) ist. Diese Funktion hat Polstellen erster Ordnung in den Nullstellen von
sin (7 z), also in Z. Der Faktor 7 ist so gewihlt, daf§ auflerdem die Residuen auf 1 normiert sind. Also

gilt nach Beispiel 1
1 / 1 1
t = — —
meot(mz) = g(z) + . + E ( + )

z=3J J
mit einer ganzen Funktion g € O (C) (3. bezeichnet die Summation iiber alle Indizes in Z\ {0} ).

Durch Differenzieren (was auf der rechten Seite wegen der kompakten Konvergenz ohne weiteres erlaubt
ist), erhélt man die Beziehung

JEZ
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Offensichtlich hat die unendliche Reihe ganz rechts ebenso wie die Funktion 1/sin z die Periode 1.
Zudem kann man zeigen (siehe z. B. FISCHER-LIEB, p. 200), dafl diese beiden Funktionen auf dem
Streifen

{0 < Rez <1}

bei | Im z| — oo gleichméBig gegen 0 gehen. Damit ist auch

! - 0.
9 1{0<Re 2<1} T 2] o0
Also mufl nach dem Satz von Liouville ¢’ = const. = 0 und damit g = const. sein. Beide Seiten sind

aber ungerade, so dal auch g ungerade und damit gleich 0 ist.

Wir fassen noch einmal zusammen:

Satz 16.4 Fir den Cotangens gilt die Partialbruch—Entwicklung

W-cot(ﬂz):i-i-zl( ! +1>

z =7 J

Wir wollen hierfiir noch einen weiteren Beweis angeben, der im Wesentlichen nur den Residuensatz
als Hilfsmittel heranzieht. Man betrachtet hierzu fiir festes z € C\ Z die Funktion

F(U]) = ﬁ ™ COt(Tl'U)) y
die Singularitdten an den Stellen w = z und w = j € Z besitzt, und zwar Pole erster Ordnung aufler
im Fall w = 0. Der Nullpunkt ist ein Pol zweiter Ordnung. Die Residuen an den Polstellen erster
Ordnung sind offenbar
z 1

1
—mcot(mz) und - ~ = -+ =
(r2) iz—=1J) 2=

fix j ez,
und mit einer leichten Rechnung bestimmt man auch das Residuum im Nullpunkt zu 1/z. Es sei nun
Q. ein achsenparalleles Quadrat der Kantenldnge 2n + 1 mit Mittelpunkt 0 und |z| < n. Dann ist

1
211 Q.

1 z
Fw)dw = —wcot(mz) + — + -,
2 el T iy
jl<n

und es bleibt nur zu zeigen, daf} das links stehende Integral fiir n — oo gegen Null geht.

Dazu geniigt zu zeigen, daf die Funktion w +— 7 cot (m w) unabhéngig von den Zahlen n € N auf den
Integrationswegen 0@, beschrankt bleibt. Denn dann ist

’ F(w)dw‘§04(2n+1) - 2] - ,
0Qn <n+ 2) (n+2—|z|)
was offensichtlich ausreichend ist. Nun ist im Bereich |y| = | Im w| > 1 aber stets

1 + e 27yl 1+ e 2
e

| cot (mw) | <

und die Beschrinktheit auf den Stiicken w = n + 1/2 + iy, |y| < 1 ist eine einfache Folgerung aus
der Periodizitdt der Cotangens—Funktion. ]
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Bemerkung. Man kann aus dieser Partialbruch—Entwicklung noch auf eine andere Weise die EULERschen
Relationen ableiten (siehe Satz 11.9 im Anhang zu Kapitel 11). Wir hatten dort fiir die Funktion

g(z) = ezz—l mit ¢(0) =1

um den Ursprung eine Potenzreihen—Entwicklung der Gestalt

z s Bgn 2
= ]_ —_ = n
9(2) 3 T nz::l @2n)! ~

gefunden, wobei die Bs, die BERNOULLI-Zahlen bezeichnen. Wie wir aber schon aus der Analysis
wissen, hiangt die Funktion ¢ eng mit der Funktion z cot z zusammen: Eine leichte Rechnung unter
Zuhilfenahme der Eulerschen Formeln fiir den Sinus und den Cosinus liefert

22n

1) =—— By, 22
) (2n) 77

(o)
zeot z = g(2i2) +iz =1+ Z(—
n=1
und damit

)271
B2n ZQn

oo
(%) mz cot(mz) = Z

Auf der anderen Seite ist dieselbe Funktion wegen der oben hergeleiteten Partialbruch—Entwicklung

gleich
2
14+ 2z E — k:2 ,

und vermoge der geometrischen Reihe deduzieren wir hieraus

(xx) mcot(m)=1+2z2§1(— 132:0(22) )_1_221(Z<k2n>)22"-

Durch Koeffizientenvergleich mit (x) findet man erneut die Eulerschen Relationen.
Durch Differentiation folgt aus dem letzten Satz sofort (siehe auch oben):

Satz 16.5 (Smaz)f = Z (zl_jf ,

JEZL

SchlieBlich kann man mit den obigen Uberlegungen auch die Partialbruch-Entwicklung von m
0
selbst gewinnen. Aus

) 1
cos(mz) = sin (z + 2)

ergibt sich mit a; = j + 1/2 unmittelbar

(ot5) - > (%)

S 1 1
mtan (rz) = — Z (z—a-+w>'
j J

j=—o00

und durch Integration
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Nun ist bekanntlich

7o + tan o 2
cot = anmTo = ————
2 2 sin (7 2) ’

so daf} sich endlich die Partialbruch-Entwicklung von 7/sin (7 z) ohne Miihe hinschreiben 14ft. Fafit
man in dieser je zwei Terme zusammen, so kommt die Darstellung

™

N

= S 2z
2 s

sin (7 2) B = J

aus der sich fiir z = 1/2 die Reihenentwicklung

Tl 1S, 1 (=1)?
iR DIl L T

Jj=1

o
|
N

von selbst ergibt.

Wir wenden uns jetzt dem Nachweis des WEIERSTRASSschen Produktsatzes zu und geben uns zu
diesem Zwecke eine diskrete Menge N C C und Nullstellenordnungen n; in a; € N, j € N vor. Ein
solches System nennen wir kurz eine Weierstraffverteilung. Unser Problem ist nun, eine holomorphe
Funktion f € O(C) zu finden mit f(z) # 0 fiir alle 2z € C\ N und ord,, f = n;.Ist N endlich, so
16st selbstverstiandlich

IT G —apm

a; EN

dieses Problem. Im allgemeinen Fall miissen wir unendliche Produkte betrachten und entsprechend zu
dem Mittag—Leffler—Problem konvergenzerzeugende Faktoren einfiihren.

Wir machen uns zuerst wieder kurz Gedanken iiber die Gesamtheit aller Lisungen. Sind f und g
Losungen einer Weierstraiverteilung, so ist g /f holomorph und nirgends Null; da C einfach zusam-
menhingend ist, ist g /f = e"*), h € O(C). Das Umgekehrte gilt auch:

Satz 16.6 List f die Weierstrafverteilung { (aj, nj): a;j € N}, so durchliuft
f-e", heo(C)

alle Losungen der Weierstrafiverteilung.

Offenbar miissen wir uns bei diesem Problem sinnvollerweise mit wunendlichen Produkten her-
umschlagen. Dazu benétigen wir einige Definitionen und Hilfsséitze (deren einfache Beweise man in
FISCHER-LIEB, pp. 193 ff. findet).

Definition. i) Es seien alle a; € C*. Dann nennt man das Produkt H;’il a; konvergent gegen a, in
Zeichen

o0

H a; = a,

j=1

wenn lim, . [[j_; a; = a und a # 0.
ii) Es seien die a; nicht notwendig alle ungleich Null. Dann heifit das unendliche Produkt H;’il a;

konvergent, falls fast alle a; # 0 sind und das Produkt Haj 20 @j im Sinne von i) konvergiert. Ist

tatséichlich mindestens ein a; = 0, so setzt man dann [[{° a; = 0. Im anderen Fall verwendet man
die Definition in i).
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Bemerkung. Ist das Produkt [] a; = a konvergent, so muf aufgrund der obigen Definition notwendig
lim;_, a; = 1 gelten. Daher schreibt man unendliche Produkte meist in der Form

H(lJruj), limu; =0,

wobei fast alle u; von —1 verschieden vorausgesetzt werden.
Hilfssatz 1 Ist die unendliche Reihe
Zlog(l +uj), u; # -1,
konvergent (fiir irgendeinen Zweig des Logarithmus in Abhdngigkeit von j ), so ist das unendliche Pro-

dukt
H (1 + uy)

ebenfalls konvergent, und zwar gegen
exp (Z log (1 + uj)) .

Dies ist natiirlich schlicht und einfach eine Konsequenz der Stetigkeit der Exponentialfunktion.

Hilfssatz 2 Ist 1 + u; nicht aus R_ fiir alle j und bezeichnet Log den Hauptzweig des Logarithmus,
dann gilt :

oo

Z|Log(1+uj)| < 00 = Z\uﬂ < 00.
j=1

j=1
Der Beweis von Hilfssatz 2 folgt unmittelbar aus der fiir |u| < 1/4 giiltigen Abschitzung

2 4
S lul < [Log(1 + )| < Slul. 0

Definition. Das Produkt H;)i1 (1 + u;) heiBt absolut konvergent, falls die Reihe Z u; absolut kon-
j=1
vergiert. Nach den obigen Bemerkungen ist diese Bedingung gleichbedeutend mit der Konvergenz der
Reihe der Absolutbetrige
> lusl

und genauso mit der Konvergenz der Reihe
Z | log (1 + uj)|.
Wir benétigen als néchstes eine Ubertragung der obigen Konzepte auf Folgen von Funktionen.

Definition. f; sei eine Folge stetiger Funktionen auf G C C. Wir sagen:

i) IT(1 + f;) konvergiert (punktweise) gegen f, falls

[TO+£:) = 1)
fir alle z € G

ii) TI (1 + f;) konvergiert absolut lokal gleichmdfsig auf G, falls die Reihe

> 14

lokal gleichméfig auf G konvergiert.
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Folgerung 16.7 Die Partialprodukte eines absolut lokal gleichmdf$ig konvergierenden Produktes
H;’;l [i(z) = f(z) bilden eine lokal gleichmifSig konvergente Folge. Insbesondere ist die Grenzfunktion
f wvon stetigen Funktionen f; wieder stetig. Sind alle f; sogar holomorph, so auch f.

Wir haben nunmehr alle Hilfsmittel beieinander, um den Weierstrafischen Produktsatz auf das
Mittag—Leffler—Problem zuriickzufiithren. Nehmen wir zunéchst an, f sei eine Losung der Weierstraf3—
Verteilung (aj, n;) mit |ag| = 0 < |a1| < |az| <---, lim|aj| = oo. Lokal um a; gilt dann
f(z) =g(2) - (# — a;)™ mit g(a;) # 0 und folglich, wie wir frither schon einmal benutzt haben,

e g
f(z) z — a; g(z)

Wir kénnen damit schlieflen: Lost f die gegebene Weierstrafiverteilung, so 16st f'/f die Mittag—Leffler—
Verteilung

(%) {Zﬁjaj:jeN}.

Wir versuchen deshalb umgekehrt, (%) geméf Satz 3 zu 16sen (wobei wir erst einmal den Punkt ag = 0
fortlassen, wenn er vorkommen sollte): Es gibt eine (lokal gleichmifig konvergente) Losung der Form

T S e 1kZ()

j=1 7 k=0
Wir brauchen eine Funktion, die diese als logarithmische Ableitung besitzt. Dies ist fiir jeden einzelnen
Summanden leicht zu bewerkstelligen: Setze

z ks 1 2\ "
o= (- 2)er (L () )] - o2
k=0

Dann ist in der Tat u; eine holomorphe Funktion mit genau einer Nullstelle (der Ordnung n; ) an der
Stelle a;, und es gilt

n;—1 J k
Z\ - z z 1
nj (1 - ) enj71+1 <1 ; > (> Coay
u; a; 5/ o \%i a;
_J -
U z

a;

Wir setzen schlieflich

u(z) == 2" H uj(z) .
j=1

Falls wir zeigen konnen, dafl das unendliche Produkt auf der rechten Seite absolut lokal gleichmé&Big
konvergiert, so sind wir fertig; denn dann ist » holomorph, bei z # a; sind alle Faktoren # 0, und
nach Definition des Produktes ist u(z) # 0.In z = a; dagegen sind alle uy, k # j, von Null
verschieden. Somit ist in diesem Falle das Produkt [[,; uk(2) # 0. Daraus folgt, daf§ u(z) in der
Néhe von a; von der Gestalt (z — a;)™ g;(2) ist, wobei die holomorphe Funktion g; nahe a; nirgends
verschwindet. Damit 16st u die vorgegebene Weierstrafi—Verteilung.
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Zur lokal absolut gleichméfigen Konvergenz beachten wir zunéichst, dafl es zu jedem R > 0 ein jy gibt,
so daB fiir alle j > jo die Absolutbetrége |a;| > R sind. Folglich haben die u; keine Nullstellen auf
Dg(0) und u}/u; = h; ist holomorph auf Dg(0) fiir j > jo. Damit sind fiir diese j die Funktionen

_[fw©Q

u;
I
(log u;) = u—j = v;
folgt v; = log u; + Ci und damit €% = Cpu; . Nun ist aber v;(0) = 0, u;(0) = 1,s0dal Cy =1
sein muf; also ist schliellich:

holomorph auf Dg(0), und aus

e = u;(z)

fiir alle z € Dg(0), j > jo. Weiter ist nach Konstruktion die Reihe 3
konvergent auf Dg(0), so dafl dann auch

Zvj = Zloguj

Jj=2Jjo Jj=2Jjo

j>jo j absolut gleichméBig

absolut gleichméBig konvergent auf Dg(0) ist. Dies impliziert die gewiinschte gleichmiilige und absolute
Konvergenz des unendlichen Produktes [] u; auf Dg(0). - Wir haben damit auf effektive Weise
das Weierstrafi-Problem gelost.

J=2Jo

Satz 16.8 (Weierstrafl 1876) Jede Weierstraffi—Verteilung auf C ist lisbar.

Beispiel. Die Funktion sin (7 2) hat nur einfache Nullstellen an allen ganzzahligen Werten j € Z. Aus
der uns schon bekannten Darstellung der logarithmischen Ableitung

') = mcot(mz) = % +Z'< 1 N 1)

z—] J

schlieffen wir unmittelbar
sin(rz) = €92 H <1 - Z) e
30 ]
Durch erneutes Bilden der logarithmischen Ableitung folgt sofort ¢’ = 0 und damit g = const. Nun
ist aber

sin (7 2) sin (7 2)

lim S N U2 R
z—0 z z—0 ™2

also ¢4 = 7, und damit haben wir gezeigt:

o0 2
Satz 16.9 sin(mz) = mz I | (1 - Z) el = nz I | <1 — 22) .

. J

Jj=1

jez\ {0} J

Entsprechend erhdlt man

cos(mz) = H (1 - Z) % a; =G+ 1/2.

s
JjEZ J

Beachtet man sin 7/2 = 1, so ergibt sich aus Satz 9 fiir z = 1/2 die berithmte Produktdarstellung
fiir 7/2 von Wallis aus dem Jahre 1655:

T T (1 _ 1>1 ] (4.7‘2 - 1)‘1
2 2
2 et 45 ji 43

J

[\
>~
D
D
oo
oo

(2j — 1)(2j +1) 1-3 3-

(@31
ot
N |
-3
Nej

i 27)2 2. 4.
:H (27) o

Jj=1
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Die Konvergenz dieses Produktes ist allerdings nicht sehr gut: Man braucht z. B. 50 Produkte, um
hiermit fiir 7 den Naherungswert 3,1260 zu erhalten.

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir noch zwei wichtige theoretische Konsequenzen aus den
Hauptsétzen erortern. Die erste ist sehr einfach: Ist A eine meromorphe Funktion auf C, so kann
man das Weierstrai—Problem zu der Nullstellenverteilung (P, n, € N*) betrachten, in dem P die
Polstellenmenge von h und n, die Polstellenordnung von h in a bezeichnet. Ist ¢ eine Losung des
Problems, so ist f := gh offensichtlich eine ganze Funktion. - Wir haben somit gezeigt:

Satz 16.10 Jede meromorphe Funktion auf C ist Quotient zweier ganzer holomorpher Funktionen

Eine Verallgemeinerung des Mittag—LefHlerschen Satzes ist der sogenannte Anschmiegungssatz, der
ebenfalls auf Mittag—Leffler zuriickgeht.

Satz 16.11 Es sei eine diskrete Teilmenge S C C gegeben und zu jedem a € S ein Hauptteil h, €
O(C\{a}) und ein Polynom P, € C[z] vom Grad n, € N. Dann gibt es eine holomorphe Funktion
h e O(C\YS), die an den Stellen a € S genau die Hauptteile h, besitzt, und deren Nebenteile an
den Stellen a bis zur Ordnung n, jeweils - in einer Umgebung von a - mit P, tbereinstimmt. Mit
anderen Worten : Die Funktion h — h, — P, ist in den Punkt a hinein holomorph fortsetzbar zu einer
Funktion, die dort von einer Ordnung > n, verschwindet.

Beweis. Wir 16sen zuerst das Weierstra—Problem zu der Verteilung (a € S, m, € N), wobei m, > n,
sei, also z. B. my = n, + 1. Wir haben somit eine holomorphe Funktion g € O (C), die aulerhalb
S nicht verschwindet und sich um jeden Punkt a € S in der Form g (z) = (2 — a)™*g4(z) schreiben
148t, wobei g, auch in a holomorph ist und dort nicht verschwindet. Wir schreiben weiter

H, == hy + P,

und zerlegen die Funktion H,/g lokal um a in ihren Hauptteil I;Ta und den Nebenteil R, :

= Hu(2) + Ra(2).

Insbesondere ist R, holomorph in einer Umgebung von a. Die Mittag—Leffler—Verteilung (ﬁa, a€S)
besitzt nun weiter eine Losung %, also eine Funktion, die in €\ S holomorph ist und sich in einer
geeigneten (punktierten) Umgebung eines beliebig vorgegebenen Punktes a € S schreibt als h o=
ﬁa + Ea, wobei Ea nach @ hinein holomorph fortsetzbar ist. Man braucht jetzt nur noch h := gﬁ
zu setzen. Denn die Funktion h ist nach Konstruktion holomorph auf C\ S, und nahe eines jeden
Punktes a € S ist B _

h = g(Ha + Ry + (ha - Ra))

und damit, wenn man r, fiir die nahe a holomorphe Funktion g, (i;a — R,) setzt:

h(z) = Ho(2) + (z — a)™rq(2) . O

Bemerkung. Alle wesentlichen Sitze dieses Kapitels (Satz von Mittag—LefHler, Produktsatz von Wei-
erstraf}, Darstellbarkeit von meromorphen Funktionen als Quotienten holomorpher Funktionen, der
Anschmiegungssatz) sind auch fiir beliebige Gebiete G C C anstelle von C richtig. Die Beweise werden
aber komplizierter und erst dann durchsichtig, wenn man tieferliegende Konzepte heranzieht.



Anhang: Die I' - Funktion

Das Problem der Konstruktion der I'-Funktion besteht darin, eine ,moglichst einfache* Funktion f
zu bestimmen, die an den natiirlichen Stellen n € N die Werte n! annimmt. Aus historischen Griinden
verschiebt man den Definitionsbereich und verlangt

fn)y=Mm-1!, n=12,....
Damit gleichwertig ist die induktive Definition

(%) fy=1, fn+1)=nf(n), neN".

In der komplexen Analysis kann man als natiirliche Frage ansehen, ob es eine holomorphe Funktion
f: C— C gibt, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

(%) f=1, fz+1)==z2f(2), zeC.

Dies ist allerdings zuviel verlangt! Aus der Funktionalgleichung folgt ndmlich durch vollstandige Induk-
tion sofort
f+m+1)=z(z4+1) - -...-(z4+m)f(z) firalle meN,

und dies implziert

(D"l lim (2 + m)f () = lm (204 1) oo (2 +m = D][(= + m) £ ()
:ZErElmf(z—i-m—i-l):f(l):l.

Mit anderen Worten: Die Funktion f mufl notwendigerweise Polstellen (erster Ordnung) an allen
negativen ganzzahligen Argumenten besitzen.

Mir modifizieren daher unsere Frage und versuchen, eine meromorphe Funktion f auf C zu finden,
die (*x) erfiillt und nur Polstellen (von erster Ordnung) in —N besitzt.

Dann muf} aber, wenn wir weiter annehmen, dafl f keine Nullstellen besitzt, die Funktion g := 1/f
iiberall holomorph und daher nach dem Weierstrafischen Produktsatz von der Gestalt

o0
(2) = @ 1+ 2 ez/m
g(z e ZH1< m)e

mit einer ganzen Funktion h sein. Es ist also, wenn moglich, eine Funktion h € O (C) so zu bestimmen,
daBl g(1) =1 und
(+) (z+1) = ! -t 1! (2), d-h. g(2) =z29(z+1)

! IR R 1 R |

Nun ist aber ¢ (z) = lim, s gn(2) fiir

n P 1 n
— h(® (1 i) —z/m _ 2=z i 1/m L
gn(z) = e"? 2z gl + —)e e p ml—:[() (z +m)
und damit
zg(z+1) _ lim zgn(z+1) lim eh(z—i—l)—h(z)—P::L:l Um (o 4 1)
9(2) n=oo  gn(2) t=00
n
1 z4+n+1
= 1l h 1) —h — — +1 e
i espl(c 1) = () = 0 Lk oy (2L

m=1

— exp{h(z + 1) = h(2) - 7}
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wobei

"1
~v = lim (Z o —logn>

m=1

die EULERsche Konstante ist. (Da die Funktion  — 1/z fiir positive x streng monoton fallend ist und

/" dx
log n = —
1 .T

gilt, ist einfach zu sehen, dafi die Folge

m=1
positiv ist und monoton fillt).
Somit sind die Bedingungen in (+) erfiillt, wenn wir A (z) := 2 setzen. - Wir fassen zusammen:
Satz 16.12 Die Funktion
1 1 z \71
r = e 77 — ( 1 — ) #/m
(2) e ; ﬂgl + ) e

ist holomorph auf C\ —N und erfiillt die Funktionalgleichung
F(z+1) =2T(2) und T(1)=1.

T besitzt in —m, m € N, einen Pol erster Ordnung mit Residuum (—1)™/m!.

Aus der Produktdarstellung der Sinusfunktion (Satz 9) gewinnt man fiir g := 1/T" die Realation

oo 2 .
s@o(a =2 [ (1- 5 ) = - =
1

also auch
gz + 1)g(-2) = —=

und damit, wenn man z durch —z ersetzt, die folgende Funktionalgleichung.

™

Satz 16.13 I'(z)T (-2) =

sin 7wz

Da T offensichtlich (siehe auch den folgenden Satz) fiir positive reelle = positiv sein muf}; folgt
hieraus und dann allgemeiner vermittels der Funktionalgleichung

r(1> _ F(n+ ;) = L@sen- D)V,

Durch geschicktes Umformen kann man eine weitere Darstellung der I'-Funktion herleiten, die
auf GAUSS zuriickgeht. Aus dieser kann man schliefflich die EULERsche Integraldarstellung gewinnen,
mit der wir die I'-Funktion fiir positive reelle Werte in der Analysis eingefithrt hatten. Aufgrund des
Identitédtssatzes kann man dann noch konstatieren, dafl die oben in diesem Anhang eingefiihrte Funktion
die eindeutig bestimmte meromorphe Fortsetzung des Fulerschen Integrals darstellt.
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Fiir den ersten Schritt schreiben wir I' (2) = lim, oo I'y(2) mit

n!
z(z+1)-...- (2 +n)

:exp{z zn:%—logn—'y }nn'nz
(mzl ) H(z+m)

m=0

n

Fn(z) = ez m=1 1/m—y

Da der erste Ausdruck auf der zweiten Zeile mit n — oo gegen 1 geht, erhélt man sofort die folgende
Darstellung der I'-Funktion.

n!n?

Satz 16.14 (GauB) I'(z) = lim G+ D).+ n)

Bemerkung. Man kann zeigen, daf§ die I'-Funktion durch die Holomorphie auf C\ —N, die Funktional-
gleichung und die Normierung und eine zuséitzliche Wachstumsbedingung charakterisiert werden kann.

Wir betrachten nun im folgenden nur reelle Argumente z = x > 1 und berechnen durch partielle

Integration
n ¢ n ¢ n = t=n n ¢ n—1
/ (1—) t-f‘%it:(l—) — + = (1—) o dt .
0 n n T g nr Jo n

Der erste Ausdruck auf der rechten Seite verschwindet, und somit bekommt man durch vollstdndige
Induktion die Identitét

n t n n' n
/ 1— —) " dt = : / et
0 n ntr(x+1)-...-(x+n—-1) J,

B nln
z(z+1) - (z + n)
Setze nun
o 1, 0<t<n ,
Xn(t) =
0, t>n
Dann gilt
t % z—1 —t x—1 : t X r—1 —tx—1
0 < xn(t) [1— =] ¢ <e't und  lim x,(¢) (1 — —) ¢ =e 't
n n—oo n

bei festem = > 0. Also ist nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz, da das Integral iiber die rechte
Seite existiert:

n!n® o t\"
['(z) = li = i 2 (1= =) t*tat
Ly PR | B gy S L X<>( )

o . t " r—1 > —t yqx—1
= lim x,(t) (1 — — ) ¢ dt = ettt Thdt, x> 1.
0o " n 0

Wir sehen damit, dafl die I'-Funktion auf der positiven reellen Achse mit dem Eulerschen Integral
iibereinstimmt. Aber noch mehr: Wegen

e tt*7l = et (cos(y log t) + i sin (y log t))
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konvergiert auch das Integral
(oo}
F(z) = / et tF 1 dt
0

fiir kompleze Zahlen z mit Re z > 0. Uberdies kann man in dieser Beziehung die Integration mit
der Differentiation nach der Variablen Z vertauschen; somit stellt F' eine in der rechten Halbebene
holomorphe Funktion dar. Erneut mit dem Identitétssatz schlieffen wir:

Satz 16.15 Fir Re z > 0 gilt
o0
I'(z) = / e tt* T dt
0

Bemerkung. An dieser Integraldarstellung kann man erneut einsehen, dal die I'-Funktion von der
rechten Halbebene auf eindeutige Weise zu einer meromorphen Funktion auf ganz C fortgesetzt werden
kann, die notwendigerweise der Funktionalgleichung (#*) geniigt. Man erhilt néimlich wie im Reellen
(vermoge partieller Integration nach der Variablen t) die Beziehung

1>, 1
I'z) = - ettPdt = - T (24 1),
0 z

z

womit die Funktion eindeutig in den Halbraum {Re z > —1}\ {0} fortgesetzt werden kann. So
fortfahrend, findet man eine holomorphe Fortsetzung nach ganz C\ —N.

Man kann auch die Ableitungen der I'-Funktion durch Integralformeln darstellen. Wir gehen dazu

zunéchst formal vor und entwickeln den Integranden des Euler—Integrals um einen beliebigen Punkt zg
in der rechten Halbebene in eine Potenzreihe:

tz—l _ tzo—ltz—zo _ tz(,—l e(z—ZU)logt _ tzo—l i (10 t)n (Z — ZO)n
- - - & nl

Konnten wir jetzt einfach in dem Euler—Integral die Integration mit der Potenzreihen—-Entwicklung
vertauschen, so hiatten wir

I (2 :/ e_ttz_ldt:/ et ol log t)" GV
() = |, i (X )
=Y (/ e "t~ (log t)"dt> &= =) 'ZO) ;
n:0 O n'

und damit miifite, wenn wir wieder zy durch z ersetzen, fiir alle n € N die Beziehung
o
rm(z) = / (log )" e *t*"tdt, Rez > 0,
0

gelten.

Man kann dieses Vorgehen tatséchlich vollstindig rechtfertigen. In den folgenden Ausfithrungen
soll es uns zumindest darum gehen, die Richtigkeit der vorstehenden Ableitungsformeln zu begriinden.
Dies gelingt am eindrucksvollsten durch die Anwendung eines iiberraschend einfachen Kriteriums zur
Vertauschung von Integration und Differentiation von partiell holomorphen Funktionen.

Satz 16.16 Es sei G C C ein Gebiet, und die komplez—wertige Funktion f = f(z,t), (z,¢) €
G xR™ | sei holomorph bei festgehaltenem t € R™ wund integrierbar iber R™ bei festgehaltenem z € G .
Ferner existiere eine Funktion ® auf R™ mit endlicher L, -Norm, so daf8 | f(z,t)| < ®(t) fir alle
z € G. Dann ist die Funktion

F(z) := f(z t)d™t
R'Nl
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holomorph auf G, und es gilt

F'(z) = - % (2, t)d™t

an jeder Stelle z € G .

Beweis. Wir werden mit dem entsprechenden Vertauschungssatz fiir partielle Ableitungen zeigen, daf}
die Funktion F' auf dem Gebiet G stetig differenzierbar ist und den Cauchy—Riemannschen Differen-
tialgleichungen geniigt. Es sei dazu z9 € G fest gewihlt und D = D,(z) ein Kreis mit Dy, C G.
Nach den Cauchyschen Ungleichungen ist dann fiir alle (z,¢) € D x R™:

of |of _|or

ax(z’t)l_ ay(zﬂf)’ 3Z(zvt)’§12~

2
< Za().
max [f(z )] < 22 ()

Also sind auf D x R™ die Standard—Voraussetzungen fiir die Vertauschungsregeln der reellen Analysis
erfiillt, und damit ist F' auf D stetig partiell differenzierbar mit

oF , . of m or . _ of m
%(z)f/Rm%(z,t)d t und a—y(z)f/Rma—y(z,t)d t.

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen F, + i F,, = 0 sind erfiillt, da

0 0 0 0 9
%(z): %(z)+ia—i(z):/ﬂw <8£(z,t)+ia£(z,t))dmt0.

Die behauptete Gleichung ergibt sich schliellich mit

OF OF af

_ of
02 (2) =

il — ZL my — - m . ([l
Ox 2 rm O (2 8) ™t rm 0% (2 8) ™t

Bemerkung. Mit den Cauchyschen Ungleichungen sieht man unmittelbar, daf$ auch fiir jede komplexe
Ableitung von f wieder Abschéitzungen des geforderten Typs bestehen. Somit ist die entsprechende
Vertauschungs—Formel fiir alle Ableitungen von F giiltig:

o f

F"™(z): B (z, t)d"t .

Fiir die gewiinschte Anwendung auf die Ableitungen der I'-Funktion miissen wir nur die
Abschiitzung des Integranden f(z,t) = e tt*71 = e~te(*~11%8t des Euler-Integrals im Sinne des
gerade bewiesenen Satzes angeben. Da Differenzierbarkeit nach z eine lokale Eigenschaft ist, konnen
wir uns auf die Betrachtung der Streifen 0 < a < Rez < b < oo mit a < 1 <b beschrinken. Dort
ist aber

[F(z )] < @ () = (#2714 e

und die Majorante @ ist iiber R, integrierbar.
Bemerkung. Man beachte, wieviel mithsamer die Beweisskizze ausfillt, wenn man nur den reellen Satz

iiber die Vertauschbarkeit partieller Ableitungen ins Spiel bringt. (Siehe mein Manuskript Analysis 111,
Ende von Kapitel 35).
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Wir wollen als erstes die Periodizititseigenschaften holomorpher und meromorpher Funktionen genauer
untersuchen. Wir betrachten zunéchst eine noch etwas allgemeinere Situation.

Definition und Bemerkung. Es sei S C C eine diskrete Teilmenge, die Funktion f sei auf C\ S
holomorph, und alle Punkte a € S seien singulir fiir f. Ein Wert w € C heifit eine Periode der
Funktion f, wenn

flz+w) =1
fiir alle Punkte z € C\ S.

Da C\ S und (C\ S) 4+ w offene Menge sind, ist aufgrund der Definition die Funktion f auch
holomorph auf (C\ S) + w und damit (C\S) + w C C\ S. Ferner besitzt die Funktion f in einer

Umgebung eines Punkt z € S das gleiche Verhalten wie im Punkte z 4+ w. Infolgedessen ist auch
S 4+ w C S und schlielich S +w = S.

Offensichtlich gilt: Sind wi, wy Perioden von f, so auch w; + ws. Ferner ist mit einer Periode
wauch § = (S —w) + w = S — w. Ist also f holomorph in z, so auch in z — w, und es gilt
f(z) = f(z—w+4+w) = f(z—w). Folglich ist —w ebenfalls eine Periode von f .- Mit anderen Worten:

Die Menge der Perioden 2 = Q; := {w: w ist Periode von f } bildet eine Untergruppe der additiven
Gruppe (C, +) . Insbesondere ist 0 Periode jeder Funktion f, und es gilt Q; = C genau dann, wenn
f = const.

Wir kommen zu dem ersten wichtigen

Satz 17.1 f sei eine nicht konstante holomorphe Funktion auf C\S, S C C eine diskrete Teilmenge.
Dann ist Q = Qy eine diskrete Untergruppe von (C, +).

Beweis. Wir nehmen an, Q2 C C sei nicht diskret. Es gibt somit eine in C konvergente Folge w; € Q
mit lim; o w; =: a # w; fir alle j. Sei f in 2y € C holomorph. Dann gilt

flz+wj) = f(z) firalle zeU (z)

und alle j, so dafl
f(z)=1Im f(z4+w) = f(z+a).
j—00

Also ist f holomorph in zy + a, und da f konstant auf der Menge {2y + wj } ist, ist f wegen des
Identitétssatzes auf ganz C\ S konstant. Widerspruch! g

Die diskreten Untergruppen von (C, +) lassen sich nun leicht bestimmen.
Satz 17.2 Sei Q C C eine diskrete Untergruppe. Dann hat Q die Gestalt 1), ii) oder iii):
)2 ={0};
ii) es existiert ein Element w € Q\ {0}, so daff Q@ = {nw: neZ};
ili) es existieren iber R linear unabhingige Elemente w1, wa € 0, so dafl

Q={nw +nowy:ny,na€Z}.

Beweis. Ist = {0}, so sind wir fertig. Sei also Q # {0} und & ein von Null verschiedenes Element
in Q. Wegen der Diskretheit von 2 gibt es dann ein dem Betrage nach kleinstes Element wg # 0 in
der Untergruppe der Elemente von €, die auf der reellen Geraden durch den Ursprung und @ liegen:

wo €Zwy C ANRWw = ONRwyg .
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Hier mufl in der Mitte sogar Gleichheit gelten: Denn angenommen, es sei Awg € Q, A ¢ Z. Dann
gibt es genau ein n € Z mit n < A < n + 1. Folglich ist auch (A — n)wg € Q\ {0}, aber
0# |(A—=n)wy| < |wp|. Widerspruch!

Wir wihlen nun ein absolut kleinstes Element wq € Q\{ 0}, also ein Element w; mit |wy | = inf { |w]:
w € Q\{0}}. Nach dem soeben Bewiesenen ist Q1 := Zw; = QNRw; C Q.

Ist 3 = Q, so ist nichts weiter zu zeigen. Im anderen Fall gibt es ein Element ws € 2, das von w;
iiber R linear unabhingig ist. Wihle wieder ein solches ws; mit minimaler Norm, so dafl also auch
Qo = Zwy = QNRwy C Q und |we| > |wi| gilt. Ist dann w € @\ {0} beliebig, so gibt es, da
w1, we den R—Vektorraum C erzeugen, Zahlen A\;, Ay € R mit

w = )\1(4)1 + )\2&)2 .

Da man ganzzahlige Vielfache von w; und wy addieren und subtrahieren kann, ergibt sich die Existenz
von ganzen Zahlen ni, ng, so dafl

/
W =w—Niw; —NoWwy = TLWwW; + Tows

eine Periode ist, wobei |71 | < 1/2, |m2| < 1/2.

=N

Ist hier 72 = 0, so folgt ' = Tpw; € Q3 = {nw;} und damit 7, = 0, also w = nyw; + nNaws.
Entsprechendes folgt aus 71 = 0. Sind aber 71, 75 # 0, so ergibt sich, da} w’ € Q linear unabhingig
von w; und von wsy ist, und daf

1 1
W' < g lwrl+ 5 lwa] < fwn

im Widerspruch zur Wahl von wy gilt! Also ist {njw; + nows } CQ C {nyw; + naws } gezeigt. Da
in allen drei Fallen Q tatséchlich eine diskrete Gruppe definiert, ist der Beweis vollstandig. (Il

Definition. Sei f eine nicht konstante meromorphe Funktion. Dann heifit f
i) nicht periodisch, falls Qy = {0};
ii) (einfach) periodisch, falls Qy = {nw:neZ}, w # 0;

iii) doppelt periodisch, falls Q ein Gitter {niwi + naws } vom (maximalen) Rang 2 ist.
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Wir betrachten zunéchst noch einmal kurz den Fall einer ganzen holomorphen Funktion f mit Pe-
riode w (siehe auch die Grundziige). Ohne Einschrénkung kénnen wir w = 27 annehmen. Funktionen
mit einer solchen Periode sind z. B.

+iz e:tZiz

e , eiSzz

5 PRI

(Wir setzen nicht voraus, da8 w = 27 eine primitive Periode ist, d. h. da Q; = {nw} gilt). Man
kann dann f bekanntlich in eine Reihe bzgl. der et entwickeln. Man setzt dazu w = e** mit der

1
Umkehrabbildung z = = log w (die natiirlich nicht eindeutig ist).
i

v

Figur 17.3

Bilde jetzt
1
g(w) = f(z log w) .

g ist sicher in der aufgeschlitzten w—Ebene holomorph. ¢ ist aber sogar auf C* holomorph, denn
umlduft man 0 € C einmal positiv, so wichst log w um 27, - log w also um 27, und wegen der

i
Periodizitdt von f #ndert sich an ¢ nichts, d. h. g € O (C*). Nach dem Satz von Laurent besteht
dann eine Entwicklung

oo
g(w) = Z apw", weC".
n=—o00

Dies gilt auch fiir jedes w = €¥*, 2 € C. Wegen g (e?*) = f(z) folgt dann

Satz 17.3 (Fourierentwicklung) Sei f € O(C) mit Periode 2w . Dann existiert eine tberall kon-
vergente Entwicklung

f(z) = Z anemza

n=—oo

wobei
1 27

n = o ; f(z)e ™ dz.

Beweis. Nur die letzte Behauptung ist zu begriinden. Sie folgt aus dem Satz von der Laurententwicklung
und der Transformationsformel:

1 1o .
B B ) B B e 1O N
270 J =1 W™t 21 fy  elntl)iz
1 2

= % 0 f(Z) e—inz dZ,

was zu beweisen war. O
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Dieses Ergebnis ld8t sich auch auf reelle periodische Funktionen f : R — R (mit Periode 2)
anwenden, sofern diese reell-analytisch sind. Dann gibt es ndmlich (sieche Grundziige) eine holomorphe
Fortsetzung F: {| Im z| < ¢} — C von f, die ebenfalls periodisch mit Periode 27 ist. Die Funktion
w = e** bildet den obigen Streifen auf einen Kreisring um |w| = 1 ab. Das gleiche Argument wie
oben liefert dann:

> , 1 [ ,
f(x) = Z an e, a, = o ), f(x)e "™ dx .
n=-—oo
Nun ist fiir reellwertiges f
1 2
oy ==2Rea, = — (x) cos nzdr = a_, ,
T Jo
1 2
Gn i=2Ima, = — (z) sin nzde = —f_,
T Jo
und damit
1 o0
f(x) = 3 nZ_:OO (an, cos nx + B, sin nx)

1 oo
=5 + Z(an cos nx + [, sin nzx) .

n=1

Man gewinnt also auf diese Weise die reelle Fourierentwicklung.

Im zweiten Teil dieses Kapitels betrachten wir die elliptischen Funktionen genauer: Sei dazu
Q = {njw + nawy} ein Gitter vom Rang 2in C, d. h. Rw; + Rwy = C. K () bezeichne dann
die Menge der meromorphen Funktionen f auf C mit Q C Q. (Dann ist notwendigerweise, aufler im
Fall f = const., die Gruppe s ein Gitter vom Rang 2, wobei aber © # € sein kann!).

Definition. Jede Funktion f € K (2) heift eine elliptische Funktion zum Periodengitter €.

Klar ist: Sind f1, fo € K (), so auch f1 + fo, f1-f2, f1/f2 (f2 # 0). Alle Konstanten sind
in K (). Also ist K (©2) ein Korper iiber C (ein spezieller Funktionenkdrper). AuBlerdem ist mit
feK(Q) auch f' € K (Q)!

Im Gegensatz zu einfach periodischen holomorphen Funktionen gibt es aber keine nichttrivialen
holomorphen elliptischen Funktionen.

Satz 17.4 Jede holomorphe elliptische Funktion ist konstant.

Beweis. Sei P = {Mwi + Aaws : 0 < Ay, A2 < 1} ein abgeschlossenes Periodenparallelogramm.
Dann ist

sup | f(2)| = sup [ f(2)] < o0.
zeC z€P

Nach dem Maximumprinzip ist f konstant. (Il

Aber auch meromorphe elliptische Funktionen sind starken Einschrdnkungen unterworfen. Dazu
definieren wir zu dem Gitter Q@ = {n;w; + naws } das (halboffene) Periodenparallelogramm

P:{A1W1+>\2w2:OSA1<1,0§>\2<1},

so daf also
C=JrP) ud Pny(P)#0 < v=id.
yEQ
(Wie hier die Gruppe Q auf C operiert, ist klar: némlich durch Addition).
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Figur 17.4

.,ag die Polstellen von f € K (Q) in dem Fundamentalparallelogramm P .

Satz 17.5 Seien aq,.
Dann gilt :
k
Z reSq, [ = 0.
...,ap auf dem

k=1

Beweis. Man verschiebe das Parallelogramm P parallel, so daf§ keiner der Punkte aq,
Rand des verschobenen Parallelogramms OP’ liegt. Man zerlege dann dessen Rand wie in der Zeichnung

in 9P = Wy + Wy — W3 — Wy

Figur 17.5

Es folgt wegen der Periodizitét
2mi resq, [ = fdz
Z ¢ oP

= fdz —
W1 W3

fdz =0,

fdz —
Wy
O

fdz +
Wa

was zu beweisen war.
Folgerung 17.6 Besitzt f € K () im halboffenen Periodenparallelogramm P hdéchstens einen Pol

erster Ordnung, so ist f konstant.
Bemerkung. C/Q ist topologisch ein Torus; d. h. der mit der iiblichen Quotiententopologie versehene

Raum C/Q ist homdomorph zu dem Produktraum S! x St.
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0

3] 4] 4] 4
3] 4] 4] 4
3] 4] 4] 4
3| 8| 4| 4

Figur 17.6

C/Q trigt aber auch eine ,holomorphe® Struktur; genauer: C/ € ist eine (kompakte) RIEMANNsche
Fliche (vom Geschlecht 1) (siehe hierzu das néchste Kapitel). Jeder elliptischen Funktion f € K ()
ist in offensichtlich eindeutiger Weise eine meromorphe Funktion auf dieser Riemannschen Fliche C/ 2
zugeordnet. Satz 5 gilt unter diesem Aspekt tatséchlich in viel groflerer Allgemeinheit:

Auf jeder kompakten Riemannschen Fliche verschwindet fiir jede meromorphe Funktion die Residuen-
summe.

Wir beweisen noch einen weiteren allgemeinen Satz fiir elliptische Funktionen.

Satz 17.7 FEine nichtkonstante elliptische Funktion nimmt in ihrem Periodenparallelogramm P jeden

Wert in C (sogar aus C := CU {00} ) gleich oft (mit Vielfachheit gezihlt) an. Insbesondere ist die
totale Nullstellenordnung in P gleich der totalen Polstellenordnung.

I
Beweis. Es sei ¢ € C fest. Dann ist mit f auch 7 / € K (92) und damit nach dem vorstehenden
—c
Satz .
Z res fJ: o= 0
Die linke Seite ist aber nach dem Satz von Rouché gleich der Anzahl der c—Stellen minus der Anzahl
der Polstellen von f. O

Bemerkung. Auch dieses Ergebnis ist iibrigens ein Spezialfall eines allgemeinen Satzes iiber meromorphe
Funktionen auf kompakten Riemannschen Fléchen.

Wegen Satz 5 kann eine elliptische Funktion nicht nur einen Pol erster Ordnung in P haben.
Bei der Suche nach einer mdoglichst ,einfachen* elliptischen Funktion versucht man daher, eine solche
mit genau einem Pol zweiter Ordnung zu finden. Eine solche Funktion existiert tatséchlich, und sie
hat iiberaus bemerkenswerte Eigenschaften. Man gewinnt sie selbstverstindlich aus der naheliegenden

Mittag—Leffler—Verteilung
1 .
G 2 we,.

Hier ist jedoch die Reihe Y .o (2 — w)™? nicht konvergent, so daff wir noch konvergenzerzeugende
Summanden hinzufiigen miissen (was bei ungeschickter Wahl die Periodizitétseigenschaften zerstéren
konnte). - In der Tat erhélt man ohne grofie Schwierigkeiten:

Satz 17.8 Die Funktion
1 1 1
p(2) = 22 + Z ((zw)2 B w2)
weQ\{0}

besitzt das Periodengitter €2, = §), ist also elliptisch zum Gitter 2. p ist eine gerade Funktion :
p(=2) = p(2).
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Definition. Die Funktion @ heifit die Weierstrafische o—Funktion (zum Gitter Q).

Beweis (von Satz 8). 1. Die Reihe ist lokal gleichméBig konvergent: Sei ndmlich |z| < R. Dann ist mit
der Diskretheit des Gitters  fiir fast alle w der Betrag |w| > 2R, und fiir diese w ist (unabhiingig
von R):

1 1 [z 2w = 2| <R-3|w|~4<0- 1

(z—w? W JuPlz-w T Jw - fw]? jwf?

Es mufl daher zum Abschlufl des Nachweises von 1. gezeigt werden:
1 11
2. Die Reihe Z W =: Z W ist konvergent.
weN\{0} “

Seien dazu konkrete Erzeuger gegeben: Q = {njw; + naws } . Durch einen R-linearen Isomorphismus
C =~ R? geht das Gitter Q iiber in das Gitter Q der GauBschen Zahlen {n; + ins }. Infolgedessen
existiert eine Konstante K, so dafl

[niw; + nowa| > K|ng + ing| fir alle ny,ny €Z.

Es folgt
r1 1 1
< —_—
DL U D

(n1,m2)7(0,0)
Wihle nun die Rechtecke @,, wie in der nachfolgenden Zeichnung.

ni

Q,

Figur 17.7

Dann hat 0Q, N Q offensichtlich 8n Elemente, so dafl
' 1 > 1 = 1
— < 8 — =8 — .
Z\n1+in2|3_”;nn3 ;n2<oo
(Die Reihenfolge der Summation spielt keine Rolle, da alle Glieder positiv sind!)

3. Es bleibt zu zeigen: g ist periodisch zu dem Periodengitter 2. Bilde dazu die Ableitung ©'(z) =
-2 calz — w)~3. Diese hat offensichtlich das richtige Periodizititsverhalten; denn mit wo € Q ist
fir alle z ¢ )

@/(Z‘f'wo):—?z:m :—2Zﬁ = p'(2) .

w

Fiir die Funktion g selbst bedeutet dies natiirlich die Existenz von Konstanten c;, j =1, 2, mit

Pz +w)—pk) =g

fir alle z ¢ Q. Wahlt man hierin speziell z = —w;/2 (p ist dort in der Tat holomorph) und beachtet
man die aus der Reihendarstellung folgende Geradheit der p-Funktion: p(—2z) = ¢ (z), so ergibt sich
unmittelbar
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¢ = pWi/2) — p(-w;/2) = p(w;/2) — p(w;/2) = 0. 0

Im zweiten Teil dieses Kapitels wollen wir den Korper K () vollstdndig bestimmen. Wir werden
zeigen, dafl K () algebraisch aus p und g’ aufgebaut ist. Dazu zeigen wir zunéchst:

Satz 17.9 (Differentialgleichung der g - Funktion) Es gilt :
O'(2)? = 49 (2)° — g2 (2) — g3,

wobeil

=60 1 =10 Y

Beweis. f(z) = ¢/'(2)? — 4p (2)® + g2 9 (2) + g3 ist eine elliptische Funktion, die hochstens Polstellen
in den Gitterpunkten w € Q besitzen kann. Es geniigt also zu zeigen: f hat eine hebbare Singularitit
in 0 mit f(0) = 0 (denn dann ist nach Satz 4 f = const. = 0).

Wir miissen also die Laurent—Entwicklung von g in 0 bestimmen. Fiir w € Q\ {0} und |z| < |w]|
gilt:

1 1 1 1 1 > Z\J—1
| == (f) 1
(z — w)? w2 w2 (1 7 3)2 w? ;] w

o0
ijj+1 ’

Jj=2

(Hier erhélt man die zweite Zeile durch Differentiation der geometrischen Reihe 1/(1 — () Z (J
Daraus folgt weiter die Laurententwicklung
1 N 1 > -
w 1= j:

der Weierstrafischen p—-Funktion um den Nullpunkt. Nun verschwinden hierin die Koeffizienten mit
geradem Index j, da mit w € Q' auch —w € ' enthalten ist. Also ergibt sich schliefilich

1 = : o1 _
@(Z):;JFZCWQ], Caj = ) 2+
j=1

Betrachten wir nur die relevanten ersten Glieder:
1 2 4
KJ(Z)— 2 + ezt ez 4+

O'(2) = —= + 202+ 4deg 2+ o,
z

so erhélt man

1 c

p(2)? = = —1-32% +3cs + -
4

P'(2)? = =% — 82 _16¢4 +
z z
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und damit ,
f(2) = @2 —49° + gap + g3
1 202
1
4 (ZG +3% +3cs + )
1
+20 ¢y (2 + ) + 28 ¢y
z
= 22.Potenzreihe ,
was zu beweisen war. O

Durch Differentiation dieser Relation und anschlieBende Division durch g’ gewinnt man die folgende
Differentialgleichung;:

1
(+) §'(2) = 66%() — 5 92 = 66%(2) — 10cs,
aus der man unmittelbar eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten cy; in der Laurent-Entwicklung
der p-Funktion herleiten kann.

Folgerung 17.10 FEs gelten die Rekursionsformeln

(] - 2) (2.] + 3) C2j; = 3 Z C2, C2x -
t+r=5—1

Offensichtlich spielt das Polynom 453 — g s — g3 eine wesentliche Rolle in der Theorie der ellipti-
schen Funktionen zum Gitter € (man beachte, dafl die Koeffizienten g¢o, g3 von dem Gitter abhiingig
sind). Man kann sogar die Nullstellen dieses Polynoms angeben: Aus ©'(2)? = 49 (2)® —ga o (2) —g3 =
0 folgt p'(z) = 0. Da g’ exakt eine Polstelle 3. Ordnung im Periodenparallelogramm hat, mufl g
drei Nullstellen in P besitzen. Nun ist aber ¢'(—z) = — p/(z) und daher z. B.

T N T S ): /<_ﬂ):_'( ﬂ)
K’(JFQ) p(+2 wi) = 2 o\t5 )

so daf} also

kommt. Setzen wir
w1 w1 + w2 w2

plzg’p2:7’p3:7’

so erhalten wir auf entsprechende Weise:
©'(pj) =0,

d. h. die p; sind genau die Nullstellen von ¢’ in P (notwendig alle von erster Ordnung).

Setzen wir nun noch e; = p(p;), j =1, 2, 3, so muf 46? — g2e; — g3 = 0 gelten. Wir wollen zeigen,
daB die e; paarweise verschieden sind und deshalb genau die drei Nullstellen des in Frage stehenden
Polynoms darstellen: Da ©'(p;) = 0 ist, ist p; eine e;—Stelle mindestens der Ordnung 2. Wére dann
ej = er, j # k,sowére die Anzahl der e;—Stellen mindestens gleich 4, was einen Widerspruch zu Satz 7
darstellen wiirde (die Anzahl der Polstellen von p ist 2). Insbesondere sehen wir, daf§ die Diskriminante
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A des obigen Polynoms stets von 0 verschieden sein mufl. Dieses berechnet sich im iibrigen wie folgt:
Mit

48% — gos — g3 = 4(s —e1) (s — e2) (s — e3)
=4(s® — (e + ea + e3)s% + (e1ea + ezez + eze;)s — e exes)
schliefft man
er +ex+e3 =0, 4(eres +e1e3 + ere3) = —go, 4dejeses = g3.

Dabher ist
A =16(e; — 62)2 (e — 63)2 (e1 — 63)2 = gg’ — 27g§.

Wir kénnen einen Teil der obigen Ergebnisse noch anders interpretieren. Fiir die elliptische Funktion
F2) = ¢ (2)° = 4(p(2) — e1) (p(2) — e2) (p(2) — e3)
gilt: Sie hat
i) hochstens einen Pol 4. Ordnung (die ersten Terme heben sich weg!),
ii) in p;, j =1, 2, 3, Nullstellen der Ordnung > 2.

Dies geht nach Satz 7 wiederum nur, wenn f = const. = 0 ist. - Wir fassen zusammen:

Satz 17.11 Fir die p—Funktion gilt

mit den paarweise verschiedenen Werten
ej =p(p;), 7=123.

Wir kommen jetzt zu dem schon angekiindigten Struktursatz iiber den Korper der elliptischen
Funktionen zum Gitter 2.

Satz 17.12 Jede elliptische Funktion ist eine rationale Funktion in @ und @'. D. h. zu f € K (Q)
gibt es Polynome R, S € Cls, t] mit

R(p, ¢')

S(p, ¢')

Genauer gilt : Der Korper K () der elliptischen Funktionen ist isomorph zum Korper

f=

C(s) [/ (F* = 45" + go5 + g5) ,
Beweis. A. Sei f € K (2); schreibe dann

F2) = S )+ F(=2) + 5 (7 () = F(=2)

elliptisch,gerade elliptisch,ungerade

Es geniigt daher, f als gerade oder ungerade anzunehmen. Ist aber f ungerade, so ist [/’ gerade.
Wenn man dann f/p’ in der behaupteten Weise darstellen kann, so auch f. Dies reduziert unser
Problem auf den Fall einer geraden nichtkonstanten Funktion f.

f’ hat nur endlich viele Nullstellen in P; also sind alle ¢-Stellen von f einfach (mit Ausnahme von
endlich vielen Werten ¢). Es gibt also feste Zahlen ¢ # d, so daB f den Wert ¢ und den Wert d
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genau an jeweils m Stellen in P einfach annimmt. Ist nun f(a) = ¢, so folgt auch f(—a + w) =
f(=a) = f(a) = c fiir alle w € Q. Wire aber ¢ = —a + w fiir ein w, so ergiibe sich aus

flatz)=fl-atw+z)=f(-a+2z)=[f(a-2)
unmittelbar
flla+z2)=—f(a—2) und damit f'(a) =0

im Widerspruch zu der Einfachheit der c—Stelle a. Also ist stets m = 2k, und die c¢-Stellen in P
lassen sich als Paare schreiben:

aj, aj = —ay; + wi,...,ag, a), = —ay + Wy ,
wi,...,w), € Q geeignet. Der Wert d wird ebenfalls an Stellen

by, by = —by +wf,... bk, b, = —bp + W)
angenommen. Bilde nun die Funktion

z) —c¢
F(z) := ;EZ))CZ :

F hat Nullstellen 1. Ordnung in den a,, al. , Polstellen 1. Ordnung in den b,, b/, , und ist sonst holo-

morph (auch an den Polstellen von f!) und von 0 verschieden. Bilde andererseits

(p(z) = plar)) --..- (p(2) = p(ar))

(p(2) =@ (b)) - (p(2) — 9 (br))

G hat dieselben Eigenschaften wie F', so da F/G elliptisch und holomorph ist. Dies impliziert F =
aG mit einer Konstanten o . Auflésen dieser Relation nach f liefert die erwiinschte Einsicht, dafl die
Funktion f rational in g dargestellt werden kann.

G(z) =

B. Betrachte den Homomorphismus
p: C(s)[t] — K(Q),
gegeben durch

SP—)p7
t— .

Nach Teil A ist dieser Homomorphismus surjektiv. Andererseits ist das Polynom > — 453 + go 5 + g3
wegen Satz 9 im Kern von ¢ enthalten. Es folgt, dal ¢ faktorisiert:

C(s) [1] Ld - K (Q)

1%

C(s)[t]/(t? — 453 + gas + g3) C(s)[t] / kerp

Nun ist t2 — 453 + go s + g3 offensichtlich irreduzibel, also C (s)[t]/ (t?> — ---) ein Kérper, und damit
der untere Pfeil ein Isomorphismus. O

Mit f ist auch jede Funktion f, elliptisch zum gleichen Gitter Q, wenn f,,(z) := f(z + w). Also
&8t sich nach dem vorstehenden Satz auch f,, schreiben in der Form

fu = Ru(p) + Suw(p)- ¢ .

Speziell fiir f := g lassen sich die rationalen Funktionen R, , S, leicht bestimmen. Dies fiihrt zu
dem folgenden Satz, dessen Beweisdetails wir dem Leser iiberlassen.
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Satz 17.13 (Additionstheorem der g - Funktion) Fir komplexe Zahlen z, w, fir die z, w, z +
w, z — w nicht in  liegen, besteht die Beziehung

o(c+w) = & (“)‘“w)) ~ (o) + pw).

LaBt man in der vorstehenden Formel w gegen z gehen, so erhilt man sofort die Verdoppelungs-
formel der p—Funktion in der Form

002) = 1 (ZDY 20,

Ersetzt man hierin die auftretenden Ableitungen durch die oben hergeleiteten Differentialgleichungen,
so ergibt sich schlieBlich eine explizite Formel fiir o (2z) als rationale Funktion von @ (z).

Folgerung 17.14 (Verdoppelungsformel der p - Funktion) Fir alle z € C mit 2z & Q ist

(9%(2) + g2/4)* + 2950 (2)
40%(2) — g2p(2) — g3

p(22) =

Es sollen an dieser Stelle ein paar Worte zum Begriff | elliptische“ Funktion eingefiigt werden. Damit
wir die Weierstrafische p—Funktion fiir die Belange der reellen Analysis nutzbar machen kénnen, sollte
sie an reellen Stellen auch nur reelle Werte annehmen. Dies schrankt die moglichen Gitter €2 stark ein.

Satz 17.15 Die folgenden Aussagen sind dquivalent :

i) Die Weierstrafische p—Funktion nimmt auf R nur Werte in RU{oo} an.

ii) Die Koeffizienten gs, g3 sind reell.

)
)
iii) Alle Koeffizienten cop, in der Laurent—Entwicklung sind reell.
)
)

1v

Es gilt p(z) = p(z) fir alle z € C\ Q2.

v) Das unterliegende Gitter  ist invariant unter Konjugation.

vi) Das unterliegende Gitter Q0 ist achsenparallel oder rhombisch, d. h. wy = w7 .
Beweis. i) = ii). Aus der Differentialgleichung (+) folgt, dafi go reell ist, und g3 € R ergibt sich

danach aus Satz 9.

ii) = iii). Mit go, g3 sind auch cq, ¢4 reell. Die restlichen Koeffizienten sind reell wegen der Rekursi-
onsformeln (Folgerung 10).

iii) = iv). Trivial.

iv) = v). Es sei w € 2. Dann ist

pz+w) =pEF+w =pE) =p).

Die Richtung v) = vi) benutzt nur elementare Lineare Algebra und wird daher iibergangen. Klar
ist auch vi) = v) und iv) = 1i). Setzen wir nun noch voraus, daf} die Konjugation w +— @ ein
Automorphismus des Gitters Q ist, so folgt:

v0-5+Y (oo - w) 2+ (e 7) —0-
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Dies beweist die noch verbliebene Richtung v) = iv). O

Wir betrachten den Fall eines achsenparallelen Gitters Q = Zw, + Zws mit w; > 0 und wy =
twh, wh > 0, und die dazu gehérige p-Funktion noch etwas genauer. Es ist also p (z) € R, x € R\ Q
und gs, g3 € R. Sei wie oben p1 = w1/2, e1 = p(p1) gesetzt. Dann gilt fiir 0 < = < p;:

p(r) = p(-2) = p(—z + wi) .

Da —xz + wy; > pp ist und p jeden Wert in P genau zweimal annimmt, wird also p (x) in (0, p1)
nur an der Stelle  angenommen. Ferner geht fiir « \, 0 der Funktionswert @ (z) nach +oo. Also
sieht der Graph von p im Intervall (0, p1]| etwa wie folgt aus:

Figur 17.8
Somit hat @ (z) eine streng monoton fallende Umkehrfunktion

E = FE(u): [e1,00) — (0, p1],

und es gilt natiirlich

E'(u) = ,ou= ()

1 -1
—VApd() — g2p(2) — g3 \/4U3*92U*93'

Fassen wir zusammen: Die Umkehrfunktion E (u) der Weierstraischen p-Funktionzu Q = Zwy +
Z wo ist Stammfunktion fiir

P (u)

wobei P (u) = 4u® — gou — g3 ein reelles Polynom 3. Grades mit 3 verschiedenen Nullstellen ist. - Man
kann viel allgemeiner zeigen: Ist P ein (reelles) Polynom vom Grad 3 oder 4 mit lauter verschiedenen
Nullstellen, so besitzt das unbestimmte Integral

/ du

VP (u)

eine Umkehrfunktion, die meromorph ins Komplexe zu einer doppelt—periodischen Funktion fortgesetzt
werden kann (Abel, GauB, Jacobi, Legendre, Weierstra8)!®. Da solche Integrale mit Polynomen P der

Ordnung 4 bei der Berechnung der Bogenlinge von Ellipsen zum ersten Male auftraten, erhielt die
gesamte Klasse den Namen ,elliptische“ Integrale (oder genauer: Elliptische Integrale ,erster Gattung*).

15 Weitere historische Details findet man z. B. in [ 12 ], Beginn des Kapitels V.
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Wir wollen des Weiteren die Frage kldren, zu welchen vorgegebenen Null- und Polstellen in einem
Periodengitter eine elliptische Funktion existiert. Genauer geben wir gleich viele Stellen ay,...,a, und
b1, ..., b, vor, wobei wir aber nicht voraussetzen, dafl die a; bzw. die by paarweise inkongruent modulo
Q sind. Wir sagen, die Funktion f € K () besitze die Nullstellen ay , wenn die Nullstellenordnung von
f in einem Punkt a; gleich der Anzahl der ay, ist, die kongruent zu a; modulo Q2 sind. Entsprechend
formulieren wir das Polstellenverhalten einer elliptischen Funktion. Eine notwendige Bedingung ist
verhaltnisméfig schnell gefunden.

Satz 17.16 Es gibt hichstens dann eine elliptische Funktion f zum Gitter Q@ mit den Nullstellen
ai,...,a, und den Polstellen by,...,b,, wenn

a1 +--+a, =by +---+ b, mod Q.
Selbstverstandlich darf auch kein a; kongruent zu einem by sein.

Beweis. Es sei P, := a + P das um einen geeigneten Wert a verschobene Periodenparallelogramm,
sodafl 0 ¢ P, und ai,...,ay, b1,...,b, € P, \ OP,. Die letzten Bedingungen kénnen wir leicht
erreichen, da die Kongruenz im Satz bestehen bleibt, wenn man einen der vorkommenden Orte modulo
Q abéndert. Wir betrachten nun das Integral

RS

2mi Jop, ~ f(Q)
dessen Integrand offensichtlich Pole erster Ordnung an den vorgegebenen Stellen besitzt mit der Resi-
duensumme

dc ,

I=ai 4+ +an—b ——by.

Es ist also zu zeigen, dafl I € ). Dazu geniigt es, eine entsprechende Aussage nur fiir die Summe der
Teilintegrale iiber zwei gegeniiberliegende Seiten zu beweisen. Hierbei ist aber z. B. (fiir das andere
Seitenpaar argumentiert man entsprechend)

(S B I (s R e (5
l GRS sz o *= Qﬂ AGIE

Auf der Strecke von a nach a 4+ w; besitzt f weder Null- noch Polstellen, so dafl in einer Umgebung
derselben ein Zweig des Logarithmus von f existiert. Folglich ist wegen f (a) = f (a + w1) das Integral

e () = a+ w) — a e
/a f(C)dC_lng( + wi) — log f(a) € 2miZ . O

Zur Umkehrung benétigen wir noch die sogenannte o—Funktion. Man erhilt sie sehr einfach als
Losung des Weierstrafi—Problems zu den einfachen Nullstellen w € €. Man macht sich sehr schnell
klar, da3 das Weierstra3—Produkt

z z 22
o(z) ==z H (1 - ;)exp (w + 2w2>
we

diese Aufgabe 16st. Per Konstruktion ist ihre logarithmische Ableitung gleich
o'(z) 1 rf —1jw 1 z
Y (st E)
und nach Differentiation erhalten wir

o'\ (0)%(z) — 0"(2) 0 (2)
\o (2) = o?(z) '
Die Weierstrasche p—Funktion kann also konkret als Quotient zweier ganzer holomorpher Funktionen

geschrieben werden, die ihrerseits aber nicht elliptisch sein kénnen. Dennoch sollten sie eine gewisse
Periodizitédts—Eigenschaft bzgl. Q besitzen.

p(2) =
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Satz 17.17 Fiir jedes w € Q gibt es von w abhdngige Zahlen a, b, so daf
o(z +w) = e *to(2)
fiir alle z € C.

Beweis. Die Funktionen o (z) und o (z 4+ w) haben die gleichen Nullstellen, die alle einfach sind.
Folglich ist o (z + w)/o (z) eine ganze Funktion ohne Nullstellen, also von der Form exp (h (z)) mit
h € O(C). Dann ist aber

W - et o)
o(z + w) o (2)
und somit nach der vorstehenden Bemerkung h” = 0. O

Wir sind nunmehr in der Lage, auch die Umkehrung zu Satz 16 zu beweisen.

Satz 17.18 (ABEL 1826) Gilt a1 + -+ a, = by + -+ + b, mod Q, so existiert eine elliptische
Funktion mit den Nullstellen aq,...,a, und den Polstellen by,...,b, .

Beweis. Wir diirfen annehmen, dafl sogar a1 +--- 4+ a, = by + -+ b, , indem wir zum Beispiel a;
durch einen kongruenten Punkt ersetzen. Wir bilden dann

Diese Funktion besitzt in der Tat das richtige Null- und Polstellenverhalten. Sie ist aber auch elliptisch
zum Gitter €2, denn aus

6a(zfaj)+b

—.

=1
flz+w) = T f(2)
H ea(szj)ij
Jj=1
und der zuvor gemachten Annahme ergibt sich f(z + w) = f(z) fiir beliebiges w € 2. O

Bemerkung. Die meromorphen Funktionen auf der erweiterten Zahlenebene C sind genau die eindeutig
bestimmten Fortsetzungen der rationalen Funktionen auf C. Besitzt eine rationale Funktion n
Nullstellen und m Polstellen auf C, so hat die Fortsetzung im Unendlichen eine Null- oder Polstelle
derart, dafl die totale Nullstellenordnung mit der totalen Polstellenordnung auf C iibereinstimmt.
Umgekehrt kann man zu Punkten ay,...,a, und by,...,b, in C mit a; # by fir alle j, k sofort eine
rationale Funktion mit den gegebenen Null- und Polstellen konstruieren. Im Fall der RIEMANNschen
Zahlenkugel ist die Situation also wesentlich einfacher als bei den Tori. Siehe hierzu auch das folgende
Kapitel.

Zum Abschlufl dieses Kapitels beleuchten wir den Zusammenhang von elliptischen Funktionen und
Tori vermittels einiger Bemerkungen zu der (nicht iiberall erklirten) Abbildung

Cozr (p(2), ¢'(2) € X,

wobei
X :={(s5,t)€C?: 1> = P(s) :=4(s —e1)(s —ea)(s —e3)}.

Diese faktorisiert iiber
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(C\9Q)/Q

Genauer ist natiirlich nur

wohldefiniert, und es ist C/Q = X, wobei X eine Einpunkt-Kompaktifizierung von X darstellt.
Diese kann man topologisch folgendermaflen beschreiben: SchlieBe C zur Riemannschen Zahlenkugel
ab, z. B. durch stereographische Projektion:

C=CU{x} =R U{o0}=s?

(siehe auch das folgende Kapitel).

NP

Figur 17.9

Die drei verschiedenen Punkte €1, €2, €3 stelle man sich ebenso wie den unendlich fernen Punkt auf
S? liegend vor. Lokal sieht die Uberlagerung X — S? in diesen Punkten (auch im Unendlichen!) wie

die Riemannsche Fliche von /2 aus:

Figur 17.10
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Die Entstehung des Torus X kann man sich dann an der folgenden Sequenz von Bildern veranschauli-
chen.

Figur 17.11






18 Abstrakte Riemannsche Flachen

Da wir schon mehrfach iiber Riemannsche Flichen informell gesprochen haben und jedenfalls eine
genaue Vorstellung von der Riemannschen Zahlenkugel (oder dem komplez—projektiven Raum) haben
miissen, schieben wir dieses Kapitel ein. Die verwendete Literatur (auch fiir die Kapitel in dem spéiteren
Vorlesungsmanuskript iiber Riemannsche Flichen) besteht im Wesentlichen aus den in der Literaturliste
zu den Grundziigen aufgefiihrten Biichern [19] von O. Forster und [25] von R. C. Gunning!®.
Riemannsche Flichen sind spezielle reell 2—dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten, also
topologische Hausdorff-Raume X , die lokal homdomorph zu einem offenen Teil des R? sind.

Definition. Sei X eine zweidimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Eine komplez—analytische (oder
kurz: kompleze) Karte auf X ist ein Homdomorphismus ¢ : U — V einer offenen Teilmenge U C X
auf eine offene Teilmenge V' C C. Wir schreiben solche Karten auch als Tripel (U, ¢, V). Zwei komplexe
Karten (U;, ¢, Vi), i =1, 2, heiflen holomorph vertriglich, falls die Abbildung

@201 s o1 (U NU) — po(Ur N UR)

biholomorph ist.

Figur 18.1

Ein komplexer Atlas 2 auf X ist ein System von komplexen Karten (U;, i, Vi), @ € I, I eine

beliebige Indexmenge, so da X = U U; (so daB also & = {U; : i € I} insbesondere eine offene
=

Uberdeckung des topologischen Raumes X bildet) und alle Karten (U;, ¢;, Vi) paarweise holomorph

vertraglich sind.

Zwei komplexe Atlanten 2, 2 heiflen holomorph vertriglich, wenn jede Karte von 21 mit jeder Karte
von A" holomorph vertréglich ist.

Bemerkungen. 1. Ist (U, ¢, V) eine komplexe Karte, und ist U; C U eine offene Teilmenge, so ist
auch (Ui, ¢y, ¢(U1)) eine komplexe Karte, die mit (U, ¢, V') holomorph vertréiglich ist.

2. Holomorphe Vertriiglichkeit ist eine Aquivalenzrelation.

Definition. Unter einer komplez—analytischen oder kurz komplezen Struktur auf der (zweidimensio-
nalen) Mannigfaltigkeiten X versteht man eine Aquivalenzklasse holomorph vertriglicher Atlanten.

161ch empfehle auch nachdriicklich das gerade erschienene neue Buch von K. LAMOTKE, Riemannsche Flichen. Grund-
wissen Mathematik. Springer—Lehrbuch. Springer: Berlin Heidelberg New York 2005.
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Eine komplexe Struktur auf X kann also durch Angabe eines (einzigen) komplexen Atlanten auf X
definiert werden. Jede komplexe Struktur auf X enthilt einen eindeutig bestimmten ,maximalen*
Atlas 2A*; ist 2 ein beliebiger Atlas, der die Struktur bestimmt, so besteht 2* aus allen komplexen
Karten auf X, die mit jeder Karte von 2 holomorph vertriglich sind.

Beispiel. (C, id, C) ist eine komplexe Karte, die auf C einen Atlas 2 = {(C, id, C) } und damit eine
komplexe Struktur definiert. Der maximale Atlas 20* besteht hier aus allen Karten (U, ¢, V), U C C
offen und ¢ : U — V biholomorph.

Definition. Eine Riemannsche Fliche ist ein Paar (X, X), bestehend aus einer zusammenhéngenden
zweidimensionalen Mannigfaltigkeit X und einer komplexen Struktur ¥ auf X . Ist 2 ein Atlas,
der ¥ représentiert, so schreiben wir auch (X, 2). Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind,
schreiben wir kurz X .

Beispiele. 1. Wir schreiben C fiir (C, ¥), wobei ¥ durch den Atlas { (C, id, C) } représentiert wird.

2. Ist X eine Riemannsche Fliche und Y C X ein Gebiet, also eine offene und zusammenhéngende
Teilmenge von X, so tragt Y eine ,kanonische* komplexe Struktur; insbesondere trifft dies fiir jedes
Gebiet G C C zu.

Bemerkung. Wir werden stets stillschweigend mit einem mazimalen Atlas arbeiten; ,Karte* bedeutet
in unserem Sprachgebrauch also immer eine ,Karte des maximalen Atlas“.

Die Riemannsche Fliche C ist nicht—kompakt. (In alter Terminologie heiflen solche Riemannschen
Flachen auch ,offen“, obwohl Riemannsche Fldchen als topologische Ridume per definitionem immer
offen sind).

Wir wollen nun eine kompakte Riemannsche Fliche C durch Einpunkt-Kompaktifizierung von C
konstruieren. Es handelt sich dabei in anderer Interpretation um die komplez—projektive Gerade P, =
P;(C). Setze dazu als Menge wie oben

C:=CU{o0},

wobei oo ein Symbol ist, das nicht zu C gehért. U C P; heifit offen, falls U C C offen oder von
der Form U = (C\ K) U {oco} mit einer kompakten Teilmenge K C C ist. Dann ist C, wie man
sich leicht mittels stereographischer Projektion iiberzeugt, ein Hausdorff-Raum, der homéomorph zur
2-Sphire S? ist. Insbesondere ist also der topologische Raum C kompakt.

Figur 18.2
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Wir versehen nun C mit einem komplexen Atlas, bestehend aus den zwei Karten

Up=T\{oc} =C™=C =W

und
Usw =C\{0} =C"U{c0} &= C = V4,
wobei )
z — - , 2ze€C,
Poo : z
oo — 0

Offensichtlich sind g, oo HomGomorphismen, und es gilt, dafl
Poo 095" 1 0o(UpNUs) = C* — C* = 900(Up N Uso)

durch

definiert, also biholomorph ist.

Wir versehen C stets mit diesem komplexen Atlas und nennen die Riemannsche Fliche C die
Riemannsche Zahlenkugel. Wir werden spéter (in dem Manuskript Funktionentheorie II) zeigen, dafl
C die einzig mogliche komplexe Struktur auf der topologischen Mannigfaltigkeit S? ist.

Bemerkung. Die Bezeichnung Py fiir die erweiterte Zahlenebene bzw. Riemannsche Zahlenkugel C
kommt daher, dal man C leicht mit dem projektiven Raum

P, = C*\{0}/C",

d. h. der Menge der komplexen Geraden in C? durch den Nullpunkt, identifizieren kann. (Hierbei
operiert C* auf C?\ {0} vermége A (z1, z2) := (Az1, A22) ). Denn offensichtlich besteht P; aus allen
Geraden {zo = uz;, u€ C} = C, und den Geraden mit der Gleichung z; = G2z, v € C, und zwei
solche Geraden stimmen genau dann iiberein, wenn uwv = 1. Dies ist aber gerade der Standardatlas
von C. Oder in anderen Worten: Man hat eine bijektive (sogar biholomorphe) Abbildung C — P
gegeben durch
Cour— gy: 20 =uz,
{oou+—>goo:zl().

Wir wollen als néichstes die komplexe Struktur der Tori exakt definieren: wi, ws € C seien linear
unabhéngig iiber R, und Q = Zw; + Zwsy sei das von diesen Vektoren aufgespannte Gitter vom Rang
2in C. Tq = C/Q sei der zugehorige Torus der Aquivalenzklassen von C modulo der Aktion der
Translationsgruppe Q; 7 : C — Tq sei die zugehorige surjektive Projektionsabbildung. Wir nennen
eine Teilmenge U C Tq offen, falls das Urbild #=}(U) C C offen ist. Mit dieser Definition ist die
Projektion 7 stetig, und Tq ist zusammenhéngend, da die komplexe Ebene C selbst zusammenhéngend
ist. Der Torus T ist sogar kompakt, da er das stetige Bild des kompakten Periodenparallelogrammes
P ist: To = m(P), und auBerdem, wie man sich leicht iiberzeugt, auch hausdorffsch. Die Abbildung
7 ist sogar offen, d. h. wenn V' C C offen ist, dann ist auch 7 (V') offen. Dazu ist zu zeigen: Ist V C C
offen, dann ist 7=!(w (V)) C C offen. Nun ist aber offensichtlich

i E() = J V4w,
weN

und da alle Translate V' + w offen sind, folgt die Behauptung.

Eine komplexe Struktur kann man jetzt wie folgt auf T erkldren: Sei V' C C eine offene Menge mit
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21,20 €V = 21 # zomod Q. Dann ist 7 : V — 7 (V) =: U bijektiv, stetig und offen, also ein
Homdoomorphismus. Setze weiter
p=n1:U —V.

Die Tripel (U, ¢, V) sind dann Karten einer topologischen Mannigfaltigkeitsstruktur auf Tq . Offen-
sichtlich ist auch

TQ: U 7T(V),

vcc

sodafl die Menge dieser Tripel tatséichlich einen (topologischen) Atlas auf Tq definiert. Sind aber
(Ui, wi, Vi), i =1, 2, zwei solche Karten, so ist die Abbildung

w2097t p1(Ur NUz) — p2(Ur N )

offensichtlich auf jeder Zusammenhangskomponente gleich der Translation um ein (festes) Element in
), insbesondere also biholomorph. Damit besitzt T eine kanonische komplexe Struktur.

Da wir Funktionentheorie allgemein auch auf Riemannschen Flidchen betreiben wollen, miissen wir
das Konzept holomorpher Funktionen auf solchen Fléichen erkléren.

Definition. Es sei X eine Riemannsche Flache, B C X sei eine offene Teilmenge, und f: B — C sei
eine komplexwertige Funktion. f heiit dann holomorph in einem festen Punkt x¢ € B, falls fiir jede
Karte (U, ¢, V) mit zg € U gilt:

foo ™ ownm)
ist holomorph in (zg). f heiit holomorph, falls f in jedem Punkt von B holomorph ist.

Wir schreiben O (B) fiir die Menge aller holomorpher Funktionen auf B, versehen mit der (kanoni-
schen) C-Algebra—Struktur.

Bemerkungen. 1. Die Definition des Begriffs der Riemannschen Fliche ist so getroffen, da§ die Holo-
morphie von f nur fiir eine Karte getestet zu werden braucht: Sind namlich (U;, ¢;, V;) zwei Karten
mit zg € U;, i =1, 2, so gilt:

fowyt = (fopit)ol(piowsh),

und die Abbildung ¢; o ;! ist biholomorph in einer Umgebung von y(z¢) mit @g(xg) — @1(x0)-
Also impliziert die Holomorphie von fo ¢! in ¢y (xg) die von fop, ' in ¢o(rg) und umgekehrt.

2.Ist ¢ : U —V C C eine Karte, so ist ¢ nach der obigen Definition eine holomorphe Funktion auf
U C X . Man nennt ¢ dann auch eine lokale Koordinate oder Ortsuniformisierende und (U, ¢) eine
Koordinatenumgebung jedes Punktes = € U . Man schreibt in diesem Fall auch gern mit z = ¢ (z)
kiirzer z = z(x).

3. Ist C versehen mit der kanonischen Struktur einer Riemannschen Fliche, so ist fiir eine beliebige
offene Teilmenge B C C die Definition von O (B) im jetzigen Sinne in Ubereinstimmung mit der
alten Definition von O (B) = {f: B — C, f holomorph }.

Beispiel. Wie testet man die Holomorphie einer Funktion auf B € Py = CU {c0}? Wenn
B C Py \ {o0} ist, so hat man nichts anderes als die alte Definition, da wir mit der komplexen
Koordinate z als Ortsvariablen arbeiten konnen. Ist aber oo € B, so betrachtet man fip\ (s} als
Funktion von z = 1/w und muf die Holomorphie von ¢ (w) := f(1/w) an der Stelle w = 0 studieren.

Folgerung. Eine holomorphe Funktion f € O(C\ Dg) ist holomorph erginzbar in oo € Py, falls

s = 1 ()
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holomorph erginzbar ist in w = 0.

Was bedeutet dies aber genau? ¢ (w) ist holomorph in U.(0) \ {0} und besitzt also eine Laurent—
Entwicklung

g(w) = Z by, w™ .

Damit ist
_ 1 _ oo L o0 N

die Laurent-Entwicklung von f in C\ Dg, und wir erhalten

Satz 18.1 Eine Funktion f € O(C\ Dg) st im unendlich fernen Punkt oo genau dann zu einer
holomorphen Funktion auf Py \ Dgr erginzbar, wenn fiir die Laurent—Entwicklung

fz) = Z an 2"
gilt : an, = 0 fir alle n > 0.
Definition. Sei X eine Riemannsche Fliche, B C X sei offen. Eine meromorphe Funktion auf B
ist eine holomorphe Funktion h auf B\ D, D diskret in B, so dafl lim,_.,, |h(z)| = oo fiir alle
xo € D. Die Menge aller meromorphen Funktionen auf B bezeichnen wir mit M (B). M (X) ist

ein Korper (wie wir spédter mit Hilfe des Zusammenhangs von X und dem daraus resultierenden
Identitéitssatzes folgern werden) und heifit der Funktionenkérper von X .

Bemerkung. In lokalen Karten bedeutet Meromorphie natiirlich nichts anderes, als dafl h zuriickgeholt
auf jede beliebige Karte meromorph ist.

Definition. Ist h in B\ {xo} holomorph, aber in xy weder holomorph ergéinzbar noch in einer
Umgebung von zg meromorph, so hat h in zy nach Definition eine wesentliche Singularitit.

Wir kénnen nun das singuldre Verhalten von ganzen Funktionen im Unendlichen leicht klassifizieren.

Satz 18.2 Sei f € O(C) eine ganze Funktion. Dann gilt :
a) f ist holomorph erginzbar in oo genau dann, wenn f = const.
b) f ist meromorph in oo genau dann, wenn f ein Polynom ist.
c) [ hatin oo eine wesentliche Singularititen genau dann, wenn f transzendent ist.

Bemerkungen. 1. Somit besitzen alle ,interessanten“ Funktionen wie sin, cos etc. eine wesentliche
Singularitdt im Unendlichen!

2. Eine andere Formulierung von Satz 2.a) ist natiirlich die Feststellung
o) =cC.

Die entsprechende Aussage gilt fiir alle kompakten Riemannschen Flichen, wie wir gleich beweisen
werden. Wir wissen ja z. B. auch schon O (C/Q) = C,da O(C/Q) = {f € O(C) : f ist periodisch
bzgl. Q} ist, also mit dem Korper der holomorphen elliptischen Funktionen bzgl. Q {ibereinstimmt.

Satz 2.b) legt die Frage nahe: Welches sind die meromorphen Funktionen auf Py ? Die Antwort ist
sehr einfach.
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Satz 18.3 Der Kérper der meromorphen Funktionen auf Py besteht genau aus den rationalen Funk-
tionen.

Beweis. a) Jede rationale Funktion

R, SeCl[z]

1
ist meromorph auf C. Um das Verhalten in oo zu testen, mufl man die Funktion @ < - ) im Nullpunkt
z

untersuchen. Nun ist aber

r(! !
1 P ag + ay — + o0+ am -
Q(): 2L = 2 £ 0, by £ 0
z S ) bo + b1 — + -+ by —
z z z
2" Qm + Gm—_12 + -0 + agR™

)

zZm b, + by_1z + -+ boz™

und der letzte Bruch konvergiert gegen ¢ # 0 fiir z — 0. Also gilt: ¢ hat im unendlich fernen Punkt
00

i) eine hebbare Singularitit, falls m < n (also eine Nullstelle der Ordnung —grad R + grad S) ; bzw.
ii) eine Polstelle (der Ordnung m — n), falls m > n.
Insbesondere ist jede rationale Funktion meromorph auf P; .

b) Sei umgekehrt A meromorph auf Py, D C P; die Polstellenmenge. Nach Definition ist D C Py dis-
kret, also, da P; kompakt ist, auch endlich. (Dies gilt natiirlich wieder fiir jede kompakte Riemannsche
Fldche). Seien zi,..., 2z die Polstellen von h im Endlichen (mit Vielfachheit ny,...,n;, resp.). Dann
sind die Funktionen (z — z,)"" nach Teil a) meromorph auf Py, und

g(2)

ist meromorph auf P, aber holomorph auf C = Py \ {0 }. Nach Satz 2. b mufl dann aber ¢ ein
Polynom und damit h rational sein. |

h(z) - (z — z0)" oo (2 — 2)™

Bemerkung. Insbesondere sehen wir: f € M (P;) hat genauso viele Nullstellen wie Polstellen. Das gilt
auch fiir die elliptischen Funktionen f € M (C/$2) nach fritheren Uberlegungen und ist tatséichlich fiir
alle kompakten Riemannschen Fldchen richtig (Residuensatz).

Als néchstes fithren wir den Begriff der holomorphen Abbildung zwischen zwei Riemannschen Flidchen
ein.

> > > <
S S

|
O——

Figur 18.3

<G
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Definition. Seien X und Y Riemannsche Fldchen. Eine stetige Abbildung f : X — Y heifit holo-
morph, falls fiir alle Karten (Uy, ¢1, V1) in X und alle Karten (U, 2, V2) in Y mit f(U;) C U
gilt: g 0 f o' ist holomorph auf V;. Wir bezeichnen die Gesamtheit dieser Abbildungen mit
O (X,Y). Selbstverstiandlich ist als Menge O (X) = O (X, C). Eine Abbildung f: X — Y heifit
biholomorph, falls f bijektiv ist und sowohl f als auch f~! holomorph sind. Zwei Riemannsche
Flachen heiflen endlich isomorph, wenn es eine biholomorphe Abbildung zwischen ihnen gibt.

Bemerkungen. 1. Sind f € O(X,Y), g€ O(Y, Z), so ist die Komposition go f € O (X, Z).

2. Essei f: X — Y stetig. Dann gilt: f € O(X,Y) genau dann, wenn fiir alle offenen Teilmengen
V CY und alle ¢ € O(V) die Funktion ¢ o f € O(f~1(V)) liegt. Eine holomorphe Abbildung
f: X — Y induziert deshalb einen Ringhomomorphismus

ff:0V) — O (V), VCY offen.

3. Insbesondere induziert eine biholomorphe Abbildung f einen Isomorphismus von C-Algebren:
ffr0) = 0(X)
und einen Koérper—Isomorphismus
ffrMY) = M(X).

Die Algebra O (X) kann aber i. A. verschiedene Riemannsche Fléchen X nicht unterscheiden (fiir alle
kompakten gilt z. B.: O (X) = C, siche unten). Dagegen kann dies der Kérper M (X) sehr wohl. Z. B.
folgt aus M (P1) = C(s), M(C/Q) = C(s)[t]/(#* — s> + gas + g3), daB M (P;) 2 M (C/Q)
und damit auch P; /A C /€ (was natiirlich auch aus topologischen Griinden nicht sein kann). Es folgt
aber auch, da8 es Gitter €, Qy gibt mit M (C/€;) 2 M (C/y), so daB also C/Q; % C/ Qs gilt,
was man topologisch nicht verstehen kann.

Als Anwendung zeigen wir nun, dafl der Begriff der Riemannschen Fldche den richtigen Rahmen
liefert, um den mazximalen Definitionsbereich aller analytischer Fortsetzungen eines holomorphen Funk-
tionskeims zu konstruieren. Wir verstehen unter einem solchen Funktionskeim ein Paar (D, fo), wobei
Dy eine (offene) Kreisscheibe in C (ohne Einschrinkung mit Mittelpunkt 0) und fy eine holomorphe
Funktion auf Dy ist. Es sei nun K die Menge aller Kreisketten (in C oder P )

K : Dff, Df,...,Df  mit DI NDIf #0,j=1,...,ng, und D§ C Dy,

zu denen es holomorphe Funktionen fJK €O (DJK ) gibt, so daf§
(fo )i = (f)px und  (ff)px apx = (fi1)|px px -

Natiirlich ist G¥ := U DJK eine wegzusammenhéngende Teilmenge von C bzw. P; und damit auch

G = U G . Wir bijlden ferner die disjunkte Vereinigung aller dieser Kreisscheiben, also

Kch -
X = || Df = JDf x {j} x{K}.
J K JK
X tréigt offensichtlich die Struktur einer (nicht zusammenhingenden) Riemannschen Fliche zusammen

mit einer lokal biholomorphen, surjektiven Abbildung 7 : X — G, wobei (z, j, K )= fir ¢ € DJK )

Wir erkliren weiter auf X eine Aquivalenzrelation durch (x, 4, K) ~ (2, §', K'), wenn © = 2’ und
K _ (K’
(fj )\Dmejfj’ = (fj’ )\D]Kme/ :

Es ist unschwer einzusehen, dafi die Abbildung 7 iiber den Quotientenraum X := X / ~ faktorisiert:
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X trigt zudem die Struktur einer (zusammenhiingenden) Riemannschen Fliche, so dafl auch die Ab-
bildung 7 : X — G lokal biholomorph ist, und die lokal gegebenen Funktionen ij verkleben sich
auf X zu einer eindeutig definierten holomorphen Funktion f. - Die Eigenschaften des Quadrupels
(X, m, G, f) kann man folgendermafien zusammenfassen.

Satz 18.4 FEs gibt einen ausgezeichneten Punkt xo € X idber 0 € G, so daf$ sich jeder Weg « in G
mit Anfangspunkt 0 eindeutig zu einem Weg v in X mit Anfangspunkt xo liftet, d. h. movy = «.
Lafit sich der gegebene Funktionskeim fo ldngs des Weges « in G analytisch fortsetzen, so gibt es
eine Kreiskette entlang v, deren einzelne Kreisscheiben unter m biholomorph auf Kreisscheiben in
G abgebildet werden, die eine Kreiskette entlang « bilden, so daf$ die lokal definierten Funktionen
fon~! nahe der Spur von o die gegebene analytische Fortsetzung bilden. Zwei Wege o und (3
i G mit gleichem Endpunkt liften sich zu Wegen in X mit gleichem Endpunkt genau dann, wenn
die analytischen Fortsetzungen von fo entlang der beiden Wege in einer Umgebung des Endpunktes
ibereinstimmen. Dies ist (wegen des Monodromiesatzes) insbesondere dann der Fall, wenn die beiden
Wege in G homotop zueinander sind.

Bemerkung und Definition. Es gilt sogar Eindeutigkeit: Ist (Y, ¢, G, g) ein weiteres solches Quadrupel,
so gibt es eine eindeutig bestimmte biholomorphe Abbildung II: X — Y mit oIl = 7

X 11 .y

™ (@
G

und goll = f. Man nennt daher X auch die Riemannsche Fliche des Funktionskeims fo .

In dem folgenden Abschnitt tibertragen wir einige Aussagen iiber O (G) bei Gebieten G C C auf
die allgemeine Situation holomorpher Abbildungen O (X, Y).

Satz 18.5 (Identitéitssatz) Seien X, Y Riemannsche Flichen, fi, fo : X — Y seien holomorphe
Abbildungen, die auf einer Teilmenge A C X mit einem Hdufungspunkt a € X dbereinstimmen. Dann

ist fi = fa.

Beweis. Sei G = {xg € X : es existiert W = W (x0) },so daB8 fiy = fz) - Diese Menge ist offen in
X . Wir zeigen, daf sie auch abgeschlossen ist; sei also b € G . Wegen der Stetigkeit folgt f1(b) = fa(b).
Wihle dann Karten (U, ¢, V) in X und (U, @, V) in Y mit fi(U)c U, i=1,2, be U. (DaB dies
moglich ist, folgt erneut aus der Stetigkeit). Es seien die g; : ¢ (U) — (5((7) durch g; :== @o fiop™!
definiert. Sie sind holomorph, und wegen fijyne = f2jung, UNG # 0, ergibt sich gy = g¢go auf
¢ (UNG) C ¢ (U). Nach dem iiblichen Identitétssatz ist folglich g1 = g2 und damit fi; = fay, also
b € G. Aus demselben Grund folgt auch a € G, d. h. G # 0. Also muB}, da X als zusammenhéngend
vorausgesetzt ist, G = X gelten. (]
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Satz 18.6 (Maximumprinzip) Sei f € O(X), und die Betragsfunktion | f| nehme auf X ihr Ma-
zimum an. Dann ist f konstant. Insbesondere besitzt eine kompakte Riemannsche Fliche global nur
konstante holomorphe Funktionen.

Beweis. Das Maximum werde in xy angenommen, und (U, ¢, V) sei eine Karte mit xg € U, U
zusammenhingend. Dann nimmt fo~! das Maximum ihres Betrages in ¢ (2¢) an, so dafl fop™! =
const. und fjy = const. ist. Mit dem Identitétssatz ergibt sich die Behauptung. (I

Schliefflich kénnen wir die meromorphen Funktionen als holomorphe Abbildungen nach P; identi-
fizieren.

Satz 18.7 Sei X eine Riemannsche Fliche und f € M (X). Fiir eine Polstelle xo € X wvon f
definiere man f (xg) = oo. Dann ist die durch f festgelegte Abbildung f: X — CU{o0} = Py
holomorph.

Ist umgekehrt f : X — Py eine holomorphe Abbildung, so ist entweder f = oo, oder f~'(oc0)
besteht nur aus isolierten Punkten und f: X\ f~(cc) — C ist eine holomorphe Funktion mit Polstellen

in f~1(00).

Beweis. Elementare Ubungsaufgabe. ]

Bemerkung. Aus dem Identitéitssatz und Satz 7 folgt, daBl der Identititssatz auch fiir meromorphe
Funktionen giiltig ist. Ist insbesondere f € M (X), f # 0, so hat f nur isolierte Nullstellen und
damit ist auch 1/f € M (X). Daraus folgt sofort, da M (X) ein Kérper ist, den man auch den
Funktionenkorper von X nennt.

Wir haben frither gesehen, daf der Funktionenkérper von P; isomorph ist zum Kérper C(z) der
rationalen Funktionen; fiir einen Torus C/Q ist der Funktionenkérper isomorph zum Kérper der ellip-
tischen Funktionen bzgl. des Gitters 2. Man kann nun mit harter Analysis tatséchlich zeigen:

Satz 18.8 Jede Riemannsche Fliche X "besz'tzt etne nicht triviale, also nicht konstante meromorphe
Funktion und ist deshalb die verzweigte Uberlagerung eines Teilgebietes von Py . Jede kompakte Rie-
mannsche Fliche ist eine verzweigte Uberlagerung von P; .

Bemerkungen. 1. Trotz der sehr allgemeinen Definition der Riemannschen Flachen kommt man also zu
der urspriinglichen Begriffsbildung bei Riemann zuriick.

2. Insbesondere besitzt eine Riemannsche Fliche automatisch eine abzdhlbare Topologie (Satz von
RADO). Man beachte, dafi diese Eigenschaft nicht Bestandteil unserer Axiome war, und erinnere
sich, dafl bei differenzierbaren Mannigfaltigkeiten diese oder eine andere topologische Bedingung
gefordert werden muf}, um Pathologien zu vermeiden, insbesondere die Einbettbarkeit der abstrakten
Mannigfaltigkeit in einen Zahlenraum RY zu gewihrleisten. Fiir (zusammenhiingende) komplexe
Mannigfaltigkeiten der Dimension n > 2 ist im iibrigen die Abzdhlbarkeit der Topologie nicht
notwendig gegeben.

Wir wollen des weiteren in diesem Kapitel die elementaren topologischen Eigenschaften holomorpher
Abbildungen zwischen Riemannschen Flachen herausarbeiten und dann die fiir alles Folgende grundle-
gende Theorie der (unbegrenzten, unverzweigten) Uberlagerungen durch Bereitstellung der wichtigsten
Begriffe vorbereiten.

Satz 18.9 FEs sei f: X — Y eine nicht konstante holomorphe Abbildung Riemannscher Fldchen, es
sei xg € X und yo = f(xo). Dann gibt es k € N* und Karten (U, o, V), (U, ¢, V') auf X bzw.
Y mit 2o €U, ¢(x9) =0, yo €U, ¥ (yo) =0, f(U)CU’, sodaff fiir F = pofopt:V =V’
gilt -

(%) F(z) =2, 2€V.
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Beweis. Da f stetig ist, gibt es sicher Karten, die alle Bedingungen aufier evtl. (x) erfiillen. Fiir (x)
brauchen wir nur noch U zu verkleinern und einen Automorphismus hinter ¢ zu schalten. Es sei
nimlich g 1= ¥ o foe™!, dann ist g(0) = 0 und g nicht konstant; also existiert eine holomorphe
Funktion A in der Nihe von 0 mit h(z) # 0 und ein k € N*, so daB g(z) = 2¥h(z). In einer
evtl. noch kleineren Umgebung ‘70 existiert ein Zweig der k—ten Wurzel von h, d. h. eine holomorphe
Funktion ¢ mit ¢¥ = h, insbesondere ¢(0) # 0, so daf zudem « (z) := z/£(z) dort biholomorph ist.

Definiere nun: U, = 90_1(170), wo = aoyp, : Up— Vo = « (IN/O); dies ist eine neue Karte mit den
alten Eigenschaften. Fiir F' = o f o g 1 gilt dann aber:

F(w) = (ofopy")(w) =goa(w) = a¥(aH(w) = w". O

Bemerkung. k ist nichts anderes als die Vielfachheit, mit der die Abbildung f den Wert y im Punkte
Tro annimmt.

Beispiel. Das Polynom P (z) = zF + a; 2"t + ... + a;, € C[z] werde aufgefat als holomorphe
Abbildung P : P; — P; mit P(oco) = oco. Dann wird der Wert oo in co mit der Vielfachheit &
angenomimen.

Dieser einfache Sachverhalt hat einige topologische und analytische Konsequenzen.

Folgerung 18.10 Jede holomorphe, nicht konstante Abbildung f : X — Y zwischen Riemannschen
Fldchen ist offen.

Denn nach dem vorstehenden Satz bildet f beliebig kleine Umgebungen eines Punktes xg auf Umge-
bungen des Bildpunktes y, ab. |

Folgerung 18.11 Die Abbildung f: X — Y seiinjektiv und holomorph. Dann bildet f die Riemann-
sche Fliche X biholomorph auf die offene Teilmenge f(X) CY ab.

Beweis. Nach der ersten Folgerung ist f (X) offenin Y, und als Abbildung ist f: X — f(X) bijektiv.
Da f injektiv ist, ist die Vielfachheit k gleich 1 an jeder Stelle x € X, f also lokal biholomorph. O

Folgerung 18.12 Die holomorphe Abbildung f : X — C sei nicht konstant. Dann nimmt die Be-
tragsfunktion | f| auf X nicht ihr Maximum an.

Beweis. Denn angenommen, es existiere zo € X mit R = |f(zo)| = supyex | f(x)|. Dann ist
fX)c{|lz]| < R}.Da f(X) offenist,ist f(X)C {|z] < R}. Widerspruch zu | f(z9)| = R. O

Satz 18.13 Die Abbildung f : X — Y sei holomorph und nicht konstant, die Riemannsche Fliche X
sei kompakt. Dann ist auch 'Y kompakt, und f ist surjektiv.

Beweis. f (X) ist offen, aber auch kompakt in Y, insbesondere abgeschlossen, so dal Y = f(X) sein
muf}, da Y nach Voraussetzung zusammenhéngend ist. ]

Folgerung 18.14 X sei kompakt, und f: X — C sei eine holomorphe Funktion. Dann ist f kon-
stant.

Folgerung 18.15 (Satz von Liouville) Jede beschrinkte holomorphe Funktion f: C — C ist kon-
stant.

Denn nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz kann man f im Unendlichen holomorph fortsetzen,
also zu einer holomorphen Funktion f: P; — C ,erweitern®. Dann ist f = const. (]
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Folgerung 18.16 (Fundamentalsatz der Algebra) P sei ein Polynom vom Grad n > 1 mit kom-
plexen Koeffizienten. Dann besitzt P mindestens eine Nullstelle.

Beweis. P kann aufgefafit werden als holomorphe Abbildung P : P; — P; mit P (co) = oo. Nach
Satz 13 ist dann P surjektiv. |

Wir fassen die wesentlichen Eigenschaften holomorpher Abbildungen zwischen Riemannschen
Flachen nun in einer topologischen Definition zusammen. Da in der Uberlagerungstheorie der ,iiberla-
gerte“ Raum als das Primére angesehen wird, vertauschen wir die Rollen von X und Y .

Definition. X, Y seien topologische Ridume. Ein Abbildung p: ¥ — X heifit eine (evtl. verzweigte)
Uberlagerung von X , falls p stetig, offen und diskret ist (d. h. die Fasern p~'(z) liegen diskret in
Y fiir jeden Punkt = € X). Ist = := p(y), so sagt man, y ,liege iiber® x, oder auch, = ,sei ein
Spurpunkt® von y.

Ist ¢: Z — X eine weitere Uberlagerung von X , so heifit eine stetige Abbildung f: Y — Z spurtreu
oder eine Abbildung ,iber* X , falls das Diagramm

v f

X

kommutiert (d. h. f(y) € ¢ t(p(y)) fiir alle y € V).

Satz 18.17 Jede holomorphe, nicht konstante Abbildung f: Y — X zwischen Riemannschen Fldichen
ist eine Uberlagerungsabbildung.

Beweis. f ist selbstverstdndlich stetig und offen nach Folgerung 10. f ist aber auch diskret, da sonst
eine Faser f~!(x) nicht diskret in Y liegen wiirde und damit nach dem Identititssatz f entgegen
der Voraussetzung konstant gleich xy wére. O

Bemerkung. Man nennt in dieser Situation f: Y — X manchmal auch Y ein Riemannsches Gebiet
iiber X .

Definition. p : Y — X sei eine Uberlagerung. Ein Punkt y € Y heiBt ein Verzweigungspunkt
von p, falls fiir keine Umgebung V von y die Einschrdnkung pjy injektiv ist. Besitzt p keine
Verzweigungspunkte, so heift p eine unverzweigte Uberlagerung.

Beispiele. 1. Die Funktion f(z) = 2*, k > 2, ist aufgefat als Abbildung f: C — C eine verzweigte
Uberlagerung mit einzigem Verzweigungspunkt 0.

2.p:Y — X sei eine holomorphe Uberlagerung. Genau dann ist y ein Verzweigungspunkt von p,
wenn die Vielfachheit £ von p in y mindestens 2 ist.

3. Die Exponentialabbildung exp : C — C* ist eine unverzweigte Uberlagerung (da lokal injektiv).

4. Fiir ein Gitter {2 vom Rang 2 ist die Quotientenabbildung C — C / ) eine unverzweigte holomorphe
Uberlagerung.

Satz 18.18 Fine stetige Abbildung p: Y — X ist genau dann eine unverzweigte Uberlageryng, wenn p
lokal topologisch ist. Im holomorphen Fall f: Y — X liegt genau dann eine unverzweigte Uberlagerung
vor, wenn f lokal biholomorph ist.
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Beweis. Eine Richtung ist klar, da eine stetige (holomorphe), offene und lokal injektive Abbildung
lokal topologisch (holomorph) ist. Umgekehrt sind lokal topologische Abbildungen p stetig und offen.
p ist aber auch diskret; denn liegt y € Y, so existiert eine Umgebung V' = V (y), so dal p;y; ein
Homéomorphismus von V nach U = p(V) ist. Dannist VNp~i(p(y)) = {y}, d. h. y liegt diskret

in p~t(p(y)). O

Von ganz zentraler Bedeutung fiir die Anwendung der Uberlagerungstheorie auf die Theorie von
Mannigfaltigkeiten, speziell von Riemannschen Flichen, ist der folgende

Satz 18.19 Es sei p: Y — X eine unverzweigte Uberlagerung topologischer Riume, und X sei eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit bzw. eine Riemannsche Fliche. Dann gibt es genau eine differenzierbare
bzw. kompleze Struktur auf Y , so daf p differenzierbar bzw. holomorph (und damit lokal differenzierbar
bzw. lokal biholomorph) wird.

Beweis. Es sei 20 die Menge aller offenen Teilmengen W C Y, so dafl pyw : W — p(W) = U ein
Homgomorphismus ist, und es eine Karte (U, ¥, V') auf X gibt. Ist Y schon mit einer differenzierbaren
(komplexen) Struktur mit der gewiinschten Eigenschaft versehen, so sind notwendigerweise die Tripel
(W, pop, V) : W e 20, Karten auf Y. Umgekehrt wird durch

{(W, pop, V) : W €20}
ein differenzierbarer (komplexer) Atlas auf Y mit den verlangten Eigenschaften definiert. O

In unserer Definition unverzweigter Uberlagerungen sind auch Beispiele der folgenden Art enthalten:

Figur 18.4

AuBerdem kann man aus jeder unverzweigten Uberlagerung p von X eine neue machen, indem man
p auf ein Gebiet G C Y einschrinkt. Dabei geht evtl. vorher schon vorhandene Surjektivitdt der
Abbildung verloren. - Da wir eine solche Willkiir nicht zulassen wollen, zeichnen wir eine spezielle
Klasse von unverzweigten Uberlagerungen aus, die bei der Klassifikation der Riemannschen Flichen
oder auch der sogenannten Raumformen in der Riemannschen Geometrie auftreten.

Definition und Bemerkung. Eine Abbildung p : Y — X heiflit eine wunbegrenzte, unverzweigte
Uberlagerung, falls es fiir alle © € X eine Umgebung U = U (x) gibt, so da p~(U) = LUies Vi
mit paarweise disjunkten offenen Mengen V; C Y, J # (), und alle Einschréinkungen pyv, : V; > U
Homdoomorphismen sind, j € J.

Selbstverstéindlich ist eine solche Abbildung p wie oben lokal topologisch und damit eine unverzweigte
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Uberlagerung im alten Sinne (wegen Satz 18).
Bemerkung. Ist p eine unbegrenzte, unverzweigte Uberlagerung, so ist p notwendig surjektiv.

Definition. Ist U mit p~*(U) = || V; wie oben gewihlt, so nennt man U eine gleichmifig iberlagerte
Umgebung. Die V; heiflen die Bldtter von Y iiber U C X .

Fiir je zwei Punkte z, 2’ in einer solchen Umgebung U haben die Fasern p~!(z) und p~!(z2’) die
gleiche Mdchtigkeit. Die Menge aller Punkte = € X, fiir die p~!(z) die gleiche Michtigkeit besitzen,
ist also offen in X , und X wird in diese offenen paarweise disjunkten Mengen zerlegt. Es folgt:

Satz 18.20 Ist p: Y — X eine unbegrenzte, unverzweigte Uberlagerung (und X zusammenhingend),
so sind alle Fasern gleichmdchtig.

Definition. Diese Michtigkeit heifit die Blitterzahl der Uberlagerung p: Y — X .
Wir fassen noch einige (schon bekannte oder einfach zu beweisende) Tatsachen zusammen.

Satz 18.21 FEs sei p: Y — X eine unbegrenzte, unverzweigte Uberlagerung. Dann gilt :
i) Fiir alle © € X ist die Faser p~'(x) ein diskreter Teilraum von Y .

ii) Ist B C Y zusammenhingend und p(B) C U, wobei U eine gleichmdfig iberlagerte offene
Menge von X ist, p~*(U) = ||V}, so gibt es ein j mit BCV;.

iii) Die gleichmdfig tiberlagerten Umgebungen von X bilden eine Basis fiir die Topologie von X ,
und die dariber liegenden Bldtter bilden eine Basis der Topologie von Y .

iv) Der topologische Raum X trigt die Quotiententopologie bzgl. der Uberlagerungsabbildung p -
Y — X . Man sagt dann auch, p sei eine , identifizierende “ Abbildung.

Beispiele. Da wir i. f. ausschlieBlich unbegrenzte, unverzweigte Uberlagerungen betrachten werden,
sprechen wir ab jetzt nur noch kurz von ,,Uberlagerungen“.

1. Einblittrige Uberlagerungen sind Homéomorphismen und daher uninteressant.

2. Die Schraubenlinie
L = {(cos 2nt, sin 2rt, t)} C R?

ist zusammen mit der Einschrinkung der Projektion p: R3 — R? auf die ersten beiden Koordinaten
eine Uberlagerung des Kreises

St = {(cos 2nt, sin 27t) } C R?

mit abzdhlbar unendlich vielen Bléttern.

3. Wickelt man die Schraubenlinie auf die reelle Gerade R ab, so lit sich die Uberlagerung in Beispiel
2. auch realisieren in der Form

p:R—=S", pt) = ecsScC =R,

4. R? iiberlagert den Zylinder S! x R bzgl. pxid. Der Zylinder iiberlagert den Torus bzgl.

idxp: S' xR — St x St

5. Ist p: Y — X eine Uberlagerung, A C X ein Teilraum und B = p~'(A) C Y versehen mit der
Relativtopologie, so ist pjp : B — A eine Uberlagerung.
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6. Ein Raum kann sich selbst nicht—trivial {iberlagern, wie das folgende Beispiel zeigt:

z > 2" n > 2

{ CcC*r — C*

oder die Einschrinkung dieser Abbildung auf S* c C:

St — st 2 27,

7. Der reelle projektive Raum P,(R) = { Geraden in R™*! durch den Nullpunkt } ist mit geeigneter
Topologie eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Die Einheitssphire S™ C R"*! wird von jeder Geraden
durch den Ursprung in zwei Punkten (,antipodalen“ Punkten) geschnitten. Also ist

P, &~ S"/Z,.

(Zu Quotienten nach Gruppenoperationen siehe den Anhang zu Kapitel 23). Auf jeden Fall hat man
eine surjektive Abbildung
Sn — Pn i

und diese ist eine zweiblittrige Uberlagerung.

Ich beschliefe den Hauptteil dieses Kapitels mit einigen Zitaten zur Geschichte der Entwicklung
des Begriffs der Riemannschen Flichen aus dem Buch von LAMOTKE (loc. cit.). Die Einfiigungen und
Auslassungen in eckigen Klammern stammen von mir.

[ pp. 1 - 2] Schon in den Herbstferien 1847 entwickelte er [ = der damals gerade 21—jihrige BERNHARD
RIEMANN] Ideen fiir eine neue Grundlage der komplexen Funktionentheorie. [...] Riemann fiel es schwer,
seine Gedanken zu formulieren. Erst im November 1851 reichte er in Gottingen seine Dissertation [...]
iiber ,,Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer verénderlichen complexen Grofie
ein. Gutachter war der bereits 74 Jahre alte GAUSS. [...] Seine hochste Anerkennung teilte er Riemann
miindlich mit: Er bereite seit Jahren eine Schrift iiber denselben Gegenstand vor. [...] Der 5. Abschnitt
beginnt: ,Fiir die folgenden Betrachtungen beschrinken wir die Verénderlichkeit der Groflen z, y auf
ein endliches Gebiet, indem wir als Ort des Punktes O nicht mehr die Ebene A selbst, sondern eine
iiber dieselbe ausgebreitete Flache T betrachten. Wir wihlen diese Einkleidung, bei der unanstofig
sein wird, von aufeinander liegenden Fléchen zu reden, um die Moglichkeit offen zu lassen, dass der Ort
des Punktes O {iiber denselben Theil der Ebene sich mehrfach erstrecke, [...]* Hier schliefit eine lénge-
re Erorterung ein, in welcher Weise T' iiber A ausgebreitet ist. Im weiteren Verlauf der Dissertation
bemiiht sich Riemann, die Neuartigkeit seiner Ideen herunterzuspielen und dem Leser klarzumachen,
dafl man auf der Fldche T genauso einfach wie in der Zahlenebene eine Funktionentheorie aufbauen
kann. Gaufl meinte: ,,... der groffite Theil der Leser mochte wohl in einigen Theilen noch eine gréflere
Durchsichtigkeit der Anordnung wiinschen. [...] In der Tat wurden Riemanns Ideen von seinen Zeit-
genossen zwar bewundert, aber kaum angenommen. Erst durch Felix Kleins beredtes Eintreten | siehe
auch seine noch heute auflerordentlich lesenswerten Vorlesungen tber die Entwicklung der Mathematik
im 19. Jahrhundert. Springer: Berlin 1926/27. Nachdruck 1979 | wurden die Riemannschen Flichen
gegen Ende des 19. Jahrhunderts verbreitet anerkannt. Ein wichtiges Ereignis war Weyls Buch von
1913 [ H. WEYL. Die Idee der Riemannschen Fliche. Teubner: Stuttgart—Leipzig. Neuauflage heraus-
gegeben von R. REMMERT 1997 ], in dem er die Riemannschen Flichen von der Ausbreitung iiber der
Zahlenebene 16ste und sie als Mutterboden ansah, auf dem die analytischen Funktionen wachsen und ge-
deihen kénnen [...]. Weyl vergifit [...], das Hausdorffsche Trennungsaxiom zu fordern. Die Karten nennt
er Ortsuniformisierende.

[ p. 4] Atlanten finden sich [ schon] in Kleins Géttinger Vorlesungen des Wintersemesters 1891/92 iiber
Riemannsche Flichen [...]. ,Eine zweidimensionale, geschlossene, mit einem Bogenelement ds? aus-
gestattete Mannigfaltigkeit, welche keine Doppelmannigfaltigkeit [d. h. orientierbar] ist, ist jedenfalls
dann als Riemannsche Fléche zu brauchen, wenn man sie mit einer endlichen [ sic!] Zahl von Bereichen
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dachziegelartig iiberdecken kann, deren jeder eindeutig und konform auf eine schlichte Kreisscheibe ab-
gebildet werden kann.“ [...]

[ p- 5] Riemann fiihrt die Zahlenkugel im Wintersemester 1858/59 in seinen Vorlesungen iber die hy-
pergeometrische Reihe ein. [...] In seinen Publikationen kommt sie nicht explizit vor. Die erste Veroffent-
lichung, die (unter Berufung auf Riemanns Vorlesungen) die Zahlenkugel enthilt, stammt von C. NEU-
MANN [...] [ Vorlesung iiber Riemanns Theorie der Abelschen Integrale. Teubner: Leipzig 1865, 1884. ]

[ p- 209 ] Im Jahre 1913 postulierte H. Weyl [ loc. cit. | die Triangulierbarkeit Riemannscher Flichen.
Er bemerkt dazu auf S. 21, dafl diese Einschrénkung erforderlich zu sein scheint, um die Anwendbarkeit
der ,Exhaustionsmethode“ zu gewéhrleisten. Triangulierbare Flichen haben a fortiori eine abzdhlbare
Topologie. Die Umkehrung gilt ebenfalls, der Beweis ist allerdings miithsam. Radd [...] wufite [ schon um
1923 ], dal die Existenz einer komplexen Struktur die Abzihlbarkeit der Topologie zur Folge hat. Er
hat seinen Beweis damals nur skizziert, da Priifer ihm mitgeteilt hatte, dal vermutlich jede topologi-
sche Fliache triangulierbar sei. Nachdem Priifer seine eigene Vermutung widerlegt hatte, vertffentlichte
Rado seinen Satz und das Priifersche Beispiel einer zusammenhéngenden Fliache mit iiberabzihlbarer
Topologie [ in 1925 ]. Es war damals unbekannt, daff Hausdorff schon 1915 solche Fléchen gefunden,
aber nicht publiziert hatte.



Anhang: Der Modulraum der komplexen Tori

Als Anhang zu dem vorstehenden Kapitel wollen wir den sogenannten Modulraum der Tori (oder der
elliptischen Kurven) konstruieren. Wie wir frither schon behauptet haben und spéter erst beweisen
konnen, gibt es auf der orientierbaren topologischen Mannigfaltigkeit vom Geschlecht 0, d. h. auf
der 2-Sphire S?, nur eine einzige komplex-analytische Struktur. Hat man dagegen eine solche
Mannigfaltigkeit vom Geschlecht 1, so wissen wir aufgrund der Theorie der elliptischen Funktionen,
dafl wir diese komplex—analytisch auf verschiedene Weisen als komplexe Tori C?/Q realisieren knnen.
Tatséchlich werden wir auch erst in der folgenden Vorlesung beweisen konnen, dafl jede komplexe
Struktur auf einer solchen Fldche biholomorph dquivalent zu einem solchen Torus ist. Hier wollen wir
uns mit der Frage beschéftigen, wann zwei komplexe Tori komplex—analytisch isomorph sind und durch
welche Invarianten die biholomorphen Aquivalenzklassen bestimmt sind.

Es lautet damit unsere wesentliche Frage: Wann sind die beiden Tori 17 = T, und To = Tq,
biholomorph dquivalent?

Es sei zunéichst f iiberhaupt irgendeine holomorphe Abbildung von 77 nach T, . Wir betrachten dann
das folgende Diagramm:

F

C ~-C

T 2

(C/Ql = T1

7 T, = C/Qq
in dem die holomorphe Liftung F erst noch gesucht wird. Nun sind jedoch die Projektionsabbildungen
w1, w2 lokal biholomorph, so dafl lokale Liftungen von f trivialerweise immer existieren. Da aber C
einfach zusammenhéngend ist, 148t sich mit dem Monodromiesatz leicht zeigen, dafl man diese lokalen
Liftungen so wihlen kann, daf} sie sich zu einer globalen zusammenfiigen.

Die blofle Existenz von F zieht, wenn f nicht konstant ist, unmittelbar Bedingungen zwischen den
beiden Gittern nach sich. Es mufl ndmlich aufgrund des obigen Diagramms fiir alle z € C, m, n € Z

gelten:
F(z+mwl” + nwl) = F(z) + m'wl® + 0w |

wobei sogar m’, n’ lokal von z unabhingig sind. Differenziert man beide Seiten, so kommt
F'(z + mwl? + nwl) = F/(2)

fiir alle z € C und alle m, n € Z. Infolgedessen ist F’ doppelt—periodisch bzgl. Q; und deshalb nach
dem Satz von Liouville konstant. Damit hat man

F=cz+d,

und ohne Einschrinkung kann man zusétzlich F (0) = 0, also F (z) = cz annehmen. Dies impliziert
cfy C Q.

Nun wollten wir ja auBerdem f als biholomorph voraussetzen, woraus dann unmittelbar ¢~y C Oy
und damit

Oy = CC_lgg C )y C Qg,

also
Qo =y, c#0

folgt.

Es ist eine leichte Ubungsaufgabe zu zeigen, dafi umgekehrt Qy = ¢, die biholomorphe Aquivalenz
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Ty =2 Ty impliziert. Somit gibt es in jeder Isomorphieklasse von Tori mindestens einen Torus zu einem
Gitter der speziellen Gestalt
Qr=Z+Z7t, Im7>0.

Also haben wir eine surjektive Abbildung

H = {7:Im7 > 0} — {Isomorphicklassen von Tori}

7 +— Klasse von T, = Ty7,
von der oberen Halbebene in die Menge der Isomorphieklassen von Tori. Aber ist die Abbildung
Hotvw+— Z&Zr

tatséichlich eine Bijektion zwischen H und der Menge der speziellen Gitter vom Typ Z + Z7 7 Die
Antwort ist nein, da man auf jeden Fall Basiswechsel der Gitter zulassen muf}, die die Gitter als Punkt-
mengen festlassen. Wir fragen uns also: Wann ist

Z®Zo = v(Z®Zr)
fir Imo, Im7 > 0 und v # 07 Dazu ist notwendig, dafl

c=ayT + by
l=cy7m +dvy
mit a, b, ¢, d € Z . In Matrixschreibweise bedeutet dies eine Gleichung der Form
o (a b YT
1) \ec d 5y ’
Ebenso hat man die umgekehrte Beziehung
T\ _[d ¥V v lo
1 - Jdd ’771 .
Fafit man beide Gleichungen zusammen, so erhélt man
o\ (a b a b c\ (A B o
1) \e d d d 1) "\ C D 1)
woraus sich das Gleichungssystem

c=Ac + B B=0,A=
und damit
1=Co+ D D=1,C =

a b
(4) cauwn.

und ihre Determinante kann nur +1 sein. Nun ist aber

ergibt. Also ist notwendig die Matrix

s T _ atr +b  (at + b)(cT + d)
1 er4d |er + d|?

und folglich
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a b oL
(4) enon

Dafl umgekehrt diese Transformationen den gewiinschten Effekt haben, kann man wie folgt einsehen.
Man macht sich zuerst klar, dal die Gruppe SL (2, Z) erzeugt wird von der Translation

(1)

Auf der oberen Halbebene operieren diese Matrizen geméif

Also ist ad — be = 1 und damit

und der Spiegelung

T(r) =7+ 1 bzw. S(T):—%.

T fiihrt offensichtlich das Gitter Z + Z 7 in sich iiber. Dagegen macht S aus diesem Gitter das neue
Gitter Z®Z (—1/7) . Dies ist aber (man multipliziere mit 7 ) konform dquivalent zu — Z®Z1 = ZOZT.

Wir fassen die obigen Ergebnisse wie folgt zusammen. Man lasse die Gruppe SL (2, R) auf H operieren

geméf
a b az + b
z = .
c d cz +d
Diese Operation ist noch nicht effektiv; man braucht aber nur den Normalteiler { £F5 } herauszuteilen.
Genauer betrachten wir also die Aktion der projektiven Gruppe

PSL (2, R) := SL(2,R)/{+E} .

Die Modulgruppe
PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{£E>} = T

ist eine (diskrete) Untergruppe von PSL (2, R) und operiert ebenfalls auf H effektiv. Nach dem oben
Bewiesenen ist aber

T.=2171,, o,17€eH
genau dann, wenn es ein Gruppenelement g in der Modulgruppe I' gibt mit ¢ = g (7). Der von uns

gesuchte Modulraum der Tori ist somit gleich dem Quotientenraum H/T'.

Um uns eine Vorstellung von diesem Raum machen zu kénnen, bendtigen wir die Kenntnis eines
sogenannten Fundamentalbereiches der Gruppenaktion. Dieser sieht bekanntlich wie folgt aus:

v

Figur 18.5
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Identifiziert man hierin korrespondierende Randpunkte, so sieht der entstehende Raum topologisch sehr
einfach aus.

Figur 18.6

In der Tat ist die Riemannsche Fliche H/T isomorph zu C. Wir wollen dies noch ein wenig erldutern,
ohne in die Details zu gehen. Man ordne jedem 7 € H wie bei der Weierstralschen gp—-Funktion die

Invarianten ) 1
=) = 03

+nr)t
! 1
g3 = g3(7) = 1402 m

zu. Als Gitterfunktionen sind diese abhéingig von Dilatationen der Gitter. Jedoch ist der Quotient

3

92 92
J = = —=
=8 = g-ng

offensichtlich eine holomorphe Funktion auf H , die unter der Modulgruppe PSL (2, Z) invariant ist.
Man nennt sie die elliptische Modulfunktion.

Satz 18.22 Die elliptische Modulfunktion J nimmt jeden Wert aus C auf dem Fundamentalbereich
genau einmal an.

Zum Beweis siehe z. B. HURWITZ - COURANT | 15 ] (siehe auch Kapitel 24). O

Folgerung 18.23 Der Modulraum H/ PSL (2, Z) der komplexen Tori ist unter der elliptischen Mo-
dulfunktion kanonisch isomorph zu C.

In diesem Sinne klassifiziert also die komplexe Ebene C die komplexen Strukturen auf dem Torus.
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Wir wollen in diesem Paragraphen (lokal) biholomorphe Funktionen durch eine Abbildungseigenschaft
charakterisieren, ndmlich durch die Erhaltung von orientierten Winkeln. Dazu betrachten wir von zy €
C ausgehende Wege v : [0,a) — C, v stetig differenzierbar (d. h. genauer in 0 rechtsseitig stetig
differenzierbar), mit v (0) = 2o und ~/(¢) # 0 fiir alle ¢ € [0, a). Seien 7y, 72 zwei solche Wege;
dann heif3t
an ) = arg 20— arg 4(0) — arg 44(0)
71(0)

der orientierte Winkel zwischen 1 und 7. (Natiirlich wird durch s +— zy + s7;(0), s > 0, die
Halbtangente an ~; in zy parametrisiert). Der Winkel <(v1, 72) ist nur bis auf Addition von ganz-
zahligen Vielfachen von 27 bestimmt (und also eigentlich als Element der additiven Gruppe R/ 27Z
aufzufassen). Offensichtlich gilt

)
o~

vz, ) = =<2, 72), <v,7) =0,
(v, 73) = < 2) + <2, 13) -

Seien nun U, V C C offene Mengen, s. d. f : U — V umkehrbar stetig differenzierbar ist. Ist
~v:[0,a) — U ein von zy € U ausgehender Weg, so ist f o~ eine stetig differenzierbare Abbildung
fory:[0,a)—V.

Figur 19.1

Durch Differentiation erhilt man

0 0
o) = XL )y + 2 )70
Aus der Umkehrbarkeit von f folgt natiirlich (f o~)'(0) # 0; d. h. auch der Bildweg f o~ ,definiert
einen Winkel “.

Ist f iiberdies holomorph in zg, so ist dort 0f/0zZ = 0 und 9f/0z (20) = f'(20) # 0. Damit ergibt
sich fiir zwei beliebige in zp startende Wege:

72(0)

7

(for)(0) _ [(20)%(0) _
(fom)(0) & F(z0) 7, (0) <, 72) s

d. h. also: umkehrbar holomorphe Funktionen f erhalten Winkel (samt Orientierung).

Afom, foy) = arg
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Sei andererseits die Funktion f umkehrbar stetig differenzierbar, und f erhalte orientierte Winkel im
Punkte zp. Man wéhle dann die beiden Wege

mn(t) =z + e,
Ya(t) = 20 + te'#2 .

Figur 19.2

Es ist hierbei natiirlich
<, 72) = arg P27 = ) — .

Also gilt nach Voraussetzung im Punkte zy die Identitét

_ _ (foy) [ 4 frem'®?
P2 — Y1 = <f(f0’717 fO’VQ) = arg m = arg freit + freien ’

aus der sich unmittelbar die Beziehung

fz + fEe_2w2

Jot e

arg

fiir alle Winkel o1, @2 ergibt.

Figur 19.3
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Dies ist offensichtlich nur dann moglich, wenn fz = 0 in zp gilt und somit f dort komplex
differenzierbar ist.

Definition. Fine stetig differenzierbare Abbildung f : G — C heifit lokal konform, wenn sie glatte
Wege in glatte Wege iiberfiithrt (dann besitzt sie lokal stetig differenzierbare Umkehrungen und ist
damit offen) und in jedem Punkt von G winkel- und orientierungstreu ist. f heifit konform, wenn f
lokal konform ist und G bijektiv auf f (G) abbildet.

Mit dieser Definition kénnen wir den eben bewiesenen Sachverhalt wie folgt formulieren.

Satz 19.1 FEine Abbildung f : G — C, G C C, ist genau dann (lokal) konform, wenn f (lokal)
biholomorph ist.

Eine biholomorphe Abbildung zwischen Riemannschen Fléchen ist auch in lokalen Karten (lokal)
biholomorph. Man nennt solche Abbildungen daher ebenfalls konform. Zwei Gebiete G1, Gy C C
heiflen konform dquivalent oder auch biholomorph dquivalent, falls es eine biholomorphe Abbildung
f: Gi — Gy gibt. Klar ist nach unseren fritheren Uberlegungen zum einfachen Zusammenhang:

Sind die Gebiete G1, Ga konform dquivalent, und ist G1 (homologisch) einfach zusammenhdngend,
so auch Go.

Bemerkung. Jedoch ist einfacher Zusammenhang beider Gebiete fiir konforme Aquivalenz nicht
hinreichend. Ist G; = C, G5 C C beschrinkt, so ist jede holomorphe Abbildung f: G; — G2 nach
dem Satz von Liouville konstant, also keinesfalls biholomorph. Wir werden aber spéter in Kapitel 22
beweisen (Riemannscher Abbildungssatz), daf je zwei einfach zusammenhédngende Gebiete in P; mit
mindestens zweipunktigem Komplement konform &quivalent sind.

Definition. Konforme Selbstabbildungen eines Gebietes (oder einer Riemannschen Fliche) heifien (ho-
lomorphe) Automorphismen. Die Menge Aut (G) aller solcher Automorphismen bildet bzgl. der Hin-
tereinanderschaltung offensichtlich eine Gruppe. Sind G;, G2 konform &quivalent unter f, so ist
offensichtlich

{ Aut (Gl) — Aut (Gg)
¢ > fopoft

ein Gruppenisomorphismus. Sind also die Automorphismengruppen von zwei Gebieten als abstrakte
Gruppen nicht isomorph, so kénnen die beiden Gebiete nicht konform dquivalent sein.

In den néchsten beiden Kapiteln werden wir Aut (P1), Aut (C) und Aut (D), D der Einheitskreis,
bestimmen. (Dies sind die einzig moglichen Automorphismengruppen der einfach zusammenhéingenden
Teilgebiete von P; (siehe Kapitel 22) und sogar aller einfach zusammenhingenden Riemannschen
Fldchen).

Bemerkung. Die Standard-Sphire S2 C R? erbt“ vermoge der euklidischen Struktur des R? eine
konforme Struktur, wobei noch eine Rolle spielt, daf§ die Sphére orientierbar ist. Offensichtlich gehen
unter der stereographischen Projektion zwei Grofikreise durch den Nord— und Siidpol in zwei Geraden
durch den Nullpunkt iiber, und die jeweils eingeschlossenen Winkel auf der Sphére bzw. in der Ebene
stimmen iiberein. Wir werden im anschlieBenden Kapitel den folgenden Satz beweisen:

Satz Ist n: S? — C die stereographische Projektion vom Nordpol aus und ist ¢ € SO (3, R) eine
orthogonale Abbildung, so gibt es einen Automorphismus 1 € Aut (C) mit nop = Yo n.

Wiihlt man speziell zu festem zp € S? eine Abbildung ¢ mit ¢ (xo) = (0, 0, —1), so ist notwendig
1 (n(xp)) = 0. Dies hat dann mit der obigen Bemerkung zur Folge:
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Satz 19.2 Die stereographische Projektion n : S? — C ist eine konforme Abbildung.
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Wir betrachten im folgenden ausfiihrlich die sogenannten (gebrochen) linearen Transformationen

az + b
fz) = pr i ad —bec#0, a,bc,deC.
Es ist a priori klar, dafl diese Funktionen (auch ohne die obige Einschrinkung an die Koeffizienten
a, b, ¢, d € C) holomorphe Abbildungen P; — P; definieren, sofern nur (¢, d) # (0, 0). Eine solche
Abbildung ist héchstens dann biholomorph, wenn an allen endlichen Stellen z mit f(z) # oo gilt:
f'(%) # 0. Nun ist

(cz+d)a — (az + b)c
(cz + d)? (cz + d)? "’
und damit ist diese Bedingung genau dann erfiillt, wenn die Determinante ad — bec # 0 ist. Die

Bedingung ad — bc # 0 ist also notwendig, damit f aufgefafit als holomorphe Abbildung f: P; — P
bijektiv ist. Aus diesem Grunde ist es naheliegend, jeder Matrix

A:(Z Z)eGL(z,C)

f'(z) =

= (ad — bc)

die Abbildung

az + b
Py — P =
fa 1 15 fA(Z) cz - d
zuzuordnen. Nun gilt fiir zwei solche Matrizen A; und As:
a1z + by
_ b
a0 falz) = asfa, (z) + bo _ azclz + dy + b2
Az 7T cafa,(2) + d2 arz + by
Co———+ + d2
c1z + dq

(a2a1 + b2Cl)Z + (a2b1 + bgdl)
(02a1 + dgcl)z + (62b1 + dgdl) '

as by ar by asay + baci  azby + bady
C2 dQ C1 dl coaq + dQCl Cle -+ del

besteht also die Beziehung

Wegen

fas o fa, = fason, -

Insbesondere folgt fa-1 0 fa = fg, = id, d. h. alle gebrochen linearen Transformationen f4 sind
Automorphismen: f4 € Aut (P;), und die Abbildung

GL(2,C) — Aut (Py)
ist ein Gruppenhomomorphismus. Wir fragen uns weiter, was der Kern dieser Abbildung ist. Es gilt

az + b
cz +d

=1id(z) = 2

fiir alle z € C genau dann, wenn az +b = cz? + dz fiir alle z gilt, was unmittelbar ¢ = 0 = b, a = d
nach sich zieht. Die Umkehrung ist trivial nachzurechnen. D. h.: Die Gruppe der gebrochen linearen
Transformationen ist isomorph zu

PGL (2, C) := GL(2,C)/{aEy: a € C*} = SL(2, C)/{Es, —E»} =: PSL(2, C),

also isomorph zu der allgemeinen projektiven linearen Gruppe in zwei Verdnderlichen.

Wir wollen nun zeigen, daf§ der obige Homomorphismus sogar surjektiv ist, d. h. dafl Aut (P;) &
PGL (2, C). (Daher riihrt natiirlich die Bezeichnung als projektive Gruppe). - Dazu zeigen wir zunéchst
den auch fiir sich interessanten
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Satz 20.1 Die Automorphismengruppe Aut (C) der komplexen Ebene besteht genau aus den ganzen
linearen Transformationen
zr—az+b, a#0

(also den gebrochen linearen Transformationen mit ¢ = 0, d = 1).

Beweis. Offensichtlich ist z+— az 4+ b, a # 0, eine biholomorphe Abbildung von C auf sich.

Sei umgekehrt f ein beliebiger Automorphismus von C, so dafl insbesondere f € O(C). Wire f
transzendent, so hitte f im Unendlichen eine wesentliche Singularitit, so dafl nach dem Satz von
Casorati-Weierstrafl (siehe Kapitel 10) f(C\ D) dicht in C liegen wiirde (D = {|z| < 1}). Da
f bijektiv ist, wiirde aber f (D) N f(C\ D) = 0 folgen. Da weiter f ein Homdomorphismus ist, ist
f (D) offen und nicht leer. Dies steht aber im Widerspruch zur Dichtheit von f(C\ D) in C! Somit
kann f nur ein Polynom sein. Wire dessen Grad aber > 2, so wére f nicht bijektiv. Alsoist f affin. O

Als Folgerung ergibt sich hieraus fast zwangslaufig

Satz 20.2 Aut (P;) =2 PGL(2,C).

Beweis. Sei f € Aut (P1). Gilt dann f (c0) = oo, soist fic € Aut(C), also nach Satz 1 ganz linear und
damit erst recht gebrochen linear. Gilt dagegen f (00) = ¢ # o0, so schalte man den Automorphismus
g mit

1

zZ — C

g(z) =

hinter f. Es folgt fir h = go f, daB h(oco) = oo. Dann ist h nach dem ersten Fall affin und
f = g~ oh gebrochen linear. -

Bemerkung. Man kann leicht zeigen, dafi die Gruppe Aut (P1) erzeugt wird von
a) den Translationen z — z + b,

b) den Drehstreckungen z — az, a # 0,

) 1
c) der Inversion z — —.
z

Als néchstes untersuchen wir die Fizpunkte einer gebrochen linearen Transformation.

Satz 20.3 Jedes Element f € Aut (Py), das von der Identitit verschieden ist, besitzt mindestens einen
und hdchstens zwei Fizpunkte.

Beweis. Sind fiir f(2) = (az + b)/(cz + d) die Koeffizienten ¢ = 0, d = 1, ist f also ganz linear, so
hat die Gleichung az + b = f(z) = z im Endlichen hichstens eine Losung, wenn a # 1, und dann
genau eine, ndmlich 2o = b/(1 — a). Ist a = 1, so ist entweder f die Identitéit, was ausgeschlossen
war, oder die obige Gleichung hat keine Losung. Selbstversténdlich ist in diesem Fall f (0c0) = oo; also
besitzt f # id genau einen Fixpunkt. Ist ¢ # 0,soist f(c0) = a/c # oo also ist co kein Fixpunkt.
Die Fixpunkte berechnen sich damit im Endlichen aus der quadratischen Gleichung

az + b
cz + d

= Z s
die (mit Vielfachheit gezihlt) zwei Losungen besitzt. O

Bemerkung. Hieraus erschlieft man auch ohne jegliche topologische Grundkenntnisse, dafl kein Torus
Tqo = C/Q zu Py biholomorph dquivalent sein kann. Ein solcher Torus besitzt ndmlich Automor-
phismen, die keinen Punkt fest lassen, wie z. B. die von den Translationen C 3 z — z + a, a € Q,
induzierten biholomorphen Selbstabbildungen von Tg, .
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Folgerung 20.4 Stimmen die Automorphismen fi1, fo € Aut (P1) in mindestens drei verschiedenen
Punkten von Py dberein, so sind sie identisch.

Beweis. Seien z1, zo, z3 drei Punkte, in denen f; und fo iibereinstimmen. Dann gilt:
fotofilz) = fitofalz) = 2, §=1,2,3.

Also besitzt f, 'o fi € Aut (P;) mindestens die drei Fixpunkte z;, und folglich ist f,'o f; = id und
i = fa. (|

Umgekehrt wollen wir jetzt noch zeigen, daf man auch drei beliebige (natiirlich paarweise verschiede-
ne) Werte fiir einen Automorphismus von Py vorschreiben darf: Seien z1, 2o, 23 paarweise verschieden,
und seien diese vorerst endlich. Man bilde dann

zZ — 21 Z9 — 21

f(z) =

2 — 23 29 — 23

Die Determinante der zu dieser (formal gebrochen linearen) Transformation gehorigen Matrix ist of-
fensichtlich von Null verschieden; also ist tatséchlich f € Aut (P1). Es ist iiblich, den rechts stehenden
Ausdruck das Doppelverhiltnis der Punkte z, z1, 22, 23 zu nennen und mit

Dv (Z, 21, 22, Z3)

zu bezeichnen. Fiir f(z) = DV (2, 21, 22, z3) gilt offensichtlich:

f(zl): Oa
f(ZQ): 1,
f(z3) = o0

Ist einer der Punkte z; = o0, so lasse man in der obigen Definition den entsprechenden Wert z; gegen
oo gehen. Z. B. erhilt man auf diese Weise

z — Z1 Z2 — 21

DV (z, o0, 29, z3) = lim :
21—00 Z — Z3 Z9 — Z3
1
¥ — =
. 22 — 23
= lim w .
w—0 2z — 23 1
Z9 — —
w
.owz — 1 29 — 23 29 — 23
= lim . = .
w—0 2z — 23 wzg — 1 z — 23
Entsprechend ergibt sich
zZ — 21 z — z21
DV (z, z1, 00, 23) = DV (z, z1, 29, 00) =
Z — z3 22 — z21

Es folgt:

Satz 20.5 Sind zi, z2, 23 € Py paarweise verschieden, so ist DV (z, z1, 22, z3) € Aut (Py) der Auto-
morphismus, der z1, zo, z3 auf 0, 1, co (in dieser Reihenfolge) abbildet. Sind w1, wq, ws € Py ebenfalls
paarweise verschieden, so bildet der Automorphismus

pDvV~! (z, w1, wa, w3) o DV (z, 21, 22, 23)

das Tripel (z1, za, z3) auf das Tripel (w1, we, wg) ab und ist durch diese Figenschaft eindeutig be-
stimmd.
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Das Doppelverhéltnis ist (bei richtiger Interpretation) invariant unter gebrochen linearen Transfor-
mationen:

Satz 20.6 Secien zg, z1, 72, 23 Punkte in Py (die letzten drei paarweise verschieden). Dann gilt fir
alle f € Aut (Py) :

DV (2o, 21, 22, z3) = DV (f (20), f (21), f (22), f (23)) -
Beweis. Betrachte die Abbildung
DV (2, f(21), f(22), f(23)) o f = g € Aut(Py),

also

9(2) = DV(f(2), f (1), [ (22), [ (23)) -

Fiir g gilt g(z1) = 0, g(z2) = 1, g(z3) = oo, und somit ist g (z) gleich dem Doppelverhiltnis
DV (z, 21, 22, 23) . O

Wir wollen noch einige geometrische Eigenschaften der gebrochen linearen Transformationen stu-
dieren. Dazu betrachten wir Kreise in P; = C U { oo }. Darunter wollen wir verstehen: Kreise in C
oder Geraden in C zusammen mit dem unendlich fernen Punkt.

Satz 20.7 Die Automorphismengruppe Aut (Py) der Riemannschen Zahlenkugel fiihrt Kreise in Kreise
tber.

Beweis. Es ist klar, dafl Translationen und Drehstreckungen Geraden in Geraden und Kreise in Kreise
tiberfithren. Nach einer Ubungsaufgabe sind Geraden und Kreislinien in C beschreibbar durch Glei-
chungen der Gestalt

azZ +cz+c2+0=0, a,0€R, ccC, |c*>>ad.

Bei der Inversion w = 1/z geht diese Gleichung iiber in

+ — 4+ =406=0, dhin

o
S

sw‘H
SHES)
gl ol

cw

ol

dww + cw =0, |cP=|c|*>ad=4¢a. O

+
+
Q

Man kann leicht zeigen, daf} die Kreise in | C genau die Bilder von Kreisen auf der Sphiire S? unter
der stereographischen Projektion n : S? — C sind.

Figur 20.1
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Dies wollen wir hier kurz nachrechnen, wozu wir eine analytische Beschreibung der stereographischen
Projektion und ihrer Inversen benotigen. Wir schreiben Punkte in R? in der Form

¢, 7)=(E+in1)ECxR=R?
und wie iiblich z = = + iy € C. Aus der Figur 17.9 folgt

.z _ ¢ : 2 2 _
n(¢,7)=2z2= 1= 1= mit [+ 7 =1.

Umgekehrt mufl n=!(2) von der Form (Az, /1 — A2|z]2) mit A = A(2) € R sein. Aus

Az
z=nn"Y2) =
(076 = T
folgt fiir 2 # 0,00, daB 1 — XA = /1 — A2|z[2, also A2 — 2X = —\%|z|? und damit A\ =

(1 + |z]?>)~!. Hieraus errechnet man unmittelbar

_ 2z |22 — 1
1 _
" (Z)(1+|z|2’ TR )

Bemerkung. Die entsprechenden Formeln fiir die Projektion s : §? — C vom Sidpol S aus gewinnt
man mit dem analogen Verhéltnis

w ¢
1 147
Die Ubergangsfunktion von C* = n (S?\ {N, S}) nach C* = s(S%2\ {N, S}) bestimmt sich dann
mit _
wzZ = L =1
1— 72
zu
1
w = -
z

und ist somit die Spiegelung am FEinheitskreis. Insbesondere ist diese Koordinatentransformation antiho-
lomorph und folglich orientierungsumkehrend, so dafl die beiden naheliegenden Karten n : S2\{N } —
C und s: S%2\ {S} — C keinen holomorphen Atlas von C darstellen. Dieses Defizit wird aber auf
denkbar einfache Weise durch Hinterschaltung der komplexen Konjugation bei der zweiten Karte be-
hoben.

Satz 20.8 n~!: C — S? bildet die Gesamtheit der Kreise und Geraden in C auf die Gesamtheit der
Kreise in S? ab.

Beweis. Die zu untersuchende Gesamtheit der Kreise in C wird auch beschrieben durch die Gleichungen
alz]> +Re(B2) +6 =0, a,6deR, BeC,

mit

(%) |B1> — 4a6 > 0.

Durch Einsetzen von z = (/1 —7 und |(|?> + 72 = 1 erhélt man die Gleichung

a(l —72) 1 -
(1 —17)2 +].—’7'

und somit durch Multiplikation mit 1 — 7 :

a(l+7)+Re(B) +6(1 —-7)=0 und (a —86)7 + Re(B¢) + (a+6) =0.
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Dies ist eine Ebenengleichung; der Durchschnitt dieser Ebene mit der Sphire |(|? + 72 = 1, der
nach Konstruktion nicht leer sein kann (was algebraisch durch die Bedingung (*) gewéhrleistet wird),
ist das Urbild des Kreises bzw. der Geraden, also ein Kreis. Der Nordpol liegt genau dann auf der
Ebene, wenn « = 0, d. h. wenn wir mit einer Geraden gestartet sind. (x) ist ja gleichbedeutend mit
(a4 6)? < |B]® + (a — 0)%.

Umgekehrt ist ein Kreis auf S$? Durchschnitt von S? mit einer Ebene a7 + Re(b() + ¢ = 0 (mit
einer geeigneten Bedingung, nimlich dafl ihr Abstand von 0 kleiner als 1 ist, also ¢ < a? + |b|?).
Das Bild ist dann gegeben durch

|22 — 1 N 2
a
22+ 1 [z +1

Re(bz) + ¢ =0,
also
(@ +c)|z]*> + Re(2bZ) + (c —a) = 0.

Die erforderliche Bedingung
410 — 4(c* —a®) >0

ist aber gerade die oben erwihnte Voraussetzung ¢ < a® + |b|?. ]

Durch drei verschiedene Punkte in P; geht genau (eine Gerade oder) ein Kreis (ndmlich der Schnitt
von S? mit der Ebene durch diese drei Punkte). Dieser Kreis 148t sich wie folgt charakterisieren:

Satz 20.9 z € Py liegt genau dann auf dem durch zy, zo, z3 bestimmiten Kreis, wenn
DV (z, z1, 22, 23) € RU{0}.

Beweis. Der Automorphismus f (z) = DV (z, 21, 22, 23) bildet das Tripel z1, 22, z3 auf 0, 1, oo ab.
Das Bild des durch zp, zo, z3 bestimmten Kreises ist nach Satz 7 ein Kreis, also die Gerade durch
0,1, 00,d. h. f(Kreis) = RU{oo}. O

Wir schliefflen noch einige Bemerkungen zu den Abbildungseigenschaften gebrochen linearer Abbil-
dungen an.

Satz 20.10 Das Gebiet G C P werde durch einen Kreis berandet. Dann gibt es eine gebrochen lineare
Transformation, die G auf die obere Halbebene abbildet. Insbesondere sind alle diese Gebiete konform
aquivalent.

Beweis. Seien z1, z2, z3 so beschaffen, dal der durch sie definierte Kreis das vorgegebene Gebiet G
berandet. Dann gilt fiir das Doppelverhéltnis

[(2) = DV (2, 21, 22, 23) ,
daB3
F(OG) = RU {0} .

Da Py \ G dieselben Eigenschaften wie G hat, muf} das Bild f (G) die obere oder die untere Halbebene
sein. Eine eventuelle Komposition mit z — 1/z liefert die Behauptung. O

Beispiel. Wir betrachten
1 -z

DV 1,7, —1) =1 .
(2, 1,4, —1) Zl+z
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Figur 20.2

Der Kreis durch die Punkte 1, ¢, —1 ist der Einheitskreis. Also wird D = {|z| < 1} unter f konform
abgebildet auf die obere oder untere Halbebene. Nun ist aber

DV(0,1,i,—1) =i € H,

wenn H wie iiblich die obere Halbebene bezeichnet. Also liefert die gegeben Abbildung eine konkrete
konforme Abbildung des Einheitskreises auf die obere Halbebene.

Zum Abschluf} dieses Kapitels machen wir noch ein paar Bemerkungen zu der Gruppe SO (3, R) der
eigentlichen orthogonalen Drehungen des 3-dimensionalen Raumes. Man kann diese selbstverstandlich
als konforme Abbildungen der Sphiire S? auffassen. Unter der stereographischen Projektion mufl daher
(siehe Satz 19.2) die Gruppe SO (3, R) als Untergruppe von PGL (2, C) realisierbar sein. Es lafit
sich leicht (zum Beispiel durch Betrachtung geeigneter Erzeuger) zeigen, daf die spezielle orthogonale
Gruppe SO (3, R) isomorph ist zu

PSU(2,C) = SU(2, C)/{+E,},

wobei
a b _
SU(2,C) = _ caa+bb=1,a,beC
—-b a
die spezielle unitire Gruppe bezeichnet'”. Man beachte, dal der der Gruppe SU (2, C) unterliegende
topologische Raum eine dreidimensionale Sphire S2 C R* ist. Neben S' ist dies die einzige Sphire,
die eine Gruppenstruktur trigt.

Wir wollen die wesentlichen Schritte fiir diese Identifikation hier noch durchfiihren und betrachten
dazu zuerst spezielle Elemente in SO (3,R). Dazu gehoren zunéchst die Drehungen um die Polachse
mit Winkel \. Analytisch werden diese durch (¢, 7) — (e* {, 7) beschrieben; sie induzieren unter der
stereographischen Projektion die Abbildung

X ei)\/QZ 40
— = -
z ez PV

Das Bild dieser Abbildung ist also gebrochen linear mit einer beschreibenden Matrix
ei>\/2 0

Ay = esSu(2,C).
A 0 671.)\/2 (a )

TEinen Beweis hierzu findet man z. B. bei SPRINGER, Invariant Theory, Springer Lecture Notes in Mathematics 585.
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Als néchstes betrachten wir die Drehung ¢ um die n—Achse £ = 7 = 0, die den Nordpol (0, 1) € CxR
in den Punkt (1, 0) iiberfithrt. Diese wird analytisch beschrieben durch

(gv m, T) — (Tv m, _E)

und induziert deshalb auf C die Abbildung @Z :

nl 2z |22 =1\ & [(|z]? -1 2y -2z
z , — ) )
1+ 227 1+ |22 T4+ 22714+ 1227 1422

n 2] — 1 + 2iy o lzP -1+ 20y (z—1)(z+1) z—1

- 1+ |22) <1 +

27 T 1422420 (+1E+L) 2410
1+ [z

Die induzierte Abbildung QZ ist also gebrochen linear und wird durch die Matrix

1 1 -1
A:(1 1>€PSU(2,C)CPSL(2,C)

beschrieben. J ist bestimmt durch die Werte

P(0) = -1, ¢(1) =0, ¢(0) =1,
wie es natiirlich auch aufgrund der Konstruktion von ’(Z aus ¥ sein muf:

0 +— (0,0, —=1) — (=1,0,0) —— —1,

1 ~— (1,0,0) ~ (0,0, -1) — 0,

~

o +— (0,0,1) —— (1,0,0) —— 1.

Satz 20.11 SO (3, R) wird vermdge der stereographischen Projektion isomorph auf eine Untergruppe
von PSL (2, C) C PGL (2, C) abgebildet. Man kann genauer zeigen :

SO(3,R) @ PSU(2,C) .
D. h. : Man hat eine (kanonische) exakte Sequenz von Gruppenhomomorphismen
0 — Zy = {+E;} — SU(2,C) — SO(3,R) — 1.

Beweis. Jeder orthogonale Automorphismus ¢ € SO (3, R) besitzt, wie in der Linearen Algebra gezeigt
wird, einen Fixpunkt zq € S?, und ¢ ist eine Drehung um die Achse durch die antipodalen Punkte xg
und —zg. Da offensichtlich die Gruppe SO (3, R) transitiv auf S? operiert, kann man eine Drehung
v € SO (3, R) so withlen, daB8 v (z9) = N. Dann gilt yogpoy 1(N) = N. Also ist

p=7"todoy

mit einer Drehung ¢ um die ,Polachse“. Die Abbildung -~ it sich aber ebenfalls aus solchen
Drehungen und der speziellen Drehung ¢ und ihrer Inversen zusammensetzen. Denn mit einer der
Drehungen ¢ kann man den Punkt xg in die (£, 7)-Ebene beférdern und danach mit einer Drehung
um die 7n—Achse in den Nordpol. Die Drehungen um die 7—Achse sind genau die Konjugierten
=1 oo (siche unten). Wir kénnen damit festhalten:

Die Gruppe SO (3, R) wird erzeugt von der speziellen Drehung 1 wund ihrer Inversen und den
Drehungen 9 um die Polachse.
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Da diese Erzeuger unter stereographischer Projektion in die Untergruppe SU (2, C) € SL (2, C) abge-
bildet wird, finden wir einen kanonischen Gruppenhomomorphismus

SO (3, R) — PSU (2, C) .

Wir berechnen das Bild von 1~ ! 0¥y 0t in PSU (2, C), wobei der Index 2\ bei ¥ den Drehwinkel
um die Polachse bezeichnet, explizit, da wir die Formel weiter unten noch benétigen. Es ist

(¥ o an01)(1,0,0) = (7102 (0,0, =1) = ¢~ (0,0, 1) = (1,0, 0),
also 1~ 01y, 01 eine Drehung um die &-Achse. Beachte hierbei, da8 die Umkehrabbildung von

z—1 1+ =z
= leich
Y (2) P gleich ———
ist, denn es gilt
1+ 2z
1 — =z -,
1+ =z -
1
1 -z +
Damit erhilt man sukzessive fiir die Bilder von z unter (den Bildern von) %, ¥) und v :
o
z -1 2in 2 — 1 Lhe z+1
Z — — e — ,
z+1 z+1 1762“‘271
z4+1
und der letzte Ausdruck ist gleich
1+ ez + (1 —e?) (e 4 ez — (¢ —e ™) (cos \)z — i(sin A)
(1 — e20)z + (1 + €2%)  (e= — eir)z + (er + e~#)  —i(sin A)z + (cos \)

(cos A) (iz) + (sin \)
—(sin ) (iz) + (cos A) ’

d. h. bis auf Vor— und Nachschalten von Drehungen um +90 Grad sind alle Bilder die Kompositionen
von Elementen der Form

cos A sin A
€S0O(2,R)cSU(2,C)cSL(2,C).
—sin A cos A

Im zweiten Teil des Beweises brauchen wir nur noch zu zeigen, dafl der Homomorphismus SO (3, R) —
PSU (2, C) surjektiv ist. Es sei also umgekehrt ¢ € PSL (2, C) gegeben durch die Matrix

a b
< : >€SU(2,(C),also la|> + |b]? = 1.

a
Setzt man dann @ = |a|e'®, b = |b|e?, so wird
o (8= ) — \a|€?ﬂz + \b|€w' _ iAta) lalz + |b] _
—[ble7z + |afemi —[b]z + [a]
Setzt man jetzt noch |a| = cos A, |b| = sin A, so sieht man unmittelbar, dafi ¢ im Bild von
SO (3, R) liegt. Somit ist SO (3, R) = PSU (2, C). O

Folgerung 20.12 Die stereographisch Projektion
s? —C

ist eine konforme Abbildung (bzgl. der konformen Struktur auf S? als Unterraum des euklidischen
Raumes E3 bzw. bzgl. der von C als Riemannscher Fliche).
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Beweis. Dies folgt unmittelbar aus dem vorstehenden Satz als Ubungsaufgabe. (]
Wir skizzieren noch einen etwas konzeptionelleren Beweis fiir die soeben bewiesene Isomorphie

SO (3, R) = PSU (2, C). Dazu betrachten wir den euklidischen (,,chordalen®) Abstand auf S?: Fiir
zwei Punkte x, 2’ € S? bezeichne A\ den Winkel zwischen den beiden Ortsvektoren.

Figur 20.3

Dann gilt fiir den euklidischen Abstand
A
d(x,z') = 2 sin 5 = 2/1 — cos2(A\/2) = V2V1 —cos A = V2+/1 — (z, 2') .

Dies liefert dann vermége der stereographischen Projektion n : 52 — C eine Abstandsfunktion x auf
C. Fiir z, 2 € C ist notwendig:

1, , _ _ 2z |22 — 1 27 |22 -1
- 1 — 1 1./ =1 —
2x(z,z) (n= (=), n=2()) <(1—|—|z|2’1—+—z|2 AL AH 2T+ R

A+ [z + %) = daa’ +4yy + (12 = D (&P - 1)
M+ 2@+ 1) '

Somit ergibt sich x%*(z,2') = 4[|z]2+ ¢ =222’ — 29y ] /[Q + [2P) (1 + |Z*)] und
schliefilich
2|z — 2|

Ja+zpa+12p)

Den entsprechenden Ausdruck fiir 2/ = oo bekommt man, wenn man z’ — oo gehen l4f3t:

X (Z’ Z/) =

2

Z2, X0) = —F//—/———
X (2, 00) =7 X

Es ist also zum Beispiel, wie es auch sein muf}, x (1, —1) = x (0, c0) = 2.

(00, 0) = 0.

Definition: x heifit die chordale Metrik auf C.

Wir betrachten jetzt den durch die stereographische Projektion n definierten Gruppenhomomor-
phismus

{ Bijs? — BijC
1

© > nogpomn
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zwischen den Gruppen der bijektiven Abbildungen von S? und C. Dieser induziert aufgrund der
Konstruktion der Metrik x eine Isomorphie

IsomgS? = IsomX@,

wobei fiir einen metrischen Raum (X, d) die Gruppe IsomgsX der Isometrien aus den Bijektionen
X — X besteht, die die Metrik d invariant lassen.

Es ist wohlbekannt, daf} sich die Elemente von IsomgS? eindeutig zu orthogonalen Abbildungen
R3 — R3 fortsetzen lassen. Insbesondere sind die Elemente von IsomgS? differenzierbare Abbildungen
bzgl. der differenzierbaren Standard-Struktur von S? C E3. Somit ist (in offensichtlicher Bezeichnung)

O (3, R) = IsomyS? = Diff ;5% - Diff,,C = Isom,C .
Nun tragen S? und C (als komplexe Mannigfaltigkeit) eine natiirliche Orientierung. Da die stereo-
graphische Projektion n : S? — C diese Orientierungen respektiert, gewinnen wir den natiirlichen
Isomorphismus

SO (3, R) = Diff; S* — Diff/ C,

wobei fiir eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit X mit Metrik d das Symbol Diffji'X die
Gruppe der orientierungserhaltenden differenzierbaren Automorphismen von X bezeichnen, die bzgl.
d Isometrien sind. Es geniigt also zu zeigen, daf

Diff;@ = Isom;@ = PSU(2, C).
Das folgende Lemma liefert die Inklusion D, das néchste die Inklusion C.
Lemma 20.13 Fiir u € SU (2, C) gilt x (u(2), u(2')) = x (2, 2') fir alle z, 2’ € C.

Beweis. Aus Stetigkeitsgriinden kénnen wir z, z/ € C annehmen. Dann ist

|u(z)|2+1:< az+b)< az+b>+1: (az + b)(@z + b) + (bz — @)(bz — a)

—bz +a bz + a |bz — @2
_(a6+b5)(|z|2—|—1) B |z]? + 1
|bz — @ |bz — @2’

und ebenso berechnet man
712
uwz) —uZP = = |Z_f| )
[u () ()] bz —a@|?|bz — al?

Daraus folgt sofort die gewiinschte Invarianz. |

Lemma 20.14 Es sei ® € Isom, (C). Dann gibt es ein u € SU (2, C) mit
®(z) =u(z), 2€C, bw. ®(2)=u(z),z€C.
(Hierbei sei eventuell 30 := oo gesetzt).

Beweis. Es ist leicht zu sehen, daf8 die Gruppe PSU (2, C) transitiv auf C ~operiert. Also gibt es zu ®
ein w € SU(2, C) mit ® (0) = u(0). Nach Lemma 13 ist u~!-® € Isom, (C). Wir kénnen daher ohne
Einschrankung annehmen, dafl schon ® den Nullpunkt festhélt. Nach Voraussetzung ist

|2 _ | (2) 7

1 2
e ® _ _1F\E)
T ]2F (@E0 = e

XQ(Za 0) =

woraus sofort
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folgt und damit
|®(2) — ()2 =z —-2*, 27 ¢€C,

also nach dem zuvor Gezeigten
D(2)P(2) — ()P (2) = 22/ — 2z firalle 2,2 €C.

Wihle 2/, 2" so, daBl ®(z') = 1 und ®(2”) = —i ist. Man hat dann die Gleichungen

O(2) —P(2) =22 — 2z und i (®(2) + ®(2)) = 22" — 2"'%.

Also ist
d(z)=az+ Pz, «a peC.

A
® |z2 = [®(2) > = (az + BZ)(az + Bz) = (aa + B0) ]2 + af2? + afz’

~ (0@ + 67)| 2 + 2 Re(aB:2)
folgt mit |z| = 1, daB a3 = 0. Somit ist 3 = 0 oder a = 0, also ® () = ¢’ 2z oder = ¢ z. O

Bemerkung. Noch wesentlich eleganter 148t sich die Isomorphie SO (3, R) — PSU (2, C) mit Hilfe der
HamirToNschen Quaternionen H beschreiben. Wir erinnern daran, dafl die von Null verschiedenen
Quaternionen (zusammen mit ihrer Multiplikation) als die Menge der Matrizen

a b

_ mit a,b€C, |al®+ |b*> >0
b a

aufgefait werden kénnen (man ordne einer solchen Matrix die Quaternion

a+bj=(Rea)+ (Ima)i) + (Red) + Imbd)i)j = (Rea) + (Ima)i + (Re d)j + (Im b) k

zu). Die Quaternionen mit der Norm = 1 bilden eine Sphiire S® Cc R* = C?, die bzgl. der Mul-
tiplikation die Gruppe SU (2, C) darstellt. Sie schneidet aus der Hyperebene H := Im H der ,rein
imagindren® Quaternionen (Im a = 0) die zweidimensionale Sphére

{(a, ) eRxC:a®> + |b* =1}CH
heraus. - Es gilt nun der

Satz 20.15 (HAMILTON) Die Abbildungen H > u — quq € H mit fest gewdhitem q € S® induzieren
mit ihren Binschrinkungen auf H C H genau alle speziellen orthogonalen Abbildungen von H = R3.



Anhang: Die endlichen Untergruppen von PSL (2, C) und
SL (2, C)
Hat man eine endliche Untergruppe G C PSL (2, C) gegeben, so ist jede dazu konjugierte Untergruppe

hGh™t = {hogoh™t: ge G}, h € PSL(2, C) fest, zu G isomorph, insbesondere wieder endlich.
Auflerdem operiert h Gh~! ,praktisch“ genauso wie G auf C:

9

al
al

al
Al

hogoh™!

(Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir endliche Untergruppen von SO (3, R), GL (2, C) etc.). Aus
diesem Grunde braucht man nur die in Frage stehenden endlichen Gruppen ,bis auf Konjugation“ zu
bestimmen. - Es ist daher der folgende Satz von allgemeinem Interesse.

Satz 20.16 Jede endliche Untergruppe G von GL(n, C) (bzw. SL(n, C) ) bzw. PSL(n, C) ist kon-
Jugiert zu einer Untergruppe von U (n,C) (bzw. SU (n, C) ) bzw. PSU (n, C).

Beweis. Es sei (v, w) := ‘vw das iibliche hermitesche Skalarprodukt auf C™. Offensichtlich ist dann
(0, w) = —= 3" {g(0), g (w)
v w) = g(v), g(w
geG

eine Sesqui-Linearform auf C™, die zudem positiv—definit ist:

(v,v) = or;G Z(g(v),g(v)) >0 fir v#0.

Diese Form ist sogar G-invariant: Fiir h € G folgt

1
(h(w), h(w)) = —2= Y (g (b)), g(h(w))
geG
= 1 Y (gom ), (o) () = (v w),
geG
da mit g auch goh ganz G durchlauft.
Schreibt man nun (v, w) = ( Hv, w) mit einer hermiteschen Matrix H = *H , so gibt es nach dem

Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operationen in endlich—dimensionalen unitdren Vektorriumen eine
unitire Matrix S € U (n, C), so da8

'SHS = diag(A\1,...,\n), ) ER.

Wegen der Positiv-Definitheit von (v, w) sind alle A; > 0. Infolgedessen gibt es eine Matrix A €
GL (n, C), so daf§ B -
‘tAHA =FE,, also H='BB, B=A"!,

d. h.
(v,w) = W'Hw = "w'BBw = (Bv, Bw) .

Somit besteht fiir alle g € G' die Gleichheit ( BogoB~!(v), BogoB~!(w)) = (goB~!(v), goB~1(w)) =
(B~ Y(v), B~ (w)) = (v, w), so daB also Bogo B~ € U(n, C).
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Ist zusiitzlich det g = 1, so ist auch det (B ogo B~!) = 1, und selbstverstindlich kann man B mit
det B = 1 wéahlen. |

Im Falle PSL (2, C) wird das Problem der Bestimmung von Konjugationsklassen endlicher Unter-
gruppen also reduziert auf das entsprechende Problem in PSU (2, C) = SO (3, R). Beim Studium
dieser klassischen endlichen Gruppen I' C SO (3, R) ist sehr hilfreich, daf8 sie auf S? C R® operieren.
Setzen wir T' # {id } voraus, so ist die Fixpunktmenge

F = {2 € 5% es existiert 7y # id mit yo(z) = #} # () und endlich ,

da jedes Element vy # id genau zwei Fixpunkte besitzt. Ist @ € F | also vyo(z) = =, v € T\ {id},
und v € T beliebig, so ist yoy9 0y~ # id und

(Yorwoy N (x) = (Yoy)(z) = y(z) € F.

Also operiert ' auf der endlichen Menge F' als Permutationsgruppe. Es gibt damit Punkte x1,...,24 €
F, so daf
F=T(x)UT(x2)U---UT (zq) ,

wobei T'(z;) = {v(z;): vy€T'} die Bahn von z; unter I' ist. Wir setzen
Ij={yel:y(x) =a}.

Offensichtlich ist I'; eine Untergruppe von I'. Wir setzen ferner noch
c=ordI', ¢;:=o0rdTl}.

Dann ist card T' (z;) = ¢/c¢;.

Beispiel. Fiir das Tetraeder hat man 3 Bahnen

Figur 20.4

und ¢ = 4-3 =12, ¢; = 3, co = 3, c3 = 2. Es gilt insbesondere
2 1 1 1

2 —9 il - -
3+12 +3+3+2

Dies gilt nun allgemein.

Lemma 20.17 In der vorigen Situation hat man stets die Beziehung

d+20_1:2+Zc-_1.
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Beweis. Mit der Stabilisatoruntergruppe I'y = {7y €T : y(z) = 2}, 2 € S?, hat man offensichtlich

2(ord " — 1) = Z (ord T, — 1) = Z(ordfz - 1)

z€S? zEF
d d
= Z £ oord r; — £ ,
=1 =1 9
d d
also 2072:d072(ccj_1) und damit d + 2¢7! :2+Zcfl. O
j=1 j=1

Hieraus kann man nun eine Reihe von Folgerungen ziehen. Zunéchst ist ¢; > 2 und damit
2 d
d<d+ - §2+§, also d=1,2, 3.
c

2 1
a) Fir d = 1 ist notwendig — = 1 + — > 1 und folglich ¢ = 1. Widerspruch !
C C1

b) Fiir d = 2 kommt 2 = £ + £ und damit ¢ = ¢; = ¢o. Alsoist ' = I'1 = I's, und jedes
C1 Co

v € T fixiert (diametral gegeniiber liegende) Punkte x, xo. Nach Konjugation ist die Achse durch

diese Punkte die Polachse und notwendigerweise I' zyklisch von einer beliebigen Ordnung n . Das Bild

von I' in PSU (2, C) wird erzeugt von der Matrix

e-rri/n 0
0 e—ﬂ’i/n

¢) Bei d = 3 gewinnt man aus der Gleichung

2 1 1 1
14 -=—+ =+ —>1
C C1 C2 C3

und (ohne Einschrinkung) 2 < ¢; < ¢o < ¢3 sofort ¢ = 2, ¢ < 3. Es verbleiben dann die Félle

c | c1 | co| cg | regularer Korper

2n | 2 | 2 | n | Dieder

12| 2 | 3 | 3 | Tetraeder

24 | 2 | 3 | 4 | Oktaeder bzw. Wiirfel

60 | 2 | 3 | 5 | Ikosaeder bzw. Dodekaeder

und es ist nicht schwer zu sehen, dafl die entsprechenden Gruppen existieren, eindeutig bestimmt sind
und die Symmetriegruppen der ganz rechts angegebenen Platonischen Korper darstellen. Hieraus iiber-
legt man sich dann in jedem Einzelfall den folgenden

Satz 20.18 Die nichizyklischen endlichen Untergruppen von SO (3, R) werden (bis auf Konjugation)
Klassifiziert durch die platonischen Zahlentripel p > ¢ > r (= 2) :

11 1
S 4+ -4+ =>>1.
p qa T

Die entsprechende Gruppe wird abstrakt erzeugt von zwei Elementen «, B, welche den erzeugenden
Relationen

al = g7 = (af)” = id

gentigen.



216 20 Gebrochen lineare Transformationen

Wir wollen schliellich noch die endlichen Untergruppen G C SL (2, C) bestimmen. Wir kénnen
wieder G C SU (2, C) annehmen und betrachten das Bild T' unter der Abbildung

e:SU(2,C) — PSU(2,C) 2 SO(3,R).
Man sieht sofort: Ist T' zyklisch, so ist es auch G C e71(¢) (G)) = e 1(I'). G wird erzeugt von einem
Element
G 0 ,
, C’n — e27rz/n7 n > 9
0 ¢!

Man beachte, dal G # e }(I') fiir ungerades n, da dann —id € e 1(T"), aber —id € G .

Ist T nicht zyklisch, so werden wir zeigen, da8 G = e (e (G)) = e 1(I'), wozu offensichtlich zu
zeigen reicht, da —id € G. Solche Gruppen nennt man bindre Polyedergruppen, da

ord G =2ordI'.
Als Konsequenz haben wir den folgenden Satz.

Satz 20.19 Bis auf Konjugation sind die nichtzyklischen endlichen Untergruppen von SL (2, C) die
bindren Polyedergruppen ¢~ (T) .

Beweis. Es sei T' nicht zyklisch von ungerader Ordnung. Nach der Klassifikation der endlichen Unter-
gruppen von SO (3, R) besitzt dann ' eine Involution: v € T'\ {id}, ¥? = id. Nach Konjugation
konnen wir dann annehmen, dal v die Drehung 9, um die Polachse ist:

Or = 00707 "

Wihle nun Urbilder g € G, go € SU (2, C) von « bzw. vy, und setze 6 = goggo_1 ,sodaBl () = I,
Wegen

—z = L—i_b fiir alle =z
b+a
folgt dann notwendig b = 0 und a = +i, also 2 = —id und
_ 2 _ _ .
92:(90106090) 2901052090:—9010902—1d€G. O

Die zuvor als ,offensichtlich* bezeichneten Aussagen sollen jetzt noch mit exaktem Beweis nachge-
tragen werden. Es ist € : SU (2, C) — PSU (2, C) surjektiv und jede Faser ¢~!(y) besteht aus genau
zwei Elementen ¢', ¢”, wobei ¢ = (—id) o ¢’. Also ist mit unseren fritheren Bezeichnungen

Gce (), T =¢(G):
ordT' < ord G < ord e 1(I') = 2 ord I' und damit, da G eine Untergruppe von ¢~ 1(I) ist:
ord G =ordI" oder ord G = 2o0rd ',
d.-h. G =e1D).
Lemma 20.20 Die folgenden Aussagen sind dquivalent :
i) G ist eine bindre Polyedergruppe.
il) Mit g € G ist auch (—id)og € G.

ili) Esist —id € G.
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Wir betrachten nun den zyklischen Fall noch etwas genauer. Es sei also I' zyklisch von der Ordnung
n, also nach Konjugation von einem Element

z — 2Ty
erzeugt. Dieses wird in PSU (2, C) durch die Matrix
emi/m 0
0 e~ mi/n

erzeugt, also durch die Matrix Cs,, , wenn wir allgemein

Gn 0 L
— _ 2mi/m
Cp, = < 0 o1 | Cm = €

setzen. Man beachte, da} C%, = Cy = —id = id in PSU (2, C).
Fiir die Gruppe G C e 1(I") gibt es nun zwei Moglichkeiten.

a) Co, € G. Dann ist wegen C§, = —id € G die Gruppe G binir, also von der Ordnung 2n. Da
die von Cs,, erzeugte zyklische Untergruppe ebenfalls die Ordnung 2n hat, ist dann notwendig

G = (Ca) .

b) Cs, € G. Dann ist aber —Cy,, € G, und wegen (—Cs,)" = (—1)" (—id) muB n ungerade sein.
Es ist aber (—C3,)? = C, € G und die von C,, erzeugte Untergruppe von G von der Ordnung
n . Somit ist

G =(C,) .
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Wir beweisen zunichst das auch fiir sich interessante Schwarzsche Lemma:

Satz 21.1 Sei f € O(D), D der Einheitskreis {|z| < 1}, mit f(0) = 0 und | f(2)] < 1 fir alle
z € D. Dann gilt | f(2)| < |z| fir alle z € D und | f'(0)| < 1. Besteht in einem Punkt zg € D
Gleichheit = | f (z0)| = | 20|, oder ist | f'(0)| = 1, so ist f(z) = €z mit festem A ER.

Beweis. Betrachte die auf D stetige Funktion

& z#0
9(2) = 20 T
f/(0)7 z=0,

die nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz holomorph ist. Ist r < 1, so gilt wegen des Maximum-
prinzips fiir alle |z| < r:

QO _ 1
z)| < max = max < -
9)] < max |9 (0)] = max N < 2
Fir » — 1 ergibt sich [g(z)] < 1 firalle z € D, d. h. |[f(2)| < |z| und | f(0)] < 1. Ist
| f(z0)] = |20] oder | f/(0)] = 1,s01ist |g(z0)] = 1 fiir ein 2y € D (evtl. zp = 0). Wegen des
Maximumsprinzips muf8 dann g (z) = ¢ mit |c| = 1, also f(z) = ez sein. O

Wir kénnen nunmehr die Automorphismengruppe Aut (D) des Einheitskreises leicht bestimmen.

Satz 21.2 Aut (D) besteht aus allen gebrochen linearen Transformationen der Form

zZ — 20

f(z):eiA 5 )\E[O,ZW),ZOGD

1 -2z

Beweis. f € Aut(D) halte den Nullpunkt fest. Dann gilt fiir f und f~! nach dem Schwarzschen
Lemma:

[f@ <zl Tzl =[] <RI

also | f(z)| = | z| und damit
i 2 —0
z) =e — .
f(2) 0.
Sei nun zg € D beliebig. Betrachte den linearen Automorphismus f,, € Aut (P1), der durch
- zZ — 20
fo(2) = 1— %2
definiert ist. Fiir 2z = 1 gilt:
_— z — 2y zZ—Z 1 —20Z — 2Z5 + 2020
z z = — . — = — p— p— = 1 .
T0(2) f2(2) 1 —%Z2z 11— 2% 1 — 22z — 2%Z0 + 2070

Es kann daher nur f,, (D) = D oder f,,(D) = P;\ D sein. Der letzte Fall kann jedoch wegen
f2(0) = —zp € D nicht eintreten.

Ist nun f € Aut (D) beliebig, so sei zp = f~'(0). Bilde fo f!; dannist fo f *(0) = 0, also
fofz'(w) = €™ w und schlieflich f(z) = € f.(z). O

Bemerkung. Die Automorphismen des Einheitskreises lassen sich auch beschreiben als die gebrochen
linearen Transformationen der Form
az + b

Z — = mit |al® — [b]> = 1.
bz +a
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Satz 21.3 Die Gruppe Aut (D) operiert transitiv auf D; d. h. : Fir alle z1, 20 € D ezistiert ein
Automorphismus f € Aut (D) mit f(z1) = z2, ndmlich, mit den obigen Bezeichnungen,

—1
f = Z2 OfZl'

Genauer kann man nicht nur das Bild eines Punktes vorgeben, sondern sogar noch die Richtung des
Bildes eines vorgegebenen nicht verschwindenden Tangentialvektors in diesem Punkt.

Figur 21.1

Bemerkung Die letzte Aussage spiegelt sich wieder in der Tatsache, dal die Automorphismengruppe
des Einheitskreises eine drei—dimensionale reelle Liegruppe ist.

Wird das Gebiet G C IP; von einem Kreis berandet, so ist G nach Satz 20.9 konform dquivalent zu
D, und jeder biholomorphe Isomorphismus G — D wird durch ein Element aus PGL (2, C) bewerk-
stelligt. Es folgt, daB fiir jedes solche Gebiet G die Gruppe Aut (G) eine Untergruppe von PGL (2, C)
ist, und alle diese Gruppen sind konjugiert in PGL (2, C), also insbesondere (abstrakt) isomorph. Am
einfachsten 148t sich die Struktur von Aut (G) im Falle der oberen Halbebene H beschreiben:

Satz 21.4 Die Automorphismengruppe der oberen Halbebene ist gleich der Untergruppe
PSL(2,R) := SL(2,R)/{+ E>}
der vollen Automorphismengruppe PSL (2, C) = SL (2, C)/{£ E2} von P;.

Beweis. Es sei zunéchst f € PSL(2, R), d. h.

f(Z):Zjiz, a,bec,deR, ad—be=1.
Dann gilt
b a+b a
= - 1 = —_— e
FO =2 fW =S fee) = 2,

also f(0), f(1), f(o0) € RU{c0} und damit, da f Kreise in Kreise iiberfithrt, f(RU{o0}) =
RU{oo} und f(H) = H oder f(H) = —H . Nun ist aber
. ai +b (ai + b) (¢t — d) ad — be
I =1 = —1 = 0
m £ (@) MGt d m 2 + d2 c? + d2 -0
und folglich wird die obere Halbebene H biholomorph unter f auf sich selbst abgebildet.

Ist umgekehrt f € Aut(P;) so beschaffen, da f(H) = H, so muB f(RU{o}) = RU{0}
gelten. Also sind die Urbilder 2z, 22, 23 von 0, 1, co reell oder gleich Unendlich. Aus der Definition
des Doppelverhéltnisses folgt dann:

az + b
= be,deR.
f(2) mrg’ “bhoedeE
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Durch geeignete Erweiterung erreicht man ad — bc = +1. Wegen f(H) C H kann aber, wie oben
gezeigt, nur das Pluszeichen gelten. (|

Wir wollen noch weitere Invarianten von Aut (D) untersuchen, die uns zu einem (konformen) Mo-
dell der nicht—euklidischen (genauer: hyperbolischen) Geometrie fithren. Lafit sich Satz 3 dahingehend
verschérfen, da Aut (D) doppelt (zweifach) transitiv ist ? D. h.: Gibt es fiir alle 2o # 21, wo # wy €
D einen Automorphismus f € Aut (D) mit f(z;) = w;, j=1,27Ist f einsolcher Automorphismus,
so besitzt

-1
fw(] OfO 20

den Fixpunkt 0, ist also eine Drehung z +— €™ z. Somit muf notwendig

Wo — W iA A 20 — 21
Ty = ue(w) = Jugo f(z) = € falz) = € s
und damit
wo — W1 20 — 21
(%) Pa——— e —
1 - wWo W1 1 - Z0 21

gelten. Umgekehrt sieht man leicht, dafl es zu zp, 21, wo, w1 mit (x) auch ein geeignetes f € Aut (D)
gibt. Aut (D) ist also nicht zweifach transitiv (sondern, wie oben schon erliutert, nur  anderthalbfach“).
Man kann das eben abgeleitete Kriterium zu einem infinitesimalen abwandeln. Ist f € Aut (D),
und sind zp, z1 € D beliebig, so setzen wir w; = f(z;) und haben automatisch (x). Wir wollen
nachrechnen, was herauskommt, wenn wir zo festhalten und z; gegen z; konvergieren lassen:

f(20) — f(21)

~ lim 20 — 21 _ o)

a=wn |1 — f(z)f(z)| 1= 1f(20)"

1
— .
1 - |Zo|2 211—%0

1—%21

Satz 21.5 Fir jedes f € Aut (D) gilt

a1
TP 11— *<P

Mit diesem Ausdruck kénnen wir jetzt auf D einen Ldngenbegriff einfiihren, der invariant unter der
Gruppe Aut (D) ist: Fiir stetig differenzierbares v : [a, b] — D setze man

b '(t
b = [ g
Ly () heifit die hyperbolische Linge der Kurve . Klar ist (mit der euklidischen Linge L () ):
Lp(y) 2 L(v) 2 0.
Ly(v™h) = Lu(y) -
Li(m1v2) = Ln(m) + Ln(v2) -
Ist v: [a,b) = D ein Weg mit %1_1)111) [v({@t)| =1 ,so0gilt Lp(y) = .

Zusammenfassend kann man sagen: Der Einheitskreis D ist mit dieser Léngenmessung eine
unendliche Welt mit 9D = S' als den unendlich fernen Punkten.

Zu einer solchen Wegliange gehort stets ein Abstandsbegriff von Paaren von Punkten, ndmlich das
Infimum der Langen aller beide Punkte verbindenden Wege. Bezeichnet man diese mit ¢, so kénnen
wir § (z1, z2) explizit berechnen unter Verwendung der Invarianzeigenschaften von 6. Dazu bilden wir
vermdoge eines geeigneten Automorphismus f € Aut (D) den Punkt z; nach 0 und 25 nach s € [0, 1)
ab:
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Figur 21.2

Sei v = 71 + iz ein beliebiger Weg von 0 nach s. Dann ist auch 7; ein solcher Weg und damit

b /
0(z1, 22) = inf { Ly(y) } = inf (/ %)

. EAGI
inf (/a Wdt> > 0(z1, 22) ,

v

also, wenn man = = ~v1(t) setzt,

b s
: |71 (1) | / dx 1 1+ s
= inf Vg ) = [ S = o .
0 (21, 22) in (/a EPADIE dt T 5 og T

D. h.: Die kiirzeste Verbindung zwischen 0 und s ist der entsprechende Abschnitt der reellen Geraden!
Das Urbild dieser Geraden unter dem Hilfsautomorphismus f ist ein Kreis durch zp, zo, der wegen der
Konformitét von f senkrecht auf dem Rand 0D steht. Solche Kreise sind eindeutig bestimmt; man
nennt sie Orthokreise.

Satz 21.6 Die hyperbolische Linge Ly, ist invariant unter f € Aut (D), d. h. ist v: [a, b] — D ein
Weg, so gilt
Ln(fov) = La(v) -

Beweis. Es gilt

om) — " (fe) ()] AR RCTON /
e = [ T mE e = [ i ol
EAG] _
[ hwre = b,
was zu beweisen war. O

Satz 21.7 Durch § (21, z2) = inf { Ly(v) : v verbindet zi1, zo in D} wird eine Metrik auf D erklirt,
die invariant unter Aut (D) ist.

Beweis. Es ist 6 (21, z2) = inf { Lp(y)} > inf {L(y)} > 0. Ist also (21, 22) = 0, so ist auch der

euklidische Abstand gleich Null und damit z; = z5. Die restlichen Aussagen folgen aus ii) und iii)
nach Satz 5. (]

Man beachte jetzt noch mit den Bezeichnungen der folgenden Zeichnung
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Figur 21.3

daf
1+s 0-1 s—1
= : =D 1 -1) =D .
T 011 571 V (0,1, s, —1) V (21, b, 22, a) > 0

In Worten 148t sich dieser Sachverhalt dann wie folgt ausdriicken:

Satz 21.8 Fiir den hyperbolischen Abstand von z1 # zo gilt :
1
0 (21, 22) = 3 | log DV (21, a, 22, b) | ,

wenn a und b die Schnittpunkte des Orthokreises durch z; und z2 mit 0D bezeichnen. (In der Formel
kommt es nicht auf die Reihenfolge von a und b - und natiirlich auch nicht von z; und zy - an!).

Wegen

1 1
0 (21, 22) = 5 log E = Artanh s

und der aus der Konstruktion von s folgenden Beziehung

0—s Z9 — 21
s = s = | | = [ 22
1-20s 1 —Z12
folgt auBlerdem sofort
0 (21, 22) = Artanh Lf
— 2122

(insbesondere ist (x) also dquivalent zu 0 (21, z2) = ¢ (w1, wa) ) und daraus

lim 0 (z, 20) _ 1
Z"ZO|Z—ZO| 1—|Zo‘2.

Dies impliziert, da8 ¢ lokal (bis auf einen Faktor, der mit z; — 0D gegen oo geht) ,gleich“ der eukli-
dischen Metrik ist. Insbesondere stimmt dann die von § erzeugte Topologie mit der euklidischen iiberein.

Bemerkung. G. PICK hat wohl als erster (1915) bemerkt, dafi das Schwarzsche Lemma mit Hilfe der
hyperbolischen Léngenmessung eine konzeptionellere Deutung erfahrt.

Satz 21.9 Jede holomorphe Abbildung f : D — D werkleinert hichstens den hyperbolischen Abstand
zwischen zwei Punkten und den hyperbolischen Flicheninhalt :

f(z1) = f(2) FACI 1

1 — f(z) f(22) L—|f()F = 1|z

Gleichheit besteht genau dann, wenn f ein Automorphismus von D ist.

21 — %2

, 21,22€ D, zeD.

1 —Zz12
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Konstruiert man nun eine Geometrie in D mit den gewd6hnlichen Punkten, den Orthokreisen als
Geraden, den Automorphismen von D als Bewegungen und den euklidischen Winkeln, so kann man
leicht nachpriifen, daf die euklidischen Axiome aufler dem Parallelenaxiom erfiillt sind: Zu jeder Geraden
und jedem Punkt, der nicht auf dieser Geraden liegt, gibt es unendlich viele Geraden durch diesen Punkt,
die keine gemeinsamen Punkte mit der gegebenen Geraden haben, also unendlich viele Parallelen.
Deswegen nennt man diese Geometrie auch hyperbolisch. Man beachte, dafl in dieser Geometrie die
Winkelsumme in einem Dreieck stets kleiner als 180 Grad ist. Ein anderes, nichtkonformes Modell,
erhélt man bekanntlich auf die folgende Weise:

Figur 21.4

Die konforme Geometrie des Einheitskreises ist auf Anregung von Coxeter von dem hollédndischen
Kiinstler M. Escher mehrfach in Bilder umgesetzt worden. Als Beispiel reproduzieren wir den Holzschnitt
Kreislimit I aus dem Jahre 1958.

Figur 21.5
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Der Riemannsche Abbildungssatz klassifiziert bis auf biholomorphe (d. h. konforme) Aquivalenz die
(homologisch) einfach zusammenhéngenden Gebiete auf der Riemannschen Zahlenkugel P;. Selbst-
verstindlich ist P; selbst einfach zusammenhiingend, da homdomorph zu der Sphére S?. Nimmt man
aus P; genau einen Punkt zy heraus, so ist der Rest Py \ {20} durch eine gebrochen lineare Trans-
formation biholomorph abbildbar auf C = P; \ { oo} . Fiir die verbleibenden Fille kénnen und werden
wir daher annehmen, dafl das homologisch einfach zusammenhéngende Gebiet G in C enthalten ist
und dort mindestens einen Randpunkt besitzt. Es gilt dann der auflerordentlich merkwiirdige

Satz 22.1 (Riemannscher Abbildungssatz) Ist G C C ein homologisch einfach zusammenhdngen-
des, von. C wverschiedenes Gebiet, so ist G biholomorph dquivalent zu dem FEinheitskreis D .

Wir haben frither schon bemerkt, daf§ wir hierbei als Eigenschaft eines homologisch einfach zusam-
menhingenden Gebietes nur verwenden werden, daf} jede nirgends verschwindende holomorphe Funktion
einen Zweig der Quadratwurzel besitzt. Da C und D auch (homotopisch) einfach zusammenhingend
sind, kann man das Ergebnis auch so formulieren:

Satz 22.2 Die einfach zusammenhdingenden Teilgebiete von Py sind konform dquivalent zu P, C
oder D, je nachdem, ob das Gebiet keinen, genau einen oder mehr als einen Randpunkt in Py besitzt.
Diese drei Fille schlieflen sich wechselseitig aus.

Beweis. Nur die Eindeutigkeitsaussage bedarf einer Begriindung. Da P; als topologischer Raum
kompakt ist, kann er nicht einmal homéomorph zu den nichtkompakten Rdumen C und D sein, die
iibrigens selbst homGomorph zueinander sind. C und D koénnen aber nicht konform &dquivalent sein,
da jede holomorphe Funktion f: C — D wegen des Satzes von Liouville konstant sein mufl. ]

Bemerkung. Ein noch wesentlich tiefer liegendes Resultat ist der sogenannte Uniformisierungssatz, der
besagt, daf§ iiberhaupt jede einfach zusammenhéngende Riemannsche Fliche konform #dquivalent zu
(genau) einer der obigen drei Typen ist. Leider kénnen wir dieses Resultat im Rahmen dieser Vorlesung
nicht beweisen. Auf Konsequenzen werden wir aber in der Vorlesung Funktionentheorie II eingehen.

Man kann den Riemannschen Abbildungssatz noch durch eine Eindeutigkeitsaussage erginzen.

Satz 22.3 FEs sei G wie im Riemannschen Abbildungssatz gewdhlt, und zo sei ein beliebiger, fest
gewdhlter Punkt in G . Dann gibt es genau eine biholomorphe Abbildung f: G — D mit f(z) = 0
und f'(z9) > 0.

Beweis. Gibt es iiberhaupt eine biholomorphe Abbildung von G nach D, so lassen sich offensichtlich
die obigen Bedingungen durch Hinterschaltung eines geeigneten Automorphismus von D erzielen.
Hat man iiberdies zwei Abbildungen f;, fo mit diesen Eigenschaften, so ist f = f; o fy L ein
Automorphismus des Einheitskreises, der den Nullpunkt festlét, also eine Drehung um den Nullpunkt,
fiir den auflerdem f/(0) positiv sein muBl. Das ist wegen des Schwarzschen Lemmas aber nur méglich
fiir die Identitét. |

Genauer gilt: Sind G, G2 einfach zusammenhéngende Gebiete in C mit mehr als einem Rand-
punkt, und sind z; € G; und 29 € G2 fest gewiihlt, so ist die Gesamtheit aller konformen Abbildungen
von G1 nach Gy, die z; auf z; abbilden, reell einparametrig. Die Abbildungen sind eineindeutig den
Werten ¢ = arg f'(z1) zugeordnet.

Der Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes basiert auf zwei wesentlich verschiedenen Ideen. Die
erste ist geometrischer Art; sie liefert auf denkbar einfache Weise eine holomorphe FEinbettung des
betreffenden Gebietes G in den Einheitskreis. Aufgund unserer Kenntnis der Automorphismengruppe
von D konnen wir dann wie oben sofort noch mehr behaupten:
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Satz 22.4 FEs sei G wie im Riemannschen Abbildungssatz, und zy € G sei beliebig gewdhlt. Dann gibt
es eine injektive holomorphe Abbildung
f:G— D

mit f(z0) = 0 und f'(z0) > 0.

Im zweiten (analytischen) Teil versucht man dann, diese Abbildungen um den Punkt z; herum
groftmoglich auszudehnen; d. h. man versucht, die Ableitung f’(z9) zu maximieren. Dafl dies
tatséichlich innerhalb der Klasse der holomorphen Einbettungen funktioniert, folgt aus der Theorie
der sogenannten normalen Familien holomorpher Funktionen (die auch eine entscheidende Rolle auf
dem Gebiet der diskreten dynamischen Systeme wvon rationalen Funktionen auf der Riemannschen
Zahlenkugel spielt).

Beweisen wir also zuerst Satz 4. Wir bilden zunéichst G in D ab. Nach Voraussetzung und einer
eventuell notwendigen Translation konnen wir erreichen, daf§ das Gebiet G C C den Nullpunkt nicht
enthélt. Also ist G ein homologisch einfach zusammenhéngendes Gebiet in C, auf dem die Identitét
f(2) = z nirgends verschwindet. Damit existiert auf G ein holomorpher Zweig ¢ der Quadratwurzel,
also eine holomorphe Funktion g mit ¢?(z) = z. Die Funktion g ist notwendig injektiv und bildet
deshalb G konform auf ein (ebenfalls homologisch einfach zusammenhéngendes) Gebiet G; C C* ab.

7

7

7

Figur 22.1

Behauptung: G, liegt ganz im AuBeren einer Kreisscheibe. Ist nimlich w € Dc(wo) C G1, 50 kann —w
nicht in G; liegen, da sonst g auf G nicht eindeutig definiert wire. Also ist D.(—wo) NGy = 0. C\
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D, (—wp) wird aber durch einen Kreis berandet, ist also nach Satz 20.9 durch einen Automorphismus
¢ € Aut (P;) biholomorph abbildbar auf den Einheitskreis D. Also ist G2 = ¢ (G1) C D. Durch
Hinterschaltung eines Automorphismus von D erhalten wir eine injektive holomorphe Abbildung

f:G—D, f(20) =0, f'(20)>0. O

Nach dem bisher Bewiesenen konnen wir ohne Einschrénkung G € D und 0 € G annehmen. Wir
studieren die folgende Menge von Funktionen:

F :={f: G— D, f holomorph, injektiv, f(0) =0, f'(0) >0}

und zeigen, dafl in F ein bzgl. f/(0) ,maximales“ Element liegt, das G tatséchlich biholomorph auf
D abbildet.
Die Familie F ist nicht leer, da die Identitidt id € F liegt. Damit existiert

a:=sup{f(0): feF}eRU{0},

und es gilt @« > 1. Wir werden als erstes nachweisen, da} a in F angenommen wird. Nach Vor-
aussetzung existiert eine Folge (f;) C F mit lim;_ fj(0) = «. Wir wollen zunéchst annehmen,
daB die Familie F so ,gut“ ist, dal man aus jeder unendlichen Folge eine Teilfolge auswéhlen kann,
die lokal gleichméBig gegen eine holomorphe Funktion fy konvergiert. (Dies ist die Eigenschaft der
Normalitit, die wir wegen des noch zu beweisenden Satzes von MONTEL aus der Beschrinktheit der
Familie folgern kénnen). Wir kénnen dann ohne Einschrinkung annehmen, daff die obige Folge (f;)
selbst schon lokal gleichméflig gegen die holomorphe Funktion f; konvergiert. Dann folgt aber aus dem
Satz von Weierstral f7(0) — f7(0) und damit fj(0) = a < oo und fj(0) > 1. Insbesondere
ist fo # const. Aus | f;| < 1 folgt zumindest | fo| < 1 auf G, und wegen des Maximumprinzips
muf} sogar | fo| < 1 gelten. SchlieBllich benétigen wir ein Kriterium dafiir, daf§ eine Grenzfunktion von
injektiven Funktionen wieder injektiv ist. Der folgende Satz mit seiner Folgerung ist unmittelbar auf
unsere Situation anwendbar und liefert damit die gewiinschte Aussage fo € F .

Satz 22.5 G C C sei ein Gebiet, und f; € O(G), j € N, set eine Folge holomorpher Funktionen,
die lokal gleichmdjig gegen eine nichtkonstante holomorphe Funktion f konvergiere. Ist zyg € G so
beschaffen, daf8 f in zy eine Nullstelle k—ter Ordnung besitzt, so existiert zu jeder Umgebung V =
V (20) eine Umgebung U = U (z) C V und ein Index jo € N, so daff alle f;, 7 > jo, auf U die
(totale) Nullstellenordnung k besitzen.

Beweis. Wihle U = D.(z9) C V so klein, da8 f|U nur in zp eine Nullstelle besitzt. Setze dann
d:=min{|f({)]|: (€dU} > 0.Da JU kompakt ist, existiert ein jo, so daf fiir alle j > jo gilt:

sup | f5(¢) = f(Q)] < 4.
ceou

Wegen f; = f + (f; — f) hat dann nach dem Satz von Rouché f; genauso viele Nullstellen in U
wie f7 .7 > jO . 0

Bemerkung. Selbstverstdndlich kann man den Begriff Nullstelle in dem obigen Satz durch das Wort
wo—Stelle ersetzen.

Folgerung 22.6 Sind die f; in dem obigen Satz injektiv, so auch f.

Beweis. Angenommen, es sei f(z1) = f(z2) = wy, 21 # 29. Dann gibt es Umgebungen
U, = U(zr), k = 1,2, und ein jo, so daB fir alle j > jo die Einschrinkung fj\Ul genauso
viele wo—Stellen besitzt wie fjy, , und entsprechend fiir U. Wihle dann Uy NUy = 0, so daB fj,
mindestens zwei wo—Stellen hat. Also ist f;, nicht injektiv. Widerspruch! O
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Es bleibt aufler dem Montelschen Kriterium immer noch zu zeigen, daf die obige Grenzfunktion
fo tatsédchlich G auf den Einheitskreis abbildet: Gy = fo(G) = D. Der Grund hierfiir liegt in dem
folgenden Hilfssatz, der als Umkehrung des Schwarzschen Lemmas angesehen werden kann.

Hilfssatz. Sei Gy C D ein von D wverschiedenes homologisch einfach zusammenhdingendes Teilgebiet
mit 0 € Go. Dann gibt es eine injektive holomorphe Abbildung h : Gy — D mit h(0) = 0 und
R(0) > 1.

Beweis. Wihle ¢ € D\ Gy. ¢1(2) = 12 _76 ist dann ein Automorphismus von D, der ¢ nach 0
— Tz

und 0 nach —c¢ wirft. ¢1(Gp) ist einfach zusammenhéngend und enthilt die 0 nicht; also gibt es auf
©1(Gp) einen Zweig g der Quadratwurzel: g € O (p1(Go)), g(2)? = z fiir alle 2z € ¢1(Go). Die

Abbildung g ist injektiv, und es gilt g (p1(Go)) C D. Setze weiter d := g(—c), @a(z) = e —nn-

(mit noch zu bestimmender Konstanten A) und h = pas0gop; : Gg — D. Da 1, po bijektiv sind
und ¢ injektiv ist, mufl h injektiv sein; ferner ist A (0) = @a(d) = 0, und A laBt sich so withlen, dafl
R'(0) > 0. Betrachte jetzt noch ¢*(z) = 2% und h* = p;'og*op,': D — D. Offensichtlich ist
h*oh = id auf Gp; ferner gilt h*(0) = 0, aber h* kann keine Drehung sein. Folglich ist mit dem
Schwarzschen Lemma

[R(0)] < 1.

Wegen 1 = |h*(0)h/(0)] ist dann A'(0) > 1. O

Wir beenden nun den Beweis der obigen Behauptung iiber die Grenzfunktion f; und damit den
Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes (modulo dem Satz von Montel): Angenommen, fy wiirde
Go nicht auf ganz D abbilden. Dann gibt es nach dem eben bewiesenen Hilfssatz eine injektive
holomorphe Abbildung h : Gp — D mit h(0) = 0 und A’'(0) > 1. Fiir f := ho f; wiirde dann
gelten: f: Gy — D ist injektiv, f(0) = 0 und f/(0) = h/(0) f4(0) > « > 0. Also wire f € F,
aber o # sup{ f'(0): f € F}. Widerspruch! O

Wir miissen uns nun endlich ernsthaft um die noch ausstehenden analytischen Reste kiimmern.

Definition. M C R"™ sei eine Teilmenge und F eine Menge von Funktionen auf M . F heifit gleichgradig
stetig, wenn es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, so daf fiir alle x1, x50 € M mit |27 — z2| < ¢ und
jedes Element f € F gilt:

| f (1) = fla2)] <€
(Insbesondere sind damit alle f € F gleichmdfig stetig). Die Familie F heifit beschrinkt, wenn es
eine Konstante K > 0 gibt mit | f ()| < K fiir alle z € M und alle f € F.

Wir benutzen im folgenden einen Standardsatz aus der reellen Analysis.

Satz 22.7 (Arzela - Ascoli) Die Menge M C R™ sei kompakt, und die Familie F sei beschrinkt
und gleichgradig stetig. Dann kann man aus jeder unendlichen Folge (f;) C F eine unendliche Teilfolge
auswdhlen, die auf M gleichmdflig konvergiert.

Folgerung 22.8 Ist U C R"™ offen, die Familie F lokal beschrdinkt und lokal gleichgradig stetig,
dann gibt es zu jeder unendlichen Folge in F eine unendliche Teilfolge, die auf U lokal gleichmdjSig
konvergiert.

Einen Beweis findet man z. B. in meinem Manuskript Analysis II (siehe Satz 20.15) oder bei
GRAUERT-LIEB, Differential- und Integralrechnung II.

Fiir holomorphe Funktionen ist die Situation wesentlich einfacher.
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Satz 22.9 Sei F auf U C C eine lokal beschrinkte Familie holomorpher Funktionen. Dann ist F
lokal gleichgradig stetig.

= D,(20) C U so beschaffen, daB | f (z)| < K fiir alle z € D und alle f € F. Wihle
D, /5(20) . Es gilt dann fiir alle 21, zp € V':

£ () — )| = ] /[] F(2) dz

Beweis. Sei
V =V (20)

< |22 — 21| max | f'(2) |
zeV

1 d
< |z — 2| max | — / L)CQ
eV | 2m Jop (C - Z)
27r K 4K
< e -zl (C)z |22 — 2=~
2
und der letzte Ausdruck ist kleiner als e fiir alle 21, zo mit
re
|Zl - 22| < 0 = E s
wobei § = ¢ (€) unabhingig von f € F ist. |

Aus der Folgerung zum Satz von Arzela—Ascoli erhilt man unmittelbar

Satz 22.10 (Montel) Jede lokal beschrinkte Folge holomorpher Funktionen auf einer offenen Menge
U C C besitzt eine lokal gleichmdflig konvergente Teilfolge.

Definition. Eine Familie F C O (U) heifit normal, wenn jede Folge in F eine Teilfolge besitzt, die
lokal gleichmé&Big gegen eine holomorphe Funktion oder gegen oo strebt.

Der Satz von Montel 148t sich dann auch so ausdriicken:
Jede (lokal) beschrinkte Familie (holomorpher Funktionen) ist normal.

Bemerkung. Man kann die Voraussetzungen des Satzes von Montel noch wesentlich abschwéchen.
Es geniigt, daf die Familie F C O (U) mindestens zwei Werte wi, wy ausldfit. Da das Gebiet
C \ {w, wy} als universelle Uberlagerung den Einheitskreis besitzt, kann man jede Funktion
f € O(U) lokal zu einer holomorphen Funktion f: U — D liften. Auf diese neue Familie kann man
dann die obige Version des Satzes von Montel anwenden.

Als eine Folgerung aus dem Satz von Montel zitieren wir noch den

Satz 22.11 (Vitali) G C C sei ein Gebiet, F sei eine normale Familie holomorpher Funktionen auf
G, und M C G sei nicht diskret. Ferner sei die Folge (f;) C F punktweise konvergent auf M gegen
eine Funktion g : M — Py . Dann konvergiert (f;) lokal gleichmdfig gegen eine holomorphe Abbildung
g: G — Py, die eventuell = oo sein kann.

Beweis. Wir haben zwei Félle zu unterscheiden.

a) g = oo. Wir nehmen an, die Folge (f;) konvergiere nicht lokal gleichméfig gegen oo. Dann gibt
es ein € > 0, eine kompakte Teilmenge K C G, eine Teilfolge (f;,) und Punkte z; € K mit
| fix(2x)| < €. Da F normal ist, konvergiert eine weitere Teilfolge von (f;,) lokal gleichmiBig, und
zwar gegen eine holomorphe Funktion. Dies steht aber im Widerspruch zu lim;_,o, f;(z) = oo fur alle
z€eM!
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b) g # oo. (f;) besitzt eine lokal gleichméflig konvergente Teilfolge; der Grenzwert darf wegen der
Voraussetzung an ¢ nicht gleich oo sein, ist also eine holomorphe Funktion f. Angenommen, die
urspriingliche Folge (f;) konvergiere nicht auch schon gleichméfig gegen f. Dann gibt es eine Teilfolge
(fje),ein € > 0, eine kompakte Teilmenge K C G und Punkte z; € K mit

(%) | fix(z) — f(2)] > €.

Durch Ubergang zu einer weiteren Teilfolge kann man annehmen, da8 die Folge ( fi.) lokal gleichméaflig
konvergent ist gegen eine Grenzfunktion f € O(G). Aus (x) folgt dann: f # f. Nun ist aber
fim = g = fiu auf der nichtdiskreten Menge M . Dies liefert mit dem Identititssatz den Wider-

spruch f = f. |

Bemerkung. Die vorstehenden Beweise der Sétze von Montel und Vitali sind insofern unbefriedigend, als
sie mit der Verwendung des reellen Satzes von Arzela—Ascoli gegen das ,,funktionentheoretische Credo*
verstoflen. VITALI hat in seiner origindren Arbeit jedoch gezeigt, wie man auch ohne dieses Ergebnis
aus der reellen Analysis auskommen kann. - Tatséchlich bewies er den folgenden Satz, der seinerseits
wieder den Satz von Montel impliziert.

Satz 22.12 Es sei G C C ein Gebiet und M C G eine nicht diskrete Teilmenge. Ferner sei (f;)
eine lokal beschrinkte Folge holomorpher Funktionen auf G, die auf M punktweise konvergiere. Dann
konvergiert die Folge sogar lokal gleichmdf$ig auf G gegen eine holomorphe Funktion f .

Beweis. Es sei A C G die Menge der Punkte a, zu denen es eine Umgebung U = U (a) C G gibt,
auf der die Folge (f;) gleichméBig konvergiert. Nach Definition ist diese Menge offen. Wir miissen nur
noch zeigen, dafl sie abgeschlossen und nicht leer ist. Sei dazu B C G die Obermenge von A U M
derjenigen Punkte, auf der die Folge punktweise konvergiert, und b € G sei ein Hiufungspunkt von
B . Es geniigt dann zu zeigen, dal b € A. Um dies einzusehen, kénnen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit b = 0 € G annehmen und einen abgeschlossenen Kreis D = D, C G mit Mittelpunkt
0 wéhlen. Da alle f; auf D holomorph sind, besitzt jede dieser Funktionen eine in D konvergente
Potenzreihenentwicklung

fi(z) = Z anj 2" .
n=0

Zudem gilt, wenn wir 7 nur klein genug wéhlen, | f;(2)| < M fiir alle j € N und alle z € D. Dann
ist
| f3(z) = f;0)] <2M,

und durch Anwendung des Schwarzschen Lemmas auf die Funktion

(fi(rz) = f;(0))/2M, |z <1,

erhilt man sofort die Abschétzung
|f](2) - f](0)| < - |z | fiir z€D, .

Zu vorgegebenem ¢ > 0 sei nun ¢ € D ein Punkt mit

ET
< =
I¢l's 8M "’

in dem die Folge der f; konvergiert. Dann gibt es ein m = m(e), so daf fir alle £ € N gilt:
| frt5(C) — fm(Q)] < €/2, und fiir dieses m und alle j ist

|fm+j(0> - fm(o)‘ < |fm+](§) - ferj(O)' + |fm+j<<) - f7n<C)| + |fm(<:) - fm(0)|

4 M

—= 11+ i) = fml@ S 25 = €.

IN
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Folglich ist auch die Folge der f; im Nullpunkt konvergent und damit die Folge der aq;. Es existiert
also der Grenzwert

lim ap; =: aop .
j—00

Als néchstes betrachtet man die Folge der Funktionen

gj(z) — fJ(Z) ; fj(()) 7

die in den Nullpunkt hinein holomorph fortgesetzt werden kénnen und in D die Potenzreihenentwick-
lung

9i(2) = a1; + azjz + -
besitzen. Aus der obigen Abschitzung fiir die Funktionen f;(z) — f;(0) und dem Maximumprinzip
gewinnt man sofort die Abschétzung

2M
lgi(2)| < - fiiralle ze€ D

und alle j gleichzeitig. Die Folge (g;(z)) konvergiert an den gleichen Stellen wie die Folge (f;(2));
mithin kann man mit denselben Argumenten wie oben schlieflen, da§ der Grenzwert

ap == lim ay;
Jj—o0

existiert. So fortfahrend gewinnt man die Einsicht, dafl fiir alle n € N die Grenzwerte

an = lim ag;
— 00

J

existieren. Aufgrund der Cauchyschen Ungleichungen ist aber

M
|aﬂj | < 771 )
und deshalb ist auch
M
lan | < ey
Insbesondere ist dann die Potenzreihe -
> e
n=0

in dem offenen Kreis D konvergent und stellt dort eine holomorphe Funktion f dar.

Es bleibt noch zu beweisen, daf} die Folge (f;) gleichméfBig auf jeder Kreisscheibe D, CC D gegen die
Funktion f konvergiert. Wir haben auch

lans — an| < 22
nj n| X n
fiir alle 7 und damit fiir alle z € D, und alle N:
N [e'S) n
1) = B €Y law —anlp” + M) > (5)".
n=0 n=N+1

Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es ein NV, so dafl
2M (7) < = ’
@) . (7)) <5
n=N+1
und da die Folgen (an;) bei festem n gegen a, konvergieren, kann m = m(e) so grofi gewihlt

werden, daf3

€
|anj = an|p" < 2(N + 1)

fiir alle j > m und alle n < N . Alles zusammen liefert die gewiinschte Abschitzung
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1 f(z) = fie)[ <&, j=2m, [z]<p. O

Den Satz von Montel (Satz 10) kann man hieraus erneut deduzieren: Da jede offene Menge U
hochstens abzéhlbar viele Zusammenhangskomponenten besitzt, konnen wir uns auf die Betrachtung
von Gebieten G beschrinken. Man wéhlt eine in G konvergente, nicht triviale Folge (z;); die
Punktmenge M = {zo, z1,---} ist dann nicht diskret. Mit dem Satz von Bolzano—Weierstral und
dem Cantorschen Diagonalverfahren konstruiert man eine Teilfolge der (f;), die auf M punktweise
konvergiert. Nach dem vorigen Satz ist diese Teilfolge sogar lokal gleichmiiflig konvergent. (]

Zum Abschlufl dieses Kapitels berichten wir noch iiber Fortsetzungseigenschaften konformer
Abbildungen. Man kann z. B. die folgende Frage stellen:

Es sei f: G— D eine konforme Abbildung. Wann ist es méglich, eine topologische Fortsetzung
(-) f:G— D
von [ zu finden?

Notwendigerweise darf der Rand 9 G' dann nicht allzu kompliziert sein, denn die Umkehrabbildung
von f stiftet einen Homdomorphismus S* — G . Mit anderen Worten: Der Rand von G muf eine
JORDAN-Kurve sein.

Dies ist selbstverstéindlich nicht fiir jedes einfach zusammenhéngende Gebiet erfiillt, wie das folgende
Beispiel zeigt:

1 1
C::C2\LJ1}‘,CQ:{O<J?<1,O<y<1}7 Tj:{x:]70<y§2}

Ein weiterer Grund fiir die Nichtexistenz einer homéomorphen Fortsetzung der nach dem Riemannschen
Abbildungssatzes vorhandenen biholomorphen Abbildung G — D auf den Rand von G liegt darin,
daBl dieses Gebiet im Gegensatz zum Einheitskreis nicht erreichbare Randpunkte besitzt.

Figur 22.2

Definition. G sei ein Gebiet und 2o ein Randpunkt von G. z heifit (in G') erreichbar, falls es eine
stetige Kurve v : [0, 1] = G gibt mit v ([0, 1)) CG und (1) = 2p.

Bemerkung. Es gibt somit eineindeutige konforme Abbildungen G — G’, wobei G nur erreichbare
Randpunkte besitzt, wihrend dies fiir G’ nicht richtig ist. Offensichtlich gehen aber unter einem
Homé&omorphismus f: G — G’, der f: G — G’ fortsetzt, erreichbare Randpunkte von G in solche
von G’ iiber.

Bevor wir das Hauptresultat zitieren, erinnern wir an den
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Satz 22.13 (Jordanscher Kurvensatz) Eine Jordankurve berandet genau zwei Gebiete : das Innere
(Beschrinkte), das einfach zusammenhdingend ist, und das Auflere, das nicht diese Eigenschaft besitzt.

Definition. Ein einfach zusammenhéngendes Jordangebiet ist ein einfach zusammenhéngendes
beschridnktes Gebiet in C, das von einer Jordankurve berandet wird. Unter einem (mehrfach zusam-
menhéngenden) Jordangebiet versteht man ein Gebiet, dessen Rand aus endlich vielen disjunkten
Jordankurven besteht.

Figur 22.3

Einen Teil des Riemannschen Abbildungssatzes kann man jetzt auch wie folgt formulieren.

Satz 22.14 Jedes einfach zusammenhdngende Jordangebiet ist biholomorph dquivalent zu dem FEin-
heitskreis D .

Erstaunlicherweise sind dies genau die einfach zusammenhéngenden beschréankten Gebiete, fiir die
eine stetige Fortsetzung der konformen Aquivalenz G — D auf den Rand moglich ist.

Definition. Ein Randpunkt zg eines Gebietes G C C heiflt ein einfacher Randpunkt, falls es fiir jede
Folge z; € G mit lim z; = 2 eine stetige Kurve v : [0, 1] — G gibt mit v ([0, 1)) C G und eine
streng monoton austeigenden Folge 0 < t; /1, so daf v (¢;) = z;. Ein Randpunkt heiit normal,
wenn man eine solche Kurve finden kann nach Ubergang zu einer Teilfolge von (z;).

Bemerkungen. 1. Normale und damit einfache Randpunkte sind insbesondere erreichbar.

2. LaBt sich ein Homéomorphismus f : G — G’ topologisch auf die Abschliisse fortsetzen, so gehen
normale (bzw. einfache) Randpunkte von G unter f auf ebensolche Randpunkte von G’ iiber.

3. Glatte Randpunkte eines Gebietes der Klasse C*, k > 1, sind einfach.

In der folgenden Figur sind die ausgezeichneten drei Randpunkte erreichbar; fiir das obere Gebiet ist
zop aber nicht einmal normal, wihrend die beiden anderen normal, aber nicht einfach sind. Die gezeigten
Gebiete sind beschrinkt und einfach zusammenhéngend, aber keine Jordangebiete.
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ZO

O

Figur 22.4

Beispiel. Unter der Abbildung z — 22 geht ein Halbkreis in einen ,geschlitzten® Kreis konform #qui-

valent iiber:

Figur 22.5

Der Bildbereich besitzt somit nicht einfache (wenn auch nur normale) Randpunkte im Gegensatz zum
Urbildbereich.

Es gilt nun (ohne Beweis):
Satz 22.15 Jeder Randpunkt eines Jordangebietes ist einfach.

Fischer-Lieb zeigen in Kapitel VI, §1 (2. Band):
Hilfssatz 1. zyp € 0G sei ein einfacher Randpunkt, f : G — D sei konform. Dann existiert eine
stetige Fortsetzung o
GuU {ZQ} — D .
Hilfssatz 2. z; # 22 seien einfache Randpunkte. Dann ist die Fortsetzung
GU {2’1, 22} — ﬁ
ingektiv.

Alles zusammen ergibt den folgenden
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Satz 22.16 (Carathéodory) Fir den Rand eines beschrinkten einfach zusammenhingenden Gebietes
G sind die folgenden Aussagen dquivalent :

i) OG ist eine Jordankurve.
ii) G besteht nur aus einfachen Randpunkten.
iii) Jede konforme Abbildung f: G — D setzt sich zu einem Homdomorphismus G — D fort.

Zu i) = iii) : Die Abbildung f: G — D setzt sich zu einer stetigen Abbildung F : G — D fort mit
F(G) D D. Alsoist F(G) dicht in D und kompakt, so dafl F'(G) = D. Da F auch injektiv ist, ist
F: G — D bijektiv, und F~! ist stetig (da G kompakt ist). |

Nur eine Umformulierung des letzten Ergebnisses zusammen mit den entsprechenden Uberlegungen
am Einheitskreis ist

Satz 22.17 Eineindeutige konforme Abbildungen f: G — G’ wvon einfach zusammenhdngenden Jor-
dangebieten lassen sich zu Homdomorphismen der abgeschlossenen Hiillen fortsetzen. Zu vorgegebenen
Tripeln paarweiser verschiedener Punkte (z1, z2, z3) und (wy, we, wy) im Rand von G bzw. G’ mit
gleicher ,,Orientierung“ gibt es genau eine konforme Aquivalenz f : G — G', deren Fortsetzung auf
den Rand den Punkt z; auf w;, j =1, 2, 3, abbildet. Stimmen insbesondere die Fortsetzungen zweier
solcher Abbildungen f1, fo in drei Punkten des Randes von G fberein, so ist fi1 = fo.

Figur 22.6

Bei a priori beliebigen Riandern beschrinkter einfach zusammenhiéngender Gebiete G, G’ 1483t sich
das Fortsetzungsproblem von biholomorphen Abbildungen G' — G’ nach unseren obigen Uberlegungen
sinnvollerweise nur dann stellen, wenn G' und G’ nur normale Randpunkte besitzen. Das Beispiel in
Figur 5 verdeutlicht zwar, dafl diese Voraussetzung nicht ausreicht, liefert aber einen Hinweis, wie das
Problem so abzuéndern ist, daf} es einer Losung zugénglich wird. In der Tat kann man die Quadratwur-
zel nicht zu einer stetigen Umkehrabbildung auf den Abschluf§ fortsetzen. ,,Verdoppelt“ man aber den
»Stachel“ auf der rechten Seite, betrachtet man also die rechte Figur mit ihrem Abschluf} statt in C
in der Riemannschen Fliche X der Wurzelfunktion (mit Einschlufl des Nullpunkts als Verzweigungs-
punkt), so hat man keinerlei Probleme mit der stetigen Fortsetzung mehr.

CARATHEODORY’s Theorie der Primenden kompaktifiziert nun solche Gebiete G, indem man die
normalen Randpunkte ,mehrfach® hinzufiigt gemél dem Umstand, dafl man die Randpunkte ,von
verschiedenen Seiten“ in G aus erreichen kann. Dies liefert einen ,idealisierten“ Abschlufl é*, den
man mit der Topologie eines kompakten metrischen Raumes versehen kann, in dem G dicht liegt. In
diesem Sinne kann man konforme Abbildungen zu Homdomorphismen der Abschliisse fortsetzen.

Satz 22.18 (iiber die Abbildung der Rénder) G, Go seien einfach zusammenhingende be-
schrinkte Gebiete in C mit nur normalen Randpunkten. Bildet f das Gebzet G1 auf Go ememdeut@g
und konform ab, so lifst sich f eindeutig zu einer topologischen Abbildung f LG, — Gy fortsetzen.
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Zum Beweis siehe z. B. BEHNKE-SOMMER, pp. 364 ff. (]

_ Fiir mehrfach zusammenhingende Gebiete ist die Theorie noch wesentlich komplizierter. - Als
Ubungsaufgabe iiberlassen wir dem Leser den Nachweis z. B. der folgenden Aussage.

Satz 22.19 Zwei Kreisringe K, p und K g sind genau dann konform dquivalent, wenn R/r = S/s.
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In diesem ,topologischen Interludium® wollen wir alle (unbegrenzten, unverzweigten) Uberlagerungen
Y — X eines fest vorgegebenen topologischen Raumes X klassifizieren'®. Um keine allzu groBen
Schwierigkeiten zu bekommen, miissen wir einige Voraussetzungen machen, die im folgenden stillschwei-
gend als gegeben angenommen werden.

i) X und Y sind wegweise zusammenhingend.

ii) X ist iiberdies ,lokal hinreichend zusammenhingend“, d. h. auch noch lokal weqweise zusam-
menhdngend und semi—lokal einfach zusammenhdingend, d. h. fiir alle x € X existiert eine Um-
gebung U = U (z), so daff die Fundamentalgruppe von U trivial ist, in Zeichen: w1 (U) = 1.

Bemerkungen. 1. Ist p: Y — X eine lokal topologische Abbildung, so erfiillt mit X auch Y dieselben
Bedingungen.

2. Die Bedingung i) ist fiir Mannigfaltigkeiten keine wesentliche Einschrinkung, da die Zusammen-
hangskomponenten einer Mannigfaltigkeit wegweise zusammenhéngend sind.

3. Die Bedingung ii) ist fiir Mannigfaltigkeiten immer erfiillt, da jeder Punkt z € X eine Umgebung
besitzt, die homdomorph zu einer Kugel ist.

Ist p: Y — X eine stetige Abbildung (von wegzusammenhingenden Riumen), so hat man offen-
sichtlich einen Gruppenhomomorphismus der Fundamentalgruppen:

px (Y, yo) — mi(X, wo) ,

wenn p(yo) = o, der dadurch entsteht, dafl man Schleifen in Y durch yo vermittels der Abbildung
p zu Schleifen in X durch z( ,herunterdriickt“.

Im Falle von Uberlagerungen p: Y — X kann weit mehr iiber diesen Homomorphismus p, gesagt
werden. Dies hat mit Liftungseigenschaften von Abbildungen nach X hinein zu tun. Ist f: Z — X
eine stetige Abbildung, so heifit eine stetige Abbildung f: Z — Y mit po f = f eine Liftung von f:

Die Eindeutigkeitsfrage ist sehr schnell beantwortet.

Satz 23.1 Der topologische Raum Z sei zusammenhdngend. Dann stimmen zwei Liftungen der stetigen
Abbildung f: Z — X in die Uberlagerung p: Y — X genau dann tberein, wenn sie an einer einzigen
Stelle zg € Z 1ibereinstimmen.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von f gibt es eine Umgebung W = W (2p), so dafi das Bild jeder
Liftung von f in einem Blatt iiber einer gleichmiifig iiberlagerten Umgebung des Bildpunktes f (2p)
liegt. Zwei Liftungen ,landen“ aber lokal offensichtlich genau dann in demselben Blatt, wenn sie an
einer Stelle {ibereinstimmen. Somit ist die Menge A der Punkte z € Z, in denen zwei vorgegebene
Liftungen tibereinstimmen, sowohl offen als auch abgeschlossen. (Il

In Bezug auf die Existenz solcher Liftungen betrachten wir den Spezialfall, dal Z = I? C R? ist,
wobei I = [0, 1] das abgeschlossene Einheitsintervall in R bezeichnet.

18Fine etwas verkiirzte Fassung dieses Kapitels findet man auch als Anhang zu Kapitel 5 in meinem Manuskript
Differentialgeometrie I1I.
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Satz 23.2 Sei f: I? — X stetig, f(0,0) = zo, p(yo) = zo. Dann gibt es (genau) eine Liftung ]7
von f mit f(0,0) = yo.

Beweis. Da I? kompakt und f stetig ist und die gleichmiBig iiberlagerten offenen wegzusam-
menhédngenden Mengen in X eine Basis der Topologie bilden, existiert aufgrund des Lebesgueschen
Lemmas eine Zerlegung 12 = U,  I;; von I? in kongruente Quadrate I;j, so dafi f (Ij5) C Uj, und
Uji, eine gleichmiBig iiberlagerte zusammenhéngende offene Menge in X ist. Damit 148t sich f;,, in
jedes Blatt tiber Uy, liften. Diese Liftungen lassen sich aber, ausgehend von dem Anfangswert 7o, so
wéhlen, dafl insgesamt eine stetige Liftung f: Z —'Y entsteht: Man arbeite namlich wie untenstehend
angedeutet die einzelnen kleinen Quadrate ab, und zwar so, dafl die Fortsetzung im jeweils ,neuen
Quadrat links unten“ mit der zuvor konstruierten Fortsetzung iibereinstimmt. Dann stimmt diese we-
gen Satz 1 mit allen vorher schon konstruierten Fortsetzungen auf den gemeinsamen ,Réndern* ihrer
Definitionsbereiche iiberein.

Figur 23.1

Damit haben wir eine stetige Liftung mit der geforderten Anfangsbedingung gefunden. O

Auf jeden parametrisierten stetigen Weg ~ : I — X 14t sich der vorige Satz anwenden durch
Betrachtung der Abbildung f (s, t) := v(t), (s, t) € I x I.- Als Ergebnis halten wir fest:

Korollar 23.3 Jeder stetige Weg in X lifit sich (bei vorgegebenem Anfangspunkt eindeutig) nach Y
liften.

Warnung: Ist v in X geschlossen, so braucht dies fiir die Liftung 7 : I — Y nicht der Fall zu sein!

Sind nun o, 1 homotope Wege in X mit Anfangspunkt 2o und Endpunkt z; ,undist h: I 25X
eine Homotopie zwischen diesen Wegen, so betrachten wir die eindeutig bestimmte Liftung h : I 25Y
von h mit h(0,0) = yo. Es ist

(poh)(0,t) = h(0,t) =z fiiralle tel,

d. h.: t e h(0, t) ist ein stetiger Weg, dessen Spur in p~'(zo) enthalten ist. Da aber p~' (o) diskret
in Y liegt, folgt h (0, t) = yo . Ebenso ergibt sich h (1, t) = y; mit einem festen Punkt y; € p~1(z1).
Nun liftet h (s, 0) aber gerade die Abbildung A (s, 0) = 7o und ist damit eindeutig bestimmt, und

gleiches gilt fiir h (s, 1). - Es folgt:

Korollar 23.4 Sind 79, y1 homotop in X , so sind die Liftungen 5o, 71 (mit gleichem Anfangspunkt)
homotop in Y . Insbesondere haben die beiden Liftungen denselben Endpunkt.

Ist der geschlossene Weg v sogar homotop Null in X | so ist jede Liftung geschlossen und homotop
Null in Y. - Als Folgerung erhalten wir aus dieser Bemerkung sofort den grundlegenden
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Satz 23.5 Es sei p: Y — X eine Uberlagerung. Dann ist der kanonische Gruppenhomomorphismus
px: (Y, yo) — m1(X, x0)
ingektiv. Die Untergruppe
G (Y, y) = G(Y, p, X;y0) = pmi(Y, yo) C m(X, o)

besteht aus den Homotopieklassen [y] € w1 (X, xg), deren Reprisentanten ~ geschlossene Liftungen
nach Y (mit Anfangs— und Endpunkt yo ) besitzen.

Definition. Die Untergruppe G (Y, yo) der Fundamentalgruppe (X, o) heiit die charakteristische
Untergruppe der Uberlagerung p: Y — X (im Punkte yq ).

Was passiert nun, wenn man yo - bei festgehaltenem xg - variiert? Es sei also p (yo) = p(y)) = o,
und 7 sei ein stetiger Weg in Y von yg nach y(,. Dann ist v := po7 ein geschlossener Weg in X ,
und man sieht sofort, dafl mit der Homotopie-Klasse [v] € m1(X, zo) von ~ gilt:

G(Y,y0) = -G (Y, 0) ']
Dies ist der erste Teil des folgenden Satzes.
Satz 23.6 a) Mit yo, y, € p~*(z0) sind die charakteristischen Untergruppen G (Y, yo) und G (Y, yg)
konjugiert in 7 (X, xo) .
b) Ist die Gruppe G konjugiert zu einer Untergruppe G (Y, yo) in w1 (X, xo), so gibt es ein y{ iiber
xg mit G = G(Y, y}) .

Beweis. Nur Teil b) ist noch zu zeigen. Es sei also G = [7] - G (Y, yo) [y™}]. Ist dann 7 eine Liftung
von v mit Anfangspunkt yo, so ist nach dem bisher Bewiesenen G = G (Y, y), wobeil y, den
Endpunkt von 5 bezeichnet. Box

Bemerkungen und Definition. 1. Mit anderen Worten besagt der vorstehende Satz, dal die Menge
C (Y, z0) =={G (Y, %) : p(yo) = w0} eine Konjugationsklasse in der Fundamentalgruppe 71 (X, o)
ist. Sie heif3t die charakteristische Klasse der Uberlagerung Y — X im Punkte z¢ € X .

2. Die Abhéangigkeit dieser Klasse von dem Punkt xg ist nicht mehr wesentlich. Sind zg, 1 zwei Punkte
in X mit der von einem verbindenden Weg induzierter Isomorphie

7T1(X, ﬂfo) h— 7T1(X, 1’1) s
so geht die charakteristische Klasse in zy in die in x; {iiber.

Wir wollen anschlieBend zeigen, daf die charakteristischen Klassen tatséchlich den Schliissel zur
Klassifikation der Uberlagerungen liefern.

Satz 23.7 Zwei Uberlagerungen p: Y — X und p' : Y — X sind genau dann isomorph (d. h. es
existiert ein Homéomorphismus o : Y — Y’ der das Diagramm

v [0}

-y’

X

kommutativ macht), wenn C (Y, xg) = C(Y', xg) fir ein xo € X (und damit fiir alle xg € X ) ist.
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Bevor wir dieses zentrale Ergebnis beweisen kénnen, benotigen wir ein Liftungskriterium, das wir in
nuce schon frither einmal verwendet haben und auch noch weiter gebrauchen werden.

Satz 23.8 Es sei Z wegweise zusammenhdngend und lokal wegweise zusammenhdngend, f: Z — X
sei eine stetige Abbildung, und xo € X, yo € Y, 20 € Z seien Punkte mit f (z0) = zo, p(yo) = o .
Genau dann gibt es eine Liftung f: Z —Y wvon f mit f(z9) = yo, wenn

(*) femi(Z, 20) C G (Y, yo) = p«m1(Y, yo) C m1(X, z0) -

Beweis (Satz 8). a) Wenn eine Liftung f von f existiert, so folgt aus pof = f sofort die Behauptung;:
Die Bildung des Homotopie-Homomorphismus f. ist ,funktoriell“ in f, d. h. in unserer Situation
pxo fi = (po f)s = f«, und damit ergibt sich eine der beiden Richtungen:

femi(Z, 20) = pufemi(Z, 20) C pemi(Y, wo) -

b) Sei andererseits die Bedingung (*) gegeben. Ist dann z € Z beliebig, so sei « = «, ein Weg von 2z
nach z. Wir setzen v := foa und benennen mit 7 eine Liftung von 7 nach Y mit dem Anfangspunkt
¥ (0) = yo . Setze schlieBlich

F2) =701,

Es ist als erstes zu =zeigen, dafl die Definition von f(z) nur abhéngig von dem Punkte
z, nicht aber abhingig von der speziellen Wahl des Weges o = «, ist. Es sei also o
ein weiterer solcher Weg, und entsprechend wie oben seien <’ und 7’ definiert. Dann ist
Y] € fimi(Z,20) C G(Y,y) = p«m(Y, yo). Also liftet der Weg v~ !4 zu einem ge-
schlossenen Weg in Y . Eine Liftung ist aber 7715/, so daf§ also 5’ (1) = 7 (1) sein mu8.

Nach Konstruktion erfiillt f die Bedingung po f = f. Die Stetigkeit von f ist unmittelbar einsichtig,
da Z lokal wegweise zusammenhingend und p: Y — X als Uberlagerung lokal topologisch ist. ]

Beweis (Satz 7). a) Sind p und p’ als Uberlagerungen isomorph, und ist a ein Isomorphismus, so
besteht fiir alle yo € Y die Identitit a.mi (Y, yo) = m1(Y’, a(yo)) . Hieraus folgt

G (Y, ) = p»mi(Y, yo) = p;ﬂ'l(Y/? a(yo)) = G(Y/7 a(yo))

und damit auch C (Y, x9) = C(Y’, xp), da « die Faser p~!(xg) bijektiv auf die Faser (p’)~!(zo)
abbildet.

b) Es sei umgekehrt die Bedingung des Satzes erfiillt und yo € p~'(xg) fest gewihlt. Dann gibt es
wegen der Voraussetzung p.m1(Y, yo) € C (Y, z9) = C (Y’ xg) einen Punkt yj € (p') "1 (z) C Y’ mit
p«m1(Y, yo) = plmi (Y, y() . Wegen Satz 8 existieren Liftungen

/ Y
P I I3 p
Y X Y X

p

mit p(yo) = y; und p'(y,) = yo. Dann sind aber pop’ und P’ o p Abbildungen, die iiber p’
bzw. p liegen und jeweils einen Punkt festhalten: (pop’) (v)) = vi, @ oD)(yo) = yo. Wegen der
Eindeutigkeitsaussage in Satz 1 ist dann notwendig

ﬁop:idY7 ﬁoﬁ:idY'7

d. h. p ist ein Uberlagerungsisomorphismus (mit Inversem 7). |
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Bemerkungen. 1. Die Bedingung von Satz 8 ist immer erfiillt, wenn der Raum Z einfach zusam-
menhdngend ist. Denn dann ist f.m1(Z, 29) trivial und somit in G (Y] yo) = p«m1(Y, yo) enthalten.

2. Sind X, Y, Z differenzierbare Mannigfaltigkeiten bzw. RIEMANNsche Fldchen und die Abbildungen
f, p differenzierbar bzw. holomorph, so ist notwendig jede stetige Liftung f ebenfalls differenzierbar
bzw. holomorph.

3. Beide Bemerkungen zusammen spielten bei der Klassifikation der komplex—analytischen Tori im
Anhang zu Kapitel 18 schon (indirekt) eine Rolle. Wir suchten dort eine holomorphe Abbildung
F: C— C, die fiir eine gegebene holomorphe Abbildung f: C/Q; — C/Qs von Tori das Diagramm

F

C ~-C

1 2

(C/Ql = T1 TQ - (C/QQ

f

kommutativ macht. Dies bedeutet aber nichts anderes, als die zusammengesetzte Abbildung
fom : C — Ty in die Uberlagerung 7wy : C — Ty zu liften. Wir haben dort ebenfalls schon ein
Homotopie-Argument gebraucht in Form des Monodromie—Satzes fiir die analytische Fortsetzung
holomorpher Funktionen.

Wegen Satz 7 mufl es moglich sein, aus der charakteristischen Klasse C (Y, o) alle relevanten
Informationen iiber die Uberlagerung Y — X zu gewinnen. - Wir geben hierzu zwei Beispiele.

Satz 23.9 Die Blitterzahl der Uberlagerung p : Y — X st gleich dem Index von G (Y, yo) in
(X, wo) fiir beliebige Punkte w9 € X , yo € p~*(z0) -

Beweis. Es seien y,, ¢ € I, alle Urbilder von zy unter p mit einer geeigneten Indexmenge I. Dann
ist die Blatterzahl von p nichts anderes als die Kardinalitdt card I von I. Wihle nun Wege 7,
von Yo = Y, zu y,. Die Bildwege 7, := p o7, sind dann Reprisentanten von Homotopieklassen
[7.] € m(X, z0), und die Mengen

[IVL]G(Y;:I/O)’ L€I7

sind genau die Rechtsnebenklassen von G (Y, yo) = p«m1(Y, yo) in w1 (Y, yo). Also ist
card [G (Y, yo) : m1(X, zo)] = card I . O

Auch die Gruppe der sogenannten Decktransformationen Deck (Y, X) einer Uberlagerung p: Y —
X ist aus der charakteristischen Klasse C (Y, yo) mit gruppentheoretischen Mitteln (zumindest im
Prinzip) berechenbar. Nach Definition ist

Deck (Y, X) :={a: Y =Y : « ist ein Homdomorphismus mit poa = p}.
Zur Formulierung des Ergebnisses benotigen wir einen zentralen Begriff aus der Gruppentheorie.
Definition und Bemerkung. Ist G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe, so ist
Ne(U) = {geG: 9 'Ug=U}

eine Untergruppe von G, die U umfafit. Sie ist die grofite Untergruppe von G, in der U ein
Normalteiler ist und heifit der Normalisator von U in G. Es gilt Ng(U) = G genau dann, wenn U
ein Normalteiler in G ist.

In unserer , Uberlagerungssituation“ p: Y — X schreiben wir ab jetzt N (Y, yo) fiir den Normali-
sator von G (Y, yo) in 71 (X, zo), 2o = p(yo) . - Es gilt:
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Satz 23.10 Fiir alle yo € p~'(z0) gibt es einen kanonischen surjektiven Gruppenhomomorphismus
N (Y, yo) — Deck (Y, X)
mit Kern G (Y, yo) . Also besteht ein kanonischer Gruppenisomorphismus
Deck (Y, X) — N (Y, y0)/ G (Y, y0) -
Beweis. Es sei yo € p~1(xg) fest gewihlt und [v] € N (Y, yo) C m1(X, x0), also [v] PG (Y, yo)[v] =

G (Y, yo). Ist 7 eine Liftung des Repréisentanten y mit Anfangspunkt yo und Endpunkt (), so ist
nach Satz 6 und Voraussetzung

G(Y,y) = [7]G(Y, 90) 7] = G (Y, w) -
Mit Satz 8 ist somit das Liftungsproblem
Y

« p

Y X

p

mit a(yp) = y losbar. Nach Vertauschung der Rollen von yy und g, schlieft man genauso auf die
Existenz einer inversen Abbildung zu «; m. a. W.: Die Abbildung « liegt in Deck (Y, X).

Es ist nicht schwer zu sehen, dal o := a, tatséchlich nur von der Homotopie-Klasse [v] des geschlos-
senen Weges + abhingt. Aulerdem macht man sich schnell klar, dal die so gewonnene Abbildung

(+) N (Y, yo) — Deck (Y, X)

ein Homomorphismus von Gruppen ist, dessen Kern gerade G (Y, yg) ist, da die entsprechenden Deck-
transformationen yo als Fixpunkt besitzen.

Es braucht also nur noch die Surjektivitiit der Abbildung (4) gezeigt zu werden. Es sei also a €
Deck (Y, X) gegeben, a(yo) =: y{,. Wiahle dann einen Weg ¥ in Y von yo nach y(, und betrachte
den Bildweg v in X mit Restklasse [v] € m1(X, o). Dann gilt:

(Y] pemi (Y, wo) [7] = pemi (Y, ) = peasmi(Y, yo) = (pa)umi(Y, yo) = pemi (Y, wo)

d. h. die Restklasse [7] ist in dem Normalisator N (Y, yo) von G (Y, yo) in m(X, zo) enthalten.
Sei nun « := a, wie oben konstruiert. Dann ist a,(yo) = y, und damit o' o a,(yo) = yo. Der
Eindeutigkeitssatz impliziert dann o~ ! o o, = idy , und folglich ist o = o . (]

Bevor wir dies alles auf die universelle Uberlagerung anwenden, notieren wir noch zwei einfach zu
beweisende Aussagen'®.

Satz 23.11 Es sei p: Y — X eine Uberlagerung. Dann operiert die Gruppe Deck (Y, X) der Deck-
transformationen eigentlich diskontinuierlich und frei auf Y .

Dies ist klar wegen des Identitétssatzes fiir Liftungen.

Satz 23.12 Die Gruppe G operiere eigentlich diskontinuierlich und frei auf Y, und p: Y — X :=
Y/ G sei die natiirliche Uberlagerung. Dann ist

G = Deck (Y, X) .

19Die verwendeten Begriffe und Aussagen werden in dem Anhang zum vorliegenden Kapitel eingefiihrt bzw. hergeleitet.
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Warnung. Nach den beiden soeben formulierten Sitzen ist fiir eine vorgegebene Uberlagerung p: Y —
X die Quotientenabbildung ¢ : Y — Y/ Deck (Y, X) eine Uberlagerung, deren Gruppe der Decktrans-
formationen isomorph zu Deck (Y, X) ist. Dennoch ist i. A. der Raum Y/ Deck (Y, X) nicht isomorph
zu X . Man hat aber stets ein kommutatives Diagramm

Y
m
p Y/ Deck (Y, X)
q
Y
X

mit einer Uberlagerung ¢ : Y/ Deck (Y, X) — X, die jedoch kein Isomorphismus zu sein braucht. Wir
kommen auf dieses Problem am Ende des Kapitels im Zusammenhang mit sogenannten Galoisschen
Uberlagerungen noch einmal zuriick.

Wir spezialisieren jetzt alle diese Aussagen fiir den Fall, dal Y einfach zusammenhingend, d. h.
wenn die Fundamentalgruppe 71(Y, yo) trivial ist. Aufgrund fritherer Sétze ist klar:

Definition und Bemerkung. Eine Uberlagerung X — X heiBt universell, wenn sie eine der folgenden
dquivalenten Bedingungen erfiillt:

i) X ist einfach zusammenhéngend.
ii) Die charakteristische Klasse C ()? , T9) besteht nur aus der trivialen Untergruppe in 71 (X, zg) .

iii) Ist die Homotopie-Klasse [v] € m1(X, o) eines geschlossenen Weges v in X nicht Null, so liftet

~ nicht zu einem geschlossenen Weg in X .
Ist zusitzlich (X, x¢) eine endliche Gruppe, so sind diese Bedingungen #quivalent zu:

iv) Die Blétterzahl der Uberlagerung X — X ist gleich ord w1 (X, o).

Satz 23.13 Es gibt eine (und bis auf Isomorphie von Uberlagerungen nur eine) universelle Uberlage-
rung von X .

Beweisskizze. Die Konstruktion verlduft sehr dhnlich wie bei der Konstruktion der Riemannschen Fléche
zu einem holomorphen Funktionskeim. Betrachte die Gesamtheit W (X, x() aller parametrisierten We-
ge v: I :=1[0,1] - X in X mit Anfangspunkt zy zusammen mit der Projektion

w (X, l‘o) — X
p:
gl — (1)
W (X, zp) trigt als Raum stetiger Abbildungen I — X eine kanonische Topologie (die sogenannte

kompakt-offene Topologie), bzgl. derer die Projektion p stetig ist. Wegen iii) in der obigen Definition
fithrt man dann die folgenden Aquivalenzrelation in W (X, xg) ein:

Y1~ Yo = 5ty ~ [o] in w1 (X, x0) -

Dann faktorisiert die Projektion W (X, xy) — X iiber den Quotienten X := W (X, )/ ~:
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W ()(7 1‘0)

und man zeigt schlieflich, dafl p: X — X tatséchlich eine universelle Uberlagerung von X ist.

Die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich sofort mit Satz 6 und den Bemerkungen im Anschlufl an Satz 8. J

Bemerkung. Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage spricht man stets von der universellen Uberlagerung
X . Der Begriff ,,universell* erklért sich aus der Tatsache, da8 X iiber Jjeder Uberlagerung von X liegt,
und jede Uberlagerung von X erhdlt man durch Quotientenbildung aus X .

Bevor wir dies genauer ausfithren kénnen, ziehen wir erst noch eine Konsequenz aus den Sétzen 10
und 12.

Satz 23.14 Es sei X — X die universelle Uberlagerung von X . Dann gibt es eine kanonische Iso-
morphie B
m1(X, o) = Deck (X, X) .

Ist insbesondere X einfach zusammenhdngend und operiert G eigentlich diskontinuierlich und frei auf
X, so gilt

Denn in diesem Fall ist der Normalisator die volle Fundamentalgruppe. (I
Den vorstehenden Satz kann man zur eleganten Bestimmung von Fundamentalgruppen heranziehen.

Beispiele. 1. Die Abbildung e (t) := ¢?7*t liefert eine Uberlagerung
e: R— S,

Da m(R) trivial ist, muf} e die universelle Uberlagerung von S darstellen. Die Gruppe der Deck-
transformationen dieser Uberlagerung ist offensichtlich isomorph zu der Gruppe der Translationen in
R um ganzzahlige Werte, und somit ist 7 (S') = Z. Mit dem gleichen Argument bestimmt man
1 ((C*) = 7.

2. Der reell-projektive Raum P, (R) ist der Quotient der n—dimensionalen Sphire S™ C R™*! nach
der Antipoden—Aquivalenzrelation z’ ~ x <= x’ = +x. Mit anderen Worten:

P,(R) = 8"/ Zy,

wobei die Gruppe Zy erzeugt wird von der Antipoden—Abbildung x — —x . Offensichtlich operiert Z,
eigentlich diskontinuierlich und frei auf S™. Somit trigt P,(R) sogar die kanonische Struktur einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit, fiir die die Quotientenabbildung S™ — P, (R) eine differenzierbare
Uberlagerung ist. Nun ist aber die Sphiire S” einfach zusammenhiingend fiir n > 2. Damit ergibt sich
mit dem vorigen Satz automatisch

Wl(Pn(R)) = ZQ, n Z 2.
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Fiir n = 1 ist iibrigens P;(R) =2 S* und folglich m;(P;(R)) = Z.

Zur Vervollstindigung unseres Gliickes fehlt nur noch die explizite Klassifikation der Uberlagerungen
eines gegebenen Raumes X .

Satz 23.15 Die Zuordnung
{p: Y — X} — C(Y, )

ist eine Bijektion zwischen der Menge von Isomorphieklassen von unbegrenzten, unverzweigten Uberla-
gerungen von X und der Menge der Konjugationsklassen von Untergruppen in der Fundamentalgruppe
Uyt (X7 .’L‘()) :

Beweis. Die Injektivitdt dieser Abbildung wurde schon in Satz 7 bewiesen. Zu zeigen bleibt daher nur
noch die Surjektivitiat, d. h. also: Ist H C m(X, z¢) eine Untergruppe, so gibt es eine Uberlagerung
p: Y — X und einen Punkt yo € p~1(x) mit p.7 (Y, y0) = H.

Hierzu benutzt man die universelle Uberlagerung p : X — X und die Isomorphie m (X, zo) =
Deck (X, X). Wir kénnen daher die Gruppe H auch als Untergruppe von Deck (X, X) auffassen. Da
letztere eigentlich diskontinuierlich und frei operiert, so tut dies auch H , und wir kénnen den Quotienten
X/ H bilden. Wie weiter oben schon einmal ausgefiihrt, erhéilt man somit ein kommutatives Diagramm

X
™

P Y = X/H
P

Y

X

mit eindeutig bestimmtem stetigen p. Es ist leicht zu sehen, da p eine Uberlagerung ist, denn H
identifiziert Blatter bzgl. p vollstindig oder an keiner einzigen Stelle.

Ist ferner v ein geschlossener Weg in X mit Anfangspunkt zg, so wihle man 7y € p~!(x9) und
yo = 7 (Zp). Der Weg ~ liftet unter p zu einem geschlossenen Weg in ¥ mit Anfangspunkt yy genau
dann, wenn « unter p zu einem Weg in X liftet mit Anfangspunkt 7o und Endpunkt in H zg, also
genau dann, wenn die Homotopieklasse [v] € H liegt. Folglich ist

H = p.m(Y, yo) - O
Als Konsequenz aus dem Beweis notieren wir noch die
Folgerung 23.16 Fiir die universelle Uberlagerung X — X st stets
X =~ X/Deck (X, X) = X/m(X),

und jede andere Uberlagerung Y — X wvon X erhdilt man durch Quotientenbildung von X nach einer
Untergruppe H C m(X) .

Aufgrund von Satz 15 ist es moglich, in einfachen Fillen alle Uberlagerungen eines gegebenen
Raumes zu bestimmen.

Beispiele: 1. Ist X einfach zusammenhingend, so existiert bis auf Isomorphie nur die triviale Uberla-
gerung id : X — X.

2. Die Untergruppen von 71(S') = Z sind leicht zu bestimmen. Aus dem Euklidischen Algorithmus
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ergibt sich unmittelbar, dafl sie von der Form nZ, n > 0, sind. Der Fall n = 0 entspricht natiirlich
der universellen Uberlagerung R — S' | und die Fille mit n > 1 werden realisiert durch die konkreten
n-blittrigen Uberlagerungen

{ gt — gt

z — ™.
von S! durch sich selbst.

3. Ist die Fundamentalgruppe m(X) = Zy (was z. B. der Fall ist fiir X = P,(R), n > 2), so besitzt
X nur die universelle und die triviale Uberlagerung.

Die endlichen Uberlagerungen sind einfacher in den Griff zu bekommen; dariiber soll an dieser Stelle
kurz berichtet werden.
Wir bezeichnen wie iiblich mit &,, die symmetrische Gruppe in n Elementen.

Definition. Eine Untergruppe G C &,, heifit transitiv, falls es fiir alle 4, j € {1,...,n} ein Gruppen-
element ¢ € G gibt mit ¢ (i) = j. Ein Homomorphismus « : G — &,, heifit transitiv, falls das Bild
im o C 6,, transitiv ist.

Es sei nun p : Y — X eine n-blittrige Uberlagerung von X . Wihle 2y € X fest und setze
p~Y(x0) = {y1,...,yn } mit einer festen Numerierung der Faser iiber x(. Sei weiter eine Homotopie-
klasse [v] € m1(X, xg) gegeben. Definiere +'(i) := j fir 1 < ¢ < n, wenn die Liftung 5 von ~ mit
dem Anfangspunkt y; den Endpunkt y; besitzt. Da die Liftung eindeutig ist, folgt, daf3 die Abbildung

vl ... nt—{1,...,n}

injektiv und folglich auch bijektiv ist. D. h. also: v € &, . Wegen der Eindeutigkeit der Liftung und
der Unabhéngigkeit bei Ubergang zu homotopen Wegen ist ebenfalls klar, dafl die Abbildung

’ TFI(X7 IO) — Gn
b ,
[v]  — v

ein wohldefinierter Homomorphismus ist. Da Y , wie immer vorausgesetzt, wegweise zusammenhéngt,
ist p’ sogar ein transitiver Homomorphismus.

Definition. Wir nennen p’ eine transitive Darstellung der Fundamentalgruppe mq(X, xo) in der
symmetrischen Gruppe &,

Die ganze vorige Konstruktion hdngt natiirlich noch von der Numerierung der Faser ab. Haben wir
aber zwei solche Numerierungen und vermittelt ¢ € &,, zwischen diesen beiden, so besitzt p zwei
zugeordnete Abbildungen

Py, Py m(X, zg) — &,
mit

p([7]) = o[y D)o
Somit wird durch unsere Konstruktion jeder n-blittrigen Uberlagerung p : ¥ — X eindeutig eine
Klasse von konjugierten Darstellungen von (X, x¢) in &,, zugeordnet. - Das Endergebnis 148t sich
dann wie folgt zusammenfassen:

Satz 23.17 Es gibt eine 1 : 1-Korrespondenz zwischen den (Isomorphieklassen von) n-bldittrigen Uber-
lagerungen von X wund der Menge der Konjugationsklassen von transitiven Darstellungen der Funda-
mentalgruppe 71 (X, xo) in der symmetrischen Gruppe S, .

Um weitere Anwendungen der allgemeinen Uberlagerungstheorie zu erldutern, rufen wir uns den
in dieser Vorlesung im Vordergrund stehenden Spezialfall der Riemannschen Flidchen ins Gedéchtnis.
Wir haben gesehen: Fiir eine beliebige Uberlagerung p : ¥ — X einer Riemannschen Fliche X ist
folgendes richtig:
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e Y trédgt in kanonischer Weise die Struktur einer Riemannschen Fliche, so daf§ die Projektion p
holomorph und die Gruppe Deck (Y, X) der Decktransformationen eine Untergruppe der Gruppe
Aut (Y) 2 O(Y,Y) der biholomorphen Selbstabbildungen von Y ist.

Ahnliches wird aber auch in anderen Kategorien sofort als richtig erkannt. So kann man in der vor-
stehenden Aussage ohne groBere Uberlegungen die Riemannschen Flichen durch differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten bzw. komplex—analytische Mannigfaltigkeiten und die holomorphen Abbildungen durch
differenzierbare bzw. wieder holomorphe ersetzen. Ein wenig interessanter ist der folgende Satz (siehe
hierzu mein Manuskript Differentialgeometrie IT):

Satz 23.18 Ist p : Y — X eine beliebige Uberlagerung einer Riemannschen Mannigfaltigkeit X
so tragt Y in kanonischer Weise ebenfalls die Struktur einer Riemannschen Mannigfaltigkeit, so daf
die Projektion p eine lokale Isometrie und die Gruppe Deck (Y, X) der Decktransformationen eine
Untergruppe der Isometrie-Gruppe Isom (Y) von Y ist.

Fiir die Lie-Theorie ist die folgende Aussage von zentraler Bedeutung:

Satz 23.19 Essei X eine (reelle oder komplexe) Liegruppe mit universeller Uberlagerung p : X—X.
Dann trigt auch die Mannigfaltigkeit X die Struktur einer Liegruppe (die nach Auswahl eines Elemen-
tes in p~1(e) als Einselement von Y eindeutig bestimmt ist, wobei e das Einselement von X bezeich-
net), so daf$ die Projektion p ein (differenzierbarer) Gruppen—Homomorphismus und Deck ()?, X) ein
diskreter Normalteiler in X ist.

Beweisidee. Interessant ist hierbei im Wesentlichen nur die Konstruktion der Multiplikation m auf X.
Bezeichnet m : X x X — X die Multiplikation in X , so verlangt die Aussage des Satzes die Existenz
einer Abbildung m : X xX— X, die folgendes Dlagramm kommutativ macht:

XxX—"—X
pxp p
X x X X

Da X x X einfach zusammenhingend ist, existiert nach dem allgemeinen Liftungssatz (bei festgelegtem
¢’ € p~1(e)) genau eine solche Abbildung m mit m (e’, ¢/) = €’. Man rechnet dann nach, dafi damit
eine Gruppenstruktur auf X mit Einselement ¢’ erklirt wird, fiir die alle in dem Satz gemachten
Aussagen erfiillt sind. |

Besonders schon wird die Situation, wenn fiir eine ganze , Kategorie“ von Objekten eine hinreichend
iiberschaubare Klassifikationsliste der ,universellen Objekte“ aufgestellt werden kann. In der Funk-
tionentheorie wissen wir schon Bescheid, auch wenn wir den Beweis erst spéter fithren werden (und das
auch nur skizzenhaft).

Satz 23.20 (Uniformierungssatz) Jede einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche ist iso-
morph zu C, D oder P1(C).

Als unmittelbare Folgerung aus der Uberlagerungstheorie ergibt sich hieraus:

Satz 23.21 Jede (zusammenhingende) Riemannsche Fliche X ist isomorph zu einem Quotienten
X/G wobei X gleich C, gleich dem Einheitskreis D oder der abgeschlossenen Ebene Py (C) ist und
die Gruppe G C Aut (X) auf X eigentlich diskontinuierlich und frei operiert.

Bemerkungen. 1. Damit reduziert sich das Problem der Klassifikation der Riemannschen
Flichen auf das algebraisch-topologische Problem der Klassifikation der Untergruppen von
Aut(X), X = C,D,P;(C), die eigentlich diskontinuierlich und frei operieren. Man beachte,
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dafl wir die ,vollen*“ Automorphismengruppen explizit kennen. Man sollte sich aber nicht von diesem
schonen Ergebnis tduschen lassen. Es gibt relativ wenige Riemannsche Fldchen mit der universellen
Uberlagerung € und, wie man sofort einsehen kann, nur eine mit der universellen Uberlagerung P, , da
alle Automorphismen von P; Fixpunkte besitzen; da es aber unglaublich viele Riemannsche Flichen
gibt, haben die ,,meisten“ den Einheitskreis D als universelle Uberlagerung und Aut (D) besitzt ,sehr
viele“ Untergruppen des verlangten Typs.

2. Die Gruppe Aut (D) = Aut(H) = PSL(2, R) kann als Untergruppe von PSL (2, C) aufgefaft
werden; jede Untergruppe G C Aut (D) ist damit das Bild einer Untergruppe von SL (2, C).
Man nennt die Gruppe G diskret, wenn ihr Urbild in SL (2, C) c C* diskret bzgl. der von der
Vektorraum—Topologie induzierten Relativ—Topologie ist. Ein klassischer Satz von POINCARE besagt,
daf} eine Untergruppe G C Aut (D) genau dann eigentlich diskontinuierlich auf D operiert, wenn sie
im vorigen Sinne diskret ist. Die urspriingliche Definition ist zudem &quivalent zu der folgenden: Fiir
jede Folge (gy) paarweise verschiedener Transformationen g, € G und jedes Element z € H besitzt
die Folge g, (z) keinen Hdiufungspunkt.

Ein entsprechendes Resultat hat man iibrigens auch in der Differentialgeometrie: Eine Raumform
ist eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Gauscher Kriimmung K (die man
dann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf K =0, +1 oder —1 normieren kann).

Satz 23.22 (Killing, Hopf) FEine einfach zusammenhingende Raumform der Dimension n ist iso-
metrisch zu
R"(K=0), S"(K=1), H"(K=-1).

Bemerkung. Hierbei kann der hyperbolische Raum H™, n > 2, als Menge modelliert werden durch
den ,Halbraum® {z, > 0} C R™; die hyperbolische Metrik auf H™ ist eine Verallgemeinerung der
hyperbolischen Metrik auf D =2 H C C im Falle n = 2.

Folgerung 23.23 Jede Raumform ist isomorph zu )?/G, wobei X = R™, S™ oder H™ ist und die
Untergruppe G C Isom (X) eigentlich diskontinuierlich und frei auf X operiert.

Besonders wichtig ist der Fall, da} die Raumform X = X /G kompakt ist. Man gibt solchen
Gruppen bei X = R™ aus naheliegenden Griinden den folgenden Namen:

Definition. Eine Untergruppe G C Isom (R™) heifit kristallographisch, wenn sie eigentlich diskontinu-
ierlich und frei auf R™ operiert und X = R"/G kompakt ist.

Bemerkung. Die Klassifikation der kristallographischen Gruppen fir n = 3 (und das heifit die
mathematische Bestimmung der ,Kristalltypen“) in der Mitte des 19. Jahrhunderts war ein erster
Triumph der angewandten Gruppentheorie und Ausloser einer Begeisterungswelle fiir diesen Bereich
der Mathematik. Neben dem Fall n = 2 der Symmetriegruppen von ,Parkettierungen® der Ebene
mit beschrinktem Fundamentalbereich ist auch der vierdimensionale Fall vollig klassifiziert. Von
BIEBERBACH wurde gezeigt, dafl die Anzahl solcher Gruppen (bis auf Konjugation) endlich ist fiir alle
n € N*. Die Anzahl ist bis heute nicht bekannt fiir n > 5; Abschétzungen zeigen jedoch, dafl die
Anzahl mit n auferordentlich rapide wéchst.

Wir fiigen hier noch einige Bemerkungen zur Klassifikation der (komplexen) Liegruppen ein.
Bekanntlich heifit eine (abstrakte) Gruppe G einfach, wenn sie aufler dem trivialen Homomorphismus
nur Monomorphismen G — G’ zulidfit, wenn also, anders ausgedriickt, G nur die trivialen Nullteiler
G und {e} besitzt??. Leider vertriigt sich dieser Begriff bei Liegruppen nicht mit dem des einfachen
Zusammenhangs: So ist die Gruppe SL (2, C) nicht einfach in dem gruppentheoretischen Sinne, da
sie den nichttrivialen Normalteiler {+FEs} besitzt, aber einfach zusammenhéngend. Dagegen ist die

20Dje Gruppentheoretiker behaupten, daff die Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen mit Arbeiten von einigen
Tausend Seiten gegen 1987 im Wesentlichen abgeschlossen wurde.
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Gruppe PSL(2, C) einfach im gruppentheoretischen Sinne, aber nicht einfach zusammenhéngend,
da sie SL (2, C) als universelle Uberlagerung besitzt. Man fithrt daher fiir Liegruppen eine andere
Definition der ,Einfachheit“ ein, die fiir nicht abelsche Liegruppen zu dem folgenden Ergebnis fiihrt:

Definition. Eine nicht abelsche Liegruppe G ,ist* einfach, wenn jeder Normalteiler von G (bzgl. der
Topologie von G) in G diskret liegt.

Bemerkung. Diese Definition hat zur Konsequenz, dafl jeder Liegruppen-Homomorphismus G — G’
von einer einfachen Liegruppe G in eine andere Liegruppe G’ entweder injektiv oder eine Uberlagerung
ist. Satz 19 impliziert unter anderem, daB jede einfache Liegruppe als universelle Uberlagerung wieder
eine einfache Liegruppe besitzt.

Beispiel. PSL (2, C) und SL (2, C) sind als Liegruppen einfach.

Bemerkung. Es ist daher niitzlich und sinnvoll, eine Klassifikation der einfachen, einfach zusam-
menhéngenden reellen und komplexen Liegruppen zu versuchen. In der Tat gibt es eine solche
Klassifikation, die im komplexen Fall besonders einfach wird. Zu ihnen gehoren z. B. die Gruppen
SL (n, C), O(n, C), die Spin—Gruppen und die berithmten Gruppen mit den Namen FEg, F7, Es.

Wir kommen zum Abschluf dieses Kapitels noch einmal auf ein Problem der allgemeinen Uber-
lagerungstheorie zuriick, das im Falle von Riemannschen Fldchen eine iiberraschende Briicke zur
Algebra, genauer zur Theorie der algebraischen Kdrpererweiterungen und speziell zur Galois—Theorie
schligt: Mit Folgerung 16 erhebt sich die Frage, wann die Uberlagerung p : ¥ — X selbst durch
Quotientenbildung (nach der Gruppe der Decktransformationen) entsteht.

Definition. Eine Uberlagerung p : Y — X heiit normal (auch regulir oder Galoissch), wenn in dem
kanonischen Diagramm

Y
7r
D Y/ Deck (Y, X)
q
Y
X

die induzierte Uberlagerung ¢ 1-blittrig, also ein Homdomorphismus ist.

Es sollte dem Leser nicht schwer fallen, den folgenden Satz sich selbst aus unseren fritheren Uberle-
gungen herzuleiten.

Satz 23.24 FEine Uberlagerung p: Y — X st genau dann normal, wenn eine der folgenden dquiva-
lenten Bedingungen erfillt ist :

i) Die charakteristische Gruppe G (Y, yo) ist ein Normalteiler in m (X, o) .

ii) Die charakteristische Klasse C (Y, xg) besteht aus genau einer Untergruppe der Fundamental-
gruppe w1 (X, o) .

iii) Fiir jeden beliebigen geschlossenen Weg in X ist entweder jede oder keine Liftung nach Y ge-
schlossen.

iv) Die Gruppe Deck (Y, X) der Decktransformationen operiert transitiv auf der Faser p~*(xg) .
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Ist dies der Fall, so ist die Gruppe Deck (Y, X) der Decktransformationen kanonisch isomorph zu der
Quotientengruppe w1 (X, xo)/ p«m1 (Y, yo) -

Beispiele. Normal sind:
1. Die universelle Uberlagerung.
2. Alle Uberlagerungen von X , wenn 71(X) abelsch ist, wie z. B. im Fall X = S bzw. X = C*.

3. Alle zweiblittrigen Uberlagerungen (denn Untergruppen vom Index 2 sind stets Normalteiler).

Als Anwendung dieser Begriffsbildung betrachten wir eine nicht konstante holomorphe Abbildung
f Y — X von Riemannschen Flichen, von der wir zusétzlich annehmen, dafl sie im Sinne der
Topologie eigentlich ist, also die Eigenschaft besitzt, daf§ die Urbilder von kompakten Mengen in X
unter f kompakte Teilmengen von Y sind. Solche Abbildungen sind bekanntlich abgeschlossen; hierzu
geniigt fiir allgemeinere topologische Riume, da X und Y lokal kompakt sind, denn in solchen Rdumen
ist eine Menge genau dann abgeschlossen, wenn ihr Durchschnitt mit jeder kompakten Menge kompakt
ist. - Man kann in dieser Situation leicht beweisen:

Lemma 23.25 Es sei [ : Y — X eine eigentliche, nicht konstante holomorphe Abbildung zwischen
(zusammenhdingenden) Riemannschen Flichen. Dann ist f surjektiv, und fir alle x € X ist die Faser
f~Y(x) endlich. Zu jeder Umgebung V der Faser gibt es eine Umgebung U von x, so daf f~*(U) C V.
Die Menge B CY der Verzweigungspunkte von f ist, ebenso wie die Menge A := f(B) C X ihrer
kritischen Punkte, abgeschlossen und diskret. Die Einschrinkung le\B : Y\ B — X\ A ist eine end-
lich—-bldttrige unbegrenzte, unverzweigte Uberlagerung.

Den Beweis?! {iberlassen wir dem Leser. O

Es gilt {ibrigens auch eine Umkehrung in der folgenden Form:

Lemma 23.26 Es sei A eine abgeschlossene, diskrete Teilmenge einer Riemannschen Fliche X | und
'Y = X' := X\ A sei eine endlich-blittrige unbegrenzte unverzweigte Uberlagerung. Dann existiert
eine Riemannsche Fliche Y , in der Y' als offener Teil liegt, so daff Y \'Y' eine diskrete Teilmenge
von Y ist, und eine eigentliche, nicht konstante holomorphe Abbildung f: Y — X mit

fivr =1

Von nun an seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Lemma 25 gew#hlt. Durch Liften
meromorpher Funktionen M (X) =1 K 3 g +— go f € L := M(Y) gewinnt man einen Kérperho-
momorphismus K — L, der wegen des Identitétssatzes injektiv ist. Wir konnen und werden daher K
stets als Unterkorper von L auffassen.

Satz 23.27 Die Korpererweiterung L : K ist endlich algebraisch. Der Grad der Erweiterung ist
héchstens gleich der Blitterzahl der Uberlagerung Y' — X' .

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl jede meromorphe Funktion h auf Y einer algebraischen Gleichung
vom Grad n iiber dem Korper K geniigt, wenn n die Bldtterzahl ist. Jeder Punkt z € X’ be-
sitzt eine Umgebung U C X', die gleichmifBig iiberlagert ist durch n Blitter Vi,...,V,, , auf deren
disjunkter Vereinigung | |V, die symmetrische Gruppe &,, auf kanonische Weise operiert. Jede mero-
morphe Funktion g definiert durch Einschrdnkung meromorphe Funktionen g; auf V;, die man auch
als meromorphe Funktionen auf U ansehen kann. Die elementar—symmetrischen Funktionen

o1(9) =01+ g2+ gn, 0209) = D GGk 0n(g) = g102 . gn
1<j<k<n

21Man findet ihn und Beweise zu einigen anderen Aussagen in diesem Abschnitt z. B. bei O. FORSTER, Riemannsche
Flichen.
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sind ebenfalls meromorph auf V und unabhéngig von der Numerierung der Blétter. Damit sind sie
wohldefinierte meromorphe Funktionen auf X’. L&fit sich ¢ holomorph in alle Punkte einer Faser
f7(a), a € A, fortsetzen, so sind die o; beschriinkt in a und lassen sich infolgedessen nach dem
Riemannschen Hebbarkeitssatz holomorph nach a fortsetzen. Ist im Allgemeinfall z eine lokale holo-
morphe Koordinate um a, so verschwindet z o f in jedem Punkt der Faser f~1(a), so daf fiir einen
geeigneten Exponenten k € N die Funktion (z o f)*g in jeden Punkt der Faser holomorph fortgesetzt
werden kann. Dann lassen sich aber auch die elementar—symmetrischen Funktionen zumindest mero-
morph nach a fortsetzen.

Wir setzen nun
P(T) :=T" —o1(9)T" ' +-- -+ 0,(9) € K[T].

Lokal in den Umgebungen U wie oben ist
P(T)=(T—-g) ... (T = gn)

und folglich P(g) = 0 auf Y’ und damit auch auf ¥ wegen des Identitéitssatzes. 0

Bemerkung. Gibt es eine Funktion h € M (Y) und einen Punkt 2 € X \ A, so dafl die Funktionswerte
h(y;) an den Stellen y; iiber = paarweise verschieden sind, so ist die Korpererweiterung tatséchlich
gleich der Blétterzahl.

Bemerkung. Man kann auch umgekehrt zeigen, daf} es zu jeder endlichen Erweiterung L eines Funktio-
nenkdrpers K := M (X) einer Riemannschen Fliche X eine weitere Riemannsche Fliche Y mit L
als Funktionenkorper gibt und eine (endliche, verzweigte) Uberlagerung Y — X , die die Erweiterung
L : K ,geometrisch realisiert “. Nach dem Satz vom primitiven Element aus der Algebra entsteht L aus
K durch Adjunktion eines einzigen Elementes h € L, das algebraisch iiber K ist. Das Minimalpolynom

PT)=T"+aT" "+ + a, € K[T]
von h iiber K = M (X) besitzt dann eine nicht triviale Diskriminante, so daf§ das Polynom
P(T) =T + a1(x) T" " +---+ an(z) € C[T]

n paarweise verschiedene komplexe Nullstellen hat fiir alle x € X mit Ausnahme einer diskreten
Teilmenge A C X von Stellen. Die Menge

V= {(2,y) € (X\A) xC: Pu(y) = 0}

zusammen mit der kanonischen Projektion Y’ — X \ A ist eine unbegrenzte unverzweigte Uberlage-
rung, die sich nach Lemma 26 zu einer verzweigten Uberlagerung ¥ — X fortsetzen laf3t.

Wir werden spéter noch sehen, dafl jede kompakte Riemannsche Fliche realisiert werden kann als eine
endliche verzweigte Uberlagerung von P; mit dem Funktionenkérper C (z), also der rein transzendenten
Erweiterung des Korpers C vom Transzendenzgrad 1. - Es ergibt sich damit:

Satz 23.28 Die Funktionenkdrper der kompakten Riemannschen Flichen sind genau die Erweiterungen
des Kérpers C wvom Transzendenzgrad 1, also die endlichen Erweiterungen des Korpers C(z) der
rationalen Funktionen.

_ Wir kommen zum Abschluf3 des Kapitels auf die Begriffsbildung einer normalen oder Galoisschen
Uberlagerung zuriick.

Definition und Bemerkungen. Eine Korpererweiterung L : K heifit Galoissch, wenn die relative Auto-
morphismengruppe

G :=Aut(L:K) :={ge€Aut(L): g(k) = & firalle Kk € K}
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endlich und K C L gleich dem Fixkorper
LE = {XeL:g(\) = \firalle g G}
ist. Man nennt dann G auch die Galois—Gruppe der Erweiterung und schreibt
Gal(L: K) := Aut(L: K).

Diese Eigenschaft 148t sich rein kérper—theoretisch umformulieren: Eine Korpererweiterung L : K ist
genau dann Galoissch, wenn sie endlich—algebraisch, separabel und normal ist. Separabilitéit ist immer in
Charakteristik Null erfiillt und fiir uns daher irrelevant. Normalitit einer Erweiterung L : K bedeutet,
daf jedes irreduzible Polynom P € K [T'], das in L eine Nullstelle besitzt, iiber L schon vollstdndig
in Linearfaktoren zerfillt. - Der Hauptsatz der Galois—Theorie besagt:

Satz 23.29 Essei L: K eine Galois—Erweiterung mit Galois—Gruppe G = Gal(L : K) . Dann besteht
eine 1 : 1-Korrespondenz zwischen den Untergruppen I' von G und den Zwischenkdrpern K C A C L,
die wie folgt definiert ist :

' A:={AeL:vy(A\) =X firaleyel}, A—T:={geG:g(\) =\ firale eA}.

Die Erweiterung L : A ist stets Galoissch mit Galois—Gruppe T . Die Erweiterung A : K ist genau dann
Galoissch, wenn T' ein Normalteiler in G ist, und dann ist die Galois—Gruppe von A : K kanonisch
isomorph zu der Quotientengruppe G/T .

In dem Fall der endlichen Kérpererweiterungen L = M (Y) : M (X) = K von Funktionenkérpern
Riemannscher Flichen operiert offensichtlich die Gruppe Deck (Y, X) = Deck (Y’, X’) der Decktrans-
formationen auf L durch og := goo !, und diese Operation hilt den Unterkoérper K fest. Also hat
man einen kanonischen Gruppenhomomorphismus

Deck (Y, X) — Aut (L : K) .

Der zentrale Satz ist in diesem Zusammenhang der folgende.

Satz 23.30 Die Abbildung
Deck (Y, X) — Aut (L : K)

ist stets ein Gruppenisomorphismus."Die Uberlagerung Y — X ist genau dann Galoissch in dem Sinne,
daf} die unbegrenzte, unverzweigte Uberlagerung Y' — X' Galoissch ist, wenn L : K eine Galoissche
Korpererweiterung ist.

Ohne Beweis. 0

Hinweis. Als weiterfiihrende Literatur zu dem gesamten vorliegenden Kapitel empfehlen wir:

R. Stocker, H. Zieschang: Algebraische Topologie,
J. Wolf: Spaces of constant curvature,
S. Helgason: Differential geometry, Lie groups and symmetric spaces.



Anhang: Gruppenoperationen

Wir besprechen in diesem Anhang die allgemeine Theorie der Gruppenaktionen oder Gruppenwirkun-
gen. Es sei X # () eine beliebige Menge und G eine Gruppe. Wir wollen die Aussage prézisieren, daf}
G als eine Gruppe von Automorphismen auf X wirkt.

Definition. Eine (Links—) Operation von G auf X (oder Operation von links) ist eine Abbildung
GxX — X
Lo
mit e-z = 2 und (g1 92) ¢ = g1 (g2 - z) firalle z € X und alle g1, g2 € G.

Entsprechend ist eine Operation von rechts eine Abbildung
X xG— X
{ (x ,9)—xg
mit z-e =2 und z-(g192) = (x-91) - g2 -
Beispiel. Bezeichnet Aut (X) die Menge aller bijektiven Abbildungen ¢ : X — X mit der Aktion
Aut(X) x X — X
{ (o, 2) — @(2),

so ist die Bedingung fiir eine Linksoperation erfillt (mit e = idy ), wenn man die Verkniipfung in
Aut (X) durch

Y1 P2 1= P10 P2

definiert. Wir werden i. f. stets diese Gruppenstruktur von Aut (X) (auch fiir Untergruppen derselben)
zu Grunde legen.

Bemerkung. Eigentlich ist diese Multiplikationsvorschrift unnatiirlich, da man sich in unserem Kul-
turkreis bei dem Produkt auf der linken Seite vorstellt, dafl man erst ¢; nimmt und dann mit g
multipliziert, wihrend man auf der rechten Seite zuerst o operieren léait und danach ¢;. Dies
ist aber, wie wir sogleich sehen werden (siche die anschlieBende Definition), im Prinzip unerheblich
und soll daher nicht weiter vertieft werden, da eine weitere Diskussion eher zu Verwirrung als
zur Erhellung des Lesers fithren mag. Entscheidend ist die Festlegung auf die Multiplikationsregel

(p1, p2) — Y12 = Y10 ps in Aut(X).

Im Prinzip kann man sich auf Linksoperationen beschréinken. Dies folgt aus dem nachstehenden
Lemma. Da aber oft Rechts— und Linksoperationen derselben Gruppe gleichzeitig nebeneinander auf-
treten, und zwar in natiirlicher Weise, sollte man beide Begriffe zur Hand haben. - Wir geben zuerst eine

Definition. Ist G eine Gruppe mit Multiplikation (g1, g2) — g1 - g2, so wird auf der G unterliegenden
Menge |G| durch (g1, g2) — g1 * g2 := g2 - g1 ebenfalls eine Gruppenstruktur erklért. Wir schreiben
fiir diese Gruppe i. A. kurz G°P.

Lemma 23.31 Jede Links— (bzw. Rechts—) Operation von G auf X entspricht in eineindeutiger Weise
einer Rechts— (bzw. Links—) Operation von G°P .

Beweis. Es bezeichne * die Gruppenverkniipfung auf G°P , also ga*xg1 = g1-92, g1, g2 € |G| = | G°P].
Dann ist das Einselement e € G auch neutral in G°P, und ist eine Linksoperation (g, ) — g -2 von
G x X gegeben, so definiere man X X G — X durch xxg = g-z. Es gilt dann z*xe = e-x =z
und, wie gewiinscht,
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rx(g1*g2) = (91%92) - = (g291)T = g2 (g17) = (T*g1)* g2 . O

Bemerkung. Will man also Aut (X) auf X von rechts operieren lassen, so mufl man eigentlich genauer
(Aut (X))°P betrachten, d. h. die Menge Aut (X) mit der Verkniipfung ¢y * w2 = @2 0 @1 versehen,
die wir oben als die natiirlichere apostrophiert haben.

Bemerkung. Die Abbildung = — z~! ist ein Gruppen-Isomorphismus von G nach G°P. Will man aus

einer G-Linksoperation eine G—Rechtsoperation machen, so mufl man folglich

T*xg 1= g_lx

setzen. Es ist von daher nicht verwunderlich, dafl beim Zusammentreffen von Operationen verschiedener
,2Héandigkeit “ und dem Bemiihen, sie auf eine Seite zu ziehen, die Inversenbildung auf natiirliche Weise
ins Spiel kommt.

Die Operation von Aut (X) auf X ist grundlegend fiir alle Gruppenoperationen. Dies ist der Inhalt
des folgenden Satzes.

Satz 23.32 Es sei G x X — X eine Linksoperation. Dann wird fiir jedes g € G durch
pg (1) = g
ein Element ¢4 € Aut (X) definiert, und die Abbildung
{ G — Aut(X)
p:

g)—} (pg

(%)

ist ein Gruppenhomomorphismus.

Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismus (x) eine Linksoperation G x X — X durch
(g, @) = pg(x) = g- .

Beweis. Es gilt fiir alle x € X, g1, g2 € G:
Pargs () = (9192) & = g1+ (927) = g, (g, (2)) ,
also @g,9, = ©g, © Py, . AuBerdem ist . = idy . Somit ist insbesondere
Pg-10pg = Pg-15 = @ = idy ,
d. h. ¢y € Aut (X) und (¢4)"" = ¢, 1. Der Rest ergibt sich von selbst. O

Bemerkung. Rechtsoperationen von G auf X entsprechen nach demselben Muster Gruppenhomomor-

phismen
G — (Aut (X))°? oder G°° — Aut(X).

Operationen von G auf X sind daher nichts anderes als Darstellungen der Gruppe G in Aut (X)
bzw. (Aut (X))°P.

Eine Gruppe G operiert auf sich selbst in vielfiltiger Weise. Man hat z. B. die Multiplikation
m: G x G — G und kann diese als Abbildungen

Gx|G| — |G| baw. |G|xG — |G|

auffassen, die man sofort als Links— bzw. Rechtsoperation von G auf |G| entlarvt. Im ersten Fall ist
dann fir g€ G, z € |G|:
Pg(x) = gz = v4(x), also @4 =74
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die Linkstranslation mit g, und entsprechend ist im zweiten Fall die zugeordnete Abbildung die Rechts-
translation d,-1 mit g. Schreibt man die Konjugation in der Form |G |xG — |G|, (z, g)— g ' zg,
so ist auch dies eine Operation (von rechts). Sie wird eine Operation von links, wenn man stattdessen

(g9, *) — gz g~ ! betrachtet.

Hat nun X noch mehr Struktur, so wird man verlangen, daf§ die Abbildung ¢ : G — Aut (X) ihr
Bild in einer geeigneten Untergruppe von Aut (X) hat. Ist z. B. X ein topologischer Raum, so sagt
man, G operiere auf X vermége G x X — X durch Homdomorphismen, wenn ¢ (G) C C°(X, X),
oder entsprechend - bei einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X - durch Diffeomorphismen, wenn
¢ (G) C C=(X, X), und schlieBlich, bei einem Vektorraum FE, linear, wenn ¢ (G) C GL (F). Nun
kann aber auch G noch mehr Struktur besitzen, und man méchte dann gegebenenfalls erreichen, dafl
die Abhéngigkeit des Automorphismus ¢, von g noch eine Rolle spielt. Dies driickt sich am besten
durch die urspriingliche Definition aus.

Ist z. B. die Gruppe G selbst ein topologischer Raum, so macht es Sinn zu verlangen, daf3 die beiden
Abbildungen

1

{GXG—>G {G—>G
(

g1, g2) — 9192 g =g

stetig sind. (Dies impliziert insbesondere, dafi G auf sich selbst von links durch Multiplikation operiert).
Ist dies der Fall, so heifit G eine topologische Gruppe. Ist G selbst sogar eine reell-analytische oder
komplex—analytische Mannigfaltigkeit und sind die obigen Abbildungen analytisch, so heifit G eine
(reelle oder komplexe) Liegruppe.

Definition. Hat man fiir eine Liegruppe G und eine Mannigfaltigkeit X eine differenzierbare Linksope-
ration G x X — X | so sagt man, G operiere als Liegruppe (oder differenzierbar) auf X . Insbesondere
ist dann ¢, € C*°(X, X) fiir alle g € G. Aber man hat zusétzlich noch differenzierbare Abhéngigkeit
von g € G!

Ist nun wieder G x X — X eine beliebige Linksoperation, so hat man eine natiirliche Aquivalenz-
relation auf X :
Tig~ Ty < dgeG mit z9 = g-x1.

Die Aquivalenzklassen [z] sind dann die Bahnen
[z] =Gz ={y=9g-2:9g€G}

eines Elements x unter der Aktion von G. Man nennt [x] = Gz auch den Orbit von z unter der
Aktion von G, und
G\X = X/g~={[z]:zeX}

den Bahnenraum oder Orbitraum von X nach G . Hat man eine Rechtsoperation, so bezeichnet man
die Bahnen sinnvollerweise mit # G und den Bahnenraum mit X/ G.

Beispiel. Ist H C G eine Untergruppe, so liefert die natiirliche Links—Wirkung H X |G| — |G| von H
auf G durch Multiplikation die Bahnen Hz, die man in der Gruppentheorie als Rechts—Nebenklassen
bezeichnet. Somit ist in diesem Spezialfall

H\G={Hz:ze€G}.

Entsprechend ist G/ H die Menge der Links—Nebenklassen.

Fiir jede Bahn Gz ist die Abbildung G — Gz, g — gz, surjektiv nach Definition. Man bilde nun
G, ={9g€G: g-x=xa}. Wir sehen schnell, da G, C G eine Untergruppe von G ist: Fir g € G,
folgt aus g-x = x sofort g7' -2 = g7 (g-x)x = e-x = x, also g~ € G, . Entsprechend ist fiir
g1, 92 € G, auch (g192) ¢ = g1-(92-¢) = g1-x = x, also g1 g2 € G, . Damit ist G, tatséchlich
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eine Untergruppe von G'.

Definition. G, heifit die Stabilisatorgruppe oder Isotropiegruppe von G im Punkte z € X .

Satz 23.33 Liegen x1 und xs in derselben Bahn, so sind G5, und G4, in G konjugiert, insbesondere
isomorph. Man hat fir alle v € X eine kanonische Bijektion zwischen der Menge der Linksnebenklassen
G/ G, und der Bahn Gz .

Beweis. Es gelte x1g ~ 22, also 2o = h-21, h € G. Ist dann g € G, , so ist
(hgh™) -2y = (hg) -1 = h-(gx1) = h-21 = 9,
also hgh™! € G, . Dieses Argument funktioniert auch in der umgekehrten Richtung, so daf
hGu h™' = G, .
Ist weiter § = gG, € G/ Gy, also g = {gh: h € G, }, so gilt wegen

(gh) -z =g-(h-x) =g -x,

dafl die Abbildung G — Gz iiber die (surjektive) Quotientenabbildung G — G/ G, faktorisiert. Somit
gewinnen wir eine Abbildung
G/G, — Gux
g = gr,

die automatisch surjektiv ist. Sie ist aber auch injektiv: Ist ndmlich ¢; x = g2 x, so folgt

(9'g2) -z =97 (g2-2) = 97" - (g12) = ez = =,

also gflgg € G,,d. h. go € g1 G, und damit g3 = g1 . |

Die triviale Operation G — {idy } C Aut(X) zeigt, dal Gruppenoperationen sehr ,ineffektiv*“
sein kénnen.

Definition und Bemerkung. Eine Linksoperation G x X — X heifit effektiv, wenn g -z = x fiir alle
x € X zur Folge hat, da} ¢ = e. Man sieht unmittelbar, dafl diese Bedingung zu der Injektivitit
der kanonischen Abbildung ¢ : G — Aut(X) dquivalent ist. Es ist somit klar, dal man aus jeder

Gruppenoperation von G auf X eine effektive Operation von G := G/ ker ¢ (mit den gleichen
Bahnen) machen kann.

Offensichtlich liegt eine spezielle Situation vor, wenn stets G, = {e} ist, d. h. wenn g-z = x
nur fiir ¢ = e moglich ist.

Definition. Die Operation G x X — X heifit frei (oder genauer: fizpunktfrei), wenn fiir alle x € X
und g € G aus g-x = x folgt, dall g = e.

Beispiel. Ist X = |G| und G x X — X die Operation von G durch Linkstranslation auf sich selbst,
d. h.

(9, %) — gz,
sogilt g-x = z firein x € X = |G| genau dann, wenn g = e. Also ist die Linkstranslation, ebenso
wie die Rechtstranslation, eine freie Operation.

Bemerkung. Ist G x X — X eine Operation von G auf X, und ist H C G eine Untergruppe, so
wird hierdurch offensichtlich eindeutig eine Operation H x X — X induziert. Ist die urspriingliche
Operation frei, so auch die von H .
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Beispiel. Essei 7€ C, Im 7 > 0, und Q := {ny + na7: ny, ny € Z}. Dann operiert die Gruppe
auf C vermoge (w, z) — z + w, z € C, w € Q. Man sieht sofort, da§ Q frei auf C operiert.

Im folgenden Teil dieses Anhangs bezeichne X eine topologische Mannigfaltigkeit und Aut (X) die
Gruppe ihrer Homdomorphismen. Ist G — Aut (X) eine Rechts—Operation der Gruppe G auf X,
so konnen wir uns fragen, unter welchen Voraussetzungen der mit der Quotienten—Topologie versehene
Quotientenraum X/ G wieder eine topologische Mannigfaltigkeit und die kanonische Projektion = :
X — X/G eine Uberlagerung ist. - Eine erste einfache Antwort gibt

Satz 23.34 X sei eine n—dimensionale (topologische) Mannigfaltigkeit, und die endliche Gruppe G
operiere (durch Homdéomorphismen) frei auf X . Dann ist die kanonische Projektion w: X — X/ G
eine Uberlagerungsabbildung. Insbesondere ist  lokal topologisch und damit der Quotientenraum X/G
ebenfalls eine n—dimensionale Mannigfaltigkeit.

Der Beweis wird weiter unten unter schwécheren Voraussetzungen erbracht. ]

Bemerkung und Beispiel. Operiert die endliche Gruppe nicht fixpunktfrei, so ist der Quotient X/ G
i. A. keine Mannigfaltigkeit. So operiert die Gruppe Zs durch ihren Erzeuger o auf R vermoge der
Punktspiegelung « — —z . Der Quotientenraum R/ Zo ist homdomorph zu der abgeschlossenen rechten
Halbachse R , und diese besitzt offensichtlich nicht die Struktur einer toplogischen Mannigfaltigkeit,
da der Ursprung kein Mannigfaltigkeitspunkt sein kann.

Bei RIEMANNschen Fldchen und holomorpher Operation der endlichen Gruppe G ist die Situation
allerdings besser: Léfit man den Erzeuger o von Z, auf C durch z — —z operieren, so ist der
Quotient C/Zs selbst wieder isomorph zu C und die kanonische Projektion C — C/Zs = C ist nichts
anderes als die Abbildung z — w = 22, also eine verzweigte Uberlagerung. Man kann leicht zeigen,
daB jede endliche Gruppe von biholomorphen Automorphismen auf einer Riemannschen Fléche in einem
Fixpunkt einen einzigen Erzeuger besitzt, der bzgl. einer geeigneten Karte operiert wie z — (; z mit
einer k—ten Einheitswurzel (i . Entsprechend den vorigen Bemerkungen ist dann der Quotient lokal
gegeben durch die verzweigte Uberlagerung z +— w = zF. - Dies alles zusammengenommen macht den
folgenden Satz zumindest plausibel.

Satz 23.35 Es sei X eine Riemannsche Fliche, auf der die endliche Gruppe G durch biholomorphe
Automorphismen von rechts wirkt. Dann trigt der Quotient X/ G in kanonischer Weise die Struktur
einer Riemannschen Fliche, fir die die Projektion m : X — X/ G holomorph ist. m ist damit eine
verzweigte Uberlagerung. m ist genau dann unverzweigt, wenn G fitpunktfrei operiert.

Bemerkung. Dieser Satz ist im Komplexen an die Dimension 1 gebunden! I. A. besitzen schon
Quotienten C™/ G nach endlichen Untergruppen G von GL (n, C) Singularititen, wenn n > 2 ist.

Die vorigen Sitze sind nicht stark genug, um schon die einfache Quotientenbildung von C nach
einem Gitter ) abzudecken. Wir benotigen aus diesem Grunde eine Abschwéchung der Voraussetzung
der Endlichkeit der Gruppe G. Wir ersetzen sie durch einen Begriff, der als lokale FEndlichkeit
umschrieben werden kénnte. Historisch hat sich eine andere Bezeichnung durchgesetzt.

Definition. Die Gruppe G operiert eigentlich diskontinuierlich (oder kurz auch nur diskontinuierlich)
auf (dem Hausdorffraum) X , wenn fiir jedes Kompaktum K C X die Menge

{geG:g(K)NK # 0}
endlich ist.

Bemerkungen. 1. Endliche Gruppen operieren immer eigentlich diskontinuierlich.

2. Umgekehrt operieren nur die endlichen Gruppen eigentlich diskontinuierlich auf kompakten Riumen
X.
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3. Wihlt man speziell K = {x} fiir einen Punkt 2 € X, so impliziert die vorige Definition die
Endlichkeit der Standgruppen G, . Auflerdem ist notwendig jede Bahn Gz lokal endlich, d. h. fir
jedes Kompaktum K C X ist Gz N K eine endliche Menge.

4. Sind K und L Kompakta in X , so sieht man durch Anwendung der Definition auf die Vereinigung
K U L sofort, dafl diese auch &quivalent ist zu der Endlichkeit der Mengen

{geG: g(K)NL #0}.

Ein erster Hinweis auf die Niitzlichkeit dieser Begriffsbildung ist das folgende

Lemma 23.36 Der Quotient eines lokal kompakten Hausdorffraumes nach einer diskontinuierlichen
Transformationsgruppe ist wieder hausdorffsch.

Beweis. Es seien x1, x2 zwei Punkte in X , deren Bilder unter der Projektionsabbildung 7 : X — X/ G
verschieden sind. Wir bezeichnen mit K; eine kompakte Umgebung von z;, j = 1, 2, und setzen
K = K;UK,. Nach Voraussetzung ist M := {g € G: g(K)NK # (I} eine endliche Teilmenge
von G. Wegen 7 (x1) # 7 (x2) ist dann notwendig g (z1) # w2 fiir alle g € M. Dann gibt es aber
offene Umgebungen U; von z;, j = 1,2, s0 daBl g(Uy) NU; = 0 fiir alle ¢ € M, und wihlt
man, was moglich ist, sogar U3y UUs C K, so ist g(U;) NUs = @ fiir alle ¢ € G. Also sind die
Mengen V; := w(U;), j = 1,2, disjunkt in X/G. V; enthélt aber 7 (x;) und ist offen in der
Realativtopologie, da

offen in X ist. O

Um zu unserem eigentlichen Ziel zu gelangen, miissen wir zeigen, dafl jeder Punkt eines Raumes,
auf dem eine Gruppe von Homéomorphismen eigentlich diskontinuierlich operiert, ,gute* Umgebungen
besitzt.

Definition und Bemerkung. Die Gruppe G operiere auf einem Hausdorffraum durch Hom6éomorphismen.
Eine Umgebung U = U (z) eines Punktes x € X heifit privilegiert (bzgl. der Operation), wenn sie
invariant unter der Standgruppe G, ist und g (U)NU leer ist fiir alle g € G \ G . Insbesondere ist
dann lokal um z der Quotientenraum X/G ,gleich“ dem Quotienten U/ G, .

Lemma 23.37 Operiert die Gruppe G eigentlich diskontinuierlich auf dem lokal kompakten Haus-
dorffraum X , so besitzt jeder Punkt x € X eine Umgebungsbasis von privilegierten Umgebungen.

Beweis. Es sei K eine offene Umgebung von z mit kompaktem Abschlufl. Dann ist nach Voraussetzung
die Menge M := {g € G: g(K)NK # 0} endlich. Da X hausdorffsch ist, gibt es eine offene
Umgebung W C K und offene Umgebungen W, von g¢(z) fiir alle g € M \ G, , die W nicht treffen.
Dann ist
Vi=wn () g'(W,) c K
gEM\G,

eine offene Umgebung von z, die mit g (V) einen leeren Durchschnitt hat fiir alle ¢ € M \ G, da
VNg(V)cWwWnW, =0 firalle ge M\ G, und VNg(V)C KNg(K) = 0 firalle g€ G\ M.
Dann ist aber

U := ﬂ gV)C K
9€Ge

eine G,—invariante offene Umgebung von x. Da K beliebig klein gew&hlt werden kann, bilden die so
gewonnenen offenen Umgebungen eine Umgebungsbasis von x . (]

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts kann nun formuliert und bewiesen werden.
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Satz 23.38 X sei ein lokal kompakter Hausdorffraum, und die Gruppe G operiere eigentlich diskon-
tinuierlich und frei durch Homdéomorphismen auf X . Dann ist die natirliche Quotientenabbildung

T X - X/G

eine unbegrenzte, unverzweigte Uberlagerung mit Blitterzahl card G . Insbesondere ist X/G eine n—
dimensionale topologische Mannigfaltigkeit, wenn dies auch fir X zutrifft.

Beweis. Es sei € X fest vorgegeben und U = U (z) C X eine privilegierte Umgebung. Wir setzen
V = n(U); V ist eine offene Umgebung von 7 (x) in X/G. Da aber G, nach Voraussetzung
trivial ist, ist die Einschrénkung m; : U — V' ein Hom6omorphismus. Es ist leicht zu sehen, dafl die

Umgebung V sogar gleichmiBig iiberlagert wird: 7=1(V) = |_| g(U). O
geG

Bemerkung. Es gilt auch das Analogon zu Satz 38 fiir eigentlich diskontinuierliche Gruppenoperation
durch biholomorphe Transformationen auf einer Riemannschen Fliche X . Insbesondere ist dann stets
X/ G wieder eine Riemannsche Fliche.

Zum Schluf} notieren wir noch einige Aussagen iiber endliche Gruppenwirkungen, die eher der Kom-
binatorik zuzuordnen sind.

Folgerung 23.39 Ist die Menge X endlich und operiert die Gruppe G effektiv auf X , so ist auch G
notwendig endlich.

Denn dann ist G Untergruppe der endlichen Permutationsgruppe Aut (X). O

Es sei nun G fiir den Rest des Anhangs endlich, X beliebig. Dann ist auch jede Bahn Gz endlich,
und es gilt der folgende

Satz 23.40 (Lagrange) Fir alle x € X gilt
ordG = ord Gy -ordGx .

Beweis. Nach dem vorigen Satz ist ord Gz = ord (G/ G.). Nach einem Satz von LAGRANGE ist aber
fiir eine beliebige Untergruppe H von G die Ordnung ord H ein Teiler von ord G, und ord G/ ord H
ist die Anzahl der Links—Nebenklassen gH . ]

Beispiel. Es sei G die Symmetriegruppe des regulidren Ikosaeders. Dann ist
ordG = ordG, -ordGx = 5-12 =3-20 = 2-30,

je nachdem, ob man fiir z einen Eckpunkt, einen Flichenmittelpunkt oder einen Kantenmittelpunkt
wéhlt. Tatséchlich ist G isomorph zu der alternierenden Gruppe s in 5 Elementen von der Ordnung
51/2 = 60.

Satz 23.41 Operiert die endliche Gruppe G frei auf X , so haben alle Bahnen Gz die gleiche Kar-
dinalitdt ord G .

Beweis. Wegen G, = {e} und G =G/ G, = Gz trivial. O

Beispiel (RuBiks Wiirfel). Es sei X die Menge aller denkbaren Muster auf dem klassischen 3 x 3 x
3—Wiirfel (bei festgehaltenem zentralen Achsenkreuz), d. h. die Menge aller moglichen Muster nach
,mechanischem Auseinandernehmen“ und willkiirlicher erneuter Zusammensetzung unter Beibehaltung
der raumlichen Lage des aus den ,Fldchenmittelteilen“ bestehenden ,,Gerippes®. Man iiberlegt sich
leicht, dafl dies eine endliche Menge der Ordnung N ist, wobei

N=(8-3)(7-3)-...-(1-3)-(12-2)- (11-2) - ...~ (1-2) = 8 - 3% . 12! . 212
= 519.024.039.293.878.272.000 .
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Die (effektiven) Spielziige auf dem Wiirfel bilden offensichtlich eine (endliche) Gruppe G. Es ist (zu-
mindest anschaulich) klar, dal G frei operiert. Also haben alle Orbiten die gleiche Linge ord G, die
ein Teiler von N sein muf}. Insbesondere ist ord G die Anzahl der Muster, die man aus der Ausgangs-
stellung durch erlaubte Spielziige erzielen kann, also nur durch Drehen der Seitenfliichen (und nicht
durch Auseinandernehmen und Zusammensetzen). Wir miissen zur Bestimmung derselben die Michtig-
keit des Bahnenraumes X/ G berechnen. Nun ist jeder elementare Spielzug eine ungerade Permutation
der ,Eckenkubies“ und ,Kantenkubies“ gleichzeitig. Dies impliziert, dal wir mindestens zwei solcher
Bahnen haben miissen. Ahnliche Uberlegungen zeigen, da8 bei Festhalten von 7 Eckenkubies die Ori-
entierung des achten festgelegt ist und bei Festhalten von 11 Kantenkubies auch die Orientierung des
zwolften. Damit haben wir insgesamt mindestens

2-3-2=12

Bahnen. Mit elementaren Gruppenoperationen wie Konjugation und Kommutatorbildung iiberlegt man
sich leicht, dal X genau in diese 12 Bahnen zerfillt, womit man auch ein algorithmisches Verfahren zur
Wiederherstellung des Grundmusters gewinnt. Oder anders ausgedriickt: Wird der Wiirfel willkiirlich
zusammengesetzt, so ist die Wahrscheinlichkeit, ihn wieder durch erlaubte Spielziige in die Ausgangs-
stellung zuriickfithren zu kénnen, gleich 1/12. Insbesondere ist die Anzahl der erzielbaren Muster auf
Rubik’s Wiirfel gleich

ordG = N/ 12 = 43.252.003.274.489.856.000

(in Worten: 43 Quadrillionen 252 Trilliarden 3 Trillionen 274 Milliarden 489 Millionen 856 Tausend).

Mittelteil (Achse fixiert)

Kantenkubie

Eckenkubie

Figure 23.2
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In diesem Kapitel werden wir zu Beginn das SCHWARZsche Spiegelungsprinzip an analytischen
Randboégen erértern, um es anschlieBend zur Bestimmung der universellen Uberlagerung der dreifach
punktierten projektiven Geraden P; \ {0, 1, co} heranzuziehen. Diese Konstruktion besitzt enge
Verbindungen u. a. zur Gruppentheorie, zur Theorie der elliptischen Funktionen und zur Theorie der
Modulfunktionen. Wir kénnen nur einen kleinen Ausschnitt hiervon skizzieren.

Definition. Ein Gebiet G hat in der offenen Menge U einen analytischen oder kurz (C*)—Rand, wenn
es eine auf U reell-analytische Funktion ¢ : U — R gibt mit dp # 0 fur alle z € U und

UNG ={ze€U: ¢(z) < 0}.

G hat in einem Punkte zo € OG analytischen Rand, falls es eine Umgebung U = U (zy) gibt, so da8
G in U analytischen Rand besitzt.

Kann man U = U (0G) wihlen, so sagt man auch: G ist analytisch berandet.
Bemerkung. Ganz entprechend kann man auch erkliren, was man unter einem C*-Rand verstehen will

fir £ > 1. Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt, dass man einen solchen Rand lokal stets
durch einen C*¥-Koordinatenwechsel ,glidtten“ kann, wie in der folgenden Skizze angedeutet.

Figur 24.1

Daraus folgt unmittelbar:

Lemma 24.1 Besitzt das Gebiet G C C im Punkte zy € OG einen C*-Rand, k > 1, so ist zy ein
einfacher Randpunkt von G .

Wir wollen jetzt analytische Rénder (lokal) genauer charakterisieren.

Definition. Unter einem (offenen) analytischen Kurvenbogen verstehen wir das Bild des offenen
Intervalls (a, b) unter einer Abbildung ~v : I := [a, b] — C, die (in einer offenen Umgebung von
I') reell-analytisch und auf I injektiv ist und der Bedingung +/(¢t) # 0 fiir alle ¢ € I geniigt. Das
Bild des abgeschlossenen Intervalls I unter v bezeichnen wir auch als abgeschlossenen analytischen
Kurvenbogen. Ist der Durchschnitt einer offenen Menge U mit dem Rand eines Gebietes G ein offener
analytischer Kurvenbogen, so sprechen wir auch von einem analytischen Randbogen.

Wiederum folgert man aus dem Satz iiber implizite Funktionen:

Lemma 24.2 Das Gebiet G besitze in zg € OG einen analytischen Rand. Dann ezistiert eine Umge-
bung U = U (2q), so dafs UNIG ein offener analytischer Kurvenbogen ist.
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Bemerkung und Beispiel. Die Umkehrung von Lemma 2 ist selbstverstdndlich nicht richtig, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Figur 24.2

Wir wollen anschliefend demonstrieren, wie man in Verallgemeinerung der Spiegelung z — Z an der
reellen Achse auch an analytischen Kurvenbdgen ,spiegeln “ kann. Die reell-analytische Parametrisierung
v: I — C := ~(I) C C liB sich zu einer holomorphen Funktion ~ : U; — C fortsetzen, wobei U;
eine offene Teilmenge von C ist, die das Intervall I = [a, b] enthélt. Wegen ~/(¢) # 0 fiir alle t € T
kann man U; so klein wihlen, dal auch ~/(¢) # 0 ist fiir ¢ € Uy . Somit ist ~ lokal injektiv auf U
und injektiv auf I C Uy, so dal wir nach weiterer Verkleinerung von U; zusétzlich die Injektivitdt der

Fortsetzung - voraussetzen diirfen. - Mit anderen Worten:

Lemma 24.3 Jeder abgeschlossene Kurvenbogen v : I — C = ~(I) ist Einschrinkung einer konfor-
men Abbildung v: Uy — Vi3 mit I C Uy und C C Vy.

Wir wihlen jetzt mit den Bezeichnungen des vorigen Lemmas die positive reelle Zahl ¢ so klein,
daBl das Rechteck

U:={tecC:a<Ret<b,|Imt| <c}

relativ kompakt in U; liegt, und setzen V := ~(U). Dann ist v (U NR) = ~((a, b)) der offene
analytische Kurvenbogen C := C\ {v(a), v(b)}, und V\ C = v (U \ (a, b)) zerfillt in die beiden
Zusammenhangskomponenten VUV~ wobei V¥ := ~(U*) und Ut , U~ die beiden Zusammen-
hangskomponenten

Ut = {tcU:+Imt >0}

von U bezeichnen.

Figur 24.3

Wir sind nun in der Lage, die Spiegelung an dem offenen analytischen Kurvenbogen C' (vermoge der
Parametrisierung 7 ) zu definieren durch die Formel

O’(Z):’y(")/T(Z)), zeV.
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Offensichtlich ist die Abbildung o : V — V bijektiv und bildet V* in V= und umgekehrt ab und
hélt den Kurvenbogen C' punktweise fest. Ferner ist sie antiholomorph, d. h. es gilt

(‘la
0z

Die zweimalige Anwendung 02 = coo : V — V ist dann nach der Kettenregel fiir den Wirtinger—
Kalkiil holomorph, und da o2 auf der nicht diskreten Teilmenge C' C V die Identitéit ist, ergibt sich
aus dem Identititssatz, dal o2 = id.

Lemma 24.4 o ist ein antiholomorpher involutorischer Automorphismus von V , der V¥ mit V—
vertauscht und den analytischen Kurvenbogen C' als genaue Fizpunkt—Menge besitzt.

Bemerkung. Die Spiegelung o ist iibrigens nicht (wesentlich) von der Parametrisierung v des Kurven-
bogens C' abhéngig. Ist ndmlich 7 eine weitere solche Spiegelung, so sieht man genau wie oben, daf} die
Zusammensetzung oo7 holomorph in einer Umgebung von C' und auf C' die Identitdt sein mufl. Somit
ist notwendig o o7 = id in der eindeutig bestimmten Zusammenhangskomponente des Durchschnitts

ihrer Definitionsbereiche, die C' enthilt. Daraus ergibt sich dort aber auch 7 = o' = o.

Das gleiche Eindeutigkeits—Argument liefert jetzt sogar eine allgemeinere Aussage.

Satz 24.5 Das Gebiet G besitze in der offenen Menge V einen analytischen Rand. Dann existiert
eine offene Umgebung U CV wvon OGNV und eine (eindeutig bestimmte) Spiegelung o auf U bzgl.
oGNV.

Figur 24.4
Beispiel. Aufler der iiblichen Konjugation z +— Z kennen wir noch ein weiteres Beispiel: o (z) := 1/Z
ist die Spiegelung am Einheitskreis, die auf C* als Umgebung von 9D = S! erklirt ist. w = o (2)
ist bestimmt durch die Bedingungen arg w = arg z und |w|-|z| = 1.

Figur 24.5
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Wir kénnen nun das allgemeine Spiegelungsprinzip in der Funktionentheorie formulieren.

Satz 24.6 Die Abbildung f : G1 — G2 sei konform, und jedes der Gebiete G; habe in der offenen
Menge V; einen analytischen Rand C; = V;NOG;, j =1, 2. Weiter lasse sich f zu einer stetigen
Abbzldung fo: GiUCT — G Uy mzt fo(C’l) C Cy fortsetzen Dann gibt es offene Mengen Uy, Uy
mit Cy C Uy, so daf$ sich [ zu einer konformen Abbildung

f! GiUU; — GoU U,y
fortsetzen lGfst.

Beweis. Es seien die Umgebungen U; , W5 von C7 bzw. Cs so klein gewéhlt, dal dort die Spiegelungen
01, oo an C7 bzw. Cs existieren. Wegen der Stetigkeit von fy konnen wir zusétzlich annehmen, dafl

fo(aﬂ Ul) cWs.

Wir setzen dann

(g0 foay)(2), 2€U\G .

Es ist klar, daB f holomorph auf Gy U (U \Gy) = (G1UU)\C) ist. Strebt z gegen einen Punkt von
(1, so konvergiert o1(z) gegen z und og0 fooo1(z) gegen o2(fo(2)) = fo(z), da fO(Cl) C Cy. Also
ist f zumindest noch stetig in den Punkten von Cj. Es bleibt nur noch zu zeigen, daf} f holomorph
und injektiv ist; denn dann ist f : Gy UU; — Gy U U mit Uy = f(Ul) C Wy eine konforme
Abbildung.

{ fo(Z) ) Z€G1U01,

Da die Holomorphie eine lokale FEigenschaft ist, konnen wir uns auf offene Umgebungen V mit
V\C; = VTUV~ wie in der Definition der Spiegelung beschriinken. Auf einer solchen Umgebung ist
f nach Liften unter der ins Komplexe fortgesetzten Parametrisierung v von Ci aber stetig auf U
und holomorph auf UT U U~ . Nach einer fritheren Ubungsaufgabe folgt hieraus aber mit dem Satz
von Morera die Holomorphie von f o auf U und damit die Holomorphie von f auf V.

Man iiberlegt sich leicht, dafl man statt der globalen nur die lokale Injektivitéit von f nachzuweisen
braucht. Wegen der Injektivitit der Spiegelungen o; und oy ist aber schon klar, dafy g := f o~ auf
den Mengen U* injektiv ist. Dann muf aber ¢ auch in allen Punkten 2 € U NR lokal biholomorph
sein, denn sonst wiire g auBerhalb von g () eine unverzweigte Uberlagerung mit Blitterzahl n > 2,
was sofort zu einem Widerspruch zu den Injektivitits—Voraussetzungen auf U* fiithrt. Hieraus folgt
aber weiter, dal g auch auf U NR injektiv ist. Also ist g auf U injektiv und lokal biholomorph und
somit biholomorph. O

Zusammen mit frither zitierten Ergebnissen folgt dann sofort:

Satz 24.7 Die Gebiete G1, G2 seien beschrinkt, einfach zusammenhdngend und analytisch berandet.
Dann kann jede konforme Abbildung f : Gi1 — G2 zu einer konformen Abbildung G — Gs wvon
Umgebungen G, der Abschliisse G fortgesetzt werden.

Tatséchlich kann die sehr einschrinkende Voraussetzung des einfachen Zusammenhangs hier fortge-
lassen werden. Mit Hilfe von Fortsetzungseigenschaften harmonischer Funktionen kann man zeigen:

Satz 24.8 Die Gebiete G1, G2 seien beschrinkt und analytisch berandet. Dann kann jede konforme
Abbzldung f: Gy — Gao zu einer konformen Abbildung G1 — G2 wvon Umgebungen G der Abschliisse
; fortgesetzt werden.

Wir formulieren noch einen Fortsetzungssatz fiir mehrfach zusammenhingende Jordangebiete (zur
Definition siehe Kapitel 22).
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Satz 24.9 (Carathéodory) Konforme Abbildungen zwischen k—fach zusammenhingenden Jordange-
bieten setzen sich itmmer zu Homdéomorphismen der abgeschlossenen Hiillen fort.

Zu jedem k—fach zusammenhdngenden Jordangebiet gibt es eine konforme Abbildung f: G — G' auf
ein analytisch berandetes k—fach zusammenhdngendes Jordangebiet G’ .

Im zweiten Teil dieses Kapitels werden wir die elliptische Modulfunktion J : H — C, die wir
im Anhang zu Kapitel 18 schon kennengelernt haben, auf konkrete geometrische Weise mit Hilfe des
Schwarzschen Spiegelungsprinzips durch Spiegelung an Réndern von nicht—euklidischen Dreiecken kon-
struieren.

Wir erinnern zunéchst daran, daf§ jeder Torus T = C/Q komplex—analytisch isomorph ist zu einem
Torus T, zu dem Gitter Z @ Z 7 mit einer Zahl 7 € H, und zwei Tori T, und 7, sind genau dann
isomorph in diesem Sinne, wenn ¢ und 7 in derselben Bahn unter der Aktion der Modulgruppe

I' = PSL(2, Z)

liegen:
at + b

o= ———, a,bcdeZ, ad—-bc=1.
cT +d

Ein Fundamental-Bereich fiir die Aktion von I' auf der oberen Halbebene H ist die bekannte
Modulfigur (siehe loc. cit., Figur 18.5, und weiter unten), aus der man unmittelbar ablesen kann, daf§
der Quotientenraum H/T' einfach zusammenhingend und nicht kompakt ist.

Bemerkung. Da T' auf H eigentlich diskontinuierlich durch holomorphe Transformationen operiert,
trigt H/T nach den allgemeinen Uberlegungen des vorigen Kapitels eine komplex-analytische
Struktur, und nach dem Uniformisierungssatz kann dieser Raum nur konform &quivalent zu C oder zu
D sein. Wir werden bald einsehen, dafl der erste Fall eintritt.

Die Modulgruppe I' wird erzeugt von den Matrizen

11 0 -1
T = und S = .
0 1 1 0
(Eine Beweisskizze hierfiir geben wir weiter unten). Im ersten Fall hat man die durch T induzierte
Translation

T—T7+1,

und tatséichlich ist Q11 = .. Die Matrix S induziert die Abbildung

also die Spiegelung am Einheitskreis mit anschliefender Spiegelung an der imaginéren Achse.

Wir betrachten im folgenden abweichend von dem iiblichen Fundamentalbereich der Modulgruppe
das folgende nicht—euklidische Dreieck (die Punktwahl wird spiter noch klarer werden):

1 1
Aoz{z:x+iy€H:0<x<1, 2—2’>2}.
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N A N A N

N AV AV A
-1 0 1 2

Figur 24.6

und spiegeln an den 3 Dreieicksseiten. Dabei erhalten wir 3 Dreiecke, die alle kurz mit A' bezeichnet
werden sollen (oder korrekter auch Al, A}, Al). Dann kénnen wir an 6 weiteren Seiten spiegeln und
bekommen die Dreiecke Ai etc.

Man sieht leicht, dafl dabei sukzessive ,unterhalb“ von A ,alles aufgefiillt* wird. Da andererseits
sukzessive auch alle Translate in Z—Richtung hinzukommen, folgt

U E(k) =HUX,
3k
wobei ¥ C R die sogenannte Menge der Spitzen ist, die sogar nur aus rationalen Zahlen besteht.

Als Figur am KLEINschen Modell der hyperbolischen Geometrie sieht die gesamte Figur, die auch als
Modulfigur oder Modulnetz bezeichnet wird, noch beeindruckender aus:

Figur 24.7
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Im niichsten Schritt withlen wir eine konforme Abbildung f : A° — D. Da AY nur einfache
Randpunkte besitzt, setzt sich diese Abbildung zu einem Homéomorphismus

f:A° — D

fort (der zudem auf A®N D analytisch ist). Wir konnen eine (stetig fortgesetzte) konforme Abbildung
D — H dahinter schalten mit A, B, C' — 1, oo, 0, bzw., und erhalten so einen Homéomorphis-
mus A : Ay = H, der die offenen analytischen Randbégen AB, BC und CA auf die Intervalle
(1,00), (—00,0) bzw. (0, 1) abbildet.

Als néchstes spiegeln wir A nacheinander an diesen offenen Randbogen von @. Dann wird jedes
offene Dreieck Al konform nach H~ abgebildet, mit stetiger Fortsetzung nach A}, wobei der Rand
wieder auf R\ {0, 1} liegt. Dies liefert die Fortsetzung

v

Figur 24.8

So fortfahrend erhélt man eine holomorphe Abbildung
A: D —C\{0,1},

die den folgenden Bedingungen geniigt:

a) A ist surjektiv und unverzweigt, d. h. ()\i)’ # 0,
b) )‘IA?; : Af; — H* ist konform (k gerade oder ungerade),

¢) A ist auf den Dreiecksseiten der Modulfigur reellwertig und mit z — 9 D auf einer solchen Seite
folgt A (2) — 0, 1,00,

d) fiir alle w € C” := C\ {0, 1} existiert eine Umgebung V = V (w) C C”, so daB A~}(V) aus
paarweise diskjunkten offenen Mengen U; besteht, so dai Ay, : U; — V' konform ist fiir alle 4.

e) A ist nicht iiber die Randpunkte von D holomorph fortsetzbar, da die ,Spitzen“ dicht in 0D
liegen.

D. h. aber mit anderen Worten:
A: D —C\{0,1} ist die universelle Uberlagerung von C" = Py \ {0, 1,00} .
Bemerkung. Man kann iibrigens leicht einsehen, daf§ die Eigenschaften a) bis e) die Uberlagerung

A: D — C\{0, 1} festlegen, sofern man den drei Randpunkten A, B, C eine feste Permutation der
Elemente 0, 1, co zuordnet.
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Um den Zusammenhang zwischen A und J klédren zu konnen, miissen wir einen Zusammenhang
zwischen der ,Modulfigur“ und einer Untergruppe der Modulgruppe I' = PSL (2, Z) herstellen. Wir
betrachten dazu die ,neue“ Modulfigur in der oberen Halbebene, in die wir einige ,,Hohen* gestrichelt
eingezeichnet haben.

I I

I |

I I

I I

I I

_—
~J-

/)L\ //j{\\

Figur 24.9

Zusammen ergibt das tatséchlich die Modulfigur zu I'. Zu der ,neuen® Figur gehtrt auch eine Gruppe
Iy, die wir nun bestimmen wollen. I'y soll natiirlich die Gruppe der holomorphen Decktransformationen
bzgl. der Uberlagerung A sein, d. h. die Gruppe der Automorphismen v € Aut H mit

Aoy = A.

Es ist klar, daf} die Modulfigur invariant ist unter der vollen Gruppe, die erzeugt wird von den Spiege-
lungen o1, 0a, o3 an den Seiten Si, Sa, S3 des Dreiecks AY.

Figur 24.10

Diese Spiegelungen sind aber antiholomorphe Abbildungen, und somit ist 'y die Gruppe, die erzeugt
wird von Produkten geradzahlig vieler der Spiegelungen o1, 02, 03. Nun ist, wie man sofort sieht,
oro; = (0j0r)" ", und folglich wird die Gruppe I'g erzeugt von den Produkten

T = 0203, T2 = 0301, T3 = 0102.
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Schliellich ist aber noch

T1 T2 T3 = ld y
so daBl also 'y von den beiden Elementen 7y, 7o allein erzeugt wird. Durch Berechnung der Bilder von

0, 1, oo folgt sofort
z

Tl(Z) =z + 2, 7—2(2) = TH

)

d. h. Ty wird erzeugt von den Matrizen

1 2 1 0
T = und 15 = .
0 1 -2 1

Man beweist nun leicht das folgende
Lemma 24.10 Die Gruppe g ist gleich der Hauptkongruenzuntergruppe
r2):={AeSL(2,Z): A=E mod 2}/{+F} Cc PSL(2,Z) =T.

Hierbei bedeutet A = E mod 2 fiir eine ganzzahlige Matriz

a b
A= ,
c d
dafa —1=d—-—1=b=c=0mod2.

Beweis. Aufgrund der Bauart der Matrizen T, T5 ist evident, dal T'g C I"'(2). Es sei also umgekehrt
A €T (2);ist der Eintrag b = 0, so folgt aus det A = 1 sofort a = d = +1, und mit ¢ = +2k, k €

Z , findet man unmittelbar
1 0 L
A=+ =£T,".
2k 1

Ist nun b # 0, so zeigt eine weitere kleine Rechnung

a b 1 0 a—2kb b
AT} = = ,
c d -2k 1 * *

und zusammen mit dem euklidischen Algorithmus sieht man, da man nach Multiplikation mit einer
geeigneten Potenz von T, die Bedingung |a| < |b]| erreichen kann. Entsprechend ist aber auch

a 2ka + b
ATF = ,

* *

so da man nach endlich vielen Schritten bei b = 0 anlangt. ]

Bemerkung. Mit den gleichen Argumenten iiberzeugt man sich davon, dafl die Modulgruppe I" von
den Matrizen S und T erzeugt wird.

Es ist also A eine I'p—invariante Funktion, wobei 'y echt in der Modulgruppe I' enthalten ist. Wir
wollen aber tatsichlich eine I'invariante Funktion konstruieren und miissen uns deshalb mit I'y als
Untergruppe von T' beschiftigen. T'g besitzt einen Fundamentalbereich Fy = A°UA! mit dem rechts
von A? liegenden Translat A'. Zerlegt man die beiden Dreiecke durch Hohenlinien, so zerlegt sich dieses
Fundamentalviereck von T'g in 12 Dreiecke, von denen sich je zwei zu insgesamt 6 Fundamentalvierecken
von I' zusammenfiigen.
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Figur 24.11

Hieraus folgt sofort:

Lemma 24.11 Die Hauptkongruenzuntergruppe T'y = T (2) ist ein Normalteiler in der Modulgruppe
T' vom Index 6.

Man kann aus dieser Figur sogar Reprisentanten der 6 Elemente in der Restklassengruppe I'/ Ty
ablesen, indem man einfach feststellt, welche Elemente aus SL (2, Z) das Fundamentalviereck F' in
die anderen 5 Fundamentalvierecke iiberfithren. Wie in den Bezeichnungen der Figur schon angegeben,
sind dies (zusammen mit der Einheitsmatrix) die 6 Elemente:

10 11 0 -1
E, = , Tl=T = , S = ,
0 1 0 1 1 0
1 -1 0 -1 -1 0
TS = , ST =(T8)? = , STS = .
1 0 1 -1 1 -1

Insbesondere ist T2 = (T'S)3 = E,, woraus man sofort I'/Ty = &3 schliefit. - Dies werden wir
anschliefend noch auf einer konzeptionellen Basis verstehen.

Dazu berechnen wir zunéchst die Gruppe der Automorphismen von C” = P;(C)\{0, 1, co }. Solche
Abbildungen sind natiirlich auffafibar als injektive holomorphe Funktionen ¢ : C” — C. Aufgrund
des Satzes von Casorati-Weiserstrafl kann eine solche Funktion an der Stelle 0 (und ebenso an den
Stellen 1 und oo) keine wesentliche Singularitéiit besitzen. Also setzen sich diese Automorphismen
zu Automorphismen von Py fort, welche die endliche Punktmenge E := {0, 1, co} permutieren.
Da Automorphismen der Riemannschen Zahlenkugel aber schon durch ihre Werte auf drei Punkten
festgelegt sind, hat man Gruppenisomorphismen

1

G3 = Aut?(Py) :={pcAut(Py): ¢ (E) = E} = Aut (C"),
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wobei einer Permutation 7 auf den drei Elementen 0, 1, co das Doppelverhiltnis DV (w; 7 (0, 1, 00))
bzw. dessen Einschrinkung auf C” zugeordnet wird. Insbesondere entspricht der Permutation

0 1 o
1 0 o©

die rationale Abbildung w — 1 — w und damit die Matrix

-1 1
U = .
0 1
Als weitere Korrespondenz hat man

(o1 5) =)= (10) =

Die anderen von der Identitéit verschiedenen Permutationen in &3 werden gegeben durch

0 1 o 0 1 o 0 1 o
UV — , (UV)?2=VU +—— , UVU «— .
oo 0 1 1 oo O 0 o0 1

Die konkret durch rationale Funktionen realisierte Gruppe &3 = Aut (P; \ {0, 1, oo }) besteht somit

aus den Funktionen
1 w-1 1 w
wr— w, 1l —w, —,

w

)

w 1—w’  w-1"
In der Literatur findet man fiir diese wundersame Gruppe von rationalen Funktionen auch den Namen
anharmonische Gruppe.

Eine nichtkonstante, unter der Substitution mit diesen Funktionen invariante rationale Funktion
wird gegeben durch

gEGS

Wenn wir die Funktion A so normieren, da§ beim Laufen auf den Randbdgen von A® C H nach
den Eckpunkten 0, 1, co die Werte von A nach 1, co, 0 streben, so berechnet man durch Betrachtung
der Zuordnung einiger Randpunkte sofort, daf} z. B.

(AS) 2 = A (—1) 1o AR) = (UN ()

z

denn mit z gegen 0,1, co geht Sz (modulo T'y) gegen oo, —1 = 1,0 und damit A (Sz) gegen
0, 0o, 1. Das gleiche gilt aber auch fir 1 — A (z). Wir haben somit ein kommutatives Diagramm:

Genauso beweist man die Beziehung

()\(S_lTS))z:)\< : >= L _ v
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Hieraus gewinnt man die anderen Substitutionsformeln ganz automatisch:

z— 1\ B = B 1 _ o A(2) — 1
A ( - ) = MTS2) = A(S(STIT8)2) = UNSTITS2) = UVAG) = =1
A (1 L z) — AT S)22) = (UV)2A(2) = VUA(2) = 1%/\(2)

ANz+1) = A(T2) = ATS22z=UVA(S2) =UVUNz) = A(i)(zz -

Wir sind nunmehr in der Lage, eine nichtkonstante, unter der gesamten Modulgruppe I' invariante
Funktion anzugeben durch
J(z) = G(A(2)) -

Man berechnet:
j(oo) =00, (i) =0, j(p) =27,

wobei p die primitive 6-te Einheitswurzel (g bezeichnet. j bildet das durch die Ecken i, p, ioc0
bestimmte Dreieck A C H, also die rechte Hilfte des iiblichen Fundamentalbereichs von I', konform
auf die obere Halbebene ab. Entsprechend bildet dann

1

J(T):zl—ﬁj(T):ALH_ mit (oo, i, p) — (00, 1, 0)
ab.
Satz 24.12 Die Funktion
1. 4 (N =X+ 1)3
= 1 —_ = —-— —
() 71 = 5% Nn o1

ist eine I'—invariante Funktion, die die obere Halbebene auf C und das Innere des Moduldreiecks mit den
Ecken (3,1, ico konform auf die obere Halbebene abbildet mit J (ico) = oo, J((3) = 0, J(i) = 1.

Wir wollen jetzt noch den Zusammenhang von J mit den Gittern vom Rang 2 in C herstellen. Wir
schreiben wieder ) = Zw; + Zws und betrachten

P = pq (2) = p(z, wi, w2)
als Funktion in z und den Perioden wq, ws. Wir wissen von friither:

w1

w1 + w2 ()
e1(wi, wp) = [o19) (7> . ea(wr, we) = Pa (2) ,e3(wr, wa) = e} (3)

sind die Werte von g, , die mit Vielfachheit 2 angenommen werden. Die eq, ea, e sind durch das
Gitter € bestimmt bis auf die Reihenfolge; denn es gilt z. B :

61(_(1127 (Ul) = 63(W1, w2> ) 63(_0127 (Ul) = 61(W1, (UQ) 9
und beim Ubergang von (w1, wa) zu (w1 — wa, wo) werden die Werte e; und ey vertauscht. Ferner
gilt:
Panlaz) = 04_2@9(2) )
und folglich ist
ep(awr, awy) = ofzek(wl, wa) .
Bilde nun
62(0}17 w2) - 63(011, wz)

e1(wi, we) — eg(wr, wa)

A (wy, we) =
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Diese Funktion nimmt die Werte 0, 1 und oo nicht an und erfiillt
N (awr, awsy) = A (wr, wa) .
Also kénnen wir Gitter wieder normieren zur Basis 1, 7 € H und setzen
(1) =X, 7)), er(r) = ex(l,7) etc.

Damit berechnet man sofort

\* <—1> — (-1, 7) = e(r) — eil7) =1- (1),

es(r) — ei(7)

* T o oyx — ) = 61(7—) - 63(7—) _ 1
A <1—T> =X = ) el N

Dies sind die gleichen Funktionalgleichungen, wie sie A erfiillt. Damit ist das Transformationsverhalten
von A* unter der vollen Modulgruppe das gleiche wie bei A. - Man zeigt nun (siche FISCHER-LIEB,
loc. cit, p.239):

A(r) — 0 fir Im7 — o0

gleichméBig in Re 7, und kann daraus schlieflen, dal A\* = A.
Satz 24.13 Fiir die Funktion \: H — C" gilt :

62(7’) — 63(7')

Alr) = e1(t) — es(r)

Bemerkung. Die Tatsache, dal es eigentlich 6 Funktionen A gibt, die unter der Aktion der sym-
metrischen Gruppe &3 auseinander hervorgehen, spiegelt sich wider in dem eben nachgewiesenen
Bildungsgesetz, das eine Gruppenoperation von &3 durch Permutation der Groflen ey, es, e3 zulifit.

Wir wollen jetzt noch zum Abschlufl den Ausdruck

4 (A2 =X+ 1)3

J(1) = = XA+ 17
27 N (A= 1)?

umrechnen. Aus der Differentialgleichung der @—Funktion

(©)? =49" —g2p — g3 = 4(p — e1) (p — €2) (p — €3)
folgen die Beziehungen
e1 + e +e3 =0, —4(erea + esez + eze1) = go und 4dejeses = g3
und damit
2 2 2 _
61 + 62 + 63 = g2/2
und
16 (e; — 62)2 (e — 63)2 (e3 — 61)2 = gg - 27g§ = A.
Daraus folgt:
(e2 — e3)® — (ea — e3)(e1 — e3) + (e1 — e3)”
(e1 — e3)?
(€2 + €3 + e2) — (erea + eaez + ezeq) B 390

(61 — 63)2 4(61 — 63)2

A -+ 1=

und
)\2 ()\ — 1)2 = (62 — 63)2 (62 — 61)2 (61 — 63)_4 .

Dies ergibt den wichtigen
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Satz 24.14 Die elliptische Modulfunktion J schreibt sich in der Form

95
Jr) = — 92
™ g5 — 2793

Wir koénnen hieraus noch eine wichtige Eigenschaft elliptischer Integrale ableiten. Ist € ein Gitter,
so bestimmen sich daraus die Konstanten ga, g5 € C mit A = g3 — 27¢% # 0. Wir wollten aber jedes
Integral

d
/ _2z ,  P3 ein Polynom mit drei verschiedene Nullstellen ,
vV Ps(2)
ein elliptisches Integral nennen. Wir miissen uns also die Frage stellen: Gegeben sei (evtl. nach Trans-
formation und Normierung) ein Polynom
4w — gow — g3 mit A= g5 —27g3 #£0.
Gibt es dann ein Gitter Q mit g2() = g2, g3(2) = g3 ? - Dies ist in der Tat richtig.
Satz 24.15 Zu beliebigen go, g3 € C mit A # 0 gibt es stets ein zugehdriges Gitter.

Beweis. Seien zuniichst die vorgegebenen Zahlen g, g3 beide von 0 verschieden. Wegen J (H) = C
existiert ein 7 € H mit

A1, 1) A
Wiahle w; so, dafl
2 92(1, 7) 92
w1 — T
93(1’ T) 93
und setze wy = 7Twi. Dann gilt
ga(w1, wo _ g2(w1, Twi _ &? 92(1, 7) _ 92
g3(wi, wa)  g3(wr, Twi) wi gs(1, 1) g3

gwi, w2) _ g3(L,7) _ g3

Alwr,w) A7) A

Beides zusammen ergibt sofort go = go(w1, wa), g3 = g3(w1, we) (denn A3 = A\? impliziert A = 1).

Ist go = 0, so benutzen wir J (¢3) = 0, also g2(1, ¢3) = 0. Wihle w; so, daB wf6gg(1, (3) = g3-
Dann leistet das Gitter Zw, & Zw1(3 das Gewiinschte.

Ist g3 = 0, so folgt mit g3(1,7) = 0 (wegen J (i) = 1) und w;*ga(1,4) = go, daB das Gitter

Zwi @ Zwni die richtigen Invarianten besitzt. O

Bemerkung. Man beachte, dal zu go = 0 bzw. g3 = 0 nur ganz spezielle Gitter gehoren, ndmlich
rhombische bzw. rechteckige.
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Wir wollen in diesem kurzen Kapitel den groflen Satz von PICARD beweisen, der bekanntlich den
folgenden Sachverhalt behauptet:

Satz 25.1 (Picard) FEine holomorphe Funktion nimmt in jeder Umgebung einer wesentlichen Singu-
laritat jede komplexe Zahl mit hochstens einer Ausnahme als Funktionswert an.

Wir merken hier noch einmal an, dafl aus diesem Satz als Korollar sofort der kleine Satz von PICARD
folgt.

Satz 25.2 Nimmt eine ganze Funktion f € O(C) mindestens zwei Werte nicht an, so ist sie konstant.

Der Satz von Picard, der eine weitreichende Verallgemeinerung des Satzes von CASORATI und WEI-
ERSTRASS ist - der seinerseits zu seinem Beweis herangezogen werden mufl - hingt eng zusammen mit
der Geometrie der ,zweifach punktierten“ Ebene C” | deren universelle Uberlagerung der Einheitskreis
ist, wie wir in dem vorigen Kapitel bewiesen haben.

Tatséchlich beweisen wir anschlieBend den folgenden, viel allgemeineren Satz, der auf GRUBER
zuriickgeht:

Satz 25.3 Jede holomorphe Abbildung f : D* — X der punktierten FEinheitskreisscheibe D* in die
Riemannsche Fliche X ist in den Nullpunkt hinein fortsetzbar, sofern

i) X die universelle Uberlagerung D besitzt;
ii) es eine gegen Null konvergente Folge z; € D* gibt, fir die die Bildfolge in X konvergiert.

Dieser Satz impliziert den groflen Satz von Picard: Denn besitzt f in einem Punkt 2z, eine
wesentliche Singularitéit, so kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daf§ zp = 0
und f auf der punktierten Einheitskreisscheibe D* holomorph ist. Wiirde f zwei Werte auslassen, so
wire f eine holomorphe Abbildung von D* in die Riemannsche Fliche X := C” mit der universellen
Uberlagerung D . Wegen des Satzes von CASORATI-WEIERSTRASS gibt es zu jeder Zahl wy € C, also
insbesondere zu jedem wy € C”, eine Nullfolge z; # 0 mit lim; . f(z;) = wo. Nach Satz 3 kann
man dann aber f nach 0 holomorph fortsetzen, was im Widerspruch zu der Voraussetzung steht. [J

Nehmen wir zur Untersuchung der Moglichkeiten zum Beweis von Satz 3 zunichst an, daf§ die
Funktion f in den Nullpunkt hinein holomorph fortsetzbar sei. Dann kann man das Bild f o~ jeder
Schleife v in D* in X zusammenziehen. Dies reicht aber auch aus, denn wir haben in Kapitel 23
das folgende Lemma bewiesen, das im komplex—analytischen Fall eine einfache Folgerung aus dem
Monodromie—Satz ist:

Lemma 25.4 Es sei f: X1 — Xo eine holomorphe Abbildung zwischen Riemannschen Flichen, und
es gelte

(%) fovy~0 in X

fiir jede geschlossene Kurve v in Xy . Dann laft sich f in die universelle Uberlagerung Xy — X,
liften.

Ko6nnen wir also zeigen, daff in der Situation von Satz 3 jede Schleife v in D* ein nullhomotopes
Bild fo~ in X besitzt, so sind wir fertig. Denn dann haben wir ein kommutatives Diagramm

D

D~ X
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Insbesondere ist die Liftung F beschrinkt und somit wegen des Riemannschen Hebbarkeitssatzes
holomorph nach 0 fortsetzbar. Das gilt dann aber auch fiir f = 7mo F, was zu beweisen war. (|

Nun ist aber jeder geschlossene Weg in D* homotop zu einem Vielfachen des festen Weges Kr(t) =
rett, 0 <t <27, 0 < r < 1.Es geniigt also zu zeigen:

(%) Unter den Voraussetzungen von Satz 3 ist
fok, ~0 in X firen r.

Da wir wieder mit dem Monodromiesatz argumentieren wollen, bendtigen wir auch die universelle
Uberlagerung von D* . Diese wird offensichtlich gegeben durch

D~H-L H 2B p+,
Also haben wir erneut wegen Lemma 4 eine holomorphe Liftung

9

D=>=H H=D

D X

f

die beziiglich der hyperbolischen Metrik lingenverkiirzend ist (siehe Satz 21.9). Es geniigt nun zum
Beweis von (*) zu zeigen:

(xx) Die hyperbolische Metrik h auf D induziert eine Metrik ho auf X, die die Topologie von X
induziert.

Denn nach Voraussetzung gibt es eine Folge z, — 0 in D*, deren Bildfolge f (z,) gegen einen Punkt
wo € X konvergiert. Man setze k, := Kk, , wobel r, := |z,|. Die Liftung von &, zu einem Weg in
der universellen Uberlagerung D = H bezeichnen wir mit 7, . Dann ist go~, eine Liftung von fok,, ,
und es gilt

Lho (forn) = Lu(govm) < Lin(7n) ,

wobei sich bei leichter Umrechnung der hyperbolischen Metrik auf D zu einer Metrik auf H und unter

Benutzung der Parametrisierung v,(t) = —ilogr, + t, 0 < t < 27 die folgende Abschétzung
ergibt: ,
i = [ gmel o [T T,
Y m z 0 Og Tn Og Ty n—o00
also
Ly, (f o kn) T 0.

Wihle nun eine einfach zusammenhingende Umgebung U C X von wy. Nach Voraussetzung ist
f(2n) € Spur f o k, NU fiir fast alle n, und damit ist auch

Spur fork, CU, n >>0.

Dann ist aber fok, ~ 0 in X.

(xx) ist aber klar: Die Metrik h ist PSL (2, R)—invariant, also erst recht invariant unter I'y C I' =
PSL (2, Z), und induziert die euklidische Topologie auf H = D. Also induziert h eine Metrik ho auf
dem Quotientenraum H/Ty = X, die die Quotiententopologie auf X erzeugt. Die letztere ist aber
trivialerweise die vorgegebene Topologie auf X . ]
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Zum Nachweis der Existenz von globalen analytischen Objekten hilft oft das Wissen um das Vor-
handensein lokaler Losungen und das Verschwinden ,topologischer Hindernisse“, die vielfach von
»(co)homologischer “ Natur sind. Z. B.: Ist f € O* (G), so gibt es lokal um einen beliebigen Punkt
zo € G immer Funktionen g mit exp g(2) = f(2), 2 € U = U (29). Wann aber gibt es einen glo-
balen Zweig g € O (G) des Logarithmus von f? Wir werden weiter unten sehen, daf§ dies genau dann
der Fall ist, wenn eine f zugeordnete Cohomologie—Klasse mit Werten in Z verschwindet. Alle solchen
Klassen verschwinden, wenn die Cohomologie-Gruppe H!(G, Z) = 0 ist, und dies ist der Fall, wenn
das Gebiet einfach zusammenhdngend ist.

Wir wollen solche Probleme in diesem Kapitel systematischer angehen. Der richtige Rahmen ist die
Sprache der Garben und der Cohomologie mit Werten in Garben.

Definition und Notation. Sei (X, T) ein topologischer Raum. Eine Prigarbe F von abelschen Gruppen
besteht aus einem Paar (F, p), wobei

i) F = (F(U))yer eine Familie abelscher Gruppen und

ii) p= (pY)y.vervcy eine Familie von Gruppenhomomorphismen pf : F (U) — F (V) bezeich-
net mit
oY = idy fiir alle U € T

und
pwopy =py, WcCVcCU.

Fiir ein Element f € F (U) schreibt man oft auch kurz fjy = p{/(f) und nennt fjy, die Einschrinkung
von f auf V C U. Dementsprechend heifien die Abbildungen p{, auch Restriktions—Abbildungen oder
Einschrinkungs—Homomorphismen.

Man erklért in naheliegender Weise auch Prdgarben von Mengen, von Vektorrdumen, von Ringen und
sogar von Moduln M iiber einer Prigarbe von Ringen R . In dem letzten Fall sind die M (U) Mo-
duln iiber den Ringen R (U); ist dann V' C U, so wird durch den Einschrinkungs—Homomorphismus
RU) =R (V) der R(V)-Modul M (V) auch zu einem R (U)-Modul, und es ist zu verlangen, dafl
die Restriktionsabbildung

MU) - M (V)

ein Homomorphismus von R (U)-Moduln in diesem Sinne ist.

Bemerkung. Etwas ,vornehmer ausgedriickt® ist eine Garbe JF nichts anderes als ein kontravarianter
Funktor von der Kategorie der offenen Teilmengen eines festen topologischen Raumes X zusammen
mit den Inklusionen als Morphismen in die Kategorie der abelschen Gruppen mit den Gruppenhomo-
morphismen als Morphismen. Manche Autoren verlangen dabei noch, dafi F () = 0. (Siehe aber auch
weiter unten).

Beispiele. 1. X sei ein topologischer Raum, und C (U) = C°(U, C) sei die C-Algebra der stetigen
Funktionen auf U C X . Zusammen mit der iiblichen Einschrdnkung fy fiir f € co(U,C), Vcu,

erhélt man eine Prigarbe, die mit dem Symbol C bezeichnet wird; dies ist sogar eine Priagarbe von
C—Algebren.

2. Ganz entsprechend interpretiert man fiir eine RIEMANNsche Fliche X das Symbol O als eine
Prigarbe, die jeder offenen Mange U C X die Algebra O (U) der holomorphen Funktionen auf U
zuordnet (zusammen mit der {iblichen Einschrinkung von Funktionen). Auch diesmal ist O eine
Prégarbe von C—Algebren.

3. X sei ein topologischer Raum, R ein beliebiger Ring, R(U) = {f: U — R : f lokal konstant }.
Dann ist R eine Prigarbe (von Ringen).



278 26  Garben und Cohomologie—Theorie

Diese Beispiele von Prigarben (gegeben durch Ringe von konkreten Abbildungen zusammen mit
den iiblichen Einschrinkungsabbildungen) erfiillen automatisch zwei weitere wichtige Bedingungen,
nédmlich eine Eindeutigkeits— und eine Existenz—Eigenschaft, die man auch als SERRE-Bedingungen
bezeichnet:

Definition. Eine Priigarbe (F, p) heifit eine Garbe, falls fir U = U U, folgende Axiome erfiillt sind:
el

0 fi, e FU), (), = (f2), firalle ¢ € impliziert f1 = fo.

(IT) Sind Elemente f, € F (U,) gegeben mit (f,)|v,~v, = (fx)jv.nv, fiir alle ¢, x € I, so existiert
ein (eindeutig bestimmtes) Element f € F (U) mit fiy, = f, fiir alle t€ 1.

Bei einer Garbe F bezeichnet man ein Element in F (U) auch als einen Schnitt in F iiber U, und
die Gruppe F (U) heiit die Gruppe der Schnitte oder der Schnitt-Modul von F iiber U .

Beispiele. 1. C heifit die Garbe der stetigen Funktionen auf dem topologischen Raum X .

2. O heifit die Garbe der holomorphen Funktionen auf der Riemannschen Fliche X .

3. Die einem Ring R wie oben zugeordnete Garbe bezeichnet man ebenfalls mit R und nennt sie die
konstante R—Garbe oder Garbe der lokal-konstanten Funktionen mit Werten in R auf dem topologi-
schen Raum X .

4. Mit M bezeichnen wir die Garbe der meromorphen Funktionen auf einer Riemannschen Fldche X .
M ist eine O-Modulgarbe.

5. Mit O* bezeichnen wir die (multiplikativ geschriebene) Garbe der nirgends verschwindenden holo-
morphen Funktionen auf der Riemannschen Fliche X .

6. Entprechend ist unter M* die Garbe zu verstehen mit

M(U) = {feM(U): f verschwindet auf keiner Zusammenhangskomponenten von U identisch } .

Bemerkung. Wendet man die Serreschen Garbenaxiome (I) und (II) auf die Uberdeckung

U=90=_Ju
Lef
an, so ergibt sich fiir eine Garbe F stets F (0) = 0.

Man ordnet nun einer beliebigen Prdgarbe F ein topologisches Objekt iiber dem Raum X zu, mit
dessen Hilfe man sie in eine Garbe ,einbetten® kann. Zunéchst definiert man den Halm von F iiber
einem Punkt € X : Es bezeichne 7, = {U C 7 : z € U} den (offenen) Umgebungsfilter von z; dann
ist (F(U), p\g)VCU,U,VeTL ein induktiv geordnetes System, so dafl wir auf der disjunkten Vereinigung

|| 7@)

UeT,
eine Aquivalenzrelation erkliren kénnen vermage
FU)> fregeF(V) < esexistiet WCUNV, WeT,, sodaB fiy = gw -

Die Aquivalenzklasse eines Schnittes f € F (U) bzgl. der Relation ~, fiir £ € U nennen wir auch den
Keim f, von f im Punkte z. Selbstversténdlich kénnen wir solche Keime vermittels Représentanten
auf gemeinsamen Definitionsbereichen addieren (evtl. auch multiplizieren), so da§ der Halm

F :1;[?:: || 7))~

UeT,
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von F in z wieder eine abelsche Gruppen—Struktur etc. mit dem Nullelement (0y),., Oy das
Nullelement in F (U), besitzt. Die kanonische Abbildung f +— f, ist ein Gruppen—Homomorphismus
F (U) — F,, den wir auch manchmal mit pU bezeichnen.

Beispiel. Der Halm O,,, z9 € U C C, besteht aus den Keimen holomorpher Funktionen im Punkte
zo, und diese stehen in eineindeutiger Korrespondenz zu den konvergenten Potenzreihen in zy. Also
ist, sogar als C—Algebra,

O, 2C(z— 2z),

wobei die rechte Seite den Ring der konvergenten Potenzreihen

oo

Z an (z — 20)"

n=0

im Punkte zg bezeichnet, also der Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius.

Weiter unten benttigen wir eine einfache Kennzeichnung des Nullelementes 0y fiir den Schnittmodul
F (U) einer Garbe F. Wir fiigen den leichten Beweis an dieser Stelle ein, um uns mit den einfachen
SchluBBweisen bei Garben vertraut zu machen.

Lemma 26.1 F sei eine Garbe abelscher Gruppen, und es sei f € F(U). Dann gilt : f = Oy €
F(U) genau dann, wenn f, = 0, fir alle x €U .

Beweis. Da die Restriktionsabbildung p‘L/f ein Gruppen—Homomorphismus ist, ist das Bild von Oy
gleich 0y . Daraus folgt sofort (0y), = 0, . Ist umgekehrt fiir einen Schnitt f € F(U) der Keim
fz gleich 0, fir alle x € U, so gibt es zu jedem Punkt z € U eine Umgebung V C U, so dafl
fiv = Oy = (Ov)jv . Aus dem Eindeutigkeits-Axiom (I) folgt unmittelbar f = Oy . O

Wir betrachten nun die disjunkte Vereinigung aller Halme F, der Priigarbe F, die wir mit | F|
bezeichnen, zusammen mit der Projektion

Fl = | |F —X
zeX
b: U
Fu — T
Ferner ordnen wir jedem Schnitt f € F (U) eine Menge [U, f] C | F| zu vermoge:
(U fl={fa:2zeU}.

Satz 26.2 Das System B aller Mengen [U, f1], f € F(U), ist die Basis einer Topologie auf |F|,
fiir die die Projektion p: |F| — X lokal topologisch ist.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Man kann | F| auf kanonische Weise eine Garbe zuordnen:
| FI(U) = {s: U—|F]| stetigmit pos = idy },

die wir wieder mit | F | bezeichnen. Man hat dann offensichtliche kanonische Gruppenhomomorphismen:

FU) — | F[U)
f — sy, wobel s¢(z):= fo,

die mit den Einschrankungsabbildungen kommutieren. -
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Satz 26.3 Die Prdigarbe F st genau dann eine Garbe, wenn die kanonischen Homomorphismen
FU) S | F|(U) Isomorphismen sind fir alle offenen Teilmengen U C X .

Beweis. Ubungsaufgabe. (]

Bemerkung. Im folgenden werden wir die Garbe F stets mit der Garbe der (stetigen) Schnitte in dem
topologischen Raum |F | identifizieren.

Definition. Die Priagarbe F geniigt dem Identititssatz, falls aus f, g € F(G), G C X ein Gebiet,
und f, = ¢, firein z € G folgt, dal f = g¢.

Beispiele. Die Garben O, M geniigen dem Identitétssatz, nicht aber z. B. C, C*°.

Satz 26.4 Die Prdigarbe F geniige dem Identititssatz. Dann ist die Garbe |F| (als topologischer
Raum) hausdorffsch, falls der unterliegende topologische Raum X lokal zusammenhingt.

Beispiel. Als erste Anwendung der Garbe O = Ox fiir eine Riemannsche Fliche X koénnen wir die
Riemannsche Fliche, also die ,maximale analytische Fortsetzung“ eines Funktionskeimes f, erneut
konstruieren. Es ist f, € |O], und Z bezeichne die Zusammenhangs—-Komponente von f, in dem
Raum |O| mit der Projektion p;z : Z — X . Dann trigt Z in kanonischer Weise eine holomorphe
Struktur und eine holomorphe Funktion f mit den gewiinschten Eigenschaften.

Gemifl der allgemeinen Philosophie des ,Funktoriellen® miissen wir jetzt neben Garben auch
Garbenmorphismen einfiihren.

Definition. Es seien (F, p) und (G, p) (Prd—) Garben. Ein (Prd-) Garbenmorphismus ¢ ist ein System
von Gruppenhomomorphismen ¢y : F (U) — G (U), so daB fiir alle V C U die Diagramme

FU)—2Y s GU)

Y oY
FV) g 6V)

kommutieren.

Beispiele. 1. Die lokal konstanten Funktionen sind sowohl stetig als auch differenzierbar etc. Dies fiihrt
zu den Garbenhomomorphismen

2. Des weiteren hat man auf offenen Teilmengen X von (R"™ und) C" die Garbenhomomorphismus
d: C® — &Y und 9:C® — O

wobei

bzw.
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das totale Differential und
= e
= 0Z;
dessen Anteil im ,,Bigrad“ (0, 1) bezeichnet bzgl. der offensichtlichen Zerlegung
W) = g(1,0) gy g(0.1)

(Siehe auch weiter unten).

3. Die Zuordnung F (U) — | F | (U) ist ein Morphismus von Prégarben. Die Garbe | F | ist eindeutig
bestimmt durch die folgende universelle Eigenschaft:

Jeder Pragarben—Homomorphismus ¢ : F — G der Prdgarbe F in eine Garbe G faktorisiert iber
Ik

-G

el
| 7|
4. Es gibt eine wohlbestimmte Garbe, deren Halme die triviale Gruppe ist; man bezeichnet sie aus

naheliegenden Griinden mit 0. Fiir jede Garbe F hat man eindeutig bestimmte Homomorphismen
0—F und F — 0.

Eine Garbenabbildung ¢ : F — G induziert fiir alle x € X einen Gruppenhomomorphismus

Yz @ Fz — G, durch
@z (fz) = (0 (f))a

Definition. Fine Sequenz

FgBH
von Garben heiit exakt (an der Stelle G ), falls die induzierte Sequenz

Fo — G SZR Hae

exakt ist fiir alle z € X (d. h. wenn im ¢, = ker ¢, gilt fiir alle € X ). Ist die Sequenz

0— F 25 ¢g
exakt, so heiflt ¢ ein Garbenmonomorphismus; ist die Sequenz

F5G—0
exakt, so heifit ¢ ein Garbenepimorphismus. Ist beides richtig, so heifit ¢ ein Garbenisomorphismus.

Satz 26.5 FEin Garbenmorphismus ¢ : F — G ist genau dann ein Garbenmonomorphismus, wenn die
Abbildungen

v+ F(U) —G(U)
injektiv sind fir alle offenen Teilmengen U C X .

Beweis. Sei ¢ ein Monomorphismus und ¢y (f) = 0 fiir einen Schnitt f € F (U). Fiir beliebiges
x € U ist dann ¢, (fz) = (pu(f))s = 0, und folglich f, = 0,. Dies impliziert wegen Lemma 1
f=0.
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Es seien umgekehrt alle Abbildungen ¢y injektiv und ¢, (f,) = 0 fir einen Keim f,. Es sei
f € F(U) ein Représentant von f, in einer Umgebung U von . Dannist (¢ (f))z = ©z(fz) = 0z,
und es existiert eine Umgebung V' C U von x, so dal oy (f|y) = Oy . Folglich ist fjy = 0y und
damit f, = 0,. O

Warnung. Eine analoge Aussage zu Satz 5 ist micht richtig fiir Epimorphismen: Ist ¢ : F — G ein
Epimorphismus und ¢g € G (U), so folgt nur: Fiir alle 2 € U existiert eine Umgebung V von z mit
V C U und ein Schnitt fy € F(V), so daB ¢v(fv) = gjv -

Beispiel. Da lokal Logarithmen von nirgends verschwindenden holomorphen Funktionen existieren, ist
der durch das ,Exponieren® f — ef gegebene Garbenhomomorphismus O — O* ein Epimorphismus,
aber die Homomorphismen O (U) — O* (U), U C C, sind nicht notwendig surjektiv, z. B. im Falle
U =C*.

Man kann Exaktheit auch fiir ldngere Sequenzen erklidren durch , Exaktheit an allen erlaubten Stel-
len*“. Es folgt leicht in Verallgemeinerung von Satz 5:

Satz 26.6 Ist die Garben—Sequenz
0—F —G—H

exakt, so auch die entsprechenden Sequenzen der Schnittmoduln :
0—FU) —GWU) —HU), UcCX.

Bemerkung. Man umschreibt diesen Sachverhalt mit der Sprechweise: ,,Der Schnittfunktor ist links—
exakt ‘.

Folgerung 26.7 FEin Garbenhomomorphismus ¢ : F — G st genau dann eine Isomorphie von Gar-
ben, wenn alle Homomorphismen oy, U C X, bijektiv sind.

Beweis. Eine Richtung ergibt sich unmittelbar aus dem vorstehenden Satz. Ist umgekehrt ¢ : F (U) —
G (U) ein Isomorphismus fiir alle offenen Mengen U C X , so ist auch

me : fz — gr
ein Gruppen—Isomorphismus fiir alle z € X . ]

Beispiel. Der Epimorphismus O — O* kann ergénzt werden zu der wichtigen kurzen exakten Sequenz

0— 7250220 1,

wobei 1 fiir die multiplikativ geschriebene triviale Garbe steht. Hieraus ergibt sich die Exaktheit der

Sequenz
exp

0— 7 =27(U) 25 0®U) 22 o)
fiir alle Gebiete U C C, aber i. a. nicht die Surjektivitéit des Pfeiles auf der rechten Seite.
Definition und Bemerkung. Ist F % G ein Garbenmorphismus, so kann man eine Garbe ker ¢ erklidren

durch
(ker ) (U) = ker oy C F(U),

und die kanonische Sequenz
0 — kerp —F — @G

ist exakt, d. h. (ker ¢), = ker ¢, C F, fiir alle © € X . ker ¢ heifit der Kern des Homomorphismus
¢. Wegen | ker p| C | F| fassen wir den Kern von ¢ als Untergarbe von F auf.
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Ist umgekehrt
0— K —F 2% g

eine exakte Sequenz, so ist die Garbe K kanonisch isomorph zu ker ¢.

Dagegen mufl man bei der Definition des Bildes im ¢ C G vorsichtiger sein. Man setzt:
(im ) (U) := {f€GU): firalle z € U existiert V = V(z) CU, soda fjy €im py } .

Man beweist leicht (im ¢), = im ¢, , so dafl im ¢ als eine Untergarbe von G aufgefaft werden kann
und der Homomorphismus ¢ iiber im ¢ faktorisiert. Die induzierte Sequenz

00— kerp — F — imp — 0

ist exakt.

Bemerkung. Zu jeder Untergarbe K C F gibt es, wie in der linearen Algebra, auch eine Quotientengarbe
F/ K mit einer kanonischen assoziierten Sequenz von Garbenhomomorphismen

0O — K —F — F/K—0.

Die Schnitte in der Quotientengarbe sind Aquivalenzklassen von Schnitten in F, die sich lokal um
Schnitte in I unterscheiden.

Fiir einen Homomorphismus ¢ : F — G liefert diese Konstruktion eine Quotientengarbe G/ im ¢, die
man auch als Cokern von ¢ bezeichnet. Man hat also stets auch die exakte Garbensequenz

0 — imp — G — cokerp — 0.

Es sei uns im folgenden eine sogenannte kurze exakte Sequenz
0— K —F 2%, g —0

vorgegeben. Wir wollen uns ganz allgemein die Frage stellen, wann F (U) — G (U) fiir eine feste offene
Menge U C X surjektiv ist bzw. genauer, wann ein Schnitt g € G (U) ein Urbild f € F (U) besitzt.
Da man Garben auf X in offensichtlicher Weise auf offene Teilmengen U einschrinken kann, kénnen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit U = X voraussetzen.

Wegen der Surjektivitit von ¢ gibt es eine offene Uberdeckung 4 = {U,},e; von X und Urbilder
f. € F(U,) fiir g;; . Wir nennen das System (f,),er ein System lokaler Liftungen von g zur Uber-
deckung 4. Wenn man den Schnitt g liften kann zu einem Schnitt f, so kann man natiirlich f, := fy,
wéhlen und hat dann automatisch

foe = (f)jw, — (fe)jy, . = 0 auf dem Durchschnitt U, := U, NU, .

Fiir beliebige Systeme von lokalen Liftungen braucht dies natiirlich nicht zu gelten; man hat aber

@Um(fm) =9v, —Y9vu,, = 0

und damit
fus € (ker ¢) (U,x) = K(Up) -

Wir kénnen damit die Elemente f,, als Schnitte in dem Kern K von ¢ {iber dem Durchschnitt
U, auffassen. Das System der (f.x)(,x)erxs ist aber nicht voéllig willkiirlich, denn auf dreifachen
Durchschnitten U,y = U, NU, N U, gilt notwendig die sogenannte Cozykel-Bedingung

(*) fLK—"_fH)\J’_f)\L:fL_fH+fH_fA+f)\_fL:O7

die, in einem allgemeinen abstrakten Rahmen auch ohne die vorherige spezielle Herleitung, weitere
Bedingungen nach sich zieht wie (man setze erst A = k = ¢ und dann A = ¢):
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(**) fLL =0, fNL = _an .

Wir nennen ein solches System (f,x)(,,x)erxr einen 1-Cozyklus zur Uberdeckung 4 mit Werten in der
Garbe K. Die Gesamtheit dieser 1-Cozyklen bildet offensichtlich eine abelsche Gruppe, die wir mit

ZH YU, K)

bezeichnen.
Wir haben also jedem globalen Schnitt g € F (X) bzgl. eines festen Systems lokaler Liftungen eine
(von g abhingende) offene Uberdeckung 4 von X und einen 1-Cozyklus

5g € ZH (4, K)

zugeordnet. Wenn wir ein anderes System (ﬁ)be 7 von lokalen Liftungen von g zur gleichen Uberdeckung

4 wihlen, so liegen die Differenzen k, := f, — f, in K (U,), so daf fiir den hiermit konstruierten 1-
Cozyklus dg gilt:

(‘SNQ)LH - (59)m =k — ke.

1-Cozyklen dieser Art nennt man auch 1-Cordnder zur Uberdeckung 4 mit Werten in der Garbe K.
Diese bilden die Untergruppe
By, K) c ZY(4, K)

der zerfallenden oder O—cohomologen 1-Cozyklen. Die letzte Bezeichnung steht im Zusammenhang mit
der Quotientengruppe
HY (U, K) := Z* U, K)/ B4, K),

die man auch als 1-te (Cechsche ) Cohomologiegruppe zur Uberdeckung $ mit Werten in der Garbe K
bezeichnet. - Wir halten fest: Zu jedem Schnitt g € G (X) liefern Systeme von lokalen Liftungen zu
einer festen Uberdeckung 4 eine wohlbestimmte Cohomologie—Klasse

sg € H (U, K) .

Lemma 26.8 Der Schnitt g € G (X) besitzt genau dann ein Urbild in F (X) unter dem Garbene-
pimorphismus ¢ : F — G, wenn eine solche zugeordnete Cohomologie-Klasse dg € H' (4, ker ¢)
verschwindet (und dann verschwinden alle diese ,, Hindernisse“).

Insbesondere ist unter dieser Voraussetzung der Schnitt—Homomorphismus
F(X) — G(X)

surjektiv, wenn fir alle offenen Uberdeckungen 4 wvon X die erste Cechsche Cohomologiegruppe
HY(8, ker ) Null ist.

Beweis. Laft sich g zu einem Schnitt in 7, liften®, so kann man den Cozyklus (f.x) zu einer beliebigen
offenen Uberdeckung 4 so wihlen, daf f,, = 0 . Dieser Cozyklus zerfillt aber offenbar:

Oy =0y —0p -

K

Ist umgekehrt fiir eine feste Uberdeckung 4 der Cozyklus f,,. ein Corand in der Garbe K = ker ¢,
so gibt es Schnitte k, € K (U,), so daf auf jedem Durchschnitt U,, gilt:

fb_fR:fLK:kb_kfi'
Dann kann aber ﬁ := f, — k, ebenfalls als ein Schnitt in F (U,) aufgefait werden, der wegen

ﬁ = ﬁ auf U,
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und dem Serreschen Garbenaxiom (II) sich zu einem globalen Schnitt f € F (X) zusammenfiigt. Weiter
ist
(Sax(f))\UL = SOUL(fL) = ‘PUL(fL — k) = QDUL(fL) = Yu, -

da k, € ker; , und damit ¢ (f) = g. O

Als Konsequenz aus der vorstehenden Diskussion sehen wir, dafl das Verschwinden von Cohomolo-
giegruppen H!(U, K) zu Existenzaussagen fiir analytische Objekte fiihren kann. Insbesondere liefert
das soeben bewiesene Lemma zusammen mit der exakten Sequenz 0 — Z — O — O* — 1 das folgende

Korollar 26.9 Ist fiir jede offene Uberdeckung $4 der Riemannschen Fliche X die erste Cohomolo-
giegruppe H'(U, Z) gleich Null, so besitzt jede nirgends verschwindende holomorphe Funktion f auf
X einen globalen Logarithmus.

Bevor wir uns der Entwicklung der allgemeinen Cohomologie—Theorie zuwenden, wollen wir noch
eine weitere Anwendung in Bezug auf das MITTAG-LEFFLER—Problem vorstellen. Dieses besteht
bekanntlich darin, meromorphe Funktionen mit vorgeschriebenem lokalen Verhalten zu konstruieren.
Fiir eine systematische Behandlung (auch auf Riemannschen Flichen) bedeutet dies:

Definition. Eine MITTAG-LEFFLER- Verteilung auf einer Riemannschen Fliche X (zur Uberdeckung
i) ist ein System
(hL)LEI mlt h’L S M (UL) y

so dafl
(+) e := h, — he € O(U,) auf U, fiir alle ¢, k € T .
Eine Losung dieser Verteilung ist eine globale meromorphe Funktion

h e M(X)

mit

hy —h. € O(U,) fiiralle L € .

Bemerkungen. 1. Die Bedingung (+) ist offensichtlich notwendig, damit die vorgegebene MITTAG—
LEFFLER- Verteilung iiberhaupt eine Losung besitzen kann!

2. Sie ist gleichbedeutend damit, dafl der durch
hu@ = hL - hn

definierte 1-Cozyklus in
ZY YU, 0) c ZH (U, M)

liegt.
Wortwortlich wie oben zeigt man dann:

Satz 26.10 Das Mittag—Leffler—Problem (h,) zur Uberdeckung 84 ist genau dann lésbar, wenn der
zugeordnete Cozykel (h,.) € Z1(U, O) cohomolog Null in O ist.

Jede Mittag—Leffler—Verteilung auf X st losbar, wenn die Cohomologiegruppen
H' (4, 0)

verschwinden.
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Bemerkung. Man macht sich sofort klar, dafl in der exakten Sequenz
00— 0 —M—M/O0O—0

die Schnitte in der Quotientengarbe M/ O in eineindeutiger Korrespondenz zu den MITTAG-LEFFLER—
Verteilungen stehen. Somit ist der vorstehende Satz eine unmittelbare Konsequenz aus Lemma 8.

Beispiel. X sei eine (zusammenhéngende) nicht kompakte Riemannsche Fléche (z. B. ein Gebiet G C
C). Dann gilt )
H(U4, O©) = 0 fiir alle Uberdeckungen §I .

Wir werden dieses tiefliegende Resultat nicht beweisen. (Siehe aber das folgende Kapitel, in dem wir
zumindest den Fall einer Kreisscheibe bzw. den Fall X := C behandeln). Es hat zur Konsequenz, dafl
auf jeder solchen Riemannschen Fléche jedes Mittag—Leffler—Problem l6sbar ist.

Wir gehen die Cohomologie-Theorie jetzt in grofferer Allgemeinheit an. Es sei X ein topologischer
Raum, und 4 = {U,},c; sei eine offene Uberdeckung. Fiir (iq,...,t,) € I97! setzen wir dann

W =U,n...n0U,, .
Die g-te Cokettengruppe mit Werten in einer Garbe F ist gegeben durch
CiY, F) = 11 F(Usg,.y) -
(1050t ETITT
Fiir eine g-Cokette £ = (f,,,...,,) definieren wir einen (Co-) Rand 6¢ € CTH (4, F) durch

q+1

(55)110 ..... Kgt1l ~— Z (_1)/\ (fﬁo,...,q,...,ﬁq+1)|U

A=0

Klar ist, dafl § := §7: CI(U, F) — CITL(U, F) ein Gruppenhomomorphismus ist, und man rechnet
leicht nach, dal 6971 0 6 = 0. Damit hat man Untergruppen

ZU, F) = ker (67 : CUL, F) — CITH(YU, F))
und
BY(U, F) := im (6771 : C17H(YU, F) — CUY, F)),
wobei noch formal C~1(U, F) = 0 zu setzen ist. Wegen §90§971 = 0 ist dann BY(4U, F) C Z4(uU, F).
Definition und Bemerkung.
Hi(, F) = Z9(, F) /B4, F)
heifit die g—te (C'echsche) Cohomologiegruppe zur Uberdeckung $ mit Werten in der Garbe F .

Berechnen wir diese Cohomologiegruppe fiir ¢ = 0. Nach Definitionist B® = 0, also HY = Z°. (f,) €
Z° heiBt aber §(f,) = (f, — f<) = 0in C',d. h. f, = f. auf U, N U, . Folglich ist

HOU, F) = F(X)

unabhiingig von der Uberdeckung ${. Man macht sich weiter sofort klar, da fir ¢ = 1 die weiter
oben gegebene Definition herauskommt.

Als niichstes miissen wir uns von der speziellen Uberdeckung $ befreien. Die Uberdeckung U =
{Vi}rex heiBlt feiner als 4, falls eine Abbildung 7: K — I existiert mit V,, C Uy (). Es gibt dann
leicht zu konstruierende (von 7 unabhingige) Homomorphismen

(g« HY(YU, F) — HI(D, F),
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und da es zu zwei beliebigen Uberdeckungen 1, 20 stets eine gemeinsame Verfeinerung U gibt, existiert
der induktive Limes
HY(X, F) = hzlxn HIU, F) .

Definition. HY(X, F) heiit die g-te Cechsche Cohomologiegruppe von X mit Werten in F .

Im Falle ¢ = 1 ist die Abbildung (t')§; stets injektiv. Denn ist (f,.) € Z'(4, F) ein Cozyklus,
dessen Bild (fr(,)r(x)) in Z'(T, F) zerfdllt, dann ist fr)-) = gr — g¢ tiber Vi mit Schnitten
gr € F (Vi) . In dem Durchschnitt U, NV, ist dann

gk — 9¢ = frayre) = frapn + fir = firy — firtr)

und folglich gx + f,rx) = 9¢ + fir(r), wodurch bzgl. der Uberdeckung (U, NV}) von U, ein Schnitt
h, in F iiber U, definiert wird. Fiir diese gilt aber auf U,,, NV}, die Beziehung

fuc = fLT(k:) + fT(k?)H = fL‘r(k) + gk — fﬁ‘l’(k}) - 9k = hy, — hy .

Da hierin k beliebig ist, folgt erneut aus dem zweiten Garbenaxiom die Giiltigkeit dieser Gleichung auf
ganz U, . - Hieraus ergibt sich nun sofort:

Lemma 26.11 Die kanonischen Homomorphismen
HY U, F) — HYX, F)
sind stets injektiv.
Warnung. Eine entsprechende Aussage ist fiir ¢ > 2 im Allgemeinen falsch!

Folgerung 26.12 Ist HY(X,F) = 0, so verschwinden auch die Cohomologiegruppen H' (U, F) fiir
jede beliebige Uberdeckung i1 .

Insbesondere ist auf einer Riemannschen Fliche X jedes Mittag—Leffler—Problem losbar, wenn
HY(X,0)=0.

Es ist nun interessant zu wissen, wann die kanonischen Homomorphismen H?(4, F) — H(X, F)
schon isomorph sind.

Deﬁn}'tion. F sei eine Garbe von abelschen Gruppen auf dem topologischen Raum X, und 4 sei
eine Uberdeckung von X . 4 heifit eine LERAYsche Uberdeckung (1. Ordnung) von X bzgl. F, falls
HY(U,, F) = 0 ist fiir alle t € I .

Wir haben nun den wichtigen
Satz 26.13 (Leray) Ist die Uberdeckung $ Leraysch beziiglich der Garbe F, so ist

HY X, F) = H' (YU, F).

Bemerkung. Man hat eine entsprechende Aussage auch fiir die g—ten Cohomologiegruppen, wenn
sdmtliche hoheren Cohomologiegruppen fiir alle Durchschnitte der U, verschwinden.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl fiir jede Verfeinerung U von i die Restriktionsabbildungen
Hl(uv *7:) I Hl(m? ‘7:)

Isomorphismen sind. Wegen Lemma 11 brauchen wir nur die Surjektivitdt zu beweisen. Es sei also
Vi C Ury fiir alle k € K, und es sei ein Cozyklus (fpe) € ZY (B, F) vorgegeben. Da U,NY eine offene
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Uberdeckung von U, ist und nach Voraussetzung H'(U,, F) verschwindet, ist auch H*(U, NY, F) =
0. Somit existieren Schnitte g, in F iber U, N Vj, so dal tiber U, N Vy,p gilt:
fk:é = Gk — Gut -

Dann ist auf U, N Vi die Gleichheit gxr — gk = gwe — g erfiillt, und erneut nach dem zweiten
Garbenaxiom gibt es Schnitte F,, € F (U,.), so dafl

Fio = 9ok — 9k auf U, NV.
Offensichtlich ist das System (F,;) € Z'(4, F). Wir setzen schlieflich hy = (grxyi)jvi € F (Vi)
Dann gilt iiber Vi :
Friyrey — fre = (Gr@k — 9rtr) — (Gr@r — 9r@e) = 9r@)¢ — ey = he — hy .
Also zerfallt der 1-Cozyklus (Fr)re)) — (fre) - |

Beispiele. 1. Nach dem Beispiel im Anschluf an Satz 10 ist jede Uberdeckung einer Riemannschen Fliche
mit Karten Leraysch bzgl. der Strukturgarbe O, da die Karten konform &quivalent zu offenen Mengen
in C sind. Speziell ist die Standard-Uberdeckung P; = Uy U Uy, Uy := C, Uy := P1\ {0} = C,
eine Leray-Uberdeckung von P; beziiglich O. Ein 1-Cozykel mit Werten in @ ist dann vollstéindig
bestimmt durch eine einzige holomorphe Funktion fyo, auf dem Durchschnitt Uy N U, = C*. Nach
dem Satz iiber die Laurent—Trennung ist aber

foco = fo — foo mit holomorphen Funktionen fy € O (Up), foo € O (Ux) -

Somit ist
H' (P, 0) =0.

Insbesondere kann jedes Mittag—Leffler—Problem auf P; gelost werden, was man aber ohne grofle An-
strengung direkt, d. h. ohne Cohomologie—Theorie einsehen kann.

2. Fiir die konstanten Garben R = Z, R, C sind kontrahierbare topologische Rdume X die ,richtigen*®
Objekte fiir Leray—Uberdeckungen, d. h. fiir solche verschwindet H'(X, R). Hieraus folgt unmittelbar

H'(C,R) =0, HY(C*",R)=R.
Fiir die zweite Behauptung iiberdeckt man C* mit den beiden offenen Mengen
U+ Z:C\Rf und U_ :C\R+

Diese Mengen sind sternférmig und damit kontrahierbar. Somit ist U, , U_ eine Leraysche Uber-
deckung bzgl. der konstanten Garbe R und ein 1-Cozyklus wird gegeben durch eine lokal konstante
Funktionen auf U, NU_ = HUH_, also durch das Paar (a4, a_) € R® R der Werte dieser Funktion
auf der zusammenhangenden Menge H, bzw. auf H_ . Die Cordnder kénnen dann identifiziert werden
mit dem Bild der Diagonal-Abbildung R > a +— (a, a) € R® R, woraus sofort die Behauptung folgt.

Um die funktoriellen Eigenschaften der Cohomologie zu studieren, miissen wir noch Garbenmor-
phismen ¢ : F — G betrachten. Ein solcher induziert offensichtliche Gruppenhomomorphismen

Clp): CUU, F) — CI(H, G),
die mit den Corandoperatoren d? vertauschen:

C(p)

ca(d, F) cid, 9)
8 5
CatL(y, F) Catl(y, G)

Crt(p)
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Dann existieren auch Homomorphismen
Hi(p): HY(Y, F) — HYY, G),

und diese kommutieren mit den Verfeinerungsabbildungen; somit gewinnt man schliefflich kanonische
Gruppenhomomorphismen
H(p): HY(X, F) — HY(X, G) .

Zu Beginn dieses Abschnittes haben wir zu einer kurzen exakten Sequenz 0 — F — G — H — 0,
wenn man die dortigen Uberlegungen geeignet interpretiert, eine Abbildung

HO(X, H) " H'(X, F) = lim H'(4, F)
konstruiert und bewiesen, daf3 ein Teil der folgenden Aussage richtig ist.
Satz 26.14 Zu jeder kurzen exakten Sequenz
0 —F —G—H —0
gibt es eine kanonische lange Cohomologiesequenz
0 — HO(X, F) — H(X,G) — HO(X,H) >
HY(X, F) — HY(X, G) — HY(X,H) -
H?*(X, F) —
Diese Sequenz ist ,,funktoriell “ in der vorgegebenen kurzen exakten Sequenz.
Ohne Beweis. (Siehe FORSTER, Riemannsche Flichen, Satz 15. 12).
Bemerkung. ,Jede“ Cohomologie-Theorie muf} solches leisten.
Ganz wichtig sind nun Garben A mit HY(X, A) = 0 fiir alle ¢ > 1. Man nennt solche azyklisch.
Eine azyklische Aufiésung einer Garbe F ist eine exakte Sequenz
(%) 0 — F — A0 2% A1 2 o

mit azyklischen Garben A?. (Jede Garbe besitzt Auflésungen durch sogenannte ,welke* Garben, die
insbesondere azyklisch sind).
Man hat dann zu () einen Komplex von Schnittmoduln:

() A (X) 20— AV(X) S0 ANX) T A(X) B
wobei @, := H°(ay) bezeichnet. Der Terminus Komplex bedeutet, daf

@jH Oaj =0, d. h im aj C ker aj+1 .
Dies folgt selbstverstéandlich aus
aj+1 Oaj == HO(Oéj+1) OHO(Oéj) == Ho(ajJrl OOéj) = HO(O) =0.

Im Allgemeinen ist dieser Komplex aber nicht exakt, d. h. es ist nicht notwendig im @; = ker @4 .
Ein Ma$ fiir die ,Inexaktheit“ des Schnitt—-Komplexes (x*) sind die abstrakten Cohomologiegruppen

HYA"(X)) = ker @y/ im @41 .
Mit Satz 5 folgt sofort wegen a1 = 0, daf3
HY(A*(X)) = ker ap = F(X) .

Tatséchlich erhdlt man so alle Cohomologiegruppen mit Werten in F :
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Satz 26.15 Ist ( x ) eine azyklische Auflésung von F, so gilt
HY(X,F) = HI(A*(X)) firalle ¢g>0.
Beweis. (*) ist dquivalent zu einer Serie von kurzen exakten Sequenzen:

0 — B — A — B — 0

00— Bl — A — B2 — 0

0— B — A — Bt — 0,

wobei BY = ker ap = F und B’ = ker j = im a1 fiir j > 1 und die Abbildung o : A7 — AIT!
iiber B7t! faktorisiert:

) Qi .
A At
Bit+1

Daraus folgen exakte Sequenzen

0 — BIX) — M(X) — BIUX) — HY(B) — 0
0 — HY(B*) — H?*B) — 0

0 — HIBH) — HI(B) — 0

wenn wir abkiirzend HY(F) fir H?(X, F) schreiben. Also folgt induktiv fiir j = ¢ — 1:
HY(F) = HY(B") = H"'(B') =---= H'(B"!) = BY(X)/ im (A7 (X) — B(X)) .
Wir betrachten nun das kommutative Diagramm

AJ+1

v

BJ+1

in dem die Abbildung B/*1(X) — A1 (X) injektiv ist. Daraus folgt fiir j = ¢ > 1:
ker @, = ker (A%(X) — BT (X)) = BI(X).

Weiter ist fir j = ¢ — 1:
im a,_; = im (A7 H(X) — BI(X)) .
Also ist

HY(F) = BY(X)/ im (AT (X) — BY(X)) = ker @,/ im @1 = HI(A*(X)) . O
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Wir wenden dieses Resultat jetzt auf den DE RHAMschen Isomorphismus an und beschéiftigen uns mit
seinem komplex—analytischen Counterpart in Form des Satzes von DOLBEAULT im folgenden Kapitel.
Es sei dazu X eine differenzierbare Mannigfaltikeit der Dimension n. Auf dieser existiert die Garbe
EP der differenzierbaren p—Formen:

EP (U) = Vektorraum der p — Formen auf U .
Ist U eine Koordinatenumgebung auf X mit Koordinaten zq,...,x, , so ist
EPWU) = { a = Z @iy, iy dxi, N... /\dxip } .
1<i1<...<ip<n
Der Differentialoperator d: EP(U) — EPTH(U) definiert einen Garbenmorphismus
d: & — &P farallep > 0.

Sei a € EP(U) eine geschlossene Form. d. h. da = 0. Dann liefert das POINCAREsche Lemma die Exi-
stenz von Formen 3 € EP~1(V) auf sternférmigen Gebieten V C U mit df = a|y . D. h. insbesondere,
dafl die Garbensequenz

c® — g0 d g1 d o doon
exakt ist. Der Kern von d : £ — &' besteht aus den C*°-Funktionen f mit df = 0, also aus

den lokal konstanten Funktionen. Somit ist ker d die konstante R—Garbe. - Dies liefert einen Teil der
folgenden Aussagen.

Satz 26.16 Auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit X der Dimension n mit abzdhlbarer Topologie
ist die Sequenz

0 —R——& 4 ... 4 en_

eine azyklische Auflosung der konstanten R—Garbe.
Dies vorausgesetzt, erhélt man als Konsequenz die

Folgerung 26.17 (de Rham) Auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit X der Dimension n mit
abzihlbarer Topologie ist die Cohomologiegruppe H4(X, R) kanonisch isomorph zu der de Rham—schen
Cohomologiegruppe

dRhI(X, R) := {a € £9(X) : da = 0}/dET1(X) .

Bemerkungen. 1. Aus dem Satz von de Rham folgt H%(X, R) = 0 fiir alle ¢ > n = dimg X .

2. Ist HY9(X,R) = 0 fiir ein festes ¢ > 1, so ist jede geschlossene ¢—Form auf X exakt, und
umgekehrt folgt aus dieser Tatsache das Verschwinden der Cohomologiegruppe HY9(X, R), welche
eine rein topologische Invariante ist. Wir sehen also erneut, dafl die Existenz analytischer Objekte
unmittelbar an topologische Bedingungen gekniipft sein kann. Speziell fiir einfach zusammenhdngende
Mannigfaltigkeiten X ist H'(X, R) = 0, was zu der bekannten Bevorzugung von einfach zusam-
menhéngenden Gebieten in Mathematik und Physik fiihrt.

3. Das Poincarésche Lemma fiir sternférmige Gebiete X < R™ impliziert H%(X,R) = 0 fir
alle ¢ > 1. Dies wurde weiter oben schon verwendet. Die Verschwindensaussage bleibt richtig fiir
kontrahierbare Mannigfaltigkeiten.

Bemerkung. Zum Beweis von Satz 16 und seiner Folgerung 17 ist natiirlich nur zu zeigen, dafl die Garben
EP azyklisch sind. Dies liegt daran, dafi £ ,Teilungen der Eins“ gestattet. (Hierbei braucht man, dafl
der topologische Raum X parakompakt ist, also, wie in den Sétzen vorausgesetzt, abzahlbare Topologie
besitzt). Man nennt solche Garben auch fein; wir wollen deren Theorie hier aber nicht weiter ausbreiten.

Wir fithren den Beweis nur fiir ¢ = 1, um das Prinzip zu verdeutlichen. Es ist zu zeigen, daf3
H'(U, EP) = 0 ist fiir alle Uberdeckungen 4 von X . Sei also ein Cozyklus (a,.) € Z'(4, EP) vor-
gegeben, also insbesondere «,, € EP(U,.;). Wihle eine differenzierbare Teilung der Eins zu dieser
Uberdeckung, d. h. Funktionen A, € £%(X) mit:
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i) supp A, CC U,,
ii) das System {supp A, : ¢ € I} ist lokal endlich,

i) > A(x) =1 firalle z € X .
el

Bilde dann bei festem ¢ € I den Schnitt A\, o, € EP(U,,,) . Dieser 1é8t sich offensichtlich durch Null
zu einem Schnitt in EP(U,) fortsetzen.

Figur 26.1

Also kann man (wegen ii)) bilden:

Boi= Y Apay, € EP(U).

nel

Dann folgt wegen iii) auf U, :
BL_/BN:Z)\MQLM_Z)\MQHM
I I
= Z)‘“ (Qy + aue) = (ZA#)QM =lo, .
I nw

Also zerféllt der gegebene Cozyklus () - O



27 Cohomologie - Theorie Riemannscher Flidchen

In diesem Kapitel werden wir einige cohomologische Aussagen iiber (vor allem kompakte) Riemannsche
Flichen beweisen oder doch zumindest zitieren und aus diesen weitreichende analytische und geometri-
sche Konsequenzen ziehen. Es soll als Einfithrung dienen in ein umfangreiches Anwendungsspektrum,
das aber erst in der Theorie der hoherdimensionalen komplex—analytischen Mannigfaltigkeiten und
Raume und in der algebraischen Geometrie voll zum Tragen kommt.

Wir beginnen mit dem Nachweis, dafl die Cohomologiegruppen H'(D,., O) fiir Kreisscheiben ver-
schwinden. Dazu benétigen wir zuerst das DOLBEAULTsche Lemma in einer Verdnderlichen. Wir begin-
nen aber mit der Losung der inhomogenen CAUCHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen.

Lemma 27.1 Zu jeder beliebig oft differenzierbaren Funktion g € E)(C) auf ganz C mit kompaktem
Trdager existiert eine Funktion

of
0 i 9L
fe&(C) mi = g
Beweis. Man kann eine Losungsfunktion f explizit angeben:
1 9(¢) =_ 1 / g(C+ 2) =
= 2222 dCANd = — ==~ d(AdC.
f(2) Qm‘CC—zCAC o Jo < CAdG

Da der Integrand anscheinend singulér an der Stelle ( = z wird, miissen wir zeigen, dafl das Integral
tatséichlich existiert und dafl man unter dem Integralzeichen nach der Variablen Z differenzieren darf.
Dies sieht man am einfachsten durch Einfithrung von Polarkoordinaten ¢ = re” im zweiten Integral.
Damit wird

1 ) )
flz) == // g(z 4+ re”)e ™ drdd ,
T
wobei iiber 0 < ¢ < 27 und iiber ein kompaktes Intervall 0 < r < R < oo zu integrieren ist, da g
kompakten Triger besitzt.

Bei diesem eigentlichen Integral kann man aber die Differentiation nach Z mit der Integration vertau-
schen. Geht man dann wieder zu kartesischen Koordinaten zuriick, so bekommt man

B 1 0 1 -~
g(;) _ mg%/sg(%jz)cdg/\dg, wobei K. ={CeC:e<|[¢|<R}.

Nun ist aber

9g(C+2 1 _ 0dg(z+¢) 1 :8<g(z+<)> C£0
oz < g ¢ A ¢ ’ ‘
Mit der 1-Form )
wom L IO e € st
271 ¢
wird dann unter Verwendung des Satzes von GAUSS
1 27 .
i{(z):—lim dw = — lim w:lim—/ g(z + ey d .
aZ N0 K. e\.0 K. e\.0 27T 0
Da g eine stetige Funktion ist, ist aber der letzte Grenzwert gleich g (z). ]

Diese Aussage lafit sich auf differenzierbare Funktionen g auf Kreisscheiben D (einschliefllich D =
C) durch ein Ausschipfungsverfahren erweitern.

Satz 27.2 Es sei D := {z € C: |z| < R} eine Kreisscheibe, wobei 0 < R < oo, und es sei
g € E%D) . Dann existiert eine Funktion f € E9(D) mit
of

z I
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Beweis. Wihle eine aufsteigende Folge 0 < Ry < R < -+ < R, <+ < R mit im R, = R
und setze D, = {z € C: |z] < R, }. Es gibt dazu eine Folge von Funktionen 1, € £2(C) mit
supp ¥n C Dyg1, (¥n)ip, = 1. Wir kénnen damit g, := 1), g als ein Element von £(D) C £J(C)
auffassen. Somit existieren nach Lemma 1 Funktionen f,, € £°(D) mit df,/0z = gy .

Im néchsten Schritt &ndern wir die f,, durch Addition geeigneter holomorpher Funktionen ab zu Funk-
tionen f,, € £%(D) mit den folgenden Eigenschaften:

Ofn
) —=— = f D,.
i) o g au
i) [ fot1 — fall,y <277
Hierbei bezeichnet || - ||, die Supremumsnorm auf der Kreisscheibe D,, . Diese Folge wird induktiv
erklart durch fy := fo, und sind fo,..., f, schon konstruiert, so beachte man, daf}

o ~
%(fnﬂ—fn):g—g:o auf D, .

Also ist fn41 — fn holomorph auf D,, , und es gibt ein geeignetes Taylorpolynom 7, mit

| fot1 — fo — Tull,ey <27, da D,_1 CCD,.

Man setze nun fy1 = faop1 — T, . Dann ist ii) erfiillt und auch i) wegen
0fn 0 fn
J;Z—H = J;;'I =g auf D,41.

Insbesondere ist die Differenz ﬁl+1 — fn holomorph auf D,,, und nach ii) und dem Weierstraschen

Konvergenzsatz ist die Reihe
o0

> (furr = fi)

k=n
auf D, _1 gleichméfig konvergent gegen eine holomorphe Funktion F;,. Somit erfiillt die Funktion
fn + F, auf D,_; ebenfalls die Gleichung

fo + Fo)
A+ Fo) _

Diese Funktion ist aber auf ganz D erklart, denn sie stellt auf D, _; den Grenzwert
J(z) = lm Fo(2)

dar. (]
Hieraus folgt nun der grundlegende Verschwindenssatz in der komplexen Analysis.

Folgerung 27.3 Fiir jede Kreisscheibe D = Dr C C, 0 < R < oo, verschwindet die erste Coho-
mologiegruppe mit Werten in der Garbe der holomorphen Funktionen :

H'(Dgr,0) = 0.
Beweis. Es sei 4 irgendeine Uberdeckung von D, und es sei ein 1-Cozyklus
&= (fw)€Z' (Y, 0)Cz' (&

vorgegeben. Wegen H'(D, %) = 0 ist aber auch H'(4, £°) = 0. Also gibt es diffenzierbare Funk-
tionen f, € O (U,), so daf§
fiw = fu — fo auf U,
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Wegen

09, _ 9. _ Ofw _
0z oz 0z

verklebt sich das System der Funktionen
99,
0z el

zu einer globalen differenzierbaren Funktion auf D. Also gibt es nach Satz 2 eine differenzierbare
Funktion g auf D mit

dg 9g.

= = = f U, .

0z gz M
Definiere nun f, := g, — g. Dann ist auch f,, = f, — f«. Ferner ist

0fi _ 9. _ 99 _
oz o0z o9z
also f, holomorph. Somit ist der Cozyklus ¢ € B'(4, O) und damit seine Cohomologieklasse
(€] = 0€ HY(U, O). O

Bemerkung. Diese Verschwindensaussage bleibt fiir jede nicht kompakte Riemannsche Fléche richtig
und wird mit einer #hnlichen Methode gezeigt.

Als néchstes wollen wir das DOLBEAULT-Lemma in einer Verinderlichen formulieren. Da dieses
jedoch auch in mehreren komplexen Veréinderlichen Bestand hat und weitgehende Anwendungen besitzt,
betrachten wir sogleich eine allgemeinere Situation.

Auf einer komplex—analytischen Mannigfaltigkeit haben die (komplexen) Differentialformen £™(U)
noch eine weitere Struktur. Man erinnere sich an den Wirtingerkalkiil: Sind

21 = T1+ Y1,y Zn = Ty + 1Yp
komplex—analytische Koordinaten, so bildet man die 1-Formen
de:d$j+idyj7 dEj:dacj—idyj.

Damit schreibt sich eine beliebige (komplex—wertige) 1-Form eindeutig als
w = Z CLJ' dZJ —+ Z a,;dfj = w(l,O) + w(O,l) ,

und bei komplex—analytischem Koordinatenwechsel bleibt diese Zerlegung in die (1, 0)-Form bzw.
(0, 1)-Form

n n
wh? = Z ajdz; bzw. WOl = Z a;cﬁj
j=1 j=1
erhalten. Speziell fiir eine Funktion f € £°(U) schreibt man die entsprechende Zerlegung des Differen-

tials df in der Form 7
df = of + of .

Ausgeschrieben bedeutet dies also:
o Of =, Of
of = ]E:l o2, dz; , Of := jEZl 5% dz; .

Insbesondere ist f € O (U) genau dann, wenn df = 0. Jedenfalls ist uns dies im Falle n = 1 bekannt
(Cauchy—Riemannsche Differentialgleichungen); in héheren Dimensionen handelt es sich bei dieser
Aussage allerdings um ein tiefliegendes Resultat von HARTOGS, das wir hier nicht beweisen kénnen.

In einer komplexen Veréinderlichen kann man festhalten:
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Lemma 27.4 Die Sequenz

0— 00— & Lol g
ist exakt auf jeder Riemannschen Fliche X .

Beweis. Wir konnen ohne Einschriankung annehmen, dafl wir uns in einer lokalen Karte U C C be-
finden. Nach den Vorbemerkungen ist die Exaktheit an der ersten beiden Stellen klar. Aber auch die
Surjektivitdt der Abbildung 0 : £° — £%! ist eine direkte Folge aus Satz 2. Denn ist die (0, 1)-Form
w vorgegeben, so ist sie lokal in einer Kreisscheibe D von der Gestalt gdz. Ist dann f eine Funktion
auf D mit 9f/ 0z = g, so ist

of = (0f)02)dz = w. O

Auf einer Riemannschen Fliche X konnen wir weiter das Differential von 1-Formen auf die (1, 0)-
Formen einschréanken:
of

d(fdz) = (Of + 0f) Ndz = — 5 dz NdZ .

Erneut mit Satz 2 schlieBt man, dafl der Garbenhomomorphismus d : £ — £2 surjektiv ist. Sein Kern
besteht aus den Keimen von (1, 0)-Formen f dz, deren Differential verschwindet. Dies ist aber gleich-
bedeutend mit der Holomorphie der Koeffizientenfunktion f. Diese Formen von der lokalen Gestalt
fdz mit holomorphen f sind gerade die Integranden der klassischen Funktionentheorie. Sie heiflen
auch holomorphe Differentiale oder besser holomorphe Differentialformen 1. Ordnung. Ihre Definition
héingt selbstverstéindlich nicht von der Wahl einer Karte ab. Als Kern eines Garbenhomomorphismus
bilden die Keime holomorpher Differentiale eine Garbe auf X , die man i. A. mit Q! bezeichnet. - Wir
fassen zusammen:

Lemma 27.5 Die Sequenz
0— Q — g0 2 g2 9

ist exakt auf jeder Riemannschen Fliche X . O

Wie die Garben £™ besitzen auch £ und £%! Teilungen der Eins und sind folglich azyklisch. -
Wir kénnen somit festhalten:

Folgerung 27.6 Auf jeder Riemannschen Fliche X hat man kanonische Identitdten
HY(X,0) = &%(X)/0E°(X) wund H' (X, Q' = &49(X)/de%(X) .
Die héheren Cohomologiegruppen HY(X, O) und HY(X, Q'), ¢ > 2, verschwinden.

Folgerung 27.7 Auf jeder nicht kompakten Riemannschen Fliche X sind die inhomogenen Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen in dem folgenden Sinne losbar : Zu jeder (0,1)-Form w auf X
gibt es eine Funktion f € £%(X) mit Of = w.

Bemerkung. Entsprechend wie im Falle n = 1 hat man fiir n Verdnderliche eine Zerlegung

MUy = P e,

ptg=m
Man nennt EP9(U) den Vektorraum der (p, ¢)-Formen; diese haben in lokalen Koordinaten die Gestalt
Y oas o mdm A Ndz, Nz A A dZ,
Es gibt einen linearen Operator 0 : P9 — EP4F! und fiir jede natiirliche Zahl 1 < p < n einen

Komplex
0 — QP — gp0 L gpl ... P L0,
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wobei 2P die Garbe der Keime von holomorphen p—Formen ist, die in lokalen Koordinaten von der
Form
Z Qjy,....5p del /\"'/\dsz mit Qjy,..jp € O(U)
1<j1 < <jp<n

sind. Die Garben &P'? sind azyklisch und kénnen zur Berechnung der Cohomologiegruppen der 2P
herangezogen werden.

Satz 27.8 (Dolbeault) Auf jeder komplez—analytischen Mannigfaltigkeit X der komplezen Dimensi-
on n ist der DOLBEAULT-Komplex

0 — QP —5 gp0 __, epl __ ... __, gpn __,
eine azyklische Auflosung von QP .
Insbesondere hat man kanonische Isomorphismen
HY(X, QP) = ker (0: EP9(X) — EPM(X))/ im (0 : EP1H(X) — EPI(X) .
Die Cohomologiegruppen HY(X, QP) sind Null fir ¢ > n.

Mit den Sétzen von DE RHAM und DOLBEAULT kann man Dualitdtssdtze fiir gewisse Cohomologie-
gruppen besser verstehen. Wir demonstrieren dies zuerst an der Existenz des ,,Cup—Produkts® in der
totalen Cohomologie

H*(X,K) = é HY(X, K)
q=0

einer reell n—dimensionalen differenzierbaren (parakompakten) Mannigfaltigkeit X mit Koeflizienten
in dem Korper K = R oder C. Dieses Produkt macht aus H*(X, K) tatséchlich einen (assoziativen)
Ring, den sogenannten Cohomologie—Ring von X mit Werten in K. Die Idee ist denkbar einfach: Da
Cohomologie—Klassen in H?(X, K) durch geschlossene Differentialformen vom Grad ¢ repréisentiert
werden, ben6tigen wir ein Produkt von zwei geschlossenen Formen ¢ und w vom Grad p bzw. ¢. Es
ist nur zu natiirlich, hierfiir das duflere Produkt o Aw zu wéhlen, das tatsichlich geschlossen ist wegen

dlcANw) =doANw £ o ANdw .
Ist aber ¢ = dn ein Rand und w geschlossen, so ist wegen
dnAw) =dnAw £ nAdw = 0 Aw
auch o Aw ein Rand. - Mit anderen Worten:
Lemma 27.9 Das Dachprodukt von p— und g—Formen induziert eine kanonische bilineare Abbildung
HP(X,K) x H1(X, K) — HP'(X, K).

Definition und Bemerkung. Man bezeichnet diese bilineare Abbildung auch als Cup-Produkt und
schreibt fiir das Bild zweier Klassen &, {; auch &, U&,. In der dualen Situation der Homologie ent-
spricht diese Bildung dem Cap—Produkt N, das vermoge des ,,Schnittes® zweier Zyklen definiert wird.
Als bilineare Abbildung induziert U eine lineare Abbildung

HP(X, K) ® H(X, K) — HP'(X,K),

die wir ebenfalls mit dem Symbol U belegen.

Ein Spezialfall liegt nun vor, wenn p + ¢ = n und X eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit
ist. In diesem Fall ist ¢ := o Aw eine n—Form, die wir iber X integrieren konnen. Das Integral hiangt
aber nur von der Cohomologieklasse von 1) ab; denn ist ¥ = dy, so ist nach dem Satz von STOKES

o o foeeo
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Es gibt somit auf jeder kompakten orientierten differenzierbaren Mannigfaltigkeit X der Dimension n
eine bilineare Abbildung, auch Paarung genannt,

HY(X,K)®@ H" (X, K) — K.

Eine Version des Dualititssatzes von POINCARE besagt nun das Folgende:

Satz 27.10 Fiir jede kompakte orientierte Mannigfaltigkeit X der reellen Dimension n sind die ka-
nonischen Paarungen
HI(X, Ky H"1(X,K) — K

nicht ausgeartet.

Bemerkung. Eine Bilinearform (-, -) : V4 ® Vo — K von K-Vektorrdumen heifit bekanntlich nicht
ausgeartet, wenn aus (vq, vy) fiir alle vy folgt, dal v; = 0 und vice versa. Hat man eine solche
Bilinearform gegeben, so induziert diese eine kanonische Isomorphie Vo = V* von Vo mit dem
Dualraum von V; und umgekehrt, sofern einer der beiden Réume endlich-dimensional ist. Dies ist
aus allgemeinen topologischen Griinden fiir die Cohomologiegruppen HY9(X, K) bei kompaktem X
richtig.

Wir kénnen also festhalten:

Folgerung 27.11 Fiir jede kompakte orientierte Mannigfaltigkeit X der reellen Dimension n ist fir
jedes q die Cohomologiegruppe H*4(X, K) der Dualraum zu H4(X, K).

Bemerkung. Auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten hat dieser Satz einen ganz konkreten analytischen
Hintergrund. Er besagt dann offensichtlich das Folgende:

Satz 27.12 Es sei w eine geschlossene q—Form auf der kompakten, orientierten differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit X . Genau dann ist w exakt, wenn fiir jede geschlossene (n — q)-Form o das Integral

/w/\on
X

Folgerung 27.13 Fiir jede kompakte Riemannsche Fliche X ist H*(X,C) = C.

15t.

Man kann ganz dhnliche Uberlegungen auch fiir die analytischen Cohomologiegruppen H?(X, QP)
durchfithren. - Wir beginnen unsere weiteren Untersuchungen, speziell im kompakten Fall, mit dem
folgenden unbewiesenen

Satz 27.14 Es sei X eine Riemannsche Fliche, und U CC V' seien offene Teilmengen von X . Dann
besitzt der kanonische Beschrinkungshomomorphismus

HY(V, 0) — H'(U, O)
ein endlich—dimensionales Bild.

Der Beweis ist schwer; er verwendet Hilbertraum-Methoden fiir L?-Funktionen. Der interessierte
Leser sei auf FORSTER, loc. cit., Satz 14.9 verwiesen. O

Der Satz scheint auf den ersten Blick hochgradig uninteressant zu sein, da in vielen Féllen die
beiden in dem Satz vorkommenden Cohomologiegruppen Null sind. Allerdings braucht man diesen Satz
als Zwischenschritt fiir solche Verschwindensaussagen, und er liefert Endlichkeitsaussagen fiir kompakte
X . Hier kann man z. B. U = V = X wéhlen und erhélt als unmittelbare Konsequenz:



27  Cohomologie-Theorie Riemannscher Fléichen 299

Satz 27.15 Fir jede kompakte Riemannsche Fliche X st

g = dimH' (X, 0) < c0.
Definition und Beispiel. Die Zahl g heifit das Geschlecht der Riemannschen Fliche X . Wir schreiben
dann auch g = ¢ (X). Wir wissen schon, da§ g = g (P;) = 0 ist.

Bemerkung. Dieser Satz ist viel allgemeiner richtig: Fiir jede kompakte komplexe Mannigfaltigkeit X
und jede kohdrente O—Modulgarbe F auf X ist

dimHY(X,F) < 0, ¢>0.

Hierbei ist ,Kohérenz“ ein Endlichkeitsaxiom, das z. B. zutrifft fiir lokal-freie Garben, also solche, die
lokal eine endliche Summe von Kopien der ,Strukturgarbe“ O sind. Die Garben QP sind von diesem

Typ.
Es gilt also:

Satz 27.16 Auf einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit X sind alle Cohomologiegruppen
H1(X, Q) endlich—dimensionale C—Vektorriume.

Bemerkung. Fiir die wichtigsten Garben auf kompakten Riemannschen Flichen beweisen wir diese
Aussage in dem nachfolgenden Kapitel.

Mit Hilfe der Dolbeaultschen Darstellung der Cohomologieklassen in HY(X, Q) durch 0-
geschlossene (p, ¢)—Formen gewinnt man auch hier eine Dualititstheorie. Wir betrachten dazu die
kanonische bilineare Abbildung

{ EPA(X) x EPTPNTA(X) — EMN(X) = £27(X)
(0 , w) — oA w

Ist hier z. B. w eine d-geschlossene Form und o 0-exakt, also ¢ = dn mit einer Form n € £P971(X),
so ist

OnAw) = (ON)Aw £nAdw = Aw.
Infolgedessen wird eine kanonische bilineare Abbildung
HiX, QY x H"4(X, Q" P) — H"(X, Q")

induziert. Klassen in H"(X, Q") kann man aber iiber kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten X der
komplexen Dimension n integrieren durch Integration eines Repriisentanten ¢ € £™"; denn ist ¢ =
O mit einer Form ¢ € £»"~ ! soist 9y € £ ~1 = 0 und damit diyy = ¢, so dafl nach dem Satz

von Stokes
X X 20X

Satz 27.17 Auf jeder n—dimensionalen kompakten komplezen Mannigfaltigkeit X ist fiir beliebige p, q
die zusammengesetzte bilineare Abbildung

ist. - Es gilt nun der folgende

R
HI(X, Q) x H"™9(X, Q""P) — H"(X, Q") — C

nicht ausgeartet. Insbesondere sind die endlich—dimensionalen Vektorrdiume
HY(X, Q") und H" (X, Q"7P)

dual zueinander.
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Wichtig fiir uns ist der eindimensionale Fall. - Wir deduzieren aus dem vorhergehenden Satz die
(unkanonischen) Isomorphien H%(X, Q') = H1(X, O) und H(X, Q') = HO(X, O), die im Anhang
des folgenden Kapitels noch verallgemeinert und bewiesen werden, und damit das folgende Resultat.

Folgerung 27.18 Auf einer kompakten Riemannschen Fliche X besitzt der Vektorraum H°(X, Q')
der globalen holomorphen 1-Formen, auch Abelsche Differentiale 1. Gattung genannt, die Dimension
g = g(X). Der Vektorraum H'(X, Q') hat die Dimension 1.

Dies alles kann man jetzt so miteinander kombinieren, dafl die topologische Bedeutung der zunéchst
analytisch definierten Grofie g = ¢ (X) evident wird. Wir starten dazu mit der kurzen exakten Sequenz

O—>(C—>Oi>91*>0

und wenden auf sie die lange exakte Cohomologiesequenz an. Indem wir abkiirzend H?(F) anstelle von
HY(X, F) schreiben, erhalten wir nach den vorherigen Uberlegungen eine exakte Sequenz der Gestalt

0 — H°C) — H°(0O) — H°(Q') — HY(C) — HY(O) — HY(Q') — H?*(C) — H?*(0)

I I I I I
C C C C 0

Da injektive bzw. surjektive Kérperhomomorphismen C — C bijektiv sein miissen, schlief3t man unmit-
telbar auf die Injektivitit der Abbildung H°(Q') — H!(C) und die Surjektivitit von H!(C) — H'(O).
- Wir fassen zusammen:

Satz 27.19 Fir jede kompakte Riemannsche Fliche X hat man eine kurze exakte Sequenz
0 — H%X, Q') — HY(X,C) — HYX,0) — 0.
Insbesondere ist dimec HY(X, C) = 2g, wenn g = g(X).

Denn: Jede kurze exakte Sequenz von endlich—dimensionalen Vektorrdumen ,spaltet“; insbesondere ist
der mittlere Term die direkte Summe der beiden dufleren Terme. O

Es sollte insbesondere moglich sein, eine geometrisch-kombinatorische Charakterisierung des Ge-
schlechtes einer kompakten Riemannschen Fldche X zu finden, die man direkt von ihrer topologischen
Gestalt ablesen kann. Dies ist in der Tat zutreffend: Die erste BETTI-Zahl b := dim H{(X, C) ist -
wieder aufgrund der POINCARE-Dualitit H'(X, C) = H;(X,C) - ebenfalls gleich 2g. Erzeuger der
ersten Homologiegruppe sind geschlossene Kurven auf X, die nicht homolog Null sind, also kein Ge-
biet auf X beranden. Auf P; gibt es keine solche Kurven, auf einem Torus offensichtlich zwei (nicht
zueinander homologe).

In der allgemeinen Fldchentheorie leitet man nun den folgenden, anschaulich vollig einsichtigen
Klassifikationssatz her.

Satz 27.20 Jede kompakte orientierbare Fliche, d. h. zweidimensionale topologische Mannigfaltigkeit
X st bestimmt durch die erste Betti-Zahl by = 2g. Topologisch ist X eine Sphdre S? mit g ange-
setzten Henkeln und damit eine Brezel-Flache mit g Ldéchern.

Beispiel. Im Falle ¢ = 2 sieht eine Brezel-Fliche wie folgt aus (mit eingezeichneten 2g = 4 Erzeugern
der ersten Homologiegruppe).

> (>

Figur 27.1
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Wegen dim Hy(C) = dim Ho(C) = 1 ist eine kompakte orientierte Fliche X topologisch auch
bestimmt durch ihre Fulerzahl

X (X) = dim Hy(X, C) — dim H'(X, C) + dim H*(X,C) = 2 — 2g.
Sie nimmt also die Werte 2, 0, —2, —4,... an. Insbesondere ist
X(S%) =2, x(C/Q) =0.

Die Eulerzahl 148t sich auch kombinatorisch durch Bestimmungsstiicke einer beliebigen Triangulierung
von X berechnen, wie in der algebraischen Topolgie bewiesen wird.

Satz 27.21 Fir jede Triangulierung einer orientierten kompakten Fldche X gilt
X(X) = e —e1 + ez,

wobei eq die Anzahl der Ecken, ey die Anzahl der Kanten und ey die Anzahl der Flachen der vorge-
gebenen Triangulierung bezeichnet.

Bemerkung. Dies ist eine Verallgemeinerung der beriihmten EULERschen Polyederformel
ey — €1 + ey = 2

fiir konveze Polyeder im R3, die man auch als Pflasterungen der Sphire S? auffassen kann. Kommt
in einer solchen Pflasterung als Flidche ein n—gon vor, so kann man dieses durch Einfiigen einer Ecke
im Inneren in n Dreiecke zerlegen. Dies erh6ht die Eckenanzahl ey um Eins, die Kantenanzahl e; um
n und die Fliachenanzahl es um n — 1, so daf} die alternierende Summe ey — e; + eo unveridndert
bleibt. Somit ist jedem konvexen Polyeder in R? eine Triangulierung von S? mit der gleichen Eulerzahl
zugeordnet.

Beispiele. Regulire Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder konnen als Triangulierungen der Sphire S2
aufgefaf3t werden. Fiir die Eulerzahl findet man in allen drei Fallen

4-6+4=6-124+8=20—-30+12=2.

Die folgende Figur reprisentiert eine Triangulierung eines Torus, wobei wie immer die gegeniiberliegen-
den Rénder identifiziert werden miissen.

Figur 27.2

Hier ist also eg = 8, e; = 24, e; = 16 und folglich die Eulerzahl gleich 0.

Wir wolleg als néchstes die Geschlechter zweier kompakter Riemannscher Flichen X, Y unter einer
verzweigten Uberlagerung p: X — Y mit Daten der Uberlagerung in Verbindung bringen. In diesem
Fall definiert man die Verzweigungsordnung in einem Punkt xy € X durch

v(zg) =v >0,
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wenn in einer lokalen Karte um zo die Abbildung p von der Gestalt z +— 2¥*! ist. Damit ist an allen
aufler endlich vielen Punkten v (xzg) = 0, und es existiert die totale Verzweigungsordnung

Vo= Z v (xg) .

ro€EX

Da p in der Nihe von g eine Uberlagerung mit Blétterzahl v (zg) + 1 ist, ist notwendig fiir alle
Yo € Y die Anzahl
> (o(wo) + 1)

p(z0)=Yo

konstant gleich b, der Blitterzahl der Uberlagerung p: X — Y.

Satz 27.22 (Riemann - Hurwitz) Ist p : X — Y eine verzweigte holomorphe Uberlagerung von
kompakten Riemannschen Fldchen mit totaler Verzweigungsordnung v und Bldtterzahl b, so gelten die
Formeln

und
v

g(X) = 5 +b(g)—-1)+1.
Beweis. Die zweite Formel ist nur eine Umformung der ersten. Wir kénnen uns also auf den Beweis der
ersten beschranken. Dazu trianguliert man die Riemannsche Fliche Y so fein, daf alle Bilder yy von
Verzweigungspunkten zy Ecken sind, aber in der ,ersten Umgebung* einer solchen Ecke keine weiteren
Bilder von Verzweigungspunkten liegen:

Figur 27.3

Eine solche Triangulierung kann offensichtlich (nach evtl. weiterer Verfeinerung) zu einer Triangulierung
von X ,geliftet* werden, in der alle Verzweigungspunkte von p Ecken sind. Es ist damit, da sich jeder
»Stern® um einen Verzweigungspunkt der Ordnung v ,ver—(v + 1)-facht®,

eo(X) = beg(Y) — Z v(zg) = beg(Y) — v
roEX

und weiter

e1(X) =ber(Y) und ex(X) = bex(Y) . O

Bemerkung. Im folgenden Kapitel beweisen wir die Riemann—Hurwitz—Formel ohne Verwendung von
Methoden der algebraischen Topologie mit rein analytischen Mitteln.

Bemerkung und Definition. Ist die Blatterzahl b = 2, so ist notwendig v die totale Anzahl der
Verzweigungspunkte von p in X und auch die Anzahl der Bilder der Verzweigungspunkte in Y .
Waihlt man in der Riemann—Hurwitz—Formel speziell Y = Py, also ¢g(Y) = 0, so ist notwendig

v

g(X) = 3 —1 und v =2(g(X)+ 1);.
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Die Anzahl der Verzweigungspunkte ist also immer gerade. Zeichnet man umgekehrt in der Rie-
mannschen Zahlenkugel 2(g + 1) Punkte aus, so hat jede zweifache Uberlagerung X von Py, die
genau in diesen Punkten verzweigt ist, das Geschlecht ¢. Dies ist z. B. der Fall fiir die Tori; wie
wir frither schon mit Hilfe der Theorie der elliptischen Funktionen gezeigt haben, kénnen diese als
zweifache Uberlagerung des P; mit 4 Verzweigungspunkten realisiert werden. Also sehen wir auch
mit der Riemann—Hurwitz—Formel, dafl das Geschlecht der Tori gleich 1 ist. Fiir ¢ > 2 nennt man
Riemannsche Flédchen von dem eben geschilderten Typ auch hyperelliptisch.

Bemerkung. Man kann sich fragen, welches die minimale Blatterzahl ist, mit der man eine Riemannsche
Fliache vom Geschlecht g dem P; verzweigt iiberlagern kann. Wir werden noch zeigen, dafl man stets
b < g + 1 erreichen kann. Tatséchlich kann man mit der Theorie der WEIERSTRASS—Punkte zeigen
(siehe FORSTER, loc. cit., Corollar 18.9), dafl man fiir ¢ > 2 sogar die schérfere Schranke b < ¢ hat.
Damit sind alle Fldchen vom Geschlecht g = 2 automatisch hyperelliptisch. Es gilt fiir ¢ > 2 sogar
die Abschitzung b < [g + 3/2], wobei fiir eine positive reelle Zahl = die grofite ganze Zahl, die
kleiner oder gleich z ist, mit [2] bezeichnet wird.

Es fehlt noch der Nachweis, dafl sich jede kompakte Riemannsche Fliche X der Riemannschen
Zahlenkugel verzweigt iiberlagern 148t. - Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus

Satz 27.23 Es sei U eine relativ kompakte offene Teilmenge der Riemannschen Fliche X . Dann
existiert zu jedem Punkt zy € U eine meromorphe Funktion h auf U mit einem Pol in zy, die
auferhalb von zy holomorph ist.

Denn fiir kompaktes X kann man U = X setzen und findet so eine meromorphe Funktion mit einem
vorgegebenen Pol zg € X . Damit ist h nicht trivial und definiert folglich eine eigentliche holomorphe
Abbildung h: X — P;.

Folgerung 27.24 Jede kompakte Riemannsche Fliche X besitzt eine holomorphe Uberlagerungsabbil-
dung nach Py .

Beweis von Satz 23. Nach Satz 14 ist die Dimension
k := dim im (HY(X, 0) — H'(U, 0)) < o0.

Sei Uy eine Koordinatenumgebung von zg (mit holomorpher Koordinate z),und es sei Uy := X\
{#0}. Dann ist Y := {Uy, Uy} eine Leraysche Uberdeckung von X . Auf UyNU; = Uy \ {2}
betrachte man die holomorphen Funktionen

fi(z) =277, j=12,....
Diese definieren Cozykel ¢; in Z'(U, O). Nach Voraussetzung sind die Einschrinkungen
G €2'EUNU,0), j=1,...k+1,

linear abhingig modulo Réindern, wobei N U die Uberdeckung (UyNU, U; NU) von U bezeichnet.
Da auch diese Leraysch ist, existieren Zahlen c,...,cx+1 € C, die nicht alle gleich Null sind, und
n = (h1, ha) € C°(UNU, O), so daBf

Clcl ++ Ck+1<]€+1 — (577 ngl ilﬂU

Somit ist ‘ ‘ ‘
hy —hy = — + = 4.+ 2 auf UynlnU.
z z 2k

Dann existiert eine meromorphe Funktion A auf U mit

k+1

C
By = oo, = he wnd - haw, = by = Y O
j=1
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Man kann Satz 23 noch wesentlich verschérfen.

Folgerung 27.25 Es set X eine kompakte Riemannsche Fliche mit vorgegebenen paarweise verschie-
denen Punkten z1,...,zm € X und vorgegebenen Werten ai,...,a, € C. Dann existiert f € M (X)
mit f(zr) = ax, k=1,...,m.

Beweis. Nach dem Satz zuvor (mit U = X ) gibt es zu fest vorgegebenem z; eine Funktion f; €
M (X), diein z; einen Pol besitzt und holomorph ist in zx, k # j. Setze dann
C_ fi(n
gk = i = L) e M(X).

fi = filz) + 1

Die Funktion g¢;; verschwindet in z; und besitzt den Wert 1 in z;. Als néchstes setzt man

he = H ger -

)
Fiir diese gilt h¢(zx) = g . Damit wird durch

f = Z aehg

{=1

eine meromorphe Funktion der gesuchten Art definiert. O

Als n#chstes beschéftigen wir uns in diesem Kapitel etwas genauer mit dem MITTAG-LEFFLER—
Problem auf kompakten Riemannschen Flichen. Jede Mittag-Leffler Verteilung u = (h,) € C°(U, M)
definiert per definitionem einen Cozyklus 6y := (h,.) € Z*(U, O) durch h,, = h, — h, . Die Vertei-
lung g ist genau dann lsbar, wenn die Klasse [6 ] in der Cohomologiegruppe H'(4, O) gleich Null
ist. Nun ist aber, wie wir im folgenden Kapitel beweisen werden, auf jeder kompakten Riemannschen
Fliche X die Cohomologiegruppe H'(X, M) = 0 (Folgerung 28.11). Somit gibt in diesem Fall auch
jeder Cozyklus in Z1(4, O) C Z1(4, M) AnlaB zu einer Mittag-Lefler—Verteilung. Da aber fiir g > 1
die Cohomologiegruppe H'(X, O) von Null verschieden ist, kénnen wir festhalten:

Lemma 27.26 Auf jeder kompakten Riemannschen Fliche vom Geschlecht g > 1 gibt es Mittag—
Leffler—Probleme, die nicht losbar sind.

Beispiel. Aus fritheren Uberlegungen im Zusammenhang mit elliptischen Funktionen wissen wir dies
schon fiir die Tori: Es gibt keine elliptischen Funktionen mit genau einem Pol erster Ordnung.

Es erhebt sich die Frage, wie man effektiv bestimmen kann, ob eine vorgegebene Mittag—Lefller—
Verteilung l6sbar ist. Man kann die Frage beantworten mit Hilfe der Dualitdtstheorie, die uns verméoge
der Paarung mit holomorphen 1-Formen ein Kriterium an die Hand gibt, wann eine Cohomologieklasse
mit Werten in O verschwindet.

Es sei also im folgenden eine holomorphe 1-Form w € H°(X, Q') vorgegeben. Durch Multiplikation
mit der Mittag—Leffler—Verteilung ;1 gewinnen wir eine 0—Cokette

pw = (h,wp,)

mit Werten in der Garbe der ,meromorphen® 1-Formen, also von Formen, die lokal die Gestalt hdz
mit einer meromorphen Funktion h besitzen. Wir bezeichnen diese Garbe mit M?!.
Wir zeigen als erstes, dafl man einer beliebigen meromorphen 1-Form w an jeder Stelle zg € X
durch
resg, (hdz) 1= resy h

ein wohldefiniertes Residuum zuordnen kann. Ist ndmlich

h(z) = Z cn 2"

n=-—oo
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die Laurent-Entwicklung von & in einer geeigneten Karte = D mit Koordinate z und z = 0 in zg,

so existiert eine Stammfunktion g (z) von h(z) — c_1/z. Dann ist
dg = (h(z) - c;1> dz und damit w = dg + 1.
z z

Formen vom Typ dg besitzen aber in keinem Koordinatensystem ein Residuum. Ist ndmlich

g(z) = Z dp 2"

n=—oo

die Laurent—Entwicklung in irgendeiner Koordinate, so ist

dg(z) = ( i ndnz”_l)dz.

n=-—oo
Auch die Form dz/z hat in jedem Koordinatensystem das Residuum 1. Denn ist w = ¢ (z) eine
Koordinatentransformation um 0, so ist

dw (2

dw _ ¢

w p(2)

Nach Voraussetzung besitzt ¢ im Nullpunkt eine Nullstelle 1. Ordnung, so daf reso(¢’(2)/ ¢(2)) = 1.

Warnung. Eine dhnliche Uberlegung zeigt, daB das Residuum fiir isolierte Singularititen von Funktio-
nen auf Riemannschen Flachen nicht invariant unter Koordinatentransformationen definiert ist.

Kommen wir nun zu der 0-Cokette pw zuriick. Wir kénnen selbstversténdlich annehmen, dafl h,w
auf U, nur endlich viele Polstellen besitzt. An jeder dieser Stellen z ist das Residuum res,,(h,w)
definiert und unabhéngig von der offenen Menge U, , in der z( liegt, da in U,, die Differenz h,w —
hgw = (h, — hy)w holomorph ist. Somit existiert

res (pw) = Z res, (pw) .
zeX

Man rechnet verhiltnisméBig einfach aus (wir holen die Rechnung in dem Anhang des folgenden Kapitels
nach), daB fiir die Paarung einer die Cohomologieklasse [ u] reprisentierenden (0, 1)-Form o, mit
der holomorphen (1, 0)-Form w die folgende Formel gilt:

([opl,w) = /X opNw = (2mi)res (pw) .

Wir erhalten somit den folgenden Satz.

Satz 27.27 FEine Mittag—Leffler—Verteilung p auf der kompakten Riemannschen Fliche X ist genau
dann l6sbar, wenn fir alle w € Q' die Residuen

res (pw)
verschwinden.

Bemerkung und Beispiel. Dies sind g = ¢(X) lineare Bedingungen an die Cohomologieklasse der
vorgegebenen Mittag—Leffler—Verteilung. Fiir einen Torus X = C/Q ist ein Erzeuger von Q!(X)
gerade die durch die Q2-invariante Form dz auf C induzierte Form auf X . Liftet man eine vorgegebene
Mittag-Leffler—Verteilung auf X nach C, so bedeutet die im vorigen Satz abgeleitete Bedingung
gerade, dafl die Summe ihrer Residuen in einem Fundamental-Parallelogramm gleich Null sein mu$.

Zum Abschluf notieren wir noch den Residuensatz fiir kompakte Riemannsche Flachen. Man beachte
hierbei, dafl unsere obige Definition eines Residuums auch fiir beliebige isolierte Singularititen von
holomorphen 1-Formen ihre Giiltigkeit behélt.
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Satz 27.28 Es sei w eine holomorphe 1-Form auf der kompakten Riemannschen Fliche X mit end-

lich vielen isolierten Singularititen xi,..., T, . Dann gilt
Z res;w = 0.
zeX

Durch Anwendung dieses Satzes auf die meromorphe 1-Form dh/h fiir eine nicht triviale mero-
morphe Funktion h auf X gewinnt man die anschliefende Folgerung, die man auch unmittelbar aus
der Theorie der verzweigten Uberlagerungen hétte herleiten kénnen.

Folgerung 27.29 Fiir jede nicht triviale meromorphe Funktion h auf einer kompakten Riemannschen
Fliche X gilt

Z ord, h = 0.

zeX

Denn es ist
dy h = res,— . O
or resy =
Zum Nachweis von Satz 28 benétigen wir noch das folgende

Lemma 27.30 Fliir jede Differentialform w € EY(X) mit kompaktem Triger auf einer Riemannschen

Fldche X st
/ dw = 0.
X

Beweis. Durch Multiplikation mit einer Teilung der Eins in einer Umgebung des Trégers von w kann
man erreichen, dafl w zerlegt werden kann in eine endliche Summe w; + -+ 4+ wy, , wobei jedes w;
einen kompakten Trager in einer zu D biholomorph dquivalenten Karte U ]’ besitzt. Mit geeigneten
relativ kompakten Karten U; CC U ]’ , die ebenfalls den Trager von w; enthalten und zu Kreisscheiben
biholomorph dquivalent sind, ist dann unter Verwendung des Satzes von GAUSS in der Ebene:

dw = dw; = dw; = = -

Beweis von Satz 28. Wir wéhlen paarweise disjunkte Umgebungen U; der Punkte z;, relativ kompakte
Teilmengen V; CC U; mit z; € V; und C*°-Funktionen f; auf X, die Tréger in U; besitzen und
jeweils auf V; identisch Eins sind. Mit f := 1 — (f1 +---+ fmm) ist die Form fw identisch Null auf
jedem V;\ {z;} und daher in jeden Punkt z; hinein fortsetzbar. Da fw kompakten Tréger besitzt,
ist nach dem vorstehenden Lemma
/ d(fw) = 0.
X

Auf V;\{z;} ist fjw = w und damit d(fjw) = dw = 0, da w eine holomorphe Form auf
X' = X\{1,...,2y } ist. Somit kann man d(f;w) als eine 2-Form auf ganz X auffassen, die einen

kompakten Triger in U; N X' besitzt. Wegen d(fw) = — Z d(fjw) ist dann aber

j=1

é/xd(fjw) =0.

Wenn wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit U; mit dem Einheitskreis D um den Nullpunkt
x; = 0 identifizieren, so gibt es Zahlen 0 < ¢ < r < 1, so daf supp f; C D, und (fj)lfs = 1. Mit
dem Residuensatz in der komplexen Ebene ist dann schliefflich

/X d(fjw) = ~/£§z§7-d(fjw) = — /8DE fjw = —2mires, w . O
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Die folgenden beiden Kapitel widmen wir den Sétzen von RIEMANN-ROCH und von ABEL-JACOBI. Es
sei im folgenden X eine kompakte Riemannsche Flache vom Geschlecht ¢. Ein Divisor auf X ist eine
(formale) Summe
D = Z a(x)x, a(x)eZ, fastalle a(z) =0,
reX

also in konzeptionellerer Auffassung eine Abbildung D : X — Z, die fast iiberall, d. h. bis auf endlich
viele Stellen z € X, verschwindet??. Die Koeffizienten a(z) sind dann zu interpretieren als die
Funktionswerte D (z). Man nennt die Teilmenge {x € X : D (x) # 0} auch den Triger des Divisors
D, in Zeichen supp D . Die Menge Div X aller Divisoren bildet unter der Addition von Z-wertigen
Funktionen eine abelsche Gruppe. Sie besitzt eine partielle Ordnung: Man schreibt D* > D genau
dann, wenn D* — D > 0,wobei D >0 gesetzt wird, falls D (z) > 0 ist fiir alle z € X . Einen vom
Nulldivisor 0 verschiedenen Divisor D > 0 nennt man auch positiv und schreibt dann D > 0. Jeder
Divisor D schreibt sich eindeutig in der Form D = D%t — D~ wobei die Divisoren D* und D~
nicht negativ sind und disjunkte Tréger besitzen.

Definition. Auf der Gruppe Div X hat man einen kanonischen Gruppenhomomorphismus
Div X — Z
D:Za(x)xH Za(a:).

Man nennt deg D den Grad des Divisors D . Die Divisoren vom Grad 0 bilden eine Untergruppe von
Div X, die oft auch mit Divg X bezeichnet wird.

deg :

Jeder nicht trivialen meromorphen Funktion h € (M (X))* ist der Null und Polstellen—Divisor

div h = Z ng(h)x, ngz(h) = Nullstellenordnung von h in =z
zeX

zugeordnet. Wir schreiben N = N, fiir den Nullstellen-Divisor (div k)™ und P = P, fiir den
(absoluten) Polstellen-Divisor (div h)~ der Funktion h. Es gilt stets wegen des Residuensatzes auf
kompakten Riemannschen Flichen X (siehe Folgerung 27.29)

deg divh =0 d.h. div h € Divg X .

Weiter ist div(gh) = divg + div h etc. Also ist {divh : h € M(X)*} eine Untergruppe von
Div X, die die Gruppe der Hauptdivisoren Divyg X auf X heifit.

Definition und Bemerkung. Man nennt die Quotientengruppe Divy X/ Divy X auch die PICARD-
Gruppe Pic® X von X . Sie kodiert alle Divisoren auf X vom Grad Null, die nicht Null- und
Polstellendivisoren von globalen meromorphen Funktionen auf X sind. Wir werden im folgenden Ka-
pitel nachweisen, dafl sie die Struktur eines g-dimensionalen Torus besitzt. Sie kann auch identifiziert
werden mit der Gruppe der holomorphen Geradenbiindel iiber X , die topologisch trivial sind.

Kommen wir zuerst zu dem Satz von RIEMANN und ROCH. Es sei D = Y a(x)x ein Divisor auf
der kompakten Riemannschen Fliche X . Statt des Problems, die Gleichung

divh=-D, heM(X)

22Wir hoffen, daB der Leser keine Schwierigkeiten damit hat, da wir bislang das Symbol D vornehmlich fiir Kreis-
scheiben verwendet haben.
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fiir einen Divisor vom Grad 0 zu l6sen, kénnen wir auch fragen, ob es zu einem beliebigen Divisor D
eine meromorphe Funktion h € M (X) gibt mit

divh > —-D, also divh+ D >0,

und gegebenenfalls wieviele? Hierbei hat das Minuszeichen auf der rechten Seite keine tiefere Bedeu-
tung und steht dort aus historischen Griinden. Unsere Aufgabenstellung lautet also préziser, wenn wir
den vorgegebenen Divisor D in der obigen Form DT — D~ zerlegen: Bestimme die Dimension des
Vektorraums aller meromorphen Funktionen A auf X mit

PhSDJr und N, > D™ .

Darauf gibt der Satz von Riemann—Roch nun eine Antwort. - Wir miissen zuniichst einige neue
garbentheoretische Definitionen bzgl. eines festen Divisors D € Div X geben. Fiir jede offene Menge
U C X setzen wir

Op(U) :=={heM(@U):divh > -Dy}.

Dies liefert offensichtlich eine Garbe, die zudem eine Untergarbe von M ist: O C M.
Die wichtigsten Eigenschaften dieses Systems von Garben fassen wir in dem folgenden Lemma zu-
sammen.

Lemma 28.1 Es gilt Op = Opx , falls D* — D € divyg X . Insbesondere ist jede der Garben Op
lokal isomorph zu der Strukturgarbe O . Fiir zwei Divisoren D < D* st in kanonischer Weise Op
eine Untergarbe von Opx: Op C Opx .

Beweis. Unter der Voraussetzung D* — D = div h liefert der vermoge der Multiplikation mit h gegebe-
ne O-Modulautomorphismus von M auf sich selbst nach Einschréankung auf O+ einen Garbenisomor-
phismus Opx — Op, damit div g > —D* sofort div(hg) = div h +divg > divh — D* = =D
folgt und umgekehrt.

Die lokale Isomorphie Op = O folgt aus dem ersten Teil aufgrund der Tatsache, dafl jeder Divisor
D lokal selbstverstiandlich ein Hauptdivisor ist: Zu jedem Punkt x € X existiert eine Koordinatenum-
gebung U, deren Durchschnitt mit supp D hoéchstens aus dem Punkt x besteht, und folglich gibt es
eine meromorphe Funktion h € M (U) mit divh = D, .

Die letzte Behauptung folgt trivialerweise aus —D > —D* . (]

Bemerkung. Wegen der lokalen Isomorphie ((’)D)lU = O kann man die Garben O, auch als
Garben von Keimen von holomorphen Schnitten in geeigneten holomorphen Geradenbiindeln iiber der

Riemannschen Fliache X auffassen. Einzelheiten dazu findet man weiter unten im Text.

Als erste leichte Ubung erhalten wir die einfache und dennoch spiter sehr folgenreiche Aussage.
Lemma 28.2 Fir Divisoren D mit deg D < 0 ist H*(X, Op) = 0.

Beweis. Angenommen, es existiert 0 # h € H%(X, Op,) Damn ist divh > —D und folglich
degdiv h > deg(—D) = —deg D > 0. Dies ist ein Widerspruch zu deg divh = 0. |

Wir werden jetzt die Formel von Riemann und Roch in cohomologischer Fassung formulieren und
nach zwei kurzen Anwendungen zumindest teilweise herleiten. Die zunichst ausgelassenen Beweise der
Endlichkeitsaussagen werden spéter mit Hilfe der noch zu entwickelnden konkreten Dualitdtstheorie
nachgeliefert.

Satz 28.3 (Riemann - Roch) Es sei X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g =
g(X), und D € Div X sei ein beliebiger Divisor. Dann sind die Vektorrdume H°(X, Op) und
HY(X, O) endlich dimensional, und es gilt :

dim H(X, O,) — dim H' (X, Op,) =1 — g + deg D..



28 Der Satz von Riemann - Roch und Einbettung Riemannscher Flichen 309

Bemerkung. Aus der Formel des Satzes von Riemann—Roch folgt die Ungleichung
dim H°(X, 0p,) > 1 — g + deg D,
die tatséchlich historisch auf RIEMANN zuriickgeht. Insbesondere ist
H%(X,0p) #0, falls degD > g.

Der eigentliche Beitrag von ROCH besteht in der Bestimmung der Dimension des Fehlerterms
H'(X, O) in der Ungleichung von Riemann, die auch als Spezialititsinder des Divisors D bezeichnet
wird. Rochs Interpretation des Spezialitdtsindex koénnen wir allerdings aus der obigen modernen
Formulierung erst nach dem schon mehrfach angekiindigten Beweis eines allgemeineren Dualitdtssatzes
im Sinne von SERRE gewinnen.

Schon die Riemannsche Ungleichung gestattet zwei wesentliche Einsichten in die Theorie der kom-
pakten Riemannschen Flichen.

Folgerung 28.4 Jede kompakte Riemannsche Fliche X vom Geschlecht g lafit sich als verzweigte
Uberlagerung von P1 mat einer Bldtterzahl < g + 1 realisieren.

Beweis. Man wihle einen festen Punkt xp € X und den positiven Divisor D := (g + 1) - zp. Nach
der obigen Bemerkung ist dann dim H%(X, O) > 2. Somit mu§ der Vektorraum H°(X, O,) mehr
als die holomorphen, also die konstanten Funktionen enthalten. Anders ausgedriickt: Es gibt eine mero-
morphe Funktion h auf X, die in x( tatséichlich einen Pol besitzt (von einer Ordnung < g 4+ 1) und
ansonsten holomorph ist. h: X — P; ist dann eine verzweigte Uberlagerung von einer Blitterzahl, die
g + 1 nicht tibersteigt. O

Folgerung 28.5 Jede kompakte Riemannsche Fliche X mit Geschlecht 0 ist konform dquivalent zur
Riemannschen Zahlenkugel Py .

Denn eine verzweigte Uberlagerung mit der Blitterzahl 1 kann nur eine biholomorphe Aquivalenz
sein. ]

Den Beweis des Satzes von Riemann-Roch fithrt man so, dal aus D < D* und der Richtigkeit
fiir einen der beiden Divisoren die Richtigkeit fiir den anderen folgt. Also bleibt dann nur noch iiber,
den Fall D = 0 zu behandeln. Hier ist aber nichts zu beweisen, da nach Definition O, = O fiir den
Nulldivisor D = 0 gilt und damit

dim H°(X, O) —dim H'(X, Op,) =1 — g + deg 0
ist.

Da man von jedem Divisor D zu jedem anderen Divisor D* durch endlich viele Additionen oder
Subtraktionen von Punktdivisoren 1-x gelangt, konnen wir annehmen, daf3

D* =D+ 1.z

mit einem fest gewéhlten Punkt zp € X gilt. Dann ist D* > D und folglich O}, eine Untergarbe
von Opx .

Der Schliissel zum Beweis des Satzes von Riemann—Roch liegt in der Untersuchung der Quotientengarbe

*
QP = Opx/ 0y, .

Wegen Opx = O auflerhalb des Punktes zg ist dies eine Garbe, deren Halme an allen Stellen
x # x trivial sind. Lokal in einer Kartenumgebung mit z = 0 an der Stelle xy wird ein Schnitt in
dem Quotienten reprisentiert durch einen Schnitt in Opx , also durch eine meromorphe Funktion des

Typs
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(+) h(z) == 2""(c+crz+cpz?+---) mit n:= D*(xg) = D(zo) + 1.

Modulo Schnitten in O, ist dieser Schnitt folglich eindeutig représentiert durch die Zahl ¢ in der For-

mel (+). Mit anderen Worten: Es gibt eine Isomorphie von C-Vektorrdumen (Qg >k)m = C. Schnitte
0

in der Quotientengarbe sind also Abbildungen U — C mit Tréiger in xg, also vollig festgelegt durch

ihren Wert an der Stelle xg ; insbesondere ist
HO(U, Qg*) ~ C falls 29€U und HYU, Qg*) ~0 falls 2o ¢U.

Die Cohomologiegruppe H!(X, Qg*) verschwindet aber, da offensichtlich die Garbe Qg* Teilungen

der Eins besitzt?3. Mit der langen Cohomologiesequenz gewinnt man folglich aus der kurzen exakten
Garbensequenz

0—>0D—>0D*—>Qg*—>0

die lange exakte Sequenz
*
0 — H(X, 0,) — HOX, Ops) — HO(X, Q2°)

— HY(X, 0p,) — H'(X, Opx) — H'(X,Q2") =0

Da nach den vorstehenden Uberlegungen die Dimension des Vektorraums H O(X, Qg*) gleich Eins ist,
ist HY(X, O})) genau dann endlich dimensional, wenn dies fiir H°(X, Opx) zutrifft. Fiir D = 0 ist
aber H°(X, Op) = C, und daraus folgt per Induktion die Endlich-Dimensionalitt aller Vektorrdume
H°(X, O,). Aus dem gleichen Grunde gewinnt man die Einsicht, daf8 alle Vektorrdume H'(X, Op)
von endlicher Dimension sind, wenn man dies fiir einen einzigen Divisor zeigen kann. Mit Dualitdts-
theorie werden wir aber sehen, daB fiir jeden kanonischen Divisor?* K der Vektorraum H'(X, Ok)
eindimensional ist.

Wir werden fiir den Rest des Beweises davon ausgehen, dafl wir es mit einer exakten Sequenz von end-
lich dimensionalen Vektorrdumen zu tun haben. Fiir eine solche ist notwendigerweise die Wechselsumme
der Vektorraum-Dimensionen gleich Null, wie eine leichte Uberlegung mit Linearer Algebra vermittels
Zerlegung der Sequenz in kurze exakte Sequenzen und die Dimensionsformel fiir kurze exakte Sequenzen
ergibt. Wir erhalten damit die Aussage, daf3

dim H(X, O0p,) — dim H(X, Op) + dim HO(X, Q2") — dim H'(X, O,,) + dim H'(X, Opx) = 0
oder, anders zusammengefaf3t, dafl
dim H*(X, O,) — dim H'(X, O,) + 1 = dim H°(X, Opx) — dim H' (X, Opx) .
Wegen deg D* = deg D + 1 ist der Ausdruck
dim H°(X, O,) — dim H'(X, O,) — deg D
unabhéngig von dem Divisor D. a

Zur konsistenten Behandlung der Dualitétstheorie im Rahmen der Garben O auf kompakten
Riemannschen Flichen ist es zweckmiéflig, auch das Null- und Polstellen—Verhalten einer meromorphen
1-Form in einem Divisor zu kodieren. Hat die Form w € M'(X) in zwei verschiedenen Koordinaten
w und z mit w = ¢ (z) die Darstellungen

w = f(2)dz = g(w)dw,

23Sie ist sogar welk, d. h. jeder Schnitt auf einer offenen Menge 148t sich zu einem Schnitt auf ganz X fortsetzen. Solche
welke Garben besitzen stets nur triviale Cohomologie.
24Dieser Begriff wird auf der folgenden Seite konkret eingefiihrt.
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soist f(z) = g(¢(2)) ¢'(2) und damit
(div f) (2) = (div ¢) (¢ (2)) wegen (div ¢')(z) = 0 fiir alle z.

Somit wird durch
divw = div(fdz) := div f

der Form w lokal ein von dem Koordinatensystem unabhéngiger Divisor und damit auch global ein
Divisor div w zugeordnet, der additiv in w ist und der Bedingung

div(hw) = div h + divw fir he M(X), weM(X)
geniigt.

Definition. Wir definieren analog zu den Garben O, fiir eine offene Teilmenge U C X den Modul
Q}) (U) durch {we MY(U): divw > — D }. Dies liefert diesmal eine O-Untergarbe Q}j c M.

In einem gewissen Sinne ist die Einfithrung dieser Garben iiberfliissig.

Definition und Bemerkung. Jeder Divisor der Form div w mit einer nicht trivialen meromorphen
1-Form w € MY(X) heifit ein kanonischer Divisor und wird im Allgemeinen mit dem Symbol K
belegt. Solche Divisoren existieren, da es nicht triviale meromorphe Funktionen A auf X und damit
auch nicht triviale meromorphe 1-Formen, z. B. w := dh, gibt.

Beipiel. Aus der Transformationsformel w = 1/ 2z auf dem Py ergibt sich
dw = — dz.

Somit besitzt P; eine nicht triviale meromorphe 1-Form mit dem kanonischen Divisor K = —2z,
wobei zg den Nullpunkt im Koordinatensystem Uy bezeichnet. Hieraus schlieft man sofort, dafl jeder
Divisor D auf Py mit deg D = —2 kanonisch ist.

Lemma 28.6 FEs sei K ein kanonischer Divisor auf der kompakten Riemannschen Fliche X . Dann
besteht fiir jeden Divisor D eine kanonische Isomorphie
Oprx — Q.
Beweis. Es sei K = div w ein kanonischer Divisor zu der nicht trivialen meromorphen 1-Form w auf
X . Ist dann h € Op 1 (U), soist hw), € ML(U) mit
div(hw) = divh + divw, = (D) + Ki;) + Ky = —Dy;

Somit liefert die Zuordnung h +— hw‘U einen Garbenhomomorphismus Op - — Q}j.

Fiir diese Abbildung kann man aber auch sofort eine Umkehrabbildung hinschreiben. Ist nédmlich
n € MY U) vorgegeben, so existiert eine eindeutig bestimmte meromorphe Funktion h auf U mit
n = hw‘U. Mit der gleichen Rechnung wie zuvor sieht man, dafl divh > —(D + K)lU, falls
divn > —DIU . (]

Der allgemeine Dualititssatz auf kompakten Riemannschen Fldchen kann nun sehr einfach wie folgt
formuliert werden.

Satz 28.7 (Serre - Dualitét) Man hat einen kanonischen Isomorphismus

H(X, QL) = H'(X, 0p)" .
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Wir verschieben den Beweis in den Anhang dieses Kapitels. Siehe auch FORSTER, loc. cit., 17.9. (]

Bemerkungen. 1. Hiermit lautet die Formel von Riemann und Roch in klassischer Fassung wie folgt:
dim H(X, Op)) — dim H*(X, Q' ) =1 — g + deg D
fiir jeden Divisor D auf einer kompakten Riemannschen Fliche X vom Geschlecht g.

2. Satz 6 beinhaltet beide Aussagen von Satz 27.17 fiir kompakte Riemannsche Flichen. Denn setzt
man D = 0, so kommt

HY(X, 0)* =2 H'(X, 0,)* = H°(X, Q)) = H°(X, Q") .
Auf der anderen Seite hat man

HY (X, 0" = HY(X, Q)" = H'(X, 0,)" =2 H'(X, Q' ) = H'(X, 0).

Folgerung 28.8 w sei eine nicht triviale meromorphe 1-Form auf X wvom Geschlecht g. Dann folgt
deg K = degdivw = 2(g — 1) .
Beweis. Aus dem Dualitdtssatz als auch aus dem Satz von Riemann—Roch resultiert die Gleichungskette
g — 1 =dim H°(X, Q') — dim HY(X, Q') = dim H*(X, O) — dim H'(X, Oy)
=1—-g+deg K,
aus der sich unmittelbar die Behauptung ergibt. |
Wir schlieen noch einen weiteren Beweis der RIEMANN-HURWITZ—Formel an (siehe Satz 27.22).
Aufgrund der soeben hergeleiteten Folgerung ist die EULER—Charakteristik x (X) = 2 — 2¢g einer kom-

pakten Riemannschen Fliche X vom Geschlecht g gleich dem Negativen des Grades jedes kanonischen
Divisors Ky . - Wir kénnen die in Rede stehende Beziehung daher auch wie folgt in eine Formel gieflen.

Satz 28.9 (Riemann - Hurwitz) Ist p : X — Y eine verzweigte holomorphe Uberlagerung von
kompakten Riemannschen Flichen mit totaler Verzweigungsordnung v und Bldtterzahl b, so gilt die
Formel

deg Ky = bdeg K, + v .

Beweis. Es sei n eine nicht triviale meromorphe 1-Form auf Y ; dann ist w := p*n eine entsprechende
Form auf X und folglich deg K, = deg div 7, deg Ky = deg div w. Ist nun p in einer lokalen Karte
um einen Punkt in X von der Form z +— w := z°"! und 7 lokal um den Bildpunkt (bis auf einen

nirgends verschwindenden Faktor) von der Gestalt w™dw mit n € Z, so ist w lokal im Wesentlichen
von der Form z"(v+D+v(y .

Bezeichnen wir nun mit n; die entsprechenden Ordnungen in den kritischen Werten y; € Y und mit
vji die Verzweigungsordnungen von p in den Urbildern x5 € p~'(y;), so ist also

deg K = Z n; und deg Ky = Z nj(vjr + 1) + vji .
J Jik

Die ganz rechts stehende Doppelsumme stimmt aber wegen Z (vjr +1) = b und Z v = v mit
b deg K, + v {iiberein. k ik O
Bemerkung. Man beachte die vollige Analogie zu dem fritheren Beweis mit der homologischen Methode
der simultanen Triangulierungen von X und Y .

Wir zeigen als néchstes, dafl fiir deg D >> 0 die Garbe Op sehr viele Schnitte besitzt, und
danach, wie man mit deren Hilfe die kompakte Riemannsche Flache X als abgeschlossenen analytischen
Unterraum eines projektiven Raumes Py realisieren kann.
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Satz 28.10 Ist D ein Divisor mit Grad deg D > 2(g — 1). Dann gilt
HY(X,0,) =0

und
dim H°(X,0,) =1 —g+degD > g — 1.

Beweis. Nur die erste Aussage ist zu zeigen; es ist tatsichlich
HY(X,0p)" = HY(X, Q! ) = HY(X, 0_p x) =0
wegen Lemma 2, da

deg(—D + K) = —deg D + deg K < —deg K + deg K = 0. O

Im Zusammenhang mit der Losung von Mittag—Leffler—Problemen auf kompakten Riemannschen
Fléchen X in Kapitel 27 haben wir an einer Stelle benutzt (Lemma 27.26), daf die erste Cohomologie-
gruppe H'(X, M) mit Werten in der Garbe der Keime von meromorphen Funktionen verschwindet. -
Wir holen den Beweis jetzt nach.

Folgerung 28.11 Fiir jede kompakte Riemannsche Fliche X ist
HY (X, M) =0.

Beweis. Es sei (h,) € Z'(4, M) ein 1-Cozyklus zu einer Uberdeckung £ mit Werten in M . Indem
wir evtl. zu einer endlichen Verfeinerung U von il iibergehen, deren Elemente relativ kompakt in
Elementen von 4 enthalten sind, kénnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen,
daB die Funktionen h,, nur endlich viele Polstellen besitzen. Infolgedessen gibt es einen positiven
Divisor D mit deg D > 2g — 2, so daB (h,,) € ZY(U, Op). Mit H'(U, Op) = 0 folgt dann die
Behauptung. O

Wir wollen abschliefend mit Hilfe von Satz 10 fiir eine beliebige kompakte Riemannsche Flache X
vermdge von Schnitten in einer geeigneten Garbe Op, deg D >> 0, eine holomorphe Einbettung in
einem projektiven Raum Py konstruieren. Wir wéhlen dazu deg D so grof}, dal O, ,viele® Schnitte
besitzt (wieviele wir brauchen, wird im Laufe des Gedankengangs noch deutlich werden), und bezeichnen
mit

50,...,5y eine Basis von HY(X, Op) -
Lokal um jeden Punkt von X existiert eine Umgebung U und eine meromorphe Funktion h € M (U)
mit div h = D‘U , so dafl die Multiplikation mit h auf U einen Garbenisomorphismus

h:Op = 0
induziert. Man setze nun
fo = 50h7--~7fN = SNh .
Hiermit wird eine holomorphe Abbildung
fy s U—=CNT' durch  fy(2) == (fo(@),..., fn(2))

definiert. Durch eine andere Wahl von h wird f;;(x) nur an jeder Stelle x € U durch einen Faktor
c(z) # 0 abgeéndert.
Nun impliziert fiir einen Schnitt s € H°(X, Op) die Bedingung (sh)(z) = 0 an einer Stelle
z e U, dafl
se H'(X, 0, ) CH (X, 0,).

Wire also f;;(x) = 0 fiir ein z € U, so wiirde folgen:

HY(X,0, )= H'X,0p).
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Dies kann nach Satz 10 fiir deg D > 2(g — 1) + 1 wegen deg (D — z) = deg D — 1 aber nicht sein.
Ebenso folgt aus

HY(X,0,_, ) S HY(X,0p_,)

fir degD > 2(g — 1) + 2 = 2g, daB es stets Schnitte s € H°(X, O,) gibt mit
s(z)y =0, sy #0 fir z#y.
Hieraus folgt: Es gibt eine wohlbestimmte injektive (holomorphe) Abbildung
f: X — Py = Py(C) = CVTI\ {0}/C*.
Wendet man das obige Argument fiir x = y an, so ergibt sich ebenfalls sofort, dafy das Differential
df (x) # 0 fur alle z € X

ist. Wegen der Kompaktheit von Py schliet man daraus, daf§ das Bild f (X) C Py eine abgeschlos-
sene komplexe Untermannigfaltigkeit der Dimension 1 von Py und die Abbildung f: X — f(X)
biholomorph ist. O

Bemerkungen. 1. Die oben konstruierte holomorphe Abbildung X — Py héngt nicht wesentlich, wie
es zunéchst den Anschein haben kénnte, von der Basis s, ...,sy des Schnittmoduls H°(X, O)) ab.
Geht man ndmlich zu einer anderen Basis iiber, so bedeutet dies nur die Hinterschaltung eines linearen
Automorphismus von Py .

2. Der berithmte Satz von CHOW besagt, dafl jede abgeschlossene analytische Untervarietdt X des
projektiven Raumes Py (C) algebraisch ist in dem Sinne, dafl es endlich viele homogene Polynome
Py, ..., P, in den Variablen z,...,zy gibt mit

X ={lz0::2nv] €PN : Pi(20,...,2N) == Pp(20,...,2n) = 0} .

Wir sehen damit erneut, dafl kompakte Riemannsche Flichen X auch als algebraische Kurven aufgefafit
werden konnen.



Anhang: Der Serresche Dualitéitssatz

Wir werden in diesem Anhang den SERREschen Dualititssatz in einer (auf den ersten Blick anderen)
Situation beweisen. Dafl die hier behandelte Version exakt mit der im Haupttext formulierten tiberein-
stimmt, werden wir im abschlieBenden Kapitel 29 zeigen.

Wir betrachten in diesem Anhang holomorphe Geradenbiindel L auf der kompakten Riemannschen
Fliche X, die man formal als Elemente von H!(X, O*) definieren kann. (Zu ihrer geometrischen
Interpretation siehe Kapitel 29). Ein holomorphes Geradenbiindel L wird somit bzgl. einer geeigneten
offenen Uberdeckung {4 = (U,),c; von X gegeben durch einen 1-Cozyklus in H' (4, O*), also durch
ein System von invertierbaren Funktionen f,, € O*(U,,), die der Cozykel-Bedingung

funfurx = fux auf Uyn == U, NU,NU,

geniigen. Ein Schnitt s in dem Biindel L entspricht dann einem System (s,),c; von Funktionen s,
auf U, mit
s.(x) = fi(x)se(x) fir zeUy.

Ein solcher Schnitt heif3t differenzierbar, holomorph etc., falls alle s, diese Eigenschaft besitzen. Diese
Bedingung macht auch Sinn fiir offene Teilmengen U C X, so dafl wir auch von der Garbe der Keime
von differenzierbaren bzw. holomorphen Schnitten in dem Geradenbiindel L sprechen kénnen. Diese
werden mit

E(L) bzw. O(L)

bezeichnet.

Bemerkung. Die Garben O, konnen mit der Garbe von Keimen holomorpher Schnitte in einem
geeigneten holomorphen Geradenbiindel identifiziert werden.

Es lassen sich ferner genauso einfach die Garben der Keime von differenzierbaren (1, 0)—und (0, 1)—
Formen mit Werten in L einfiihren, die die Bezeichnungen

EYO(L) baw. E%Y(L)

erhalten. Da Exaktheit einer Sequenz eine rein lokale Eigenschaft ist, liefert das DOLBEAULTsche Lemma
auch fiir jedes holomorphe Geradenbiindel L eine kurze exakte Sequenz

0 — O(L) — (L) 2 &%(L) — 0

und damit wegen der offensichtlichen Feinheit der Garben & (L) und £%!(L) die kanonischen Isomor-
phismen

HO(X, O(L)) = ker (9: H(X, £ (L)) — HO(X, E%Y(L)),
HY(X, O(L)) = HO(X, £2Y(L))/ im (3 : HO(X, £ (L)) — HO(X, £%(L)),
HY(X,0(L) =0, q>2.

Die holomorphen 1-Formen mit Werten in L bilden eine Untergarbe von £0(L), die wir mit Q*(L)
bezeichnen wollen.

Ferner konnen wir jedem holomorphen Geradenbiindel L das duale Biindel L* zuordnen, das durch
den inversen 1-Cozyklus (1/ f,,;) definiert wird. Jedem Paar von Schnitten

o€ HYX, E%(L)) und + € HY(X, Q'(L*))
kann man (in lokalen Koordinaten) dann durch

(o, ) ¥— @AY
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eine auf ganz X wohldefinierte (1, 1)-Form zuordnen, die man iiber X integrieren kann:
HO(X, £91(1) x HY(X, (L) 3 (0. %) — [ oo,
X

Diese bilineare Abbildung faktorisiert auf der linken Seite nach dem Satz von STOKES iiber das Bild

von 0 und liefert somit eine bilineare Abbildung

HY (X, 0(L)) x H(X, Q"(L*)) — C.

Der SERREsche Dualititssatz besgat nun in diesem Zusammenhang:

Satz 28.12 (Dualitiitssatz) Fiir ein beliebiges holomorphes Geradenbiindel L auf der kompakten Rie-
mannschen Fliche X ist die natirliche Paarung

HY (X, O0(L) x H (X, QY(L*)) — C.
nicht ausgeartet. Insbesondere ist

dim H'(X, O (L)) = dim H°(X, Q'(L*)) .

Bemerkung. Der 1-Cozyklus mit f,. = 1 zu einer beliebigen offenen Uberdeckung definiert das so-
genannte triviale Geradenbiindel, das mit seinem dualen Biindel iibereinstimmt. Fiir dieses ist augen-
scheinlich die Garbe der holomorphen Schnitte gleich der Strukturgarbe O und die Garbe der Keime
von holomorphen 1-Formen gleich Q!. Somit beinhaltet der vorstehende Satz die schon mehrfach
benutzte Aussage, dafl

dim H°(X, Q') = dim HY(X, 0) = g(X).

Beweis von Satz 12. O



Supplement: Der Primzahlsatz

Wir wollen in diesem Anhang den sogenannten Primzahlsatz beweisen. Dieser macht eine asymptotische
Aussage iiber das Verhalten der Primzahlfunktion w(z), die die Anzahl der Primzahlen zwischen 0
und einer beliebig vorgegebenen reellen Zahl = > 0 mifit, also iiber die Funktion

w(m)zZl, x>0.

p<z

Vermutet wurde ein konkretes asymptotisches Verhalten von 7 wohl schon am Ende des 18. Jahrhun-
derts von CARL FRIEDRICH GAUSS, der an Hand der Logarithmentafeln von SCHULZE, einem Geschenk
des Herzogs Carl Wilhelm Ferdinand von Braunschweig aus dem Jahre 1791 an den damals 14-jdhrigen
Schiiler, und aufgrund umfangreicher eigener Rechnungen schon in jungen Jahren die Vermutung hatte,
dafl die Funktion w(z) ,gut approximiert” wird durch den Integral-Logarithmus

Todt
Li = .
i) /0 log t

(Hier steht log weiterhin wie in unserem gesamten Manuskript fiir den natiirlichen Logarithmus).
Nachweislich sprach er aber diese Vermutung erst in einem vierseitigen Brief an seinen fritheren Schiiler,
den damaligen Leutnant der Artillerie und spédteren Astronomen in Berlin, JOHANN FRANZ HENCKE,
im Jahre 1849 aus (der Brief ist datiert vom 24. Dezember). Er verweist dort auf seine sporadischen
Berechnungen, die er 1792/93 begonnen habe, im Jahre 1796 bis zur Zahl 400.031 weiterfiihrte und
schlieSlich bis zur Grenze 3.000.000 ausdehnte, und fait einige Ergebnisse zusammen. Umfangreichere
Tafeln befanden sich in seinem Nachlaf}; siehe hierzu: Yuri Tschinkel, About the cover: On the distribution
of primes - Gauss’ tables, Bulletin of the American Mathematical Society 43 (19), 89-91. Man berechnet
zum Beispiel

2000000 g,
/ — 6904, 54423625...
1900000 log t

und findet tatséichlich 6904 Primzahlen in diesem Bereich (Gaufl berechnet das Integral zu 6904,54424
und findet filschlicherweise ,,nur* 6902 Primzahlen; siehe loc. cit.).

Ein erster Beweis des Primzahlsatzes wurde von HADAMARD und DE LA VALLEE POUSSIN fast
gleichzeitig, aber unabhéngig voneinander im Jahre 1896 in der folgenden Form gegeben:

Satz 29.8 Es gilt

x
(@) ~ log x
fir x — oo, d. h.
1
lim 7 (x) 8L _q,
T—00 x

Alle analytischen Beweise beruhen auf der bahnbrechenden Arbeit von BERNHARD RIEMANN iiber
die ¢—Funktion und verwenden (zum Teil sehr tiefliegende) Aussagen der Funktionentheorie. Wir
wollen im folgenden einen Beweis skizzieren, der nur ganz elementare Ergebnisse der Funktionentheorie
heranzieht.

Bemerkungen. 1. Man kann die komplexen auch durch elementare reelle Methoden ersetzen und damit
die Funktionentheorie iiberfliissig werden lassen, wie ERNST WITT in seinen Vorlesungen demonstriert
hat. Sein Beweis nimmt nur eine einzige handgeschriebene Seite ein und ist in seinen gesammelten Wer-

ken im Faksimile abgedruckt. Eine (vermeintliche) Liicke wurde von HELMUT MULLER geschlossen?.

2. Seit Mitte des letzten Jahrhunderts gibt es aber auch Beweise nach der sogenannten Siebmethode

22Giehe H. Miiller, ...... , Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg, ... .
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von SELBERG, ERDOS et alii, die géinzlich ohne analytische Methoden auskommen.

Eng verbunden mit 7 (x) sind weitere Funktionen, mit deren Hilfe der Primzahlsatz eine noch
handlichere Form annimmt. Man setzt

An) logp, n=p",
n =
0 , mnist keine Primzahlpotenz .

Man nennt A die VON MANGOLDTsche Funktion. Mit ihr bildet man die CHEBYSHEV—Funktion

P () = Z A(n) = Z log p .

n<zx m< g

Fiir festes p zdhlt also v (z) die Zahl log p so oft, wie Potenzen p™ existieren mit p™ < z, d. h.

log x
log p
mal. Hierbei bezeichnet [y] die grofite ganze Zahl, die < y ist. Deshalb ergibt sich sofort die

Abschétzung
log x
Y (x) = E {logp} log p < log x - E 1 =loga-m(x).

p<z p<z

Andererseits gilt fiir alle 1 < y < z:

log p
(@) = T+ > 1 <wl)+ > os 4
y<p<wz y<p<z
1 T
< y+ ZlogPSerw()
log y el log y

Setzt man speziell y = z/(log z)?, so erhilt man die Ungleichung

() log x - 1 Y () . log x .
T log x T log x — 2 log log x
Also ist |
lim 7 (x) 8L _ lim v (@) ,

und wir sehen:

Lemma 29.9 Der Primzahlsatz ist dquivalent zu der Aussage
Y (x) ~ .
Eine weitere von CHEBYSHEV eingefiihrte Funktion ist
9(z) =Y logp < (x).
p<z

Man iiberzeugt sich leicht von der (endlichen) Summendarstellung
U(x) =9 (x) + 9 @?) + 0@ ) + -

Sei weiter 0 < « < 1 fest gewédhlt. Dann gilt mit p > z® auch log p > log 2% = « log x und
deshalb

9 (x) > Z logp > alog x - Z 1 =alogx(r(x) — 7 (z%))

z*<p<z z*<p<z

> am(x)logz — az® log x .
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Damit folgt

0 1 1
(2) > ar(z) gz _ olg_:z: 7
T T M
und da der letzte Quotient bekanntlich fiir x — oo gegen 0 konvergiert, erhidlt man fiir alle o wie
oben " |
lim sup V(=) > a limsup 7 (x) BT _ 4 lim sup @ .
x x

Zusammen mit der Abschitzung in der umgekehrten Richtung ergibt sich dann unter der Voraussetzung,
daf die Limites existieren:

1
Lemma 29.10 lim 7 (x) 8% _ lim v@) = lim Vi) .

Um uns der Konvergenzaussage zu nidhern, beweisen wir als erstes das folgende

Lemma 29.11 J(z) = O(z).

Dieses hat nach Lemma 10 zur Konsequenz, dafl die entsprechende Wachstumsordnung auch fiir die
Funktion 1 Bestand hat.

Folgerung 29.12 P (z) = O(x).

Beweis von Lemma 11. Es gilt offensichtlich

2
<TL> < (1 + 1)2n — 2271,7
n

und der links stehende Binomialkoeffizient wird geteilt von allen Primzahlen p mit n < p < 2n.
Folglich ist

H p < 2?" und Z log p < 2% log 2

n<p<2n 2k—1<p<2k

und damit
928 = 3 logp < (28 + 251 4 ) log2 < 2 log 2,

p<2k

was sofort wegen der Monotonie von ¢ die gewiinschte Abschétzung
9 (z) < (41log 2)x

nach sich zieht. O

Bemerkung. Fafit man alle diese Aussagen geeignet zusammen und beweist man noch ein wenig mehr,
so erhélt man den folgenden

Satz 29.13 (Chebyshev) Fs existieren Konstanten 0 < a < A, so daf

X

<7(r) < A

“ log z log z

fiir alle hinreichend groffen x .
Als Folgerung schliet man hieraus das folgende Resultat, das von BERTRAND vermutet wurde

und deshalb manchmal als Bertrandsches Postulat in der Literatur zu finden ist, aber tatséchlich auf
CHEBYSHEV zuriickgeht:
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Satz 29.14 Fir alle n € N* existiert eine Primzahl p mit n < p < 2n.

Siehe hierzu z. B. CHANDRASEKHARAN: Introduction to Analytic Number Theory.

Als n#chstes miissen wir uns etwas intensiver mit der RIEMANNschen (—Funktion beschéftigen. Wir
schreiben, wie es in der Zahlentheorie iiblich ist, s = o + it fiir die komplexen Zahlen. Fiir natiirliches
n ist

n*] = 07

Da die Reihe Y n~7 bekanntlich konvergiert fiir alle o > 1, folgt: Die Funktion
1

C(s) = e

ist absolut und gleichméfig konvergent auf jedem Halbraum o > o¢ mit festem oy > 1, und damit
insbesondere holomorph auf Re s > 1. Natiirlich ist die Reihe in s = 1 divergent. Die Funktion (
148t sich aber in die ganze rechte Halbebene ohne den Punkt 1 holomorph fortsetzen und hat in 1 einen

einfachen Pol mit Residuum 1; man beweist ndmlich, wie wir anschlieend zeigen werden,

() C(s) - —

s —1
wobei die rechte Seite holomorph in Re s > 0 ist wegen der gleichméfligen Konvergenz des Integrals
fir ¢ > 09 > 0, die sich einfach aus |[z] — z| < 1 ergibt.
Wir tragen den Beweis von (%) nach. Wegen des Identitéitssatzes kénnen wir uns von vornherein auf
den Halbraum Re s > 2 beschrénken. Hier gilt

o0 o0 o 1 o0

W= XE Xt
>

n=1

oo
=1+ s/ (] — z) 2=+ da |
1

E

3

figgi

’ n=1 (Tl + 1)6
n+1

ns/ 2=t gy

/ [x] 2= d
1

I
V2]
[~
:\:
+
x
=)
8
|
i
Jr
=
Q.
5
|
Vo)

Auflerdem ist

oo

S 1
= :1 .
s —1 +571

[ee] —s+1
s zst

s z %ds = —s
1 s —1

1

Eine weitere wichtige Darstellung der (—Funktion wird durch das Fuler—Produkt gegeben. Wir nu-
merieren die Primzahlen in ihrer natiirlichen Reihenfolge:

PrL=2<py=3<p3=5<---.

Dann ist wegen des Satzes iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung der natiirlichen Zahlen das unend-

liche Produkt
1 1 1 1
P pY V%) Y2)

S o = 3 =),

ni,na,... (p;ll pgz T )S

gleich

also (unter Verwendung der geometrischen Reihe)

<@=H@—;YiRM>L

P
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sofern die rechte Seite (absolut und lokal gleichméfig) in dem angegebenen Halbraum konvergiert, was
nicht schwer zu beweisen ist, da dort die Reihe ) p~* lokal absolut gleichmé#Big konvergent ist.
Aus der Eulerschen Produktdarstellung folgt unmittelbar

C(s) #0 fiir alle Res > 1.

Fiir den Beweis des Primzahlsatzes ist die folgende Verschérfung wichtig. Der gegebene kurze Beweis
stammt von MERTENS (1898).

Lemma 29.15 Die Riemannsche (—Funktion hat keine Nullstellen auf dem abgeschlossenen Halbraum
Res > 1.
Beweis. Sei ( (1 + ib) = 0, b € R*. Dann ist die Funktion
@ (s) == C3(s) C3(s + ib) C(s + 2ib)
holomorph in s = 1 und hat dort eine Nullstelle. Also gilt
lim log [ ¢ (s)] = — oo

Sei nun o > 1 fest gewihlt. Mit dem Euler—Produkt ergibt sich

log [((c +it)] = —Re) log(l—p 7"
p
_ Re Z pfafit + 1 (p2)7(rfit + 1 (pS)fafit + ...
- 2 3

oo
—o—1it
Re E anp N ,
n=1

wobei die Koeffizienten a,, nicht negativ sind. Damit ist
log [¢(0)| = Re > ann™ (3 +4n~" 4+ n72"),
n=1
und der Realteil des Ausdrucks (3 + 4n~% + n=2%®) ist gleich
3 + 4 cos(blogn) + cos(2blogn) = 2(1 + cos(blog n))* > 0.
Dies fiihrt zu der dem obigen Grenzwert fiir ¢ widersprechenden Abschitzung log |¢ ()] > 0. O

Bemerkung. Man kann die Riemannsche (—Funktion meromorph nach C fortsetzen mit den sogenann-
ten trivialen Nullstellen in —2, —4,.... (Siehe hierzu z. B. CONWAY [6] ). Man konnte die Aussage
des Primzahlsatzes qualitativ wesentlich verschirfen, wenn man das folgende Resultat zur Verfiigung
hatte.

Riemannsche Vermutung Die nichttrivialen Nullstellen der Riemannschen (—Funktion liegen auf
der kritischen Geraden Re s = 1/2.

In der Tat ist diese Aussage dquivalent zu der folgenden weitaus préziseren Formulierung der GAUSS-
schen Vermutung:

7 (x) = Li(z) + O(Vx log z) .
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Als néchstes untersuchen wir die Funktion

Nach dem bisher Bewiesenen ist g meromorph nach Re s > 0 fortsetzbar und holomorph auf der

Geraden Re s = 1 mit Ausnahme des Punktes 1. In s = 1 hat ¢ offensichtlich einen Pol erster
Ordnung. Da ¢ dort einen Pol erster Ordnung mit Residuum 1 hat, ergibt sich unmittelbar
-1
Q/(S) = m + holomorpher Anteil,

woraus sich das Residuum von ¢ an der Stelle 1 ebenfalls zu
. g (= 1)20(s)
lim (s = Dg(s) = = lim =577 =

berechnet.
Wir benétigen noch eine Darstellung der Funktion ¢ als MELLIN—Transformierte. Diese erhélt man
im Wesentlichen durch logarithmisches Differenzieren des Euler—Produktes.

g(s) = — U _% log ¢ (s) = _% log [T(1-p~*)~"

d 1 -
:stlog(l—ps):zp:lppslogp

=> (P +p >+ )logp=> An)n~*
n=1

mit der von Mangoldtschen Funktion A. Auf der anderen Seite existiert wegen
Y (z) < 7(x)logz < zlogx
das uneigentliche Integral

< Y (z)

xs—i—l

s dx

1
als holomorphe Funktion auf Re s > 1 und ist ebenfalls gleich

o {3 - )

i Yp(n+1) — An+1)

= nZ::l 1/’(“) n % — P (n+ 1)5
= Z An)n=*.

Nach diesen Vorbereitungen formulieren wir einen Satz, der den Primzahl-Satz unmittelbar impli-
ziert.

Satz 29.16 Sei f (x) eine nichtnegative, nichtfallende Funktion auf dem reellen Intervall (1, co) mit
f = 0(x), so daff die ,,Mellin-Transformierte

g(s) :i=s / f )z~ dg
1
auf Re s > 1 erklart und holomorph ist. Sei ferner ¢ eine positive reelle Konstante, so dafl

g(s) —

c
s —1
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holomorph fortgesetzt werden kann in eine Umgebung eines jeden Punktes von Re s = 1. Dann gilt

lim @

T—00 €T

Bemerkung. Dies ist eine Arme Leute—Version des beriithmten IKEHARA - WIENER - TAUBER-Satzes
(1932). Ich folge zum Beweis der Methode von D. J. NEWMAN in der von J. KOREVAAR im Mathe-
matical Intelligencer, vol. 4, Nr. 3 (1982), prisentierten Variante.

Zum Beweis des Primzahlsatzes braucht man das obige Ergebnis nur auf das Funktionenpaar f =

v, g = —('/¢ anzuwenden. Die Voraussetzungen sind alle schon vorher abgeleitet worden, so daf} sich
wegen ¢ = 1 der Primzahlsatz in der dquivalenten Formulierung

lim ¥ (@) =1

r— 00 €T
ergibt. O

Newman bewies tatséchlich auf elementare Weise den folgenden Satz (der seinerseits von INGHAM
1935 aus dem Wienerschen Satz gefolgert worden war).

Satz 29.17 Sei F (t) beschrinkt und integrierbar iber jedem endlichen Teilintervall von (0, c0), so
daf$ die Laplace—Transformierte

G(2) = /Ow Ft)e'dt

auf Re z > 0 holomorph ist. G (z) mdge in jeden Punkt Re z = 0 des Randes holomorph fortsetzbar
sein. Dann existiert das uneigentliche Integral

/OOOF(t)dt

und ist gleich G (0) .
Zeigen wir zuerst, dafl dieses Ergebnis Satz 16 (und damit den Primzahlsatz) impliziert. Man setze
F(t):=e'f(eh) —c.

Da nach Voraussetzung f(x) < Cux ist, ist F (¢) beschrinkt und lokal integrierbar. Die Laplace—
Transformierte von F' ergibt sich leicht zu

G(z):/ {e P f(e") —cye t2at , z = e
0
- /mf(x>x—<z+2>dx—f = o+ - e}
1 z z+1 z
Nach Voraussetzung an ¢ kann die Transformierte G in eine Umgebung von Re z = 0 holomorph

fortgesetzt werden, und das Integral

/OOOF(t)dt = /Ooo{etf(et) ~eldt = /1°° f(ac)xiz—cxdx

ist damit wegen Satz 17 existent.

Hieraus folgt nun, wie behauptet, f(z) ~ cz. Denn angenommen, es bestiinde die Abschitzung
limsup f (z)/x > c¢. Dann gibt es ein § > 0, so daf fiir beliebige grofie y die Ungleichung

fy) > (c+20)y
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besteht. Dies impliziert
fe) = fly) > (c+20)y > (c+ )=

fir alle  mit y < x < py, wobei p := (¢ + 26)(c + §)~ > 1. Damit ist

oy — PYs
Lﬂdm>/ Sde =dlogp=Co >0,
Y r v ¢

so dafl das uneigentliche Integral wegen des Cauchy—Kriteriums im Widerspruch zu dem obigen
Ergebnis doch nicht existieren kann. - Genauso verlduft der Beweis fiir den Fall liminf f (z)/z < ¢. O

Es bleibt nur noch die Verpflichtung, Satz 17 zu beweisen. Ohne Einschrankung kénnen wir dabei
| F(t)| < 1 annehmen. Wir setzen

A
G)\(z):/ F(t)e ™ dt, 0< X< oo.
0

G ist holomorph auf ganz C, und es geniigt zu zeigen, dafl

A—00

A
GA(O):/O Fdt — G(0).

Wir betrachten zu diesem Zweck die folgenden Wege:

N
Im
7
e
e W
/
W,

/ v

’

]

]
I
[}
i + R
i 7
\ Re
1

\ v

\\
\,
W\
N,
~,
~\
S

Hierbei sind W4 und W_ die Halbkreise in der rechten und linken Halbebene mit Mittelpunkt 0 und
geeignetem Radius R, und W verlduft ein Stiick auf W_ | dann auf der Geraden Im z = —6 < 0,
bis er wieder auf W_ st6ft, und von da wieder auf W_ bis zu W, . Nach Voraussetzung kann man
zu vorgegebenem R > 0 eine positive reelle Zahl §; > 0 so wihlen, daf fiir alle § < dg der Weg W
in dem Bereich links der imagindren Achse verlduft, in den G holomorph fortsetzbar ist.

Unter diesen Voraussetzungen ist

G(0) = GA(0) = 5~ /W e
+
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aber auch, wie man mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel unmittelbar erkennt,

G(0) — GA(0) = % . +W(G(z) - Gx(z))e“(i + ;2) dz .

Wir setzen im folgenden fiir den Integranden kurz I,(z), und miissen also zeigen, dafi man zu vorge-
gebenem ¢ > 0 den Radius R = R(e) und § < §y = dp(R) so wiihlen kann, dafl

1
— / I(z)dz | < ¢
27T Wi4+W
fiir alle hinreichend grofien .
Auf |z] = R ist
1 z z+ 7z 2z
TR T R TR TR
Ist also z € W, , so gilt dort
2x o 2z [ 2
Az —tz Az —tx _
)] < & 2 A Flt)e dt’ge ﬁ/A = 2

da das letzte Integral gleich z—! e~** ist. Dieses einfache Resultat ist der Grund fiir die Ersetzung des
Faktors 1/z durch den Ausdruck e**(1/z + z/R?); der Trick geht auf CARLEMAN zuriick. Selbst-
verstindlich folgt daraus

1
— I
2mi /W+ A(z)dz

so daB dieser Anteil des Integrals unabhéngig von A kleiner ¢/4 ist, sofern nur R > 4/¢ gewé#hlt wird.
Entsprechend folgt wegen

1 2 1

< = —
- 27 RZWR R’

Ael _ q Al
1GA(2)| < = °

|zl 7 ]’
daf} sich unabhéngig von A das Integral

1 1 z 1 1 z

- G Az - N dz = — G Az - N d

2t Jw Az)e (z + R2> : 2t Sy Az)e (z + RZ) :

wie 1/R fir R — oo verhélt. Somit kénnen wir auch diesen Anteil des Integrals unabhéngig von A

bei hinreichend grofilem R betragsméBig durch /4 abschitzen.
Es bleibt nur noch, das Verhalten des Integrals

1 N 1 z
el z [ Z Z )4
57 /WG(z)e <z + R2> z
bei R — oo zu untersuchen. (Man beachte, dafl wir bisher noch nicht die Fortsetzungseigenschaft von
G benutzt haben!). Es sei also zu beliebigem ¢ > 0 der Radius R so grof§ gewéhlt, dafl die beiden
bisher betrachteten Integrale unabhingig von A betragsméBig kleiner als €/4 sind. Betrachte dann

bei diesem R die beiden kleinen Teilwege W5, = W_ N W , also die Menge der Punkte z € W_ mit
—0p < Re z < 0. Auf diesen ist

also auch
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wobei M von R und dy abhéngt. Folglich ist

1 z €
Az [ = il <
‘ 5G(z)e <z+ 2>dz‘<

fiir ein hinreichend kleines § < §y unabhingig von A. Somit bleibt nur noch, den Teil des Integrals
mit (festem) Rez = —¢ zu bearbeiten. Dort gilt aber mit einer neuen, von R und § abhingigen

Konstanten N, dafl
1 z
G z = <N
O+ 2)|=w

so daB der volle Integrand dem Betrage nach kleiner gleich N e~*9 ist und damit

1 z e
G M4 2 )dz| <2R-Ne M < =
’/w—m (2)e <Z * R2> ‘= ‘ B

>~

fiir alle hinreichend groflen A > )\ gilt. O

Bemerkung. KOREVAAR bemerkt in dem oben zitierten Artikel, dafl man die Anforderungen an die
Funktion G bzgl. ihrer Fortsetzbarkeit sogar noch abschwichen kann !

Wir zitieren zum Abschlufl noch einige weitere zahlentheoretische Aussagen, die man mittels Funk-
tionentheorie beweisen kann.

Satz 29.18 (Dirichlet) Es seien m, a natiirliche Zahlen mit ggT (a, m) = 1. Dann gibt es unend-
lich viele Primzahlen p mit
p =a modm.

Es gibt also unendlich viele Primzahlen in jeder arithmetischen Progression.

Beweis. Siehe z. B. CHANDRASEKHARAN, p. 120.
Satz 29.19 (Jacobi) Jede natiirliche Zahl m ist so oft als Summe von vier Quadraten ganzer Zahlen

darstellbar, als das 8—fache der Summe derjenigen positiven Teiler von m betrdigt, die nicht durch 4
teilbar sind.

Beweis. Siehe z. B. HURWITZ - COURANT, p. 206.

Beispiel. Die Zahl m = 3 besitzt die Teiler 1, 3; also ist die obige Summe der nicht durch 4 teilbaren
Teiler gleich 4, und es gibt damit 32 Darstellungen der Zahl 3 als Summe von 4 Quadraten wie z. B.
3 =12 4+ 12 + 12 + 0%. An diesem Beispiel wird deutlich, daB bei der obigen Anzahlformel natiirlich
sdmtliche Vertauschungen und Vorzeichen einzeln gezdhlt werden miissen.

Eine Folgerung aus dem Satz von Jacobi ist der (historisch) wesentlich frither bewiesene
Satz 29.20 (Lagrange) Jede natiirliche Zahl ist die Summe von vier Quadraten.

Eine entsprechende Aussage kann man fiir die Darstellbarkeit als Summe von zwei Quadraten machen
(siehe z. B. HURWITZ - COURANT, p. 212):

Satz 29.21 Die Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahl m als Summe zweier Quadrate ganzer
Zahlen ist gleich dem 4—-fachen der Differenz der folgenden beiden Zahlen :

Anzahl der positiven Teiler von m der Form 4k + 1,
Anzahl der positiven Teiler von m der Form 4k + 3.
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Beispiele. m = 25 besitzt die Teiler 1, 5, 25; es sind damit alle von der 1. Form. Damit gibt es
3 x4 = 12 Darstellungen, ndmlich

25 = 02 + 52 = 32 + 42
wobei die erste 4-mal und die zweite 8mal zu zahlen sind.

Fir m = 24 hat man die Teiler 1 und 3 und somit keine Darstellung als Summe zweier Quadrate,
wovon man sich auch leicht durch Probieren iiberzeugt.

Eine einfache Folgerung aus dem vorstehenden Satz ist der berithmte

Satz 29.22 (Fermat) Jede Primzahl der Form 4k + 1 ist auf genau eine Weise (ohne Beriicksichti-
gung der Reihenfolge) als Summe zweier Quadrate natiirlicher Zahlen darstellbar.

Weitere Anwendungen der Funktionentheorie betreffen das weite Gebiet der Transzendenten Zahlen
(siehe z. B. das Buch von S. LANG iiber diesen Gegenstand). Wir erwihnen hierzu das berithmte
7. Hilbertsche Problem, welches danach fragt, ob a” transzendent (oder zumindest irrational) ist fiir
algebraisches « und irrationales (3. Setzt man in dieser Vermutung speziell & = a, f = “log b mit
a, b € Q ein, so folgt insbesondere, dafl § rational oder transzendent sein muf}. Dies ist eine bis heute
nicht geléste Vermutung von EULER aus dem Jahre 1748.23

Uberraschenderweise gelang es Gel’fond und Schneider schon viel friither, als von Hilbert prophezeit,
den folgenden Satz zu beweisen, der nur einen Spezialfall der Hilbertschen Vermutung darstellt, aber
immerhin die Transzendenz von Zahlen wie 2V2 und e™ = ;=2 impliziert. (Dagegen ist bis heute nicht
bekannt, ob z. B. die Zahl e + 7 transzendent ist).

Satz 29.23 (Gel’fond - Schneider) Es seien «, 8 algebraische Zahlen mit « # 0, 1, [ irrational.
Dann ist of transzendent.

Man kann diesen Satz auf vielfiltige Weise uminterpretieren. Er ist in der Tat gleichwertig zu den
folgenden Aussagen. (Hierbei bezeichnet A den Korper der algebraischen Zahlen und nicht etwa, wie
auch iiblich, die affine Gerade).

1. Sind o, BEA, a #0,1, £ Q,s0ist o’ Q.
2. Sind a, BEA, a #0,1, 8 #0,1,s0ist log a/log 5€QU(R\A).

3.Sind o, €A, a # 0, 8 # 0, und sind log o, log B linear unabhingig iiber Q, so sind sie
auch linear unabhéngig {iber A .

Schliellich sollte nicht unerwéhnt bleiben, dafi der von A. WILES vollendete Beweis des Grofien
Satzes von Fermat vermittels eines Spezialfalls der SHIMURA - TANIYAMA - WEIL- Vermutung we-
sentlich auf dem (arithmetischen) Studium spezieller elliptischer (ndmlich sogenannter semistabiler)
Kurven beruht. Auch der mit einer Fields—Medaille ausgezeichnete Beweis von FALTINGS der soge-
nannten Mordellschen Vermutung, die in gewissem Sinne eine Vorstufe des Groflen Fermat beinhaltet,
benutzt alles, was gut und schon ist aus dem Bereich der Abelschen Varietiten, die hoherdimensionale
Verallgemeinerungen der elliptischen Kurven darstellen.

237u diesem und dem folgenden siche z. B. den Artikel von R. TIIDEMAN iiber Hilbert’s seventh problem. On the
Gel’fond—Baker method and its applications in: Mathematical developments arising from Hilbert problems. Proc. Symp.
Pure Math. XXVIII, Part 1. AMS: Providence, R.I. 1976.






Aufgaben

1. Es sei @ ein offenes achsenparalleles Rechteck in C mit dem Randzyklus
[ = [z1, z22] + [22, 23] + [23, 24] + [21, 21],

wobei die z; die Eckpunkte von @ in geeigneter Numerierung bezeichnen. Man zeige:

o 2 1 fir z€@,
n(l, z) = _
0 fir zeC\Q.

2. a) Es sel v: [a, b] — C ein geschlossener Integrationsweg und 2y & spur+y. Dann ist

v (t) — 20
|y (t) — 20|

t — 2o +

ein Integrationsweg « : [a, b] — C mit spura C 9D1(zo). Man zeige n (v, z0) = n(a, 20) .

b) Es sei a: [a, b] — C ein geschlossener Integrationsweg mit spur« C 9D1 (%) . Man zeige, dafl es
eine stetige Abbildung ¢ : [a, b] — R gibt mit a () = 2z + ) und driicke n (a, z9) durch ¢ aus.
3. Man zeige, daf} die folgenden Aussagen iiber ein Gebiet G C C dquivalent sind:

a) G ist (homologisch) einfach zusammenhéngend,

b) jede holomorphe Funktion auf G besitzt eine Stammfunktion,

¢) jede harmonische Funktion auf G ist dort Realteil einer holomorphen Funktion.

4. Es sei G C C* ein Gebiet, auf dem kein Zweig des Logarithmus existiert. Man zeige, daf} es auf G
auch keinen Zweig der m-ten Wurzel geben kann (m > 2).

Hinweis: Es gibt einen Zyklus I'* in G mit n(I'*,0) # 0. Daraus leite man eine Zerlegung
C\G = AjUAy; mit A;NAy = 0, 0 € Ay, A} kompakt ab. Nach FISCHER - LIEB IV, Satz 3.3
gibt es dann einen Zyklus T’ in G mit n (I, 0) = 1. Man nehme nun an, es gibe einen Zweig f der
m—ten Wurzel, und berechne n (foT, 0).

5. Man formuliere prézise und beweise die in der Vorlesung vage motivierte Aussage, daf} jeder 1-Zyklus
in einem Gebiet G C C gleich einer ganzzahligen Linearkombination von geschlossenen Wegen in G ist.

6. Es sei G ein einfach zusammenhingendes Gebiet, D C G sei eine diskrete Teilmenge, und f sei
holomorph auf G\ D. Man zeige: Genau dann besitzt f eine Stammfunktion auf G\ D, wenn alle
Residuen von f verschwinden. (Zur Erinnerung: Ein Gebiet G heifit einfach zusammenhéngend, wenn
fiir jede einfach geschlossene Kurve v in G das Innere von v in G enthalten ist).

7. Man berechne die Integrale

wobei 7 eine der unten abgebildeten Kurven ist:
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8. Es sei (fj)jen eine Folge holomorpher Funktionen auf dem Gebiet G, die an einer Stelle zy € G
konvergiert und deren Ableitungsfolge ( fj/')jeN kompakt konvergiert. Man zeige, dafl dann auch die
Folge selbst kompakt konvergiert.

9. Man zeige, dafl jede MITTAG - LEFFLER—Verteilung auf der Einheitskreisscheibe D = {z € C :
|z| < 1} losbar ist, und konstruiere eine meromorphe Funktion auf D, die einfache Pole vom
Residuum 1 genau in den Punkten 1 — 1/n, n = 1,2,... besitzt. Gibt es in D eine meromorphe
Funktion, bei der jeder Punkt des Randes von D H&ufungspunkt von Polen ist?

10. Man zeige (nur unter Verwendung von FISCHER-LIEB, Kapitel VII, Paragraph 1), dafl die (mero-

morphe) Funktion
1 1 1
f(z):+§<_+.>
z : z— 7 J
Jj#0

die Periode 1 besitzt.

11. Man finde die Produktentwicklungen bzw. Partialbruchentwicklungen der hyperbolischen Funktio-
nen.

12. Durch Untersuchung der Funktion 1/cos z ermittele man die Reihensummen

o0

. 1
+1 —
DV G m e k=L

j=1
insbesondere die Summe der Leibnizschen Reihe
1 L + L L +
3 5 7 '

(Siehe dazu Paragraph 4 und die dortigen Aufgaben 5 und 4 in FISCHER - Li1EB, Kapitel VII).

13. a) Man zeige:
lim Tz +n) (z + n)
n—oo n*I'(n)
b) Es sei F' einein C\ {0, —1, —2, ...} erkldrte holomorphe Funktion mit

=1, 240 -1,-2,....

1. F(1) =1; 2. zF(2) =F(x+1); 3. lim F(z + n)

— =1.
n—oo n? F (n)

Man zeige: F' ist die Gammafunktion.

14. Es sei C eine Ellipse mit den Halbachsen a > b. Man zeige, dafl die Bogenldngenberechnung von
C' auf ein Integral

1 — k222
dx
/ \/(1 — 22)(1 — k22?)
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fithrt. Welche Bedeutung hat der Parameter k7?7

15. Man beweise:

dxr

o (e
KO = | e b e

2 2

1V, 1-3V ,
_ P < .
1+(2)/€+<2'4>k+ ‘|70_k<1

Zusatz fiir Physiker(innen) und physikalisch interessierte Mathematiker(innen): Bei einem mathemati-
schen Pendel mit Liange ¢, maximalem Ausschlagswinkel o und voller Schwingungsdauer T' gilt mit

k = sin(a/2):
14
T = 4\/;1{(/{).

Hierbei bezeichnet g die Erdbeschleunigung.

m
2

16. Wie muf} ein Periodengitter 2 aussehen, damit die zugehorigen Invarianten g, und g3 reell sind?
Man zeige: Sind g» und g3 reell, so haben die Laurententwicklungen von g und g’ um 0 nur reelle
Koeffizienten.

17. Man diskutiere das Verhalten der Weierstrafischen p—Funktion auf einem achsenparallelen Recht-
eckgitter. Man zeige insbesondere, da} o auf dem Rand des von 0, p1, p1 + p2, p2 aufgespann-
ten abgeschlossenen Rechtecks @ reell ist und @ bijektiv auf die abgeschlossene untere Halbebene
(einschlieBlich oo ) abbildet. Ferner zeige man fiir den Fall, daf§ ein quadratisches Gitter vorliegt, die
Beziehungen

e >0 =e >e3 = —e€7.

18. Sei  ein Gitter vom Rang 2, und es seien f und g € K (). Dann besteht zwischen f und g eine
algebraische Relation mit konstanten Koeffizienten; d. h. es existiert ein Polynom P € C[u, v], P # 0,
sodal P(f,g) =0.

19. Es sei D* = D\ {0}, D die Einheitskreisscheibe, und
K=K r={2z€6C:0<r<|z|]<R<ox}.

Man zeige, dal D* zu K homd&omorph, aber nicht biholomorph &dquivalent ist.

(Dies ist mehr eine Ubung zum Mazimumprinzip und zu dem Riemannschen Hebbarkeitssatz als zu
dem Riemannschen Abbildungssatz ).

20. Die 2-Sphiire S? = {2% + y?> + 52 = 1} C R® erbt vermoge der kanonischen euklidischen Struktur
des R3 eine ,konforme* Struktur, d. h. man hat einen natiirlichen Begriff von orientierten Winkeln auf
52 . Man fiihre diesen Begriff exakt ein und beweise, daf8 die stereographische Projektion

S52\{(0,0,1)} — C
winkeltreu (also konform) ist.
21. Man betrachte die Werte der Exponentialfunktion auf dem , Halbstreifen
S={z€C:Rez>0,0<Imz < 7w}

und konstruiere eine konforme Abbildung von S auf die obere Halbebene H .
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22. a) Man bilde das Innere (bzw. Aufere) eines Kreisbogenzweiecks in der Ebene konform auf eine
Halbebene ab.

(Hinweis: Mit einer linearen Transformation bilde man zunéchst auf einen Winkelraum | arg z| < «
ab.)

b) Dasselbe fiir das Gebiet zwischen zwei einander von innen beriihrenden Kreislinien.
23. Es sei G das Gebiet

{z€C:|z] <1 und Rez>0}.
Man finde eine konkrete biholomorphe Abbildung von G auf den Einheitskreis

D={zeC:|z| <1}.

24. Es sei G # C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet mit der Eigenschaft, dafl z € G = z € G.
Man zeige, daBl jede biholomorphe Abbildung f: G — D mit f(z9) = 0 und f’(29) > 0, z90 € GNR
ein fester Punkt, das Gebiet

Gt ={zeG:Imz >0}

biholomorph auf
Dt ={zeD:Imz >0}

abbildet.



