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Vorbemerkung

Es handelt sich bei dem vorliegenden Text um die Fortfiilhrung meiner Manuskripte Analysis I und
Analysis II. Verweise auf Kapitel 1 bis 12 sind demnach im ersten Band, die auf Kapitel 13 bis 23 im
zweiten Band zu suchen; ebenso beziehen sich alle mit einem ,label“ [ab] versehenen Literaturangaben
auf das Verzeichnis in Band 1. Weitere Literatur wird in der Regel im Text direkt angegeben. Leider
fehlt, wie auch bei dem zweiten Teil, im gegenwirtigen Moment noch ein separater Index.

Hamburg, 28. Februar 2005
Oswald Riemenschneider
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Teil II1I: Mannigfaltigkeiten und
der Satz von Stokes

24 Der Satz iiber implizite Funktionen

Wir wiederholen das einfache Beispiel, das uns schon in Kapitel 17 die wesentlichen Einsichten zur
Formulierung des Satzes iiber implizite Funktionen gebracht hat.
Essei F(z,y) := 22 + y> — 1 und N die Nullstellenmenge von F':

N ={(z,y) €eR*: F(z,y) =0},

also der Einheitskreis. Wir stellen uns die Frage: Fiir welche a € R gibt es ein offenes Intervall I C R
mit a € I, so daf
Nn{(x,y) eR?*: z €I}

der Graph einer Funktion y = g (z) ist?

Figur 24.1

Die Antwort auf die Frage in dieser Allgemeinheit ist schlichtweg negativ. Es gibt kein solches a, da
z. B. fiir |a] < 1 die gesuchte Funktion g ,zweideutig® sein miifite.
Die Antwort wird interessanter, wenn wir die Frage bzgl. der Menge N ,lokalisieren‘:

Fiir welche Punkte (a, b) € N gibt es Intervalle I, J CR mit a € I, b€ J, so daB
NN(IxJ)
der Graph einer Funktion y = g (x), = € I, ist?
Die Antwort lautet jetzt: fiir alle (a, b) € N mit |a| < 1. Die Funktionen ¢ sind in diesem Fall
g(x) = £v1 — a?
(je nachdem ob b > 0 oder < 0 ist).

Offensichtlich spielt die Differenzierbarkeit bei diesem Problem eine Rolle. F' ist (beliebig oft) dif-

ferenzierbar mit
oF B

oF
67—2.7}

— =2
) ay y?
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und die ,,Auflgsbarkeit“ geht exakt schief an den Stellen (a, b) € N mit

oF
n (a,b) = 0.

Wir halten also fest: Wir konnen im Allgemeinen nur lokale Aussagen in Bezug auf die Nullstellen-
menge N machen. Ferner sollte man zumindest Differenzierbarkeit verlangen, da sonst, wie man sich
leicht iiberlegt, das Problem ,nicht sinnvoll gestellt “ ist.

Die einfachste Situation, in der die Funktion F nach y aufgelost werden kann, liegt vor, wenn sie
sich schreiben 148t in der Form

F(z,y) =y —g(x).
oF

F
Dann ist aa— =1#0, i —¢'(z) . Wir vermuten daher den folgenden
Yy x

Satz 24.1 (iiber implizite Funktionen) Es sei F € CY(U), U C R? offen, und (a,b) € N :=
{(z,y) €U : F(xz,y) = 0}. Ferner sei

OF
— b 0.

5 (@) #
Dann gibt es eine offene Quaderumgebung I x J C U won (a,b) und eine stetig differenzierbare
Funktion g : I — J mit

Nn(IxJ)={(z,y):zel, y=g(x)}.

Bemerkung. Dafl dieser Satz hochst sinnreich ist, zeigt das Beispiel der Kreisgleichung, wenn man z. B.
die Rollen von x und y vertauscht.

Um unsere Vermutung zu testen, betrachten wir noch drei weitere Beispiele:

OF oF

1. F(z, = 22 4+ ¢y?. Hier ist — = —
(r,y) = x Y fer ist —— oy
allen Stellen (a, b) # 0 nach z oder y auflésen? Leider nein, denn es ist nichts zum ,,Auflésen“ da
wegen N = {0} ! In der obigen Formulierung ist also ganz wichtig, dafl wir iiberhaupt einen Punkt

(a, b) € U haben mit F'(a, b) = 0 (und 0 F/0y(a, b) # 0).

= 0 genau dann, wenn (z, y) = 0. Also kann man an

2. F(x,y) = 2% — y?. Hier ist wieder im Nullpunkt nichts zu machen (die Nullstellenmenge N besitzt
eine ,Singularitéit*), aber aulerhalb desselben ist die Welt (lokal bzgl. N ) in Ordnung. Dieses Beispiel
wird noch einfacher, wenn man es um 90° dreht, wenn man also statt F die Funktion G (z, y) = z-y

oG
untersucht. Hier ist — = z = 0 genau dann, wenn = = 0.

dy

Figur 24.2

3. In vielen Féllen sind wir eher an Niveaulinien N, := {(z,y) € U: F (x,y) = c} bei festem ¢ € R
anstelle der Nullstellenmenge N = Nj interessiert. Selbstverstindlich 148t sich die Untersuchung von
Niveaulinien auf die Untersuchung von Nullstellenmengen zuriickfithren durch Ubergang zu der Funktion
F — c. Der Leser diskutiere die obige Vermutung an Hand der Niveaulinien der beiden Funktionen F'
und G im vorigen Beispiel.
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X <

Figur 24.3

Um unsere Vermutung auch auf hthere Dimensionen zu verallgemeinern, orientieren wir uns an der
Theorie der linearen Gleichungssysteme aus der Linearen Algebra, zumal differenzierbare Abbildungen
sich lokal gut durch lineare approximieren lassen. Es sei also A eine m x n—Matrix und v € R™; wir
betrachten die m Gleichungen

Av =0

und das ,Nullstellengebilde“ N := {v € R™: Av = 0}, also in der Sprache der Linearen Algebra den
Kern der linearen Abbildung A. Sind die Zeilen von A linear abhéngig, so wird N nicht ,effektiv“
beschrieben. Wir konnen dann einige Gleichungen weglassen, bis wir (mit einem neuen m) zu der
Bedingung

m =rgA
gelangen, d. h. wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, A besitze maximalen Rang m < n. Nach
einer Koordinatenumbenennung kénnen wir dann weiter erreichen, dal mit n = m + k die Matrix

A geschrieben werden kann in der Form (C|D), wobei C' eine m x k- und D eine invertierbare
m x m-Matrix bezeichnet. Schreiben wir den Vektor v € R" dann in der Form

v ="21,...,Thy Y1, Ym) undsetzen z = ‘(z1,...,2x) ERY | y ="y, ...,ym) ER™,

so gilt

0 = Av = Cz + Dy genau dann, wenn y = —D " 'Cx .
Wir kénnen somit das Gleichungssystem Av = 0 (linear) nach den Variablen yi, ...,y , also durch ei-
ne lineare Abbildung in den Variablen 1, ...,z , auflésen. Insbesondere ist N (linear) k—dimensional.

Nun ist aber die Matrix A offensichtlich gleich der Funktionalmatrix der linearen Abbildung
R">v — AveR™.

Wir kommen daher zu der folgenden Vermutung, die wir schon als Satz formulieren.

Satz 24.2 (iiber implizite Funktionen in mehreren Verinderlichen) Es sei U CR", n =k +
m, eine offene Menge in R™ = R¥ x R™ mit den Variablen (z,y) = (o1,..., Tk, Y1,---,Ym) . BEs sei
F = (fi,-- s fm): U—R™ eine C'-Abbildung und

(a,b) €N := F710) = {(z,y) €ER™: fi(z,y) =0, j=1,....m}.

Ferner sei
rg DF (a, b) = m

und ohne Finschrinkung die Determinante der ,,partiellen “ Funktionalmatriz

on  on
ayl aym

_ O fm)
DyF T a(yla"'aym) ’ :
Ofm . Ofm

ayl aym
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an der Stelle (a, b) von 0 verschieden. Dann gibt es Umgebungen Wi = Wi(a) C RF | Wy = Wy(b) C
R™ mit Wy x Wy C U und eine C*-Abbildung g: Wi — R™ mit g(W1) C Wa, so daf

NN(Wy xWy) = {(z,y) e Wy xWa:y =g(x)}.

Es gilt

(%) Dy (z) = —((DyF) (z, g(2)))"" - (D F) (z, g (x)))

mit
of1 df1

O(fr, e fm)
Dol = 8(xla"'7xk) B ’ ’

Ofm Afm
dry  day

Bevor wir diesen auflerordentlich wichtigen Satz beweisen, fiigen wir eine Folgerung aus der Formel
() an. Die CRAMERsche Regel aus der Determinantentheorie besagt, dafl man die Eintrége einer inversen
Matrix bis auf das Vorzeichen als Quotienten aus gewissen Unterdeterminanten und der Determinante
der gegebenen Matrix bilden kann. Aus dem Bildungsgesetz fiir Determinanten als endliche alternierende
Summe von Produkten ihrer Eintrége und der Formel (x) folgt, daf die Abbildung ¢ sogar 2-mal stetig
differenzierbar ist, sofern dies auch fiir F' richtig ist. Hieraus ergibt sich durch Induktion leicht:

Folgerung 24.3 Ist in dem Satz iber implizite Funktionen die Abbildung F sogar {—mal stetig diffe-
renzierbar, £ € N* U {oco}, so auch die Abbildung g .

Bemerkung. Die Aussage der Folgerung bleibt auch fiir die Kategorie der analytischen Funktionen
bestehen, was wir hier aber nicht beweisen wollen.

Beweis (Satz 2). Wir nehmen zuniichst an, wir hétten fiir geeignete Umgebungen W; und Ws eine
stetige Abbildung g : Wi — Wa gefunden mit F' (z, g (x)) = 0. Erstaunlicherweise lassen sich hieraus
schon wesentliche Aussagen des Satzes gewinnen. Wir zeigen als erstes, dafl eine solche stetige Abbil-
dung ¢ notwendig stetig differenzierbar ist und ihre Funktionalmatrix Dg (x) an jeder Stelle ihres
Definitionsbereichs der Formel des Satzes geniigt.

Wir kénnen uns zur Untersuchung der Differenzierbarkeit und zum Nachweis der Formel auf die Betrach-
tung einer einzigen Stelle beschrianken. Aus der Formel folgt dann automatisch, daf3 die partiellen Ablei-
tungen stetig sind. Es sei also ohne Einschrinkung der Punkt (a, b) = (0, 0), und die Umgebungen sei-
en Kugeln bzgl. der euklidischen Norm: Wy = {z € R*: |[z| < r }, Wa = {yeR™: ||y| < ra}.

Wir setzen weiter in Analogie zu der linearen Situation C := P (0,0) € M (m x k, R) und
F

D = aa— (0, 0) € GL (m, R). Aus der Definition der Differenzierbarkeit von F im Nullpunkt folgt
Y

F(z,y) = Cx + Dy + ¢ (2, y)
mit ¢ (x,y) = o(||z, y||). Aus F(x, g(z)) = 0 fiir € W ergibt sich
g(x) = =D7'Cx — D7 'p(x, g(z)) .

Wegen der Aquivalenz aller Normen auf R¥ x R ist nach evtl. Verkleinerung von W; in Abhiingigkeit
von € > 0:

(+) lo(, g@) | <ellzll +1g@) )
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fiir hinreichend nahe bei 0 gelegene x (hierbei geht natiirlich die Stetigkeit von g ein !). Somit ist

(wenn || L|| die Operatornorm ||L|| := sup || Lv| einer Matrix L bezeichnet):
lvll<1

lg@) | < IDTHCI - Nzl + 1D ] - ezl + g (@) ]) -
Wihlt man speziell ¢ = 1/ (2| D71|), so erhalten wir
lg@) || < M|z, zeWi,
M eine geeignete Konstante. Dann folgt aber
g(x) = =D7'Ca + ¢ (2)
mit
¥ (z) = =D p(z, g(x) = o))
Also ist g in 0 differenzierbar mit der Ableitung —D~'C'.

Da aus der stetigen Differenzierbarkeit von F' mit det DyF # 0 an einer Stelle auch das Nichtver-
schwinden in einer ganzen Umgebung folgt, bekommen wir in einer ganzen Umgebung von (a, b) die
Differenzierbarkeit von ¢ mit

Dy (z) = =((DyF) (z, g ()" (D F) (z, g (2)))
und damit die stetige Differenzierbarkeit von g .

Es bleibt also zu zeigen: Fiir hinreichend kleine Umgebungen W;, W gibt es zu festem = € W genau
ein y € Wa, sodal F(x,y) = 0, und die Abbildung W7 3>z — y := g (z) € Wy ist stetig.

Die Existenz einer solchen stetigen Abbildung g beweisen wir mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes
im endlich-dimensionalen Banach-Raum V = R™, versehen mit der euklidischen Norm. Wir werden

dazu eine ganze ,,Schar“ von Operatoren a, : B—V, B=B(0,7) CV = R™ x € Wy, betrachten.
Wir nehmen dazu wieder (a, b) = (0, 0) an und setzen

ozx(y) = G(JC, y) =Y - DilF(xv y)7 D = (DyF) (O) :

Bei festem z ist die Gleichung F'(x, y) = 0 genau dann erfiillt, wenn «,(y) = y. Wir haben es also bei
der lokalen Existenz— und Eindeutigkeitsaussage fiir die Funktion wieder mit einem Fizpunktproblem fiir
die Abbildungen «, zu tun, und daher geniigt zum Nachweis des ersten Teils der obigen Behauptung:

Es gibt eine kompakte Kugel W; C R* mit Mittelpunkt 0 und eine positive Zahl r, so daB fiir alle
x € Wy der Operator «, die abgeschlossene Kugel B = B (0, r) in sich abbildet und kontrahierend
ist.

Wir beachten dazu, daf8 die Funktion G (z, y) in einer Umgebung von 0 = (0, 0) € R* x V' erklért und
stetig differenzierbar ist. Die notwendigen Abschétzungen gewinnen wir sodann aus dem Mittelwertsatz
fir C'-Funktionen auf R™ . Es ist

D,G = E, — D™'-D,F

gleich Null in (0, 0). Damit gibt es eine kompakte Kugel W; um 0 in R* und ein 7 > 0, so da8
B

G (z,y) auf Wi x B, B = B(0, r), erkliirt ist und

I DyG llw, x5 <

N | =

gilt. Nach dem Mittelwertsatz gilt dann:

1 _ o
Haz(y)—aw(@llé§lly—y||, vy, y€EB, zeW.
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Somit ist a, : B — V an jeder Stelle 2 € W; kontrahierend. Wir setzen weiter gy = go(z) = 0.
Wegen
oz (g90) = G (, 0)

und der Stetigkeit von G konnen wir W; soweit verkleinern, daf

r
lez(go) | = sup |G (2, 0)] < 5 .
zeW;

Dann ist nach dem Banachschen Fixpunktsatz fiir alle x € W7 die Folge

9o(z), g1(z) = az(go(z)), g2(x) = az(g1(z)), -~

in B = B(0, r) konvergent, und zwar gegen den einzigen Fixpunkt ¢ (x) von «, auf B.Insbesondere
ist
{(my)eWixB: Fr,y) =0} = {(z,y) eWixB:y =g(2)}.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dai die Abbildung g := g(z) stetig ist auf Wj. Nun liefert aber
der Banachsche Fixpunktsatz die (punktweise) Konvergenz der Folge g¢; nach g vermittels des
Majorantenkriteriums fiir die Teleskopreihe go + (91 — go) + -+ + (95 — ¢j—1) + ---, und die
auftretenden Konstanten sind unabhéngig von x € Wi. Also ist g stetig wegen des Weierstraischen
Konvergenzkriteriums. O

Bemerkung. Man kann die ,Schar“ «, auch anders interpretieren: Jeder stetigen Funktion h: W, — B
wird bei den obigen Wahlen durch

(@ (h)(z) = ax(h(z)) = G (z, h(z))

eine neue stetige Funktion a (h) : Wi — B zugeordnet. Dies liefert eine kontrahierende Selbstab-
bildung der abgeschlossenen Kugel mit Radius r im Banach—Raum der stetigen Abbildungen von
W1 nach R™ bzgl. der Supremumsnorm. Die gesuchte lokale stetige Losung im Satz tiber implizite
Funktionen ist dann nichts anderes als der (einzige) Fixpunkt des Operators «.

Zwei Anwendungen dieses bedeutenden Satzes im Falle m = 1 haben wir schon im Kapitel 17
aufgefiihrt und bewiesen. Zur Bequemlichkeit des Lesers sei die erste hier noch einmal notiert, und die
zweite wird sogleich auf den Fall beliebiger Dimension m des Bildraums verallgemeinert.

Folgerung 24.4 Essei f: U — R, U CR" eine offene Menge, eine stetig differenzierbare Funktion.
Dann steht der Gradient von f senkrecht auf den Hohenlinien von f . D. h. genauer: Ist v : [a, b] = U
eine Kurve mit f (v (t)) = const., so ist {(~'(¢), gradf (v (¢))) = 0.

Der einfache Beweis ist eine Folgerung aus der Kettenregel (sieche Lemma 17.18). ]

Eine weitere Anwendung in Kapitel 17 betraf die Frage nach notwendigen Bedingungen fiir lokale
Extrema mit Nebenbedingung. Wir wollen dieses Ergebnis hier gleich auf mehrere Nebenbedingungen
verallgemeinern. Es sei F = (f1,...,fm) : U — R™ U C R" offen, eine stetig differenzierbare
Abbildung, und die Gradienten

grad fi (a) ..., grad f (a)

seien linear unabhingig fiir einen Punkt @ € N = N (F). Weiter sei h € C'(U) gegeben. Man
sagt, h besitze in a ein lokales Minimum (Maximum) mit der Nebenbedingung F = 0 oder mit
Nebenbedingungen f; = 0,..., f,, = 0, wenn es eine Umgebung V = V (a) C R™ gibt mit

h(z) > h(a) bzw. < h(a) firalle z€e NNV .
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Satz 24.5 DBesitzt unter den obigen Voraussetzungen h ein lokales Extremum in a unter der Neben-
bedingung F = 0, so gibt es Zahlen A1,..., Ay € R, so daf

gradh (a) = zm: Ajgrad f;(a) .

j=1
Bemerkungen. 1. Man nennt die Zahlen Aq,...,\,, auch EULERsche Multiplikatoren.

2. Der nachfolgende Beweis ist vollig elementar und verlduft parallel zu dem in Kapitel 17 fir m = 1.
Wir werden diese Aussage aber spéter noch geometrisch zu interpretieren lernen und damit schneller
herleiten kénnen.

Beweis. Die vorausgesetzte Unabhéngigkeit der Gradienten ist gleichbedeutend damit, dafl die Funk-
tionalmatrix DF in a maximalen Rang m besitzt. Mit der iiblichen Aufspaltung der Variablen als
(z,y) mit 2 € R¥ und y € R™, n =m + k, konnen wir daher ohne Einschrinkung annehmen, daf

M= {(z,y) cUCR™ : F(z,y) =0}

in einer geeigneten Umgebung von a mit dem Graphen einer geeigneten Abbildung g : W — R™ | W C
R* | iibereinstimmt. Es sei ohne Einschrinkung a = 0 und ¢ (0) = 0.

Wir setzen nun ¢ (z) := h(z, g(x)) fir « € W. Nach Voraussetzung besitzt diese Funktion wegen
(z, g(x)) € M ein lokales Extremum im Nullpunkt. Also miissen dort alle ihre partiellen Ableitungen

nach x1,...,z, verschwinden. Dies liefert vermoge der Kettenregel die folgenden Relationen:
oh oh 0 Oh Ogm
O Oh O\ Oh Ogm _
0z Oy 0z Oym Ox1
oh oh 891 Oh agm
el /2y T TIm
oz, + Oy1 Oxy, Tt OYm Ox

In Matrizenschreibweise lauten diese Formeln:

on _ o og
or Oy oz’
Aufgrund des Satzes iiber implizite Funktionen hat man aber auch die Identitét
99 _ _ (oF\Tor
or Ay Ox

Zusammen ergibt dies die Relation

Oh _ Oh (OF\"TOF
Ox Oy \ Oy ox
Auf der anderen Seite ist trivialerweise auch

oh _ on (o)™ or
dy 9y \ Oy oy

oh (OF\ !
Setzt man nun noch — ( ) =: (A1,...,A\m), so folgt offensichtlich die Behauptung. O

oy \ 9y

(0,9(0))
Eine weitere wichtige Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen ist die Beantwortung der
folgenden Frage: Wann l:ifit sich eine C*~Abbildung

F:U—W, UCR" WCR™,
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(lokal) umkehren mit einer C*~Umkehrabbildung? Hierbei sei ¢ € N* U {co} .

Definition. Besitzt die C*~Abbildung F : U — W eine C*~Umkehrabbildung F~!: W — U, so nennt
man sie auch einen C’~Diffeomorphismus. Bei £ = 1 sprechen wir der Einfachheit halber schlicht von
einem Diffeomorphismus.

Eine notwendige Bedingung hatten wir hierfiir schon frither abgeleitet: Ist G eine solche Umkehrab-
bildung nahe b = F'(a), a € U fest, so ist notwendig wegen der Kettenregel und GoF' = idy, FoG =
1dW :

(DG) (b) (DF) (a) = E,, (DF)(a)(DG)(b) = Ey .

Wir setzen A := (DF)(a), B = (DG)(b);esist also A€ M(m xn,R), Be M (nxm,R) und
BA =FE,, AB = E,,. Als lineare Abbildungen sind dann A und B notwendig surjektiv. Folglich
muBl m < n und n < m, also m = n und damit A invertierbar sein. - Wir zeigen jetzt, daf§ diese
Bedingung auch lokal im differenzierbaren Fall hinreichend ist.

Satz 24.6 (Lokaler Umkehrsatz) Es sei U C R"™ offen, und die Abbildung F : U — R"™ sei {—mal
stetig differenzierbar, ¢ € N* U {oo}, mit invertierbarer Funktionalmatriz (DF)(a) fir ein a € U.
Dann gibt es Umgebungen V = V (a) CU und W = W (b) CR", b = F(a), so daf8 Fjy : V — W
ein C*'~Diffeomorphismus ist.

Beweis. Betrachte die C*~Abbildung
UxR" — R
{ (@, y) — y-F).
Dann ist ® (a, b)) = b — F(a) = 0 und
(D®)z(a, b) = —(DF) (a)
invertierbar. Also existiert lokal eine C*~Abbildung = = G (y) mit
y— F(Gy) =2G),y) =0, (z,y)eV' xW, V' W geeignet .

Nun ist
V=V nF'W)={zeV' :F(x)eW}

eine offene Umgebung von a in U, und Fjy : V — W ist bijektiv mit Umkehrabbildung G . ]

Bemerkung. Den Grund fiir die evtl. notwendige Verkleinerung von V' sieht man in dem folgenden Bild:

A

Figur 24.4
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Folgerung 24.7 Ist F : U — R" stetig differenzierbar und (DF) (a) invertierbar fir alle a € U,
dann ist F(U) CR™ offen.

Beweis. Es sei b€ F(U) und a € F~1(b). Dann gibt es offene Mengen V = V (a) und W = W (b),
so daf Fjy : V — W ein Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist W C F (V) C F'(U). O

Folgerung 24.8 Ist F zusitzlich injektiv und eine C*~Abbildung, ¢ € N*U{oo}, soist F: U — F (U)
ein C*~Diffeomorphismus.

Beweis. Nach Voraussetzung besitzt F': U — F (U) eine Umkehrabbildung G. Diese ist aber wegen
des lokalen Umkehrsatzes lokal (und damit global) ¢—mal stetig differenzierbar. (]

Beispiel (Polarkoordinaten). Wir setzen © = r cos ¢, y = r sinp, d. h. wir betrachten die Abbildung
R+ x R — RQ
D :
(r , ¢) — (z,y) = (r cos @, rsin @) .

Sie ist surjektiv, aber nicht injektiv; so geht z. B. (0, ¢) fiir alle ¢ € R auf den Nullpunkt (0, 0), und
ist r>0,s0gilt ®(r, ) = @ (1, ¢') genau dann, wenn ' = r und ¢’ = ¢ + 2n7w, n € Z.

Macht man nun ¢ eindeutig durch die Einschrinkung ¢ € (—m, 7] und r > 0, so wird
®: RY x (-, 7] — R*\ {0}

bijektiv,

Figur 24.5

und @ : R x (—m, 7) > R?\ { (2, y): 2 <0} wird bijektiv. Wegen
cos ¢ —rsin @
D® =
sing 1 cos @
ist det (D®) = r (cos®> ¢ + sin® ) = r >0, und damit ist ® : R x (-, 1) > R*\ {(z, y): <0}
ein C*°-Diffeomorphismus.

Wir gehen jetzt daran, den Satz iiber implizite Funktionen in eine stirker geometrisch geprégte
Form umzugieflen und danach zu dem sogenannten Rangsatz zu verallgemeinern.
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Definition und Bemerkung. Es seien U C R™ und V C R™ offene Mengen, und F = (f1,..., fm) :
U — V sei eine partiell differenzierbare Abbildung. Dann heif3t der Rang der Funktionalmatrix an einer

Stelle a € U, also
O(f1,---s fm) B OF B
rang By, o) (a) = rang P (a) = rang (DF) (a),

auch der Rang von F an der Stelle a. Wir schreiben dafiir manchmal auch kurz rg, F'.

Fiir eine lineare Abbildung A : R™ — R™ fiihrt diese Definition nicht zu Konfusion, da ja A als Matrix
aufgefaf3t und mit ihrer Funktionalmatrix identifiziert werden kann.

Lemma 24.9 Fir eine stetig differenzierbare Abbildung F : U — V st die Abbildung rgF : U —
Z, z v+ rg, F von unten halbstetig, d. h., da Z diskret ist: Fir jedes a € U existiert eine Umgebung
W = W (a) mit rg, F >rg, F fir alle x € W.

Beweis. Fiir eine m x n—Matrix A reeller Zahlen ist rangA > r genau dann, wenn eine r X r—
Untermatrix von A existiert, deren Determinante nicht verschwindet. Wegen der Stetigkeit der
Eintrige in der Funktionalmatrix OF/0z ist ihr Rang in jedem Punkt einer geeigneten Umgebung
eines Punktes a grofler oder gleich r, wenn er dies nur im Punkte a ist. O

Definition. Essei F €CY(U,V),ac€U,b=F(a)eV,UCR", VCR™.
a) F heifit eine Immersion in a, wenn rg, F = n ist;

b) F heifit eine Submersion in a, wenn rg, F' = m ist.

¢) F' heift eine Subimmersion in a, wenn es eine Umgebung W = W (a) C U gibt mit
rg, ' =r =const., zcW.

Eine stetig differenzierbare Abbildung F heifit eine Immersion bzw. Submersion bzw. Subimmersion
(schlechthin), wenn die entsprechende Eigenschaft in jedem Punkt a € U erfiillt ist.

Bemerkung. Der anschliefend zu findende Rangsatz besagt, dafl lokal eine Subimmersion stets geschrie-
ben werden kann als die Komposition einer Submersion mit einer Immersion. Daher stammt die etwas
kuriose Bezeichnung.

Lemma 24.10 Jede Immersion bzw. Submersion ist auch eine Subimmersion.

Beweis. a) Ist F eine Immersion in a, d. h. ist rg,F’ = n, so ist notwendig n < m. Da
rg, F < min (m, n) = n ist und in einer Umgebung W von a die Abschitzung rg, F > rg, F gelten
mu$, ist notwendig rg, F' = n, x € W.

b) Ist rg,F' = m, so folgt m < n. Der Rest erledigt sich wie im Teil a). g

Bemerkung. Aus der Linearen Algebra ist wohlbekannt, dafl eine lineare Abbildung A : V — W
(zwischen endlich—-dimensionalen Vektorrdumen V, W) genau dann surjektiv bzw. injektiv ist, wenn
ihr Rang, also die Dimension des Bildes A (V), gleich der Dimension des Bildraums W bzw. des
Urbildraums V ist. Somit ist eine C!-Abbildung F : U — V genau dann in einem Punkt a € U eine
Submersion bzw. eine Immersion, wenn ihr Differential D, F' = (DF') (a) surjektiv bzw. injektiv ist.

Beispiel. Selbstverstiandlich kann der Rang einer C'-Abbildung F : U — V ,springen“. Fiir die
Funktion f (z1, 2) := 23 + 23 z. B.ist 1gf = 0 und rg,f = 1 fiir alle a € R?\ {0}.

Wir werden nun eine lokale Normalform fiir Subimmersionen herleiten. Dazu ist aber i. A. sowohl im
Bild— als auch im Urbildraum ein lokaler differenzierbarer Koordinatenwechsel notwendig. Man erinnere
sich an das ,Gegenstiick“ im linearen Fall: Eine lineare Abbildung A : V. — W vom Rang r wird
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nach Einfithrung von geeigneten linearen Koordinaten auf V' und W beschrieben durch eine Matrix

der Form
E. |0
0olo)

Einfithrung von linearen Koordinaten bedeutet aber die Verwendung eines Isomorphismus ¢ : V' — R"
und entsprechend fiir W, so dafl in dem nachfolgenden Diagramm die untere waagerechte Abbildung
in der eben beschriebenen Normalform ist.

A

Vv w
P LG
R™ R™

Satz 24.11 (Rangsatz) FEs sei rg, F' = const. = r lokal um a € U C R™. Dann gibt es lokale
differenzierbare Koordinaten &1,...,&, um ,a = 0 “in U und (n1,...,Mm) um ,,b = F(a) = 0 “in
V', so daf

F(&,..,6) = (&,...,&,0,...,0) .
D. h. genauer : Nach evtl. Verkleinerung von U und V gibt es einen Diffeomorphismus ® : U’ — U
mit 0 € U' C R™ und ®(0) = a und einen Diffeomorphismus ¥ : V' —V mit 0 € V' C R™ und
U (0) = b, so daf$ fiir die Zusammensetzung W=t o F o ® gilt :

(U"toFod®)(€,...,6) = (&1,...,6,0,...,0).

Speziell hat man in solchen Koordinaten

a) F(&,...,&) = (&1,-..,¢n, 0,...,0) fiir eine Immersion, also wenn r =n < m,

bzw.

b) F(&,...,&n) = (&1,...,&m) fir eine Submersion, also wenn r=m <n.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrédnkung von vornherein ¢ = 0 und b = F(a) = 0 annehmen.

Nach Verkleinerung der Umgebungen U, V und Umbenennung der Variablen, d. h. nach Vor— bzw.
Nachschaltung von linearen Isomorphismen, erfiillt

F(Ilw"azn) = (fl(xla"'7xn)7"'7fm($1w"axn))

die Bedingung, daf§ fiir alle € U die Untermatrix

(52)
Oxy, 1<4,k<r
der Funktionalmatrix D, F invertierbar ist:
OF:
det(f]) <0, z€U.
Oxy, 1<j4,k<r
Betrachte nun zuerst die Abbildung
D (xla"wxn) — (fl(xla"'7xn)7"'7f7"('r17"'axn)7 xT+17"'7$n) .
Wegen
(52)
— *
Do — Otk /1< <

0 \ Emr
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ist ® lokal um 0 ein Diffeomorphismus. Wir verkleinern wieder entsprechend die Umgebungen.

Mit dem (lokal um den jeweiligen Ursprung zu verstehenden) Diagramm

R" 2 R”

F G=Fod!

Rm

folgt aus der Beschreibung von F' und ® sofort, dal G gegeben wird durch
G(gla s 75”) = (glw .. 757“7 gr+1(§17 s vgn)v s 7gm(€1a' e ;gn)) )

und da ® eine differenzierbare Koordinatentransformation auf U nahe 0 ist, mufl wegen der Ketten-
regel auch rg G = r = const. sein. Wir kénnen daher wieder x statt £ schreiben und von vornherein
annehmen an, dafl F' schon die Gestalt

F(xy,...,2n) = (21,2, fra1(@1,.os20), ooy (21, ..oy 20)), 1g,F = r = const.

besitzt. Nun ist in diesem Fall

Wegen rg F' = r mufl daher

AF.
i:O fir j=r+1,....m,k=r+1,....n
8l‘k

gelten. Bei erneuter Verkleinerung der Umgebung (wiihle z. B. einen geeigneten Wiirfel) gilt dann

fi(z1,...,xn) = fi(z1,..., 2, 0,...,0) = by (z1,...,2,) .
Nun ist ¥ : R™ — R™ | lokal um 0 gegeben durch

Yy = (ylv"',ym) — (yla"'vyra Yr41 — hr+1(y1a"'7y7“)»'~'aym - hm(yla"',yr))a

wiederum ein Diffeomorphismus im Bildbereich, und bzgl. dieser neuen Koordinaten wird F (bei er-
neuter Verkleinerung der Ursprungs—Umgebung) gegeben durch

(x1,...,2n) — (1,...,2.,0,...,0). |

Die Abbildung (z1,...,2,) +— (21,...,24, 0,...,0) zerlegt sich in eine Projektion p
(x1,...,2n) — (21,...,2,) und anschlieBende Injektion 4 : (x1,...,2,) — (21,...,2:, 0,...,0).
Dies liefert lokal fiir eine Subimmersion F die Darstellung F = (¥ oi)o (po®~!), wobei offensichtlich

Vo4 eine Immersion und po ®~! eine Submersion ist. - Diese Uberlegung liefert also die
Folgerung 24.12 FEine Subimmersion ist lokal stets die Zusammensetzung von einer Submersion mit
einer Immersion.

Eine weitere leichte Folgerung sei zum Schlufl notiert:

Folgerung 24.13 Ist F eine Submersion, so ist F eine offene Abbildung (d. h. F(U') ist offen in
V' fiir alle offenen Mengen U’ C U ).
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Der Begriff der Untermannigfaltigkeit basiert auf dem Satz tiber implizite Funktionen und seinen Varian-
ten. Wir fithren den Begriff sofort durch eine Reihe von dquivalenten Eigenschaften ein, die wir teilweise
schon frither kennengelernt haben. Im zweiten Teil dieses Kapitels kldren wir den Zusammenhang mit
den parametrisierten Objekten, die bisher ausschlielich in unser Blickfeld geraten sind (parametrisierte
Kurven, Flichen und Hyperflichen). Es wird sich herausstellen, daf deren Spuren zumindest lokal bzgl.
des Parameterbereichs Untermannigfaltigkeiten der erwarteten Dimension darstellen. Damit dies auch
global richtig ist, mufl noch eine weitere topologische Bedingung erfiillt sein.

Satz 25.1 Es sei M C R™ eine (nichtleere) Teilmenge, a € M und k € N fest. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent :

i) Es gibt eine Umgebung Uy = Uji(a) C R™ und eine stetig differenzierbare Abbildung F : Uy —
R"=* mit F(a) = 0, so daf

rang (DF)(z) =n —k, ze€lU,
und

MNU, = FY0)={2cU: Fx) =0}y ={zcU: filx) == for(x) =0}.

ii) Es gibt (nach Umbenennung der Variablen) eine Umgebung Us = U x V., U = U(d') C
RF V=V(@)CR™, n=4k+m,a=(a,a"), und eine C'-Abbildung g: U — V , so dafs

MNU; = Graphg = {(z,y) eUxV:y =g(z)}.

iii) Es gibt eine Umgebung Us = Us(a) C R™ wund eine stetig differenzierbare Abbildung G : Us —
RY mit G(a) = 0, so daf

rang (DG)(z) =n —k, z€Us,

und
MnNUs =G H0) = {zeUs: gi(x) == gn(x) = 0}.

iv) Es gibt eine Umgebung Uy, = Uy(a) C R™ und einen C'-Diffeomorphismus ® : Uy — W C R",
so daff ®(a) = 0 und

S(MNUy) =A{(z1,...yzn) EW: g =---=x, =0}.

Die Aussage bleibt richtig, wenn man dberall die Voraussetzung C' durch C° mit einem festen £, 1 <
! < oo, ersetzt.

Bemerkung. Die Bedingung i) ist, nach evtl. Verkleinerung der Umgebung U;j, schon dann erfiillt,
wenn die Mazimalititsbedingung fiir den Rang der Funktionalmatrix von F nur im Punkte a Bestand
hat (siehe Kapitel 24): rang (DF) (a) = n — k. Sie ist also gleichbedeutend damit, daf die Abbildung
F in (der Umgebung von) a eine Submersion ist.

Definition. Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes heifit a ein Mannigfaltigkeitspunkt von M
der Dimension k (und Klasse C?). Sind die Voraussetzungen in jedem Punkt a € M erfiillt, so heifit
M eine (C*—) Untermannigfaltigkeit von R™ der Dimension k. Manchmal wird auch die leere Menge
als Untermannigfaltigkeit der Dimension — oo aufgefafit.

Bemerkung. Ist a € M ein Mannigfaltigkeitspunkt, so gibt es eine Umgebung U = U (a) C R™, so
daB M NU eine Untermannigfaltigkeit von R™ ist. Vereinigt man alle diese Umgebungen, so sieht
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man sofort Jede Untermannigfaltigkeit M ist lokal abgeschlossen in R™, d. h. eine abgeschlossene
Teilmenge (bzgl. der Relativtopologie) einer offenen Menge U C R™.

Die einfachsten Beispiele sind die folgenden.

1. Jede einpunktige (oder endliche) Teilmenge D C R™ ist eine (nulldimensionale) Untermannigfaltig-
keit von R™.

2. Jede offene Teilmenge U C R™ ist eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ .
3. Die Menge
{(z,0)eR?*: z€(a,b)},

(a, b) C R ein nicht leeres, offenes Intervall, ist eine Untermannigfaltigkeit (der Dimension 1) von R?,
dagegen nicht die Menge
{(z,0)cR?*: 2 €[a,b)}.

Beweis von Satz 1. 1) <= ii). Dies ist in der Richtung von i) nach ii) der Satz dber implizite Funktionen.
Aus der Formel

(Dg) (@) = = ((DyF) (z, g(x)) ™" (DF) (w, g(x)))

folgt g € C*, falls F € C*, da nach der Cramerschen Regel und dem Bildungsgesetz von Determinanten
die Eintrige der Matrix ((D,F) (z, g(z)))"" in C’ liegen.

Von ii) nach i) ist wesentlich einfacher: Schreibt man die Koordinaten der Situation entsprechend als
(T1ye oy Thy Y1y oy Yn—k) =: (z, y), so besitzt F(x,y) := y — g(z) die gewiinschten Eigenschaften.

i) = iii). Man braucht nur G := F, insbesondere N := m = n — k zu setzen.
iti) = iv). Nach dem Rangsatz 24.11 schreibt sich G nach geeigneter lokaler C‘-—

Koordinatentransformation in der Form

G(é-lw"?gn) = (617"'7571716’ 0770)

Also wird G~1(0) beschrieben durch das Verschwinden von n — k Koordinaten.

iv) = i). Setze U; = Uy und ® := (f1,..., fn). Dann erfillt F = (fi41,..., fn) die Voraussetzun-
gen von i). Denn wegen des Laplaceschen Entwicklungssatzes wére (det ®) = 0 an allen Stellen z, an
denen rang (DF) (z) < n — k. O

Bemerkung. Will man den etwas komplizierten Beweis des Rangsatzes vermeiden, so kann man unter
Verzicht auf die Charakterisierung iii) gleich von ii) nach iv) wie folgt schlieflen: Betrachte die Abbildung

O (z,y)— (z,y — g(x)). Esist
E, 0
Do =

und damit det (D®)(a) = 1. Nach Verkleinerung von U und V bildet ® die Umgebung U x V
von a (ohne Einschrinkung sei ¢« = 0) auf eine Umgebung W von 0 in R™ mit Variablen
(X1, Tny Thtls--.,Tpn) ab,sodaB @(MNU XxV)) ={2zeW: x4 = =2x, =0}.

Obwohl die anschlieende Folgerung schon als Teil ii) in Satz 1 enthalten ist, soll sie noch einmal
gesondert als Angabe einer groflen Beispielklasse notiert werden.

Folgerung 25.2 Es sei g: U — R™, U C R* eine offene Teilmenge, eine C'—differenzierbare Abbil-
dung. Dann ist ihr Graph
F={(z,y) eUxR":y =g(x)}

eine k-dimensionale C*~Untermannigfaltigkeit von R* x R™ . |
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Ebenso einfach zeigt man mit Hilfe von irgendeiner der Standard—Charakterisierungen von Unter-
mannigfaltigkeiten, dafl sich diese ,stabil“ unter kartesischen Produkten verhalten.

Satz 25.3 Ist M eine Untermannigfaltigkeit von R™ und N eine solche von R™, so ist M x N eine
Untermannigfaltigkeit von R™*™ mit dim(,p) M x N = dimg M + dimy N, (a, b) € M x N . O

Beispiel. Wir wollen auch die Niitzlichkeit der auf dem Rangsatz basierenden Charakterisierung iii)
von Untermannigfaltigkeiten an einem Beispiel demonstrieren. Die drei Funktionen f; : R* =R, j=
1, 2, 3, seien definiert durch

fl(xla x2, T3, 334) = I1T3 — ,I% )
f2($17 T2, T3, rr4) = T2X4 — (I/% )
f3(z1, 22, T3, T4) = T1T4 — T2T3 .

Wir zeigen zuerst direkt, aber etwas miithsam, dafl die gemeinsame Nullstellenmenge
M = {zcR': fi(z) = folz) = f3(x) =0}

an jeder Stelle a € M N (R*\ {0}) eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R* ist. Ist néimlich
z. B. 21 # 0, so ist notwendig wegen der ersten Gleichung z3 = 23 /x; und wegen der dritten Gleichung
x4 = xox3/m1 = w3 /27 . Damit ist die zweite Gleichung automatisch erfiillt. Die Menge ist also lokal
um einen Punkt mit x; # 0 der Graph der Abbildung x3 = g3(z1, ¥2) = x3/21, ¥4 = ga(w1, T2) =
x3/x? . Entsprechendes ist aus Symmetriegriinden (die Gleichungen bleiben invariant unter Vertau-
schung von 7 mit x4 und xo mit x3) richtig an Stellen mit x4 # 0. Ahnlich argumentiert man bei
29 # 0 (und bei x3 # 0); denn dann ist notwendig wegen der ersten Gleichung z1 # 0 und wir sind
wieder im ersten Fall.

Man kann also auflerhalb des Nullpunkts lokal stets eine geeignete unter den drei Gleichung fortlassen.
Dies ist aber global nicht moglich. Betrachtet man z. B. nur die beiden ersten Gleichungen, so erlauben
diese alle Punkte der Ebene x5 = 23 = 0 als Losung. Diese werden aber durch die dritte Gleichung
zum grofiten Teil (genauer: bis auf zwei Geraden) eliminiert. LaBt man die zweite Gleichung fort, so ist
zumindest noch die Gerade x7; = x5 = x4 = 0 in dem Nullstellengebilde enthalten. Diese Gerade liegt
aber nicht vollsténdig in der Nullstellenmenge der zweiten Gleichung.

Man kann den ersten Teil der vorigen Untersuchungen mit dem Rangsatz schneller, oder doch zumindest
konzeptioneller, erledigen: Man schreibt F := (f1, fa, f3) und berechnet das Differential zu

I3 —2%2 1 0
DF = 0 Xq -2 r3 X
Ty —X3 —T2 I

Es ist leicht (obwohl auch hierfiir Fallunterscheidungen nétig sind) nachzupriifen, da§ diese Matrix
an allen Stellen  # 0 in M den Rang 2 besitzt. Nach dem Rangsatz ist somit M \ {0} eine
zweidimensionale Mannigfaltigkeit. (Man beachte, dal 2 = 4 — 2).

Warnung. Im Nullpunkt liegt jedoch kein Mannigfaltigkeitspunkt von M vor. Dies beweisen wir im
folgenden Kapitel durch Berechnung des Tangentialkegels Ty M .

Man kann Satz 1 {iber die Charakterisierung von Untermannigfaltigkeiten auf die verschiedensten
Weisen umformulieren. Die folgende Definition ist nur eine andere Sprechweise fiir den im vorigen
Kapitel eingefiihrten Begriff der Submersion.

Definition. Eine C'~Abbildung F : U — R™ heifit requldr im Punkte a € U, U eine offene Teilmenge
von R™, wenn ihr Differential (DF) (a) surjektiv ist, d. h. wenn (m < n und) rang (DF) (a) = m
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gilt. Ein Element ¢ € R™ heifit ein reguldrer Wert von F, wenn F in jedem Punkt a € F~1(c)
regulir ist (insbesondere, wenn F~1(c) leer ist). Im anderen Fall spricht man von singuldren Punkten
bzw. singuldren Werten.

Bemerkung. Regularitit einer Abbildung F' ist eine offene Eigenschaft: Ist F' regulir in a, so auch in
einer ganzen Umgebung U = U (a). Insbesondere ist dann ¢ = F'(a) ein reguldrer Wert von Fy .

Satz 25.4 Ist ¢ ein requlirer Wert von F, so ist F~t(c) (leer oder) eine Untermannigfaltigkeit von
R™ der Dimension n — m.

Beispiele. 1. Es sei A € M (n x n,R) eine symmetrische Matrix und ¢ (z) := 'z Az, z € R", die
zugeordnete quadratische Form. Dann ist (Dq) (a) = gradq(a) = 2'a A und

c=gqa) ='adAa = % (gradgq(a), a) .

Somit ist ¢ = 0 ein singuldrer Wert und @ = 0 ein singuldrer Punkt von ¢, aber ¢ # 0 ist ein
reguldrer Wert. Somit ist, falls nicht leer, die Menge

{zeR": q(z) ="'2Az =¢c}, c#0,

eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit (,,Hyperfliche*). Man nennt sie auch eine (nichtsin-
gulire) Quadrik. Offensichtlich kann man dann nach Multiplikation der Matrix A mit einer geeigneten
Konstanten stets ¢ = 1 annehmen.

2. Es sei C = f~1(0) eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R?, wobei f eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion auf einer offenen Menge U C R* x R bezeichnet mit 0 als regulirem Wert.
Man sieht dann sofort, daf8 auch die auf einer geeigneten offenen Teilmenge V von (R%*\ {0}) x R
definierte Funktion g (z, y, 2) := f (v/2? + y2, z) den reguliren Wert 0 besitzt. Mit anderen Worten:
Die ,,Rotationsfliche“

R:={(v,y,2)eR%: g(z,y,2) =0}

von C ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von R3.

Wm

Figur 25.1

Weitere interessante Beispiele sind sogenannte Konfigurationsrdume, die vor allem in der Physik
eine Rolle spielen. Die moglichen Lagen eines Pendels im Raum fiigen sich zusammen zu der Unter-
mannigfaltigkeit S? C R3:

Figur 25.2
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Fiir ein Doppelpendel in der Ebene hat man entsprechend den Konfigurationsraum
S'x S'CR*xR* = R*.

Dieser ist zweidimensional, also keine Hyperfliche. Man kann sich aber ein geeignetes Modell im R3
verschaffen:

Figur 25.3

Die Lage eines Stabes der Linge L > 0 in R® wird beschrieben durch seinen Anfangspunkt
x = (z1, z2, x3) und Endpunkt y = (y1, y2, y3), zwischen denen die Bedingung

3
fla,y) =) (2 —y)* = L7

j=1

herrschen muB. Dies ist eine nichtsingulire Quadrik in RS, also ein 5-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Man kann hier aber (lokal) auch ganz andere Parameter wihlen: Die Koordinaten des Anfangspunktes,
(z1, 2, x3) , und zwei Winkel, die die Lage des Stabes relativ zu einem kartesischen Koordinatensystem
angeben. Ein anderes Modell ist somit R3 x S?. Es hiingt eng mit der sogenannten POINCARE-Gruppe
der euklidischen Bewegungen des R? zusammen.

Bemerkung. Ist der Stab ohne jede Markierung, so kann man zwei Lagen desselben nicht voneinander
unterscheiden, wenn die beiden Endpunkte vertauscht wurden. In diesem Fall ist der wahre Konfigura-
tionsraum der Quotient des obigen nach der Aquivalenzrelation

(@, y) ~ (@', y) == @ y) = (z,y) oder = (y,2).

Dabei wird man i. a. aus der Kategorie der Untermannigfaltigkeiten herausgefiihrt. Es gibt jedoch
allgemeine S#tze, die einem sagen, unter welchen Voraussetzungen der Quotient einer (Unter—)
Mannigfaltigkeit nach einer Gruppenaktion wieder eine (zumindest abstrakte) Mannigfaltigkeit ist
(siehe auch den Anhang zu diesem Kapitel). Im obigen Beispiel operiert die multiplikative Gruppe
{+1}. Wir iiberlassen dem Leser eine entsprechende Diskussion des Konfigurationsraums eines starren
Dreiecks im R? mit unterscheidbaren bzw. ununterscheidbaren Ecken oder den von zwei Teilchen im
R3 | die nicht zu unterscheiden sind (eine Situation, die typisch ist fiir die Quantenmechanik.)

Beispiel. Der n—dimensionale reelle projektive Raum P, (R) ist eine der wichtigsten abstrakten Man-
nigfaltigkeiten der Theoretischen Mathematik. Als Punktmenge ist sie nichts anderes als die Gesamt-
heit aller Geraden durch den Nullpunkt in R"*!. Jede solche Gerade schneidet die Einheitssphére
S™ C R™! in genau zwei Punkten, die diametral gegeniiber liegen. Man bezeichnet die auf S™ einge-
schrinkte Abbildung 7 (z) = —z, € R™! | auch als die Antipodal-Abbildung. Mit dieser ist dann

P,(R) = S"/7,

und diese Beschreibung kann man dazu benutzen, um den projektiven Raum P,(R) mit einer n—
dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeitsstruktur zu versehen.
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Eine Vorstellung dieses (kompakten) Raumes kann man sich im Falle n = 2 verschaffen, wenn man
sich vergegenwiértigt, dal man ein topologisches Modell von Py (R) erhilt, wenn man auf der siidlichen
Hemisphire einschlieflich des Aquators auf dem *  “tor gegeniiber liegende Punkte identifiziert.

o~ T

Figur 25.4

Durch geeignete Deformation dieses Bildes kann man ein Modell konstruieren, welches in R3 liegt,
aber keine Untermannigfaltigkeit des R3 ist, da es Selbstdurchdringungen enthzlt. Man nennt dieses
Modell die Kreuzhaube.

Bemerkung. Nach einem Satz von WHITNEY 148t sich jede abstrakte n—dimensionale Mannigfaltigkeit
stets als Untermannigfaltigkeit von R2"*! realisieren®. (Zur Formulierung sieche den Anhang zum
vorliegenden Kapitel). Diese Finbettung ist aber i. a. nicht kanonisch, worauf schon die feste FEin-
bettungsdimension 2n+1 bei gegebener Dimension n hindeutet. - Wir geben hierzu noch zwei Beispiele.

Beispiele. 1. Das kartesische Produkt S™ x S™ zweier Sphéren ist per Konstruktion eine Unterman-
nigfaltigkeit von R(m+D+(n+1) — Rm+n+2 Tatgschlich aber 148t sich das Produkt stets als Unterman-
nigfaltigkeit von R™*7+1 realisieren. Am bekanntesten ist diese Realisierung im Falle m = n = 1 als
Oberflache des Volltorus, die wir schon weiter oben skizziert haben.

2. Der zweidimensionale projektive Raum Py(R) Lifit sich auf sehr schéne Weise wie folgt im RS
realisieren: Die Abbildung f : R3> — R® werde definiert durch

f(x7 y’ Z) = (x27 y27 227 yzﬂ Zx’ xy) *

Man zeigt dann (z. B. mit Hilfe der Charakterisierung durch Graphen, siehe unten): Das Bild
M = f(S?) ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von RS. Es gilt fiir a, b € S? genau
dann f(a) = f(b), wenn b = +a.

Bemerkung. Somit ,faktorisiert“ die Abbildung f iiber die surjektive Abbildung 7 : S? — P, und lie-
fert eine differenzierbare Einbettung der projektiven Ebene Py in R, wenn man die abstrakte Mannig-
faltigkeit Py mit der kanonischen differenzierbaren Struktur versieht, die von der Projektion 7 herriihrt.
Schaltet man noch die kanonische Projektion R6\{0} — P5(R) dahinter, so liefert dies tatsichlich auch
eine Einbettung P2(R) — P5(R), die in der Algebraischen Geometrie ale eine VERONESE—-FEinbettung
bekannt ist.

Wir beginnen mit der letzten Aussage vor der Bemerkung, die als solche nicht weiter begriindet werden
soll: Es ist zu zeigen, daB fir a = (z,y, 2), a = (2/, v/, 2) € S? gilt: f(d') = f(a) <= d = +a.
Die Richtung <= ist leicht nachzurechnen. Umgekehrt impliziert f (a’) = f(a) die Gleichungen

@) =2 )=y, (=2,
aus denen schon 2/ = +x, ¢y = 4y, 2/ = £z folgt. Insbesondere mufl mit jeder verschwinden-
den Koordinate von a auch die entsprechende Koordinate von a’ Null sein. Aus den drei weiteren
Gleichungen

!

dy =ay, Yy =yz, i =za
ergibt sich dann unmittelbar, wenn z. B. 2/ = z # 0, dal ¥ = y und 2’ = =z. Ist hingegen

/

2= —2+#0,s0folgt ¥ = —y und 2’ = —x.
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Man kann nun S? iiberdecken mit 6 ,Karten“4?, die durch Auflésung der Gleichung x? + y2 + 22 = 1
nach einer der Variablen entsteht. Eine solche ist z. B. gegeben durch die Parametrisierung ¢ (z, y) :=
(,y, /1 — (22 + y2)), 22 + y> < 1. Da ¢ den offenen Einheitskreis D C R? injektiv auf die
»echte“ obere Hemisphére S3 := {a € 5% : z > 0} abbildet und S3 keine antipodalen Punkte
enthilt, ist die Zusammensetzung x := fo injektiv. Um zu beweisen, dafl das Bild M := f (S?) eine
(2-dimensionale) Untermannigfaltigkeit von RS ist, geniigt der Nachweis, dal x (und die 5 anderen
Abbildungen des gleichen Typs) eine zweidimensionale lokale Parametrisierung von M liefert. Da
wir die Injektivitdt von x schon abgehakt haben, miissen wir also noch zeigen: D x besitzt Rang 2
und x ist ein Homdomorphismus von dem Einheitskreis D nach x (D) C M, wobei M C R® mit
der Relativtopologie zu versehen ist. (Siehe hierzu und dem folgenden auch Satz 5 und die spitere
Diskussion von parametrisierten Mannigfaltigkeiten).

Da x explizit gegeben ist durch

S%5 (z,y) — (22, y?, 1 — (@2 + %), 2y, yv1 — (@2 + 42), /1 — (a2 + 32) ),

berechnet sich Dy zu

2z 0

0 2y

—2x 2y

Y x
oy S - y?

VP 3 VP
Y, — : 7Y

x
RVACS V%3
wobei /2, fir /1 — (22 + y2?) steht. Die aus der dritten und vierten Zeile gebildete Unterdetermi-

nante verschwindet nicht an den Stellen in D \ {0}, und im Ursprung ist die aus den beiden letzten
Zeilen gebildete Unterdeterminante gleich 1.

Am schwierigsten ist fiir den noch nicht topologisch Versierten die letzte Behauptung. Da die Abbil-
dung ¢ die Sphére (lokal) als Graphen der Funktion e, darstellt, definiert sie einen Homéomorphis-

mus von D auf die obere Hemisphére Si mit der induzierten Topologie. Wir brauchen also, da die
Einschréankung f, von f auf Si (stetig und) injektiv ist, nur noch zu zeigen, dal f; eine offene
Abbildung ist, d. h. offene Mengen in der Relativtopologie von Si auf offene Teilmengen von M in der
Relativtopologie abbildet (denn dann ist die Umkehrabbildung stetig). Dazu reicht aber auch die Abge-
schlossenheit von fy , die man wie folgt einsieht: Es sei A C R? eine abgeschlossene Teilmenge. Da 52
eine kompakte Teilmenge von R? ist, ist auch S? N A kompakt und damit das stetige Bild f (S?N A)
kompakt und damit abgeschlossen in R®. Offensichtlich ist aber fi(S2 NA) = f(S?2NA)N f(52)
und folglich f4 (5% N A) abgeschlossen in f(5%).

Bemerkung. Man kann das Bild M = f(S?) auch durch Gleichungen beschreiben, aber ihnlich wie
in dem fritheren Beispiel nicht global durch 4 Gleichungen allein. Man zeigt in der Algebraischen Geo-
metrie, dafl das Bild von R3 in RS beschrieben wird durch das Verschwinden der 6 offensichtlichen
Gleichungen

2 2 2
Ty — 1x2, Ty — T2T3, Tg — L1T3, L4L5 — T2Te, L4le — L1xL5, TsTe — L3L4 -
Dies sind genau alle erzeugenden Relationen zwischen den Funktionen z, = 22, 2o = ¢?, x3 =

22, x4 = 2y, 5 = Yz, T¢ = 2, wie man auch durch systematisches Nachrechnen bei einigen
Fallunterscheidungen nachrechnen kann. Hinzu kommt als erste Gleichung xy + x2 + z3 = 1, die von

49Siehe zu diesem Begriff weiter unten.



520 Teil III: Mannigfaltigkeiten und der Satz von Stokes

(71,...,76) € f(S?) herkommt. Als Funktionalmatrix dieser 7 Funktionen gewinnt man sofort

1 1 1 0 0 0

To T 0 —2x4 0 0
0 T3 To 0 —2x5 0

T3 0 T 0 0 —2z6 )
0 —Xg 0 Ts T4 —T2

—z5 0 0 T6 -1 Ty
0 0 —xr4 —T3 Tg Ts5

von der man sich verhédltnisméfBig leicht iiberzeugt, daf sie an allen Stellen von M den Rang 4 besitzt.
Somit ist auch nach dem Rangsatz M eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R .

Wir kommen nun in Ergédnzung zu Satz 1 zu der parametrischen Beschreibung von Untermannig-
faltigkeiten.

Satz 25.5 Ein Punkt a € M C R" ist genau dann ein k-dimensionaler C*-Mannigfaltigkeitspunkt
von M , falls die folgende Bedingung erfillt ist :

v) Es gibt eine Umgebung Us = Us(a) C R™, eine Umgebung W = W (0) C R¥ und eine injektive
Ct-Abbildung o : W — Us mit ¢ (0) = a, rang (D) (t) = k, t € W, so daf

MnNUs = (W), und ¢: W — MNUs

ein Homdéomorphismus von W nach MNUs (versehen mit der Relativtopologie) ist. Insbesondere
ist ¢ eine Immersion.

Beweis. Wir benutzen die Charakterisierung ii) und zeigen, dafi daraus die Aussage v) folgt. Ist also
g: U —V wie in ii) gegeben, so setze man W = U, Us = Uy = U x V und (ohne Einschrinkung

sei a = 0):
Tt g

Offensichtlich ist ¢ eine injektive C*~Abbildung mit (Dy) = *(Ej, Dg); also ist rang (Dy) = k, und
weiter gilt
¢ (W) = Graphg = M NUs.

Es ist leicht zu sehen, dafl ¢ : W — Graphg ein Homéomorphismus ist: Selbstverstdndlich ist ¢ :
W — Us und damit auch ¢ : W — M N Us stetig, und die Umkehrabbildung ist die Einschrinkung
der stetigen Projektion U x V' — U auf den Unterraum M NUs C Us . Es ist zudem vollig trivial, dafl
{—fache stetige Differenzierbarkeit von g dieselbe Eigenschaft von ¢ impliziert.

Fiir die umgekehrte Richtung sei v) vorausgesetzt. Wir schreiben dabei ¢ ohne Einschrinkung als
Zeilenvektor in der Form
v =( ), (DPB)(0) invertierbar .

B,
—~
k m
Dann ist in einer Umgebung W; = Wiy(0) € W (0) die Abbildung 8 : W — RF ein C*-
Diffeomorphismus von W; auf eine offene Umgebung U = U (a/) C R¥. Sei a = =1 : U — W
gesetzt. Dann ist poa : U — Us eine injektive C*~Abbildung mit

rang (D(p 0 a)) = rang (Dg) - (Da)) = rang (Dy) = k,
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und
poa:U— W, — (W) (CMNUs)

ist ein Homéomorphismus. Insbesondere ist ¢ (W;) eine offene Teilmenge von M NUs und daher von
der Gestalt
(poa)(U) = ¢(Wy) = MNU,, U offenin R", Ul CUs.
Nun ist aber
(poa)(x) = (z,9(x), g(x)=~(a(x))
und damit nach evtl. Verkleinerung von U mit hinreichend kleiner Umgebung V' = V (a”), so dafl
UxV CUs:

MnN (U xV) = Graphg . O

Bemerkungen. 1. Wir werden weiter unten zeigen, dafl man in der Bedingung v) von Satz 5 nicht auf
die - bei erstem Hinsehen nicht sofort einsichtige - Forderung der Homdomorphie verzichten kann.

2. Satz 5 ist die Grundlage dafiir, dal Untermannigfaltigkeiten des R™ tatsichlich auch abstrakte
Mannigfaltigkeiten im Sinne des Anhangs zu diesem Kapitel sind. Dies ist der Inhalt der folgenden
Definition und des anschlieflenden Satzes.

Definition und Bemerkung. Es sei M C R" eine C’~Untermannigfaltigkeit der Dimension &, und es
sei p: V — R™ eine C*~Abbildung der offenen Menge V C R mit den folgenden Eigenschaften:

1. rang (Do) (t) = k, teV,
2. (V) Cc M,

3. ¢(V) =: U ist eine offene Teilmenge von M (versehen mit der Relativtopologie), und die
Abbildung ¢ : V — U ist ein Homdomorphismus.

(Insbesondere ist dann ¢ eine injektive Immersion). Dann heifit das Tripel (V, ¢, U) eine lokale Pa-
rametrisierung von M , und das Tripel (U, ¥ := o1, V) heiit eine Karte auf M . Ein Atlas von M
besteht aus einem System (U,, ¥,, V,), ¢ € I, von Karten mit

YJuv. =m.

el

Aufgrund von Satz 5 besitzt jeder Punkt a € M beliebig kleine Umgebungen U C M , die Bestandteil
einer Karte sind. Insbesondere besitzt jede Untermannigfaltigkeit M einen Atlas.

Je zwei Karten in einem Atlas von M besitzen eine differenzierbare Vertraglichkeitsbedingung. Dies
ist besagt der folgende Satz, den man zur Grundlage fiir die Definition abstrakter Mannigfaltigkeiten
nimmt (siehe Anhang).

Satz 25.6 Sind (Ui, ¥1, Vi) und (Us, ¥, Vo) zwei Karten der C'—Untermannigfaltigkeit M , so ist
die durch )5 011" gegebene Abbildung

ViD ’l/ll(Ul N UQ) — wQ(UQ n Ul) Cc Vs
ein C*~Diffeomorphismus.

Beweis. Da nach Voraussetzung die Abbildungen ; und 9 Homdomorphismen sind, kénnen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf§ U; = Uy =: U. Nach Voraussetzung ist 7 :=
¥y 0 1y ein Homdomorphismus; es geniigt zu zeigen, daf 7 an jeder Stelle to € V; k-mal stetig
differenzierbar ist. Da dies eine lokale Eigenschaft ist, konnen wir U als Umgebung des Punktes zy :=
wlfl(to) noch weiter verkleinern und damit z. B. nach iv) in Satz 1 annehmen, daf} es eine Umgebung
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Uy C R von zp und einen C’ Diffeomorphismus ® : Uy — W C R” gibt,sodaB U = UyNM =
®~1(E, NW) mit der k-dimensionalen Ebene Ejy = {y = (y1,...,yn) ER" : Y11 =+ = y, =
0}. Betrachte nun ® o ¢1, @1 = wfl . Da ¢ eine Immersion ist, ist auch ® o ¢; eine solche, und
nach Konstruktion schreibt sie sich in der Form (® o 1) (t) = *(g1(t),...,gx(t), 0,...,0). Damit ist
die durch gi,..., g definierte Abbildung von V; nach Ej, lokal ein C*-Diffeomorphismus. Das gleiche
gilt fiir ® o o . Wegen

Y20 = gytopr = (Rogy) o (Roy)

folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Das charakteristische Bild zu Satz 6 ist das folgende; es findet sich in jedem Text {iber
Mannigfaltigkeiten.

Figur 25.5

Warnung und Beispiel. Es gibt injektive Abbildungen ¢ : W — R™ mit W C R* und maximalem
Rang von Dy, also injektive Immersionen, deren Bild keine Untermannigfaltigkeit von R"™ ist. Das
Bild einer solchen Abbildung kann im eindimensionalen Fall etwa wie folgt aussehen:

Figur 25.6

Dies ist offensichtlich keine Untermannigfaltigkeit von R?, wie man an dem Ausschnitt in der
gestrichelt gezeichneten Umgebung sehen kann. Das Beispiel zeigt, dal man in v) auf die Bedingung
der Hom6omorphie nicht verzichten darf.

Wir wollen diesen Sachverhalt noch etwas genauer beschreiben und analysieren.



25 Differenzierbare Untermannigfaltigkeiten 523

Definition. Ein Tripel (V, ¢, ¢ (V)) mit einer offenen Teilmenge V C R* und einer C*~Immersion
©: V — R"™ heifit eine regulir (oder auch glatt) parametrisierte k—dimensionale Mannigfaltigkeit.

Bemerkung und Warnung. Jede k—dimensionale Untermannigfaltigkeit M ist auch (zumindest lokal)
eine glatt parametrisierte Mannigfaltigkeit. Wie wir oben gesehen haben, braucht aber fiir eine regular
parametrisierte Mannigfaltigkeit ¢ : V' — R™ die Bildmenge ¢ (V) keine Untermannigfaltigkeit zu
sein (sogar dann nicht, wenn ¢ injektiv ist).

Offensichtlich folgt aber aus dem Beweis des zuvor behandelten Satzes 5 oder noch einfacher aus
dem Rangsatz, dafl dies lokal bzgl. des Parameterraumes richtig ist.

Satz 25.7 Sei (V, ¢, (V) eine glatt parametrisierte Mannigfaltigkeit, und es seien a € ¢ (V) und
to €V mit a = ¢(ty) gegeben. Dann gibt es eine Umgebung W = W (tg) C V', so dafi ¢ (W) eine
k—dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. |

Figur 25.7

Bemerkung. Wir fassen noch einmal mit anderen Worten, wenn auch weiterhin vermutlich verwirrend,
zusammen: Ist (V, ¢, ¢ (V)) eine glatt parametrisierte Mannigfaltigkeit, so ist ¢ (V) genau dann eine
Untermannigfaltigkeit von R™, wenn ¢ : V — ¢ (V) ein Homdomorphismus von V auf die mit der
Relativtopologie versehene Menge ¢ (V) C R™ ist. In diesem Fall ist das Tripel (V, ¢, ¢ (V)) eine glatte
Parametrisierung der Untermannigfaltigkeit ¢ (V). Fiir jede glatt parametrisierte Mannigfaltigkeit
(V, ¢, ¢(V)) gibt es zu jedem Punkt t; € V eine offene Umgebung W C V', tqg € W, so dall ow
ein Hom6omorphismus von W nach ¢ (W) ist.

Man kann auf Untermannigfaltigkeiten auch Analysis betreiben; d. h. genauer: Man kann auf einer
solchen Mannigfaltigkeit differenzierbare Funktionen einfithren und sogar iiber differenzierbare Abbil-
dungen zwischen Untermannigfaltigkeiten sprechen. Wir beginnen sogleich mit einem Satz, der mehrere
mogliche Definitionen auflistet.

Satz 25.8 Es sei f: M — R eine Funktion auf der C*—Untermannigfaltigkeit M C R™ . Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent :

i) Zu jedem Punkt a € M gibt es eine Umgebung U := U (a) C R™ und eine C*~Funktion F auf
U mit Flunm = flunm -

i) Zujedem Punkt a € M gibt es eine lokale Parametrisierung (V, ¢, ¢ (V') von M mit a € ¢ (V),
so dafi fo eine C'~Funktion ist.

it)" Fir jede lokale Parametrisierung (V, ¢, ¢ (V) von M ist foq eine C'~Funktion.
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iii) Ist Uy := UNM und ®: U — W CR" ein C'~Diffeomorphismus, so daf8 Upr = Y ENW),
so gibt es eine C'~Funktion g auf E, N W, aufgefaft als offene Teilmenge von R¥, so dafs
flUM =god.

iii)" Zu jedem Punkt a € M gibt es eine Umgebung U = U (a) C R™ und einen C*-Diffeomorphismus
¢:U—WCR" wie iniii), so daf fiu,, = go® fir eine Funktion g € CHE,NW).

Beweis. Da lokale Parametrisierungen von der Giite C* sind, folgt aus i) die Aussage ii)’ und daraus
wiederum ii), da es stets lokale Parametrisierungen gibt. Aus ii) folgt iii), da wir im Beweis von
Satz 6 gesehen haben, dafl die Zusammensetzung einer lokalen Parametrisierung ¢ : V — Ujps mit
einem C’ Diffeomorphismus ® : U — W einen C’ Diffeomorphismus von V nach E, N W induziert.
Bezeichnet man diesen mit ¥ = ® oy, soist g := fo (I)\_Elmw = (fop)oU~t e CYELNW),
und es gilt go ® = f. Selbstverstindlich impliziert iii) die Aussage iii)/ und aus dieser gewinnt man
unmittelbar i) zuriick: Man darf annehmen, dal W ein kartesisches Produkt von Ej N W mit einem
Wiirfel der Dimension n — k ist. Die C*~Funktion g auf E,NW laBt sich dann sofort als C*Funktion
auf triviale Weise nach W fortsetzen durch G (y1,...,yn) := g(¥1,---,Yx). Man braucht dann nur
noch F := G o ® zu setzen. ]

Definition und Bemerkung. Eine Funktion f : M — R heifit /—mal stetig differenzierbar, wenn sie
eine der #quivalenten Bedingungen von Satz 8 erfiillt. Da jede C‘~Untermannigfaltigkeit automatisch
auch eine C*-Untermannigfaltigkeit ist fiir alle 1 < A < £, so ist hiermit auch erklirt, wann eine
Funktion A-mal stetig differenzierbar ist.

Bemerkung. Fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten erklidrt man die stetige Differenzierbarkeit von Funk-
tionen durch die Eigenschaft ii) und dquivalent dazu mit ii)/. Fiir den Begriff der differenzierbaren
Abbildungen zwischen (Unter—) Mannigfaltigkeiten M und N mufl man in beiden Rdumen in lokale
Karten gehen. Wir kénnen die Einzelheiten hierzu dem Leser iiberlassen. (Siehe aber auch den Anhang
fiir weitere Details in der abstrakten Situation).

Wir kommen nun noch zu einem weiteren zentralen Begriff, der die fritheren Bedingungen an
regulére Parametrisierungen auf neue Weise zusammenfafit. Er gestattet es, die obigen Sétze auch
auf differenzierbare Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten auszudehnen. Richtig interpretiert
sind diese Ergebnisse auch in der Kategorie der abstrakten differenzierbaren Mannigfaltigkeiten giiltig.
(Siehe dazu erneut den Anhang dieses Kapitels).

Definition. Eine differenzierbare Abbildung ¢ : V — R™ auf einer offenen Teilmenge V C RF heifit
eine Finbettung (von V in R™), falls M := ¢ (V) C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von R™ und ¢ : V — M ein Homoomorphismus ist. (Insbesondere mufl dann ¢ injektiv sein). Man
nennt die Einbettung ¢ offen bzw. abgeschlossen, wenn M offen bzw. abgeschlossen in R"™ ist.

Bemerkung. Eine Einbettung ist notwendig eine injektive Immersion (siehe unten). Die Umkehrung
gilt nicht, wie unser fritheres Beispiel zeigt.

Es gilt sogar genauer als oben angegeben das folgende

Lemma 25.9 Ist ¢ : V — R" eine Immersion in ©o € V C R¥, so gibt es Umgebungen V; =
Vi(wo), Vo = Va(p (o)) mit ¢ (Vi) C Va, so daff @y, eine abgeschlossene Einbettung von Vi in Vs
1st.

Der Beweis ergibt sich wieder sofort aus dem Rangsatz. 0

Satz 25.10 ¢: V — RF ist genau dann eine Einbettung, wenn folgendes erfiillt ist :

a) ¢ ist eine injektive Immersion ;
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b) ¢: V — (V) ist ein Homdomorphismus.

Bemerkung. Eine eigentliche injektive Immersion ist eine abgeschlossene Einbettung. Wir iiberlassen
den Beweis dieser Aussage dem Leser als Ubungsaufgabe.

Wir beenden diesen Paragraphen mit einigen weiteren wichtigen Beispielen von Untermannigfaltig-
keiten. Es handelt sich dabei durchweg um einige der klassischen Matrizen—Gruppen.

Beispiele. 1. Die allgemeine lineare Gruppe GL (n, R) ist das Komplement der Hyperfliche det M = 0
im Raum aller Matrizen M (n x n, R) = R™*™ und somit eine Untermannigfaltigkeit der Dimension

n?.

2. Zur Untersuchung der speziellen linearen Gruppe SL(n, R) miissen wir die Determinanten—

Abbildung etwas genauer studieren. Fiir die allgemeine n x n-Matrix X = (z,5) bezeichne X
die Untermatrix, die man aus X durch Streichen der j—ten Zeile und k—ten Spalte erhilt. Der La-
PLACEsche Entwicklungssatz liefert fiir alle j = 1,...,n die Formel

det X = > (1) a;,det X0 .

Beachtet man, daf die Matrix X, keine Variable zj; enthilt, folgt hieraus durch Differentiation nach
x;, die Beziehung

Odet X ~ ox Odet X " ,
17+ 2228 det Xy + 2 J‘) = )3+, det X
“oun 2; ( o it T ;( ) ke ¢

= (=1)7T* det Xy, .

Damit ist die Matrix X genau dann eine regulére Stelle fiir die Determinantenabbildung, wenn entweder
n = 1 oder der Rang von X mindestens gleich n—1 > 1 ist. Also ist fiir n = 1 jeder und fiir n > 2
jeder von Null verschiedene Wert ¢ regulér fiir die Funktion det. Insbesondere ist fiir jedes ¢ # 0 die
Menge

{XeMmnxn,R): det X = c}

eine regulidre Hyperfliche in M (n x n, R) = R . Speziell fiir ¢ = 1 gewinnt man hieraus die
Erkenntnis, daf8 SL (n, R) eine Untermannigfaltigkeit von R™*" der Dimension n? — 1 ist.

Bemerkung. Die vorigen Uberlegungen ergeben fiir den Gradienten grad det X an einer Stelle X,
ausgewertet an einer beliebigen quadratischen Matrix H , den Wert

(%) (grad det (X))(H) = Y (1) hy; det Xy, .
4 k=1
Insbesondere hat man die bemerkenswerte Formel

grad det (X))(X) = —1)7** 2 det X = n det X .
J J
k=1

(Die andererseits aber auch wieder nicht iiberraschend ist, da die Determinante ein homogenes Polynom
vom Grad n in ihren Eintrégen ist).

Als n#chstes beschéftigen wir uns mit mehreren Varianten der orthogonalen Gruppen.

Beispiel. Es sei
O() ={AcR"™:'"AA=E,}
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die orthogonale Gruppe. Offensichtlich ist O (n) das Urbild von E,, € R™*™ unter der Abbildung
R™ ™ = M (n x n,R) — R™*" = R*"+1/2 ¢ M (n x n,R)

M v— ‘MM,

die differenzierbar ist mit
(Df)y(M))-H = ‘MH+'HM,

wie man leicht nachrechnet (siehe auch weiter unten). Ist 7' eine beliebige symmetrische Matrix und

A orthogonal, so setze man

1
H=-AT.
2

Dann ist 1 1
((Df)(A)H = 5 TAAT + B 'TEAA =T,

d. h. (Df)(A) ist surjektiv. Somit ist F, ein reguldrer Wert von f und folglich
O(n) = f7H(En)

eine Untermannigfaltigkeit von R™*™ der Dimension

1 1
n? — §n(n—|—1) = in(n—l).

Insbesondere ist O (1) = {+1} nulldimensional, O (2) = SO (2) U 4, SO (2),

cos ¢ —sin ¢ L 1 0
SO(Q):{ . :@ER}%S cC, A4 =
sin ¢ cos ¢ 0 -1

eindimensional und O (3) dreidimensional. Spezielle (dreidimensionale) Koordinaten von O (3) werden
EuLERsche Winkel genannt. Allgemein kann man zeigen, dafl

O(n) =SO(Mn)UO™(n)
mit
O (n) ={A€O(n):det A= -1} = Ao SO(n), Ay = diag(1,...,1,-1).
1
Sowohl SO (n) als auch O™ (n) sind Untermannigfaltigkeiten von R"*™ der Dimension 7" (n—1),

aber nur SO (n) ist eine Gruppe.

Bemerkung. GL (n,R), O(n), SO (n) sind Beispiele von sogenannten Liegruppen (siche dazu das
iibernéichste Kapitel).

Wir wollen das letzte Beispiel noch verallgemeinern. Es sei zunéchst B eine beliebige n x n-Matrix
und f: M (nxn,R) — M (n xn,R) die Abbildung

f(M) ='MBM .

Wir versehen M (nxn,R) = R™ "™ mit den Variablen (x;x); k=1, n. Dann besitzt f die Komponenten
fjk = fjk: (-7;) = Z Lyj (Z brs Tk ) = Z brsxrjmsk: .

Hieraus berechnet man

af]k = Z brs 6‘7:7’j Tsk + Z brs x'rj axSk
T

T
9 pa T8 T8

= Z bps 5jq Tk + Z brp Trj 61«1
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und den Eintrag von ((Df)(M))H an der Stelle (j, k) :
Afjk

0 pg

Z bps 0jq Tsk hipg + brp Trj Okg hipg

5,P.q

= Z bps Tsk hpj + Z brp Trj hpk
P, P,

- zrjxrj (zp:brphpk) +zp:hpj (zsszsxsk) .

Somit haben wir die folgende Formel bewiesen:

p.q

(Df)(M))H ='MBH +'HBM .

Ist nun zusiitzlich B = S symmetrisch, so ist auch f (M) = ‘M S M symmetrisch. Man kann dann
wieder f als Abbildung
fiM(nxnR) =R>" — R/

in den Raum der symmetrischen Matrizen betrachten. Als solche ist das Differential dann wieder sur-
jektiv auf der Menge

U9 ={MeMmxnR):'MSM = S},
wenn S invertierbar ist.

1
Ist ndmlich T eine beliebige symmetrische Matrix und M € O (5), so gilt fir H := 3 MS™T:

2(Df) (M)H =tMSMST + TSVt MSM

=SS T+ TS 1S =2T.

Da f~1(S) die Matrix FE,, enthiilt, also nicht leer ist, ergibt sich die erste Aussage in dem folgenden

Satz 25.11 Ist S eine invertierbare symmetrische n X n—Matriz, so ist die Menge
(MeMmxnR) =R>™ :‘MSM =S8} c R”

eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n(n — 1)/2. Sie bildet eine Gruppe, die man mit O (S)
bezeichnet.

Beweis. Sind M, My € O(S), so ist auch M; My € O(S) wegen '(M; My)S (M, M) =
My My SMy) My = tMySMy, = S. Da S invertierbar ist, folgt aus der Produktformel fiir
Determinanten sofort det M # 0 fiir M € O (S). Durch Multiplikation der Gleichung ‘M SM = S
von rechts mit M~! und von links mit ‘M~! = (*M)~! ergibt sich S = {(M~1)SM~!, also
M=t € O(S9). Also bildet O(S) eine Gruppe. O

Bemerkung. Ist speziell S = diag(1,...,1,—1,...,—1) mit p Einsen, so schreibt man auch
O, q), ¢=n-p,
anstelle von O (S) . Insbesondere ist O (n) = O(n,0) = O0(0, n) und O (p, q) = O(q, p).
Bemerkung. Jede symmetrische Matrix S definiert eine symmetrische Bilinearform
(z, y>S =tz Sy auf R",

und umgekehrt wird jeder symmetrischen Bilinearform B auf einem endlich—dimensionalen reellen
Vektorraum V' nach Wahl einer Basis (eq,...,e,) durch

sjk = B(ej, ex)
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eine symmetrische Matrix S = (s;;) zugeordnet. Die Bilinearform B ist genau dann nicht ausgeartet
in dem Sinne, dafl
B(v,w) =0 firalle weW = v =0,

wenn S invertierbar ist. Ist ndmlich S invertierbar, so gibt es zu jedem =z € R™, & # 0, ein vy,
so da z = Sy und damit (z, y)S = t2Sy = tzxz > 0. Ist dagegen S nicht invertierbar, so
ist ker S nichttrivial. Es gibt also einen von Null verschiedenen Vektor z mit y = Sa = 0, also
(z, :c)S = tx Sz = 0. Man kann dann jeder Bilinearform B auf V die Menge der B invariant
lassenden Endomorphismen zuordnen:

{a€EndV: B(a), a(w)) = Bv,w), v,weV}.

Wenn B nichtausgeartet ist, so ist diese Menge eine Untergruppe von Aut V' = GL (V). Man
bezeichnet sie als orthogonale Gruppe zu der Bilinearform B, in Zeichen O (V| B).

Beispiel. In der speziellen Relativititstheorie spielt die nichtausgeartete Bilinearform
B(((El, T2, I3, t)v (‘Tlla .’E/2, :E,37 t/)) = 21 xll + T2 xl2 + @3 xZ/S - tt

eine zentrale Rolle. Die Gruppe O (R*, B) heit die LORENTZ Gruppe. Sie ist identisch mit O (3, 1).



Anhang: Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Wir gehen in diesem Anhang in einiger Ausfiihrlichkeit auf den Begriff einer abstrakten Mannigfaltigkeit
ein und iibertragen einige der Resultate aus dem Haupttext auf diese Situation.

Im folgenden bezeichnet X = (X, ¥) stets einen topologischen Raum mit dem System ¥ der
offenen Mengen auf X . Hierbei ist die Topologie ¥ eine Teilmenge der Potenzmenge von X | also eine
Menge von Teilmengen von X , so dafl die folgenden Axiome erfiillt sind:

0. X,0ez¥;

1. ist U, € ¥ fiir alle ¢ in einer beliebigen Indexmenge I, so ist die Vereinigungsmenge U U e%;
el

2. ist U; € T fiir alle j in einer endlichen Indexmenge J, so ist auch der Durchschnitt der U; in
T enthalten.

Ist Y C X eine Teilmenge eines topologischen Raumes X | so ,erbt“ Y offensichtlich eine Topologie
von X, indem man als offene Mengen von Y die Durchschnitte von Y mit offenen Mengen von X
erklidrt. Man bezeichnet diese Topologie auch als die (von X auf Y induzierte) Relativtopologie und
nennt Y einen topologischen Unterraum von X .

Wir setzen grundsitzlich voraus (wenn nichts anderes ausdriicklich gesagt wird), daf§ die untersuch-
ten topologischen Réume die beiden folgenden Bedingungen erfiillen:

1. X ist hausdorffsch, d. h. X erfiillt das Trennungsaxiom Ts: Zu je zwei verschiedenen Punkten
x1, T3 € X gibt es offene Mengen Uy, Uy C X mit 1 € Uy, 22 € Uy und Uy NUz = 0.

2. X erfillt das 2. Abzihlbarkeitsaziom: es existiert eine abzdhlbare Teilmenge Ty C T, so dafl fiir
alle U € T gilt:
U= J U.

UgeTg
UgCU

Standardbeispiele topologischer Rdume sind der reelle Vektorraum R™ mit der iiblichen, von der
euklidischen Metrik herrithrenden Topologie, und Teilmengen von R™ mit der Relativtopologie. Hierbei
ist eine Menge U C R™ offen, wenn es zu jedem Punkt x € U eine Kugel B,(z) mit Mittelpunkt x
und Radius r gibt, die ganz in U enthalten ist. Ein abzdhlbares System ¥, fiir R™ wird gegeben
durch alle Kugeln B,(x) mit rationalen Radien r und Mittelpunkten z mit rationalen Koordinaten
T1y-r-3 Ty -

Definition. Ein topologischer Raum X heifit eine topologische Mannigfaltigkeit, wenn er lokal euklidisch
ist, d. h. wenn es fiir alle x € X eine offene Umgebung U = U (z) und einen Hom&omorphismus

Y: U — VCR"?

auf eine offene Teilmenge V C R™, n = n(x), gibt. Das Tripel (U, v, V) heilt dann eine (n—
dimensionale) Karte auf (oder fiir) X .

Bemerkung. Ich schreibe meist ¢ fiir den Umkehrhom&omorphismus ¢ = ¢~ : V — U und die Karte
(U, v, V) auch als (V, ¢, U) (und nenne ¢ dann eine Parametrisierung von U ).

Satz 25.12 Es seien (Uj, ¥;, V;), V; C R", zwei Karten auf X mit UyNUs # 0. Dann ist ny = ny .
Beweis. Die induzierte Abbildung

o1
R™ > ‘/21 = ¢1 (U2 N Ul) wz_%) wg (U1 N UQ) =: V12 C R"2

ist ein HomGomorphismus. Der Satz von der Erhaltung der Dimension unter Homdomorphismen impli-
ziert dann ny = ny. Der Beweis dieses Satzes ist allerdings schwer; eine Skizze werden wir mit Hilfe
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von relativer Homologietheorie noch spéter (?7) liefern. (Im differenzierbaren Fall, der uns in diesem
Text vorwiegend beschéftigen wird, ist die Aussage aufgrund der Kettenregel vollig banal). (I

Folgerung 25.13 Die Funktion x — n(x) ist eindeutig bestimmd.
Definition. n(x) heiit die Dimension von X in x, in Zeichen: dim, X = n(x).

Aufgrund der lokalen Struktur topologischer Mannigfaltigkeiten besitzen ihre Punkte (beliebig klei-
ne) offene Umgebungen, die homéomorph zu offenen Kugeln im euklidischen Raum sind. Insbesondere
ergibt sich hieraus:

Folgerung 25.14 Topologische Mannigfaltigkeiten sind lokal wegweise zusammenhéngend und semilo-
kal einfach zusammenhéngend.

Bemerkung. Die zweite Aussage bedeutet: Zu jedem Punkt x € X gibt es eine Umgebung U, in der
sich jeder geschlossene Weg zu einem Punkt zusammenziehen 148t. Topologische Réume mit diesen
beiden Eigenschaften besitzen eine gute Uberlagerungstheorie (siche z. B. das Buch von STOCKER und
ZIESCHANG [40] iiber Algebraische Topologie).

Jeder topologische Raum ,zerfillt“ in seine Wegzusammenhangskomponenten
Z = Z(x9) :={x € X : x laBt sich mit x9 durch einen stetigen Weg verbinden } .

Aufgrund des lokalen wegweisen Zusammenhangs sind solche Komponenten von topologischen Mannig-
faltigkeiten offene Mengen, deren Komplement ebenfalls offen ist. Da sie selbst wegzusammenhéingend
und damit zusammenhingend im topologischen Sinne sind (d. h. nicht disjunkt zerlegbar in mehrere
nichtleere offene Mengen), kann man sie im vorliegenden Fall einfach als Zusammenhangskomponenten
bezeichnen. — Klar ist aufgrund der ersten Folgerung:

Lemma 25.15 Die Dimensionsfunktion x +— n(x) ist konstant auf den Zusammenhangskomponen-
ten von X . Insbesondere sind Zusammenhangskomponenten topologischer Mannigfaltigkeiten rein—
dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten.

Bemerkung. Wir werden i. a. nur rein—dimensionale Mannigfaltigkeiten betrachten, aber nicht notwen-
dig nur zusammenhéngende.

Die lokal euklidische Struktur einer topologischen Mannigfaltigkeit impliziert aber noch wesentlich
mehr.

Lemma 25.16 Topologische Mannigfaltigkeiten sind lokal kompakt. (D. h.: Jeder Punkt besitzt, sogar
beliebig kleine, kompakte Umgebungen,).

Diese Eigenschaft kann man noch weiter ausbeuten. Lokal kompakte To—Réume (nicht notwendig
mit 2. Abzihlbarkeits—Axiom) besitzen eine sogenannte Einpunkt—Kompaktifizierung X' = XU{oo}.
Es gilt der folgende
Satz 25.17 Die folgenden Aussagen sind dquivalent :

a) X erfillt das zweite Abzihlbarkeits—Axiom ;

b) die Kompaktifizierung X' = X U{oo} von X ist metrisierbar™® ;

50Dies bedeutet, da8 man auf X’ eine Metrik konstruieren kann, deren zugeordnete Topologie mit der urspriinglichen
Topologie iibereinstimmt.
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c) X ist metrisierbar und abzdhlbar im Unendlichen, d. h. X = U K; mit kompakten Mengen
j=0
Kj, SO daﬁ KoCcKiCKyC---.

Folgerung 25.18 Topologische Mannigfaltigkeiten X sind metrisierbar und abzdhlbar im Unendli-
chen. Insbesondere gilt : Topologische Mannigfaltigkeiten sind parakompakt ; d. h. zu jeder offenen
Uberdeckung von X gibt es eine lokal endliche Verfeinerung und eine untergeordnete stetige Teilung
der Eins.?!

Parakompakte Rdume sind erst recht (vollstindig) regulir: Zu jeder abgeschlossenen Menge A C X
und jeden Punkt xo € X'\ A existiert eine stetige Funktion f € C(X),sodal f(zo) = 1 und fi4 = 0.
In diesem Zusammenhang ist noch das folgende Ergebnis interessant.

Satz 25.19 (Urysohn) Aquivalent sind die folgenden Aussagen :

a) X st reguldr und erfillt das 2. Abzdihlbarkeits—Axiom ;

b) X besitzt eine abzihlbare dichte Teilmenge und ist metrisierbar.

Folgerung 25.20 Topologische Mannigfaltigkeiten besitzen hdchstens abzahlbar viele Zusammenhangs-
komponenten.

Wir kommen jetzt zu einem ganz zentralen Begriff der Theorie der Mannigfaltigkeiten.

Definition. Ein Atlas 2 auf der topologischen Mannigfaltigkeit X ist ein System von Karten
{(Uu 1/% ‘/L) }LEI mlt
X = U U,.

el

Wir nennen den Atlas abzdhlbar, wenn die Indexmenge I (hochstens) abzéhlbar ist. Er heifit

hinreichend grof$, wenn es zu jedem Punkt x € X und jeder Umgebung U von x eine Karte
U, ¥, V,) e gibt mit z €U, CU.

Aus dem zweiten Abzihlbarkeits—Axiom folgt unmittelbar:
Lemma 25.21 Jede topologische Mannigfaltigkeit besitzt hinreichend grofie abzdhlbare Atlanten.

Man kann eine topologische Mannigfaltigkeit aus einem ihrer Atlanten durch ,Zusammenkleben“
oder , Verheften“ von Karten wieder rekonstruieren. Dies soll im folgenden néher erldutert werden.

Es sei also der Atlas 2 = {(U,, ¥, V,) = (V,, ., U,) },er vorgegeben. Wir schreiben dann fiir
zwei Indizes ¢, x:

Vi =0, (U,NUy) .

Man achte hier auf die Reihenfolge der Indizes, die im folgenden noch sehr wichtig wird. Man kann sich
die Reihenfolge dadurch merken, dafi der zweite Index den Parameterbereich angibt, in dem V, liegt:

Ve CV, .
Entsprechend schreiben wir U, = U, NU,, wenn wir diesen Durchschnitt als Teilmenge von U,
ansehen wollen. Wegen U,, = U, soll auch immer V,, := V, sein. Wir haben dann Hom&omorphismen

Pre = SD;ZIOSDL = meowb_l Vi — Vi,
fiir die die folgenden Regeln gelten:

51Fine genaue Formulierung im differenzierbaren Fall geben wir weiter unten, zumal wir spéter von der Existenz
differenzierbarer Teilungen der Eins mehrfach Gebrauch machen werden.
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1. ¢, = idVL;
2. P = @;Ll;

3. @Ak © Pre = Pre -

Definition und Bemerkung. Wir nennen ein solches System einen abstrakten 1—Cozyklus von Homdomor-
phismen. Die sogenannte Cozykel-Bedingung 3. gilt natiirlich jeweils nur auf der Menge Vi, N5t (Vax) -

Man beachte, dal die Bedingungen 1. und 2. aus der dritten folgen. Wahlt man ndmlich ¢+ = k = A,
so erhélt man aus 3. auf V, = V,:

P © P = Loy -

Da die ¢,, invertierbar sind, impliziert dies ¢,, = id. Die Bedingung 2. folgt hieraus und aus 3., wenn
man dort A = ¢ setzt:

Pk O Pre = Pu = id .

Wir geben uns nun umgekehrt einen solchen 1-Cozyklus vor; also ein System {V, },e; von offenen
Teilmengen V, C R™ | zu jedem Paar ¢, k € I eine (eventuell leere) offene Teilmenge Vi, C V,, wobei
stets V,, = V, gelten soll, und einen Hom6omorphismus ¢, : Vi, — V.., so dal die Cozykelbedingung
erfiillt ist, und fragen uns, ob es eine topologische Mannigfaltigkeit gibt, die zu diesem Cozyklus gehort.

Was wir zu tun haben, ist im Prinzip klar: Wir haben fiir alle + und x die Menge V, mit V; entlang
Vi, und V,, zu ,verheften“. Mathematisch exakt geht dies folgendermaflen. Es sei X := UV, die
disjunkte mengentheoretische Vereinigung der Mengen V, , die man als Teilmenge von R™ x I auffassen
kann. Versieht man I mit der diskreten Topologie und R™ x I mit der Produkttopologie, so erbt X eine
kanonische Topologie: U C X ist genau dann offen, wenn alle Durchschnitte U NV, offen sind (man
kann ja V, als Teilmenge von X auffassen). Auf X erkliren wir nun eine ,, Verheftungsvorschrift “:

T, ~ Ty ILEVKL7 T € Vi, Tpe = SOHL(IL)-

Dies ist genau deshalb eine Aquivalenzrelation, weil die Cozykelbedingungen erfiillt sein sollen. Wir
bilden nun B
X =X/~

und versehen diesen Raum mit der von der kanonischen Projektion = : X - X / ~= X herstam-
menden Quotiententopologie. Per definitionem ist diese so beschaffen, dal U C X genau dann offen

ist, wenn dies fiir 7=3(U) C X zutrifft. Wegen 7~ 1(7(V,)) = U Vi ist U, := 7 (V,) eine offene

kel
Teilmenge von X, und ¢ := my, : V, — U, ist ein Homdomorphismus. Somit wird X von den
Karten (U,, ¥, = ¢; 1, V,) iiberdeckt, und es ist sofort einzusehen, daf§ dieser Atlas genau zu dem

vorgegebenen 1-Cozyklus zuriickfithrt. Was jetzt aber noch nachgepriift werden muf}, sind unsere
Standardvoraussetzungen hausdorffsch und 2. Abzihlbarkeits—Aziom. Beide sind nicht automatisch
erfiillt. Die zweite ist auf jeden Fall gegeben, wenn der vorgegebene Cozyklus abzéhlbar ist, was
wir ja ohnehin annehmen konnen. Fiir das 2. Trennungsaxiom kann man aber i. A. keine einfach
nachpriifbaren Kriterien angeben. Startet man jedoch mit einer topologischen Mannigfaltigkeit X,
gewinnt aus dieser einen 1-Cozyklus und konstruiert wie eben den Raum X/ ~ so ist dieser auf
kanonische Weise homdomorph zu dem urspriinglichen Raum X .

Beispiel. Wahlt man V; = Vo = R und Vo1 = Vs = R*, und verheftet man diese beiden Mengen
vermoge der Identitdt o1 = @12 = idgr~, so ist der entstehende Raum zwar lokal eine topologische
Mannigfaltigkeit, aber nicht hausdorffsch.

Wir wollen jetzt abstrakte differenzierbare Mannigfaltigkeiten einfithren. Dazu sei zundchst X eine
topologische Mannigfaltigkeit (mit allen unseren topologischen Zusatzbedingungen). Wir behalten die
obigen Bezeichnungen bei.
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Definition. 1. Zwei Karten (Uq, ¥1, V1), (Us, 12, Vo) auf X heiflen differenzierbar vertriglich, wenn
der Kartenwechsel a1 : Vo1 — Vio (beliebig oft) differenzierbar ist.

2. Fin Atlas 2 auf X heifit differenzierbar, wenn je zwei Karten aus 2l miteinander differenzierbar
vertraglich sind.

3. Zwei differenzierbare Atlanten 2l und % auf X heiflen differenzierbar vertrdglich, wenn jede Karte
aus 2 mit jeder Karte aus B differenzierbar vertraglich ist. Dies ist gleichbedeutend damit, dal auch
A UB ein differenzierbarer Atlas ist.

Bemerkung. Differenzierbare Vertriglichkeit von Karten und von Atlanten sind Aquivalenzrelationen.
Wir schreiben im letzteren Fall wie immer 2 ~ 8.

Das folgende Lemma ist eine leichte Ubungsaufgabe.

Lemma 25.22 Ist A ein differenzierbarer Atlas auf X , so ist auch

A= {(U, ¢, V): (U, ¢, V) differenzierbar vertriglich zu jeder Karte von 2 }

ein differenzierbarer Atlas, der zu 2 dquivalent ist und nicht mehr ,erweitert werden kann. Es gilt

ferner B B
A~B <= A =B .

Definition. Aus naheliegendem Grund nennt man 2 einen mazimalen Atlas.

Definition. Eine differenzierbare Struktur auf der topologischen Mannigfaltigkeit X ist eine Aquiva-
lenzklasse von differenzierbar vertréglichen differenzierbaren Atlanten. Zusammen mit dieser Struktur
heifit X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Bemerkungen. 1. Eine differenzierbare Struktur ist schon durch die Vorgabe eines einzigen differenzier-
baren Atlas bestimmt. Diesen sollte man i. A. so klein wie moglich wihlen.

2. Eine differenzierbare Struktur wird stets durch einen abzdhlbaren Atlas beschrieben.

3. Zwei durch Vorgabe je eines differenzierbaren Atlanten definierte differenzierbare Strukturen (X, 2A)
und (X, 9B8) sind genau dann gleich, wenn 2 = 9B .

4. Bei Bedarf gehen wir zu ,,groBeren® Atlanten 2% C 2/ C 2 iiber (z. B. nehmen wir mit (U, 1, V) € A
auch einige oder alle Karten (U’, ¥yr, V! = ¢ (U’)), U' C U beliebige offene Teilmenge, hinzu und
erlauben noch zusitzliche differenzierbare Koordinatenwechsel auf V'), d. h. wir arbeiten ,nur im
Prinzip“ mit dem maximalen Atlas. (Siehe hierzu auch die beiden anschlieBenden Beispiele).

5. Wie im vorigen Kapitel beweist man, daf§ ein differenzierbarer Atlas zu einem abstrakten 1-Cozyklus
von C*-Diffeomorphismen Anlafl gibt. Umgekehrt kann man aus einem solchen 1-Cozyklus wieder
die differenzierbare Mannigfaltigkeit rekonstruieren.

Beispiele. 1. { (R™, id, R™)} = 2 definiert eine differenzierbare Struktur auf R™. Der dazu gehorige
maximale Atlas ist riesig grof}; er ist gleich

A = {({U, ¢, V): U V CR" offen, ¢ : U — V Diffeomorphismus } .

2. Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Atlas %A = {(U,, ¢,, V,)} und ist U C X offen, so
ist

Q’[\U = { (UL nu, wL\UJﬂUv 'l/)L(UL N U)) }

ein differenzierbarer Atlas auf U. Gilt 2 ~ B, so auch 2y ~ By . Also wird auf U in eindeutiger
Weise eine differenzierbare Struktur erklért.
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3. Jede differenzierbare Untermannigfaltigkeit X C R™ der Dimension k trigt die Struktur einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit. Karten erhélt man lokal mit Hilfe des Satzes tiber implizite Funktionen
durch Projektionen in geeignete k—dimensionale Koordinatenebenen.

Warnungen. 1. Es gibt topologische Mannigfaltigkeiten ohne differenzierbare Struktur!

2. Es gibt topologische Mannigfaltigkeiten mit mehreren differenzierbaren Strukturen, sogenannte
sexotische“ Strukturen. Die ersten wurden von MILNOR 1958 auf S7 gefunden, und zwar, neben der
,Standardstruktur® von S7 als Untermannigfaltigkeit von R®, genau 27 weitere. Am Ende des letzten
Jahrhunderts wurde gezeigt, dal von den euklidischen Riumen R” nur der R* exotische Strukturen
tragt, aber dieser sogar iiberabzihlbar viele.

Bemerkung. Im eindimensionalen Fall ist jede (zusammenhiingende) Mannigfaltigkeit diffeomorph (zu
diesem Begriff siehe weiter unten) zu R oder zu S!, jeweils mit der Standardstruktur. Diese Aussage
ist jedoch falsch, wenn X nicht, wie wir stets voraussetzen, das 2. Abzdhlbarkeits—Axiom erfiillt!

Wie kann man weitere Mannigfaltigkeiten aus gegebenen konstruieren? Es seien (X, 20), (Y, B)
differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Dann ist ihre Summe oder disjunkte Vereinigung

(X 4+Y, A4+ W) mt X +Y := X UY (disjunkte Vereinigung) und 2 + B := A U B

wieder eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ebenso tréagt das kartesische Produkt von zwei differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten eine kanonische differenzierbare Struktur (X x Y, 2 x 9B), wobei 2 x ‘B

auf naheliegende Weise zu definieren ist. (Beachte aber, daf§ i. A. A x B #* A x B 1. In diesem Fall
ist dim(, ) X xY = dim, X + dim, Y.

Bemerkung. Untermannigfaltigkeiten von abstrakten Mannigfaltigkeiten definieren wir ebenfalls weiter
unten.

Bemerkung und Beispiel. Ersetzt man ,differenzierbar vertriglich“ durch ,C%vertriglich®, 0 < ¢ <
oo oder ¢/ = w, so erhilt man den Begriff der C’~Mannigfaltigkeit (oder auch Mannigfaltigkeiten der
Klasse C') bzw. den der reell-analytischen Mannigfaltigkeit. Ist n = 2m gerade und R?>™ = C™,
und sind die Kartenwechsel C™ D V,, — V,, C C™ biholomorph, so spricht man von einer komplex—
analytischen oder verkiirzend von einer komplexen Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension m .

Man kann leicht Beispiele von (Unter-) Mannigfaltigkeiten der Klasse C’ angeben, die nicht von der
Klasse C**! sind. Ist z. B. M C R? die Vereinigung der beiden Mengen

{(ay):xSO,y:O}, {(x,y):xEO,ysz},

so ist einfach zu zeigen:

a) M ist eine C'-Untermannigfaltigkeit von R?;
b) jeder Punkt (z, y) € M mit x # 0 ist ein C>°~Mannigfaltigkeitspunkt von M ;
c¢) der Punkt (0,0) € M ist kein C’~Mannigfaltigkeitspunkt, ¢ > 2.

Wir miissen als néchstes iiber differenzierbare Abbildungen zwischen abstrakten differenzierbaren

Mannigfaltigkeiten®® reden. Es seien also (X, 2) und (Y, 9B8) differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit
hinreichend groflen differenzierbaren Atlanten, und f: X — Y sei eine Abbildung.

Definition. f heifit differenzierbar in xq € X, wenn folgendes gilt:

a) f ist stetig in zg € X ;

52Fiir den Rest dieses Kapitels bedeutet ,,differenzierbar“ das gleiche wie , beliebig oft differenzierbar“. Man kann aber
diese Voraussetzung und damit auch das Symbol C* iiberall ersetzen durch C¢, £ > 1.
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b) fiir alle Karten (U, ¢, V) und (U, ¢, V) von X bzw. Y mit 2o € U, yo := f(20) € U und
f(U) CU (solche gibt es nach a)) gilt:

(+) Vofop: V=V

ist differenzierbar in ¢ (z9) € V.

Lemma 25.23 Fiir _die Differenzierbarkeit von f in xo € X geniigt die Exvistenz von zwei Karten
(U, 4, V) und (U, , V) mit 0 €U, yo := f(x9) €U, f(U) CU und (%) in b).

Beweis. Trivial. O

Definition. Eine Abbildung f: X — Y heifit differenzierbar, wenn f differenzierbar in jedem Punkt
2o € X ist, d. h. wenn o fop:V — V differenzierbar ist fiir alle Karten (U, ¢, V) und (U, ¥, V)
mit f(U) C U. (Insbesondere ist f natiirlich stetig). Wir schreiben C*°(X,Y) fiir die Menge der
differenzierbaren Abbildungen f: X — Y, speziell C*(X) := C>°(X, R). Selbstverstindlich existiert
auch C*(U,Y) und C*(U) fiir alle offenen Teilmengen U C X .

Lemma 25.24 a) idy € C*(X, X).

b) Aus f€C®(X,Y) und g € C®(Y, Z) folgt go f € C*(X, Z). O

Lemma 25.25 Sei f: X — Y stetig. Dann sind dquivalent :
a) feC¥(X,Y);
b) fir alle U C X, U CY offen mit f(U) C U und h € C®(U) ist ho f €C®U).

Beweis. Die Richtung von a) nach b) ist schon gezeigt worden. Fiir die umgekehrte Richtung beachte
man, dafl man diese nur in lokalen Karten zu begriinden braucht und dafl

f=U1,sfn): U — R”

genau dann differenzierbar ist, wenn alle Funktionen fi,..., f, in C>(U) liegen. Nun ist aber f; =
m; o f mit der j—ten Projektion 7; : R®™ — R, und diese ist eine C*°~Funktion. ([

Lemma 25.26 C™(X) ist (in kanonischer Weise) eine kommutative R-Algebra mit 1.

Definition. f € C®(X,Y) heifit ein Diffeomorphismus, wenn f Dbijektiv ist und auch die Inverse
f~tecC>(Y, X) liegt. X und Y heiflen diffeomorph, wenn es einen Diffeomorphismus f: X — Y
gibt.

Klar ist: Diffeomorphie ist eine Aquivalenzrelation. Ferner gilt unmittelbar aufgrund der Definition
von differenzierbaren Abbildungen vermittels Karten:

Lemma 25.27 Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und (U, ¢, V') eine Karte, so sind 1 :
U—V und o = =1 : V — U Diffeomorphismen.

Bemerkungen. Alle diese Aussagen gelten auch entsprechend fiir die Kategorien C’, C%, O (komplex—
analytisch).
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Satz 25.28 Die Identitit id : (X, §l) — (X, %) zwischen derselben topologischen Mannigfaltigkeit mit
evtl. verschiedenen differenzierbaren Atlanten ist genau dann ein Diffeomorphismus, wenn A = B .

Beweis. Ubungsaufgabe. (I
Hinweis. Man interpretiere diesen Satz in Bezug auf die 28 verschiedenen Strukturen auf S7.

Bemerkung. Man kann eine differenzierbare Struktur auf X unter einem Homdomorphismus
f: X —Y von X auf einen topologischen Raum Y offensichtlich so ,transportieren®, da§ Y eine
differenzierbare Struktur erhilt, fiir die f ein Diffeomorphismus wird.

Fir f € C>®(X,Y) und zp € X definieren wir nun (geméB (%)) den Rang von f an der Stelle xg
durch

rgmof = ral’lng(mO)(QZO f © SD) .

Es ist zu zeigen, daf diese Definition von der Wahl der Karten unabhéngig ist.

Lemma 25.29 Der Rang rg, f ist unabhingig von den Karten.

Beweis. Es seien (Uy, 1y, V1) und (Uy, ¢, Vi) zwei weitere Karten wie in () und ohne Einschréinkung
Uy =U, Uy = U. Dann gilt

profopr = 10) o (o fop)o (Pop)
und damit nach der Kettenregel
D(drofopr) = D1 0@) o D(ofop) o Do)
Daraus folgt, da die Matrizen D(@Zl o®), D(tp o) invertierbar sind, daf}
rg Do fopr) = 1gD(Wo foyp)

(an entsprechenden Stellen). O

Bemerkung. Wir definieren im Anhang des néchsten Kapitels eine lineare Abbildung (Df),, zwischen
den Tangentialrdumen Tx 2, — Ty, f(zy) it rg, f = rg(Df)sz, . Wir schreiben deshalb auch schon
jetzt

rgzof = rg(Df)xo = rga:o Df

Satz 25.30 Es sei rg, f = dimg, X = dimy(,,)Y . Dann ist f lokal um xo ein Diffeomorphismus.

Beweis. Dies ist eine Konsequenz des Umkehrsatzes in Verbindung mit (x). O

Lemma 25.31 Fiir eine feste differenzierbare Abbildung f : X — Y st die Abbildung rg; : X —
Z, x v rg,f, von unten halbstetig, d. h., da Z diskret ist: Fiir alle xo € X existiert eine Umgebung
U = Ul(xog) mit g, f > rg, f firale xcU.

Beweis. Fiir eine m x n-Matrix A reeller Zahlen ist rangA > r genau dann, wenn eine 7 X r—
Untermatrix von A existiert, deren Determinante nicht verschwindet. Wegen der Stetigkeit der
Eintrége in der Funktionalmatrix Dy, (1) o f o) ist ihr Rang in jedem Punkt einer Umgebung eines
Punktes xy grofler oder gleich r, wenn er dies nur im Punkte xzg ist. (I

Definition. Es sei f € C®(X,Y), z0€ X, yo = f(zo) €Y, m = dim,, X, n = dim,, Y.

a) f heiBt eine Immersion in x¢, wenn rg, f = m (die Tangentialabbildung ist dann injektiv).
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b) f heiflt eine Submersion in xo, wenn rg, f = n (die Tangentialabbildung ist dann surjektiv).

c) [ heifit eine Subimmersion in xzq, wenn es eine Umgebung U = U (zp) gibt mit

rg,f =r =const., xeU.

Eine Abbildung f heifit eine Immersion bzw. Submersion bzw. Subimmersion (schlechthin), wenn die
entsprechende Eigenschaft in jedem Punkt xy € X erfiillt ist.

Die beiden folgenden Sétze ergeben sich wortwortlich wie schon im Haupttext.

Satz 25.32 Jede Immersion bzw. Submersion ist auch eine Subimmersion. U

Satz 25.33 (Rangsatz) Es sei rg,f = const. = r lokal um xzo € X . Dann gibt es lokale Koordina-
ten T1,...,Tm um ,xo = 0 “in X wund (y1,...,yn) um ,,y0 = f(xo) =0 “in Y, so daf

flx1,...,zm) = (x1,...,2r, 0,...,0) .

Speziell hat man in solchen Koordinaten

a) f(z1,...,xm) = (T1,...,&m, 0,...,0) fir eine Immersion, m < n,
bzw.
b) f(z1,...,2m) = (21,...,2,) fir eine Submersion, m >n. O

Folgerung 25.34 Ist f eine Submersion, so ist f offen (d. h. f(U) ist offen in Y fir alle offenen
Mengen U C X ).

Auch in abstrakten differenzierbaren Mannigfaltigkeiten kann man von Untermannigfaltigkeiten
sprechen.

Definition. Es sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und Z C X eine Teilmenge (mit indu-
zierter Relativtopologie, die dann insbesondere hausdorffsch ist und das zweite Abzéhlbarkeits—Axiom
erfilllt). Z heift eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von X , wenn es fiir alle xg € Z eine Karte
(U, ¢, V) von X gibt mit zg € U, ¢ (z9) = 0 und

W(ZNU) = LOV, L= {wm = =a, =0},

Bemerkungen. Bei dieser Definition braucht man einen mazimalen Atlas fiir X . Sonst mufl man
fordern, dafl ¢ (ZNU) C V eine Untermannigfaltigkeit von V ist, d. h. man braucht den Begriff schon
fiir R™. Nach unserer Definition ist Z C R™ eine Untermannigfaltigkeit, wenn es fiir alle = € Z eine
Umgebung U und einen Diffeomorphismus ¢ : U — V C R"™ gibt mit ¢ (ZNU) = LNV . Dies ist
nicht die von uns frither verwendete (Standard—) Definition; wir wissen aber, dafl sie zu der iiblichen
dquivalent ist. Wir werden dies anschlieend noch einmal (fiir Mannigfaltigkeiten) beweisen.

Wir beginnen mit einigen einfachen Erkenntnissen.

Lemma 25.35 FEine differenzierbare Untermannigfaltigkeit Z C X ist notwendig lokal abgeschlossen,
d. h. es ezistiert eine offene Teilmenge U C X, so daff Z CU und U\ Z offen in X ist.

Warnung. 1. a. kann man nicht U = X wiéhlen, d. h. Z ist nicht notwendig abgeschlossen in X .
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Lemma 25.36 Sind Z, C X1, Zs C Xo zwei Untermannigfaltigkeiten, so ist auch Z1 X Zy C X1 X Xo
eine Untermannigfaltigkeit.

Die Beweise dieser Aussagen sind elementar und werden deshalb dem Leser iiberlassen. Etwas schwie-
riger ist der Nachweis des folgenden Satzes.

Satz 25.37 Eine Untermannigfaltigkeit Z C X trdgt in kanonischer Weise die Struktur einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit.

Beweis. Es seien (Uj, v, V;), j =1, 2, zwei Karten mit Uy NU; # 0 und ¢; (ZNU;) = L; NV;.
Ohne Einschrankung sei U; = Us; = U. Dann ist A := s 0 1/)1_1 ein Diffeomorphismus V; — V,
mit A(L; NV1) = Ly N V. Es ist leicht einzusehen, da8 dann Ajp,qy, : LiNVy — Ly N Va ein
Diffeomorphismus (von niederdimensionalen Rdumen) ist. Daraus folgt sofort, dafl die Karten

(ZN0U, Yizav, ¥ (ZNU) = LNV)

eine differenzierbare Struktur auf Z erkldren. O

Wegen Satz 37 kann man nun auch von differenzierbaren Abbildungen f : Z — Y von Z in
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit Y sprechen. Da zur Charakterisierung solcher Abbildungen der
Begriff der differenzierbaren Funktion auf Z geniigt (sieche Lemma 25), ist es wichtig, Kriterien fiir die
Differenzierbarkeit einer Funktion auf Z zu kennen. Wie im Fall von Untermannigfaltigkeiten von R"™
gilt nun, wie man durch Betrachtung geeigneter Karten sofort sieht:

Lemma 25.38 Fine Funktion f: Z — R auf einer Untermannigfaltigkeit Z C X ist genau dann dif-
ferenzierbar, wenn f lokal um jeden Punkt xo € Z die Einschrinkung einer differenzierbaren Funktion
F auf einer offenen Umgebung von xg in X ist.

Den Beweis {iberlassen wir dem Leser, ebenso die Herleitung der beiden folgenden Aussagen.

Satz 25.39  a) Die Untermannigfaltigkeiten Z C X mit dim, Z = dim, X fir alle x € Z sind
genau die offenen Teilmengen von X (,offene Untermannigfaltigkeiten).

b) Die Untermannigfaltigkeiten Z C X mit dim, Z = 0 fir alle * € Z sind die diskreten (not-
wendig abzihlbaren) Teilmengen in X .

Satz 25.40 Es sei Y C X eine Untermannigfaltigkeit, Z C 'Y ein topologischer Unterraum. Dann
gilt: Z C'Y st eine Untermannigfaltigkeit genau dann, wenn Z eine Untermannigfaltigkeit von X
181.

Definition. Ist X rein n—dimensional und Z C X von der reinen Dimension n — 1, so heiflit Z eine
Hyperfliche.

Wir kommen nun zu einer der zentralen Definitionen fiir differenzierbare Abbildungen, die es
gestattet, Untermannigfaltigkeiten auch auf eine andere Weise zu beschreiben, wie sie uns von
Untermannigfaltigkeiten im R™ schon vertraut ist.

Definition. Es sei f € C*(X,Y). f heiit reguldr im Punkt z¢o € X , wenn f dort eine Submersion ist.
Yo € Y heifit ein requlirer Wert von f, wenn f in allen Punkten zo € f~1(yo) reguldr ist. (Dies gilt
insbesondere fiir yo ¢ f(X), d. h. f~%(y0) = 0). Im anderen Fall spricht man von singuliren Stellen
bzw. Werten.
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Satz 25.41  a) Essei yo €Y ein requlirer Wert von f € C°(X,Y). Dann ist Z := f~(yo) eine
abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von X mit

codim,, (Z, X) = dimg, X — dim,, Z = dim,, Y
fiir alle xg € Z .

b) Lokal ist jede Untermannigfaltigkeit von dieser Gestalt. (Dies ist die ibliche Definition im R™ ).

Beweis. a) Nahe x¢ € f~!(yo) gibt es Karten mit 29 = 0 € V4 CR™, yo =0 € Vo C R", so da} f
gegeben wird durch

(21, B) > (@1 0) s M >0

Dann ist in Vj:
Z = f_1<y0) = {(Oa"'70a 'Tn+17"'7$m)}7

also eine Untermannigfaltigkeit mit
dimg, Z = m — n = dimg, X — dim,, Y .

b) In einer lokalen Karte V wird Z gegeben durch .41 =--- = z, = 0, dim, X = n. Betrachte
die Projektion

V SN Rn—’r
p:
(1, Tn) — (Trg1y. ooy Tn)

Nach Definition ist p eine Submersion, und es ist

pH0) = ZNV. O

Bemerkung. Eine a) entsprechende Aussage gilt auch mutatis mutandis fiir Subimmersionen (von
konstantem Rang).

Definition. f € C>®(X,Y) heifit eine FEinbettung (von X in Y), falls Z = f(X) C Y ei-
ne Untermannigfaltigkeit und f : X — Z ein Diffeomorphismus ist. (Insbesondere mufl f injektiv
sein). Man nennt die Einbettung f offen bzw. abgeschlossen, wenn Z offen bzw. abgeschlossen in Y ist.

Bemerkung. Eine Einbettung ist notwendig eine injektive Immersion (siehe unten). Die Umkehrung gilt
aus den uns schon bekannten Griinden nicht. - Es gilt jedoch das folgende

Lemma 25.42 Ist f € C*(X,Y) eine Immersion in xq, so gibt es Umgebungen Uy = Ui(xg), Us =
Us(f (xg)) mit f(Uy) C Us, so daf
fio, € C(Uy, Uy)

eine abgeschlossene Einbettung ist. O

Satz 25.43 f € C>®(X,Y) ist genau dann eine Einbettung von X nach Y , wenn folgendes erfillt
18t :

a) f ist eine injektive Immersion ;

b) f: X — Z ist ein Homéomorphismus.



540 Teil III: Mannigfaltigkeiten und der Satz von Stokes

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen ist klar. Seien umgekehrt a) und b) erfiillt. Wegen
des vorstehenden Lemmas ist der Homdomorphismus f : X — f(X) lokal ein Diffeomorphismus
auf eine Untermannigfaltigkeit. Also ist f(X) eine Untermannigfaltigkeit und f : X — f(X) ein
Diffeomorphismus. |

Bemerkung. Eine eigentliche injektive Immersion ist eine abgeschlossene Einbettung (Ubungsaufgabe).

Wir beschliefen diesen Paragraphen mit der Formulierung des berithmten Einbettungssatzes von
WHITNEY, den wir aber nicht direkt benutzen werden und daher auch nicht beweisen.

Satz 25.44 (Whitney) Es sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit

dim X := sup dim, X =n < o0.
zeX

Dann gestattet X eine abgeschlossene Einbettung

f: X — R

Bemerkung. Der Satz bleibt richtig in der reell-analytischen Kategorie (GRAUERT, MORREY; bei
Grauert mit holomorphen Techniken bewiesen). Im komplex—analytischen Fall ist die entsprechende
Aussage X — CV immer falsch fiir kompakte X (auBer wenn X null-dimensional ist). Sie gilt exakt
fiir die Klasse der ,,Steinschen “ Mannigfaltigkeiten (so genannt nach KARL STEIN). Im kompakten Fall
kann man nach Einbettungen X — Py (C) fragen. Diese existieren fiir die sogenannten ,,projektiv—
algebraischen “ Mannigfaltigkeiten X .

Aus Griinden der spéteren ,,Zitierbarkeit* fiigen wir hier noch eine exakte Definition des Begriffes
der Teilung der Eins an.

Definition. Es sei X eine C*Mannigfaltigkeit und 4 = {U,},c; eine offene Uberdeckung. Eine der
Uberdeckung 4 untergeordnete C'—Teilung der Eins ist ein System von C’~Funktionen 7, : X — R
mit den folgenden Eigenschaften:

Ho<n(x)<1l, z€X;
ii) suppn, cC U, ;

ili) ist U eine beliebige Umgebung eines Punktes z, so ist die Menge der ¢ € I mit U, NU #
endlich;

iv) an jeder Stelle x € X ist die (nach iii) endliche) Summe an(x) gleich 1.
el

Hierbei bezeichnet suppn den Triger einer Funktion 7, d. h. den Abschlufl der Menge der Punkte auf
X , in denen 7 nicht verschwindet.

Bemerkung. Fiir parakompakte C‘ Mannigfaltigkeiten, ¢ < oo, existieren zu beliebigen offenen Uber-
deckungen stets untergeordnete C’-Teilungen der Eins. Im Anhang zu Kapitel 29 werden wir dies
zumindest fiir C*°-Untermannigfaltigkeiten von R™ beweisen. Wegen der jeweiligen Identitdtssdtze
ist diese Aussage fiir reell- und komplex—analytische Mannigfaltigkeiten selbstverstindlich falsch. Als
C*°—Mannigfaltigkeiten besitzen sie jedoch C*°—Teilungen der Eins, sofern sie parakompakt sind.



26 Tangentialraum und Tangentialbiindel

Fiir einen Punkt a in einer beliebigen Teilmenge M C R™ wollen wir die Gesamtheit aller Tangenti-
alvektoren an Kurven betrachten, die bei a starten und ganz in M verlaufen. Diese Uberlegung fiithrt
zu der folgenden

Definition. Es sei M € R™ eine Teilmenge und a € M . Ein Tangentialvektor an M in a ist der

Geschwindigkeitsvektor +/(0) eines stetig differenzierbaren ,Kiirvchens® ~: I, := [0,e) — M mit
7(0) = a.

y =4 )

Figur 26.1

Die Menge aller Tangentialvektoren an M in a bezeichnen wir mit T, M oder auch Ty, ,.

Per definitionem ist T, M nur eine (nicht leere) Menge. Der erste Satz konstatiert eine zusétzliche
Struktur auf dieser Menge, die jedoch i. A. weit davon entfernt ist, einen Vektorraum zu bilden.

Satz 26.1 Die Menge T, M aller Tangentialvektoren bildet einen Kegel mit Spitze in 0, d. h. es ist
0T M, und mit v € TyM ist auch cv € T,M fiir alle ¢ > 0.

Beweis. Die  konstante“ Kurve 7 (t) := a garantiert die erste Eigenschaft. Ist weiter v = ~/(0),
v: I — R™, soist mit ¢ > 0 auch 7.(t) := v(ct): I, — R" eine stetig differenzierbare Kurve mit
Yellese) = v(Ic) € M, und mit v (0) = a ist auch 7.(0) = a. Es ist ferner v.(t) = c¢7'(ct) und
folglich ~.(0) = cw. O

Definition und Bemerkung. Wir nennen T,M den Tangentialkegel von M an der Stelle a. Man hat
diesen Begriff sorgfiltig zu unterscheiden von der Definition des affinen Tangentialkegels a + T, M ,
bei dem man also alle Tangentialvektoren in T, M an den Punkt a ,anheftet“.

Bemerkung. Ist ® ein Diffeomorphismus einer Umgebung U = U (a) eines Punktes a € R™ auf die
Umgebung V = V (b) C R™ des Punktes b = ®(a), und ist M C U eine Teilmenge mit a € M ,
so wird jedem Kurvenstiickchen ~ : [0,e) — M mit v(0) = a durch v — 5 := ® o~ ein
Kurvenstiickchen 7 : [0, &) — ® (M) mit 5 (0) = b zugeordnet, und aus der Kettenregel ergibt sich
unmittelbar

7'(0) :== (D®)(a))-~'(0) und damit ((D®) (a)) (Ta(M)) = Ty(P (M)) .
Insbesondere fiir eine invertierbare Matrix S und a = b = 0 ist

S(To(M)) = To(SM) .
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Beispiel. 1. a. ist T,M kein Vektorraum. Ist z. B. M = Ry = {x € R: 2 >0} C R, so ist fiir jede
Kurve v: I, = M mit v(0) = 0:

v (

~ [
]
ol
=
o
=
—_

und damit 4/(0) > 0, d. h. ToM = R,

Dies ist ein Spezialfall einer viel allgemeineren Aussage, die wir sofort notieren wollen.

Lemma 26.2 Ist M selbst ein abgeschlossener Kegel mit Spitze in 0, so ist ToM = M .

Beweis. Ist x € M\{0} beliebig, aber fest, so ist nach Voraussetzung die Kurve v (t) := tx, t € [0, 1)
in M enthalten und damit

z =+'(0) € oM, also M C ToM .

Es sei umgekehrt v : [0, ) — M eine differenzierbare Kurve mit Anfangspunkt 0. Dann ist v (t)/t

wegen der Kegeleigenschaft von M fiir alle ¢ € (0, £) in M enthalten und folglich nach Voraussetzung
t) — 0 t

der Abgeschlossenheit von M auch +/(0) = lim 1) = (0 = lim () e M. O
t\.0 t—0 t—0 ¢

Beispiel. Es sei S € R™*" eine symmetrische Matrix und @ C R™ die (entartete) Quadrik {z € R™:

tzSx = 0}. Aus der Linearen Algebra wissen wir, dafl es zu der symmetrischen Matrix S eine ortho-

gonale Matrix T' gibt, so da§ ‘T"ST = diag (\1,...,\,) mit den reellen Eigenwerten \; . Des Weiteren

gibt es eine Diagonalmatrix D, so dal D diag(A1,...,\,) D = diag(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0) =:

Sy ist. Setzen wir also T := T D, soist ‘TST = Sy und nach der obigen Bemerkung
To(Q) = TTH(T'Q) .

Nun ist 771 Q = {z = T ly: ye Q} = Qo, wobei Qo = {x € R": wSyx = 0}. Weiter ist
ToQo = Qo , und man sieht sofort, dafl ()¢ genau dann ein Untervektorraum von R™ ist, wenn r = 0
oder s = 0 gilt. Daraus folgt sofort:

Der Tangentialkegel ToQ = Q ist genau dann ein Vektorraum, wenn die quadratische Form ‘vSx
semidefinit ist.

Um zu entscheiden, ob im letzten Fall die Menge @) eine Untermannigfaltigkeit ist, konnen wir uns auf
Qo beschrinken. Positive Semidefinitheit bedeutet hier, wie oben angegeben, r = 0 oder s = 0. Wir
konzentrieren unsere weiteren Uberlegungen auf die zweite Maglichkeit (im anderen Fall multipliziere
man die Gleichung mit —1). Hier wird dann @ beschrieben durch das Verschwinden der Funktion

fl@) =2

und ist somit die durch z; = -+ = x, = 0 definierte (n — r)—dimensionale Ebene E. Wir haben
es somit tatsdchlich mit einer Untermannigfaltigkeit zu tun, die allerdings durch f nicht korrekt
beschrieben wird, da der Gradient von f auf F verschwindet.

Bemerkung. In dem vorigen Beispiel ist also Tp@ genau dann ein Vektorraum, wenn 0 ein Mannigfal-
tigkeitspunkt von @ ist. In der Tat folgt aus der Voraussetzung, dafl T, M ein Vektorraum ist, i. A.
nicht notwendig, dafl a ein Mannigfaltigkeitspunkt der Menge M sein muf}. Dies kann man sich leicht
an Beispielen von nicht abgeschlossenen Kegeln wie z. B.

M = R*\ {(z,0): 2 #0}.
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klar machen. Hier ist offensichtlich TyM = R?, aber der Ursprung ist kein Mannigfaltigkeitspunkt
von M .

Die Umkehrung ist jedoch immer richtig. Dies besagt der folgende zentrale Satz {iber den Tangen-
tialkegel in Mannigfaltigkeitspunkten.

Satz 26.3 Ist a ein k—dimensionaler Mannigfaltigkeitspunkt von M | so ist Ty,M ein k—-dimensionaler
Vektorraum. Es gilt (mit den Bezeichnungen der Sitze 25.1 und 25.5 ) :

T.M = ket ((DF)(a)) = im (D) (0)) -
Beweis. Es geniigt zu zeigen:

im ((Dy) (0)) € TuM C ker ((DF) (a)) ,

denn aufgrund der Rangvoraussetzungen haben die auflen stehenden Vektorraume die gleiche Dimension
und stimmen daher iiberein.

a) Der Vektorraum im ((D¢) (0)) wird erzeugt von den Vektoren

e dp
871(0),-..,%(0%

Sind nun ¢y, ..., ¢, € R beliebig, so wird fiir hinreichend kleines & durch
V() = et ont), tel =[0,¢)

eine Kurve definiert, die in M enthalten ist. Somit ist

b) Essei v = (71,.-.,7m) : I = M mit v(0) = a gegeben. Dann ist
fim@),...,m@) =0

fir alle j = 1,...,m = n — k. Daraus folgt (gradf;(a),v) = 0 fur v = ~/(0) und damit
((DF)(a))v = 0. O

Bemerkung. Aufgrund dieses Satzes spricht man in Mannigfaltigkeitspunkten a € M anstelle vom
Tangentialkegel auch vom Tangentialraum. Entsprechend heifit a + T,M der affine Tangentialraum
der Untermannigfaltigkeit M im Punkte a.

Bemerkung. In den meisten Textbiichern wird der Tangentialkegel an eine Menge M an der Stelle a auf
andere Weise eingefiihrt, und zwar als die Menge aller Tangentialvektoren an differenzierbare Kurven,
die auch eine Vergangenheit haben. Man setzt also

T.M = {7 (0)}

fiir alle differenzierbaren Kurven v : J. := (—¢,e) — M mit v(0) = a. Man macht sich sofort
klar, daf§ dies fiir einige Beispiele dramatische Konsequenzen hat. So ist z. B. ToR; = {0}. Noch
allgemeiner gilt der leicht zu beweisende

Satz 26.4 faM ist ein Doppelkegel, d. h. mit v € faM und ¢ € R ist auch cv € faM. O
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Beispiel. Aufgrund dieses Satzes stellt man sehr schnell fest, daf§ fiir eine beliebige Menge M der
modifizierte Tangentialkegel T, M der grofite, in T, M enthaltene Doppelkegel ist:

faM ={veT,M: cveT,M firalleceR}.

Damit ist insbesondere faM = T,M, wenn T,M ein Vektorraum ist, also insbesondere, wenn a ein
Mannigfaltigkeitspunkt von M ist.

Bemerkung. Aufgrund des vorigen Beispiels werden wir Tangentialvektoren v € T,M an Man-
nigfaltigkeiten. M auch reprisentieren durch Ableitungen v = +/(0) fiir differenzierbare Kurven
vi:(—e,e)— M mit v(0) = a.

Als néchstes berechnen wir die Tangentialriume von wichtigen Beispielen.

Beispiele. 1. Es sei L C R™ ein Untervektorraum der Dimension & = n — m. Dann gibt es m linear
unabhéngige Linearformen /y,...,¢,,sodafl L = {z € R" : {1(x) = -+ = Lp(x) = 0}. Mit
li(x) = a1z + -+ ajpey und F = (1,...,0y) ist (DF)(z) = A := (a;i) an jeder Stelle z. Es
folgt

T,L = ker (DF)(a)) = {veR": Av =0} =1L.

Entsprechend findet man T,M = V fiir jeden affinen Unterraum M = zg + V', V ein Untervektor-
raum von R™.

2. Hat man einen (lokalen) Diffeomorphismus ® : R” — R™ mit ®(a) = 0 und @ (M NU) = HN
V,H=FE, ={(€R": 41 ==&, =0}, so wird jeder Kurve a: I, = [0,¢) — H durch 0
vermittels a — v := ® loa eine Kurvein M durch a zugeordnet. Wegen +/(0) = (D®~1) (0)-o/(
liefert dies eine injektive Abbildung

0)

(D& 1) (0): ToH — T, M .
Wegen der Beziehung dim ToH = k = dim T, M und der Identifizierung ToH = H ist somit
T.M = ((D®1)(0) H .

Da H von den Einheitsvektoren eq,..., e, erzeugt wird, heifit dies: T, M wird von den ersten k
Spalten in (D®~1)(0) erzeugt.

3. Fiir eine Quadrik Q@ = {r e R": 'z Az = 1} ist wegen (Df)(a) = 2%a A, f(x) := 'w Az, der
Tangentialraum
T.Q = {veR": 'aAv = 0}.

Speziell fiir die Sphire S"~1 Cc R" gilt
T,8" ' ={veR": 'av = (a,v) = 0}.

Somit ist 7,51 das orthogonale Komplement (a)* des von dem Ortsvektor a erzeugten linearen
Unterraums (a ). In der folgenden Figur ist der affine Tangentialraum eingezeichnet.

~

Figur 26.2
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4. Wir kommen noch einmal auf ein in Kapitel 25 behandeltes Beispiel zuriick. Es sei M das gemeinsame
Nullstellengeblide der drei Funktionen f;: R* =R, j =1, 2, 3:

fl(xlv T2, T3, I4) = I1T3 — ‘T% )
fo(@1, xa, @3, T4) = Toxy — 23,
fa(x1, x2, @3, T4) = T1T4 — ToT3 .

M ist ein abgeschlossener Kegel mit Spitze in 0, so dafl der Tangentialkegel ToM mit M {iberein-
stimmt. Daraus folgt die dortige Feststellung, daf3 der Ursprung kein Mannigfaltigkeitspunkt von M ist,
da offensichtlich M kein Untervektorraum von R* ist. Man kommt aber auch schon mit der schwiche-
ren Aussage M C ToM aus: Nach dem frither in Kapitel 25 zu diesem Beispiel Gezeigten ist fiir alle
x1 # 0, xo beliebig, der Vektor (z1, z2, 23/z1, 23/23) € M C ToM und auch, wenn man x; durch
—x1 ersetzt, (—x1, ¥9, —3 /11, 73/2%) € TyM . Wire nun 0 € M ein Mannigfaltigkeitspunkt, so wiire
die Summe dieser beiden Vektoren und damit auch (0, xa, 0, #3/2%) in TyM enthalten. Da wir aber
21 # 0 und zo beliebig withlen kénnen, wiiren alle Vektoren der Form (0, b, 0, d), bd # 0, in ToM .
Ganz analog erhélt man (a, 0, ¢, 0) € ToM . Dies ist aber fiir den Fall, da§ ToM ein Untervektorraum
von R?* ist, nur moglich, wenn die Gleichheit TyM = R* besteht, was aber absurd ist, da dann M
in 0 eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit sein, also eine offene Kugel um den Ursprung enthalten
miifite; dies aber steht im eklatanten Widerspruch dazu, dafli M auflerhalb des Ursprungs eine zweidi-
mensionale Untermannigfaltigkeit ist.

5. Wir berechnen nun den Tangentialraum der (n? — 1)-dimensionalen Liegruppe SL (n, R) an der
Stelle E), . Fiir die Einheitsmatrix X = F,, sind die Unterdeterminanten det X, = 0, . Infolgedessen
ist mit der im vorigen Kapitel bewiesenen allgemeinen Formel

(%) (grad det (X))(H) = Y (=1)""Fhyi det X
g, k=1

der Tangentialraum der Untermannigfaltigkeit SL (n, R) an der Stelle E,, gleich dem Vektorraum der
quadratischen n x n-Matrizen H = (h,i), fir die gilt:

n

D ohig = Y (17 Ehg. = ((grad det)(Eq))(H) = 0.

j=1 Jok=1
Der Tangentialraum besteht also gerade aus den ,spurlosen“ Matrizen:
Tz SL(n,R) ={HeMnxn,R):spirH =0}.
Bemerkung. Hier ist eine alternative Begriindung fiir Beispiel 5. Man kann fiir beliebige Matrizen
A€ M (nxn,C) leicht mit Hilfe der Jordanschen Normalform beweisen, daf}
(+) det exp A = ePW4

(Ein Beweis hierfiir wird am Ende dieser Bemerkung gegeben). Ist somit H eine Matrix mit spur H =
0, so definiert 7 (t) := exp (tH), t € R, eine Kurve in SL(n, R) mit v(0) = FE,, und v/(0) = H.
Infolgedessen ist

To:={HeM(nxn,R):spurH =0} C T SL(n, R).

Da spur H = 0 eine lineare Bedingung darstellt, ist T, ein Vektorraum der gleichen Dimension n? — 1
wie T SL(n, R). Somit miissen beide Vektorrdume iibereinstimmen.

Hier noch der versprochene Beweis der Formel (4). Mit T'€ GL (n, C), A € M (n x n, C) ergibt sich
unmittelbar

T exp A)T = T AT =) %(T*lAT)k = exp (T 'AT) .
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Wegen det (T~ ! (exp A)T) = det exp A und spur (7! (exp A)T) = spur exp A kénnen wir uns
auf Matrizen A in Jordanscher Normalform beschrianken. Wegen der Blockstruktur der Jordanschen
Normalform geniigt es dann sogar, einen einzelnen Jordanblock zu behandeln. Ist ndmlich A = AP Az,
so ist exp (A1 @ A2) = (exp A1) ® (exp Az) und damit

det (exp (A1 ® Az)) = det (exp A1) - det (exp Ag) .

Auf der anderen Seite ist spur (4; @ Az) = spur A; + spur A; und folglich

espur(Al@Az) — espurAl . 6spurAg )

Esseialso A= D + N mit D = AE. Wegen DN = N D folgt dann
det exp A = det exp(D + N) = det(exp D - exp N) = det exp D - det exp N .

Nun ist aber exp N eine obere Dreiecksmatrix mit lauter Einsen in der Hauptdiagonale, also
det exp N = 1. Weiter ist spur A = spurD die n—fache Summe des Eigenwertes A von A, und
es gilt

exp D = diag (e,...,¢e").

Also hat man

detexp A = detexp D = et -.... e = ™ = P4

6. Fiir die Gruppen O (S) zu einer invertierbaren symmetrischen Matrix S haben wir fiir die Funktion
M f(M) :=*M S M schon im vorigen Kapitel das Differential Df berechnet:

(Df)(M)H ='MSH + 'HSM .
Folglich ist
TyO(S)={HeMnxnR):'"MSH = -"("MSH)},
d. h. *M S H ist schiefsymmetrisch. Speziell besteht der Tangentialraum der orthogonalen Gruppe
O (n) an der Stelle E,, aus den schiefsymmetrischen Matrizen H = —'H .

Bemerkung. Auch der letzte Spezialfall 148t sich auf elementarere Weise herleiten. Wir beweisen dafiir
einen auch fiir sich interessanten Satz.

Satz 26.5 Es sei H eine reelle n x n—Matriz. Genau dann ist H schiefsymmetrisch, wenn fir jede
Lésung ® : R — R™ der Differentialgleichung Y/ = HY die euklidische Norm || ® (z)| konstant ist.

Beweis. a). Wir zeigen gleich noch allgemeiner: Ist H schiefsymmetrisch, so ist das Skalarprodukt
(®1(x), Pa(z)) fiir zwei beliebige Losungen stets konstant. Der Beweis ist denkbar einfach:

(@1, P2) = (P, Do) + (D1, Ph) = (H Py, Do) + (P1, HP)
— (H®) By + ‘D HOy = ‘&) (\H + H) Py = 0.

b) Ist umgekehrt die euklidische Norm fiir jede Losung konstant, so bleibt wegen der Polarisierungs-
formel 2(®q, ®2) = || @1 + P22 — || @1 > — || P2 ||* auch das Skalarprodukt von je zwei Losungen
konstant. Damit ist notwendig ‘®; (*H + H) ®y = (®1, &2) = 0 fiir je zwei Losungen. Wihlt man
nun zu beliebigen j, k = 1,...,n die beiden Losungen so, dal ®;(0) = e;, ®2(0) = e, so impliziert
diese Bedingung das Verschwinden des Eintrags der Matrix *H + H an der Stelle j, k. O

Bemerkung. Da die Spalten der Matrix exp (H z) ein Fundamentalsystem von Lésungen des homogenen
Systems Y’ = HY bilden, das an der Stelle z = 0 die Einheitsvektoren in R™ als Anfangswerte hat,
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bilden ihre Spalten also unter der Voraussetzung von Teil b) fir alle x ein Orthonormal-System, d. h.
es gilt:
teflmyell* — B, firalle zeR.

Aus der Definition der Exponentialfunktion folgt unmittelbar, da8 ‘(eff*) = exp (*H x). Durch Diffe-
rentiation der vorstehenden Identitdt ergibt sich dann

'Hexp("Hzx) exp(Hx) + exp("Hz)H exp(Hz) = 0

fiir alle z € R. Setzt man hierin z = 0, so folgt *H 4+ H = 0, womit die Aussage des zweiten Teils
erneut hergeleitet wurde.

Insbesondere nimmt also fiir eine schiefsymmetrische Matrix H € M (n x n, R) die Abbildung
R > 2 — exp(Ha) Werte in der orthogonalen Gruppe O (n,R) € M (n x n, R) = R" an
(und sogar in der speziellen orthogonalen Gruppe SO (n, R)). Sie kann daher aufgefafit werden
als eine Kurve in SO (n, R) durch das neutrale Element FE, , die iiberdies differenzierbar ist mit
der Ableitung H exp (H x). Insbesondere ist ihre Ableitung an der Stelle F, gleich der Matrix
H e M(nxn, R) = R"  so daB alle diese Matrizen Tangentialvektoren von SO (n, R) im Punkte E,,
sind. Da die spezielle orthogonale Gruppe Gruppe SO (n, R) eine Untermannigfaltigkeit von R™ der
Dimension n (n — 1)/2 ist und damit insbesondere in E,, einen Tangentialraum der gleichen Dimension
besitzt und die schiefsymmetrischen n x n—Matrizen ebenfalls einen Vektorraum dieser Dimension
bilden, so folgt erneut, dafi der Tangentialraum der speziellen orthogonalen Gruppe SO (n, R) im
neutralen Element FE,, in natiirlicher Weise mit dem Vektorraum der schiefsymmetrischen Matrizen
identifiziert werden kann.

7. Ein weiterer Spezialfall von Beispiel 6 ist die Gruppe O (p, ¢) der Matrizen M € M (nxn, R), n =
p + ¢, die der Bedingung

‘MIM =1, I =diag(l,...,1, —1,...,—-1),
—_—— N——
P q
geniigen. Dies sind genau diejenigen, welche die quadratische Form 7 +---+ a3 — 22, —--- — z7,

invariant lassen.

Nach Beispiel 6 ist
Ty, O(p,q) = {HeMnxn,R): IH+'HI =0} .

n

B C
Schreibt man H selbst in Blockform ( Foa ) , so fithrt die Bedingung *HI = — IH unmittelbar

zu'B=—-B,G=—-G und F = 'C. Also sind B und G schiefsymmetrisch, und die linke untere
Matrix ist durch die obere rechte Matrix vollig bestimmt. Dies liefert insgesamt

plp—1 ale—-1
2 * 2
freie Parameter, und diese Zahl ist tatséchlich gleich

P+ p+qg-1)
5 .

+ pq

Speziell fir p = 3, ¢ = 1 ergibt sich dim O(3,1) = 3-4/2 = 6 und H = (h;)) liegt genau dann
in Tg O (3, 1), wenn
0 hi2 hiz hiy

— hig 0 has  hog
—hiz —hag 0 hay
hia hos  hsa O

H =
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Die Gruppe O (3, 1) ist die berithmte LORENTZ—Gruppe der Speziellen Relativititstheorie.

Wir fassen einen Teil der obigen Uberlegungen zu der speziellen orthogonalen Gruppe noch einmal
zusammen in dem

Lemma 26.6 Die Ezponentialabbildung von Matrizen bildet Tp O (n) surjektiv auf SO (n) ab.

Beweis. H € T, O (n) ist schiefsymmetrisch; damit vertauschen H und ‘H , und es ist
exp H-"(exp H) = exp(H + 'H) = exp0,, = E,, .

Also ist exp H € O(n). Ist nun H mit ‘H = —H beliebig vorgegeben, so geht die Kurve « : t —
(tH), t€[0,1],in T5 O(n) in die Kurve v: t — exp(t H) in O (n) iiber. Es ist aber

(0)=H, ~(t)=Hexp(tH) und ~(0)=He = H.

Aus Stetigkeitsgriinden ist wegen det A = +1 fiir A € O (n) die Determinante det v (¢t) = det v(0) =
1, also insbesondere
exp H € SO (n) .

Wir iiberlassen dem Leser den Nachweis, dafl auch tatséichlich jede spezielle orthogonale Matrix A in
der Form A = exp H, H schiefsymmetrisch, geschrieben werden kann. O

Dies ist tatséchlich kein isoliertes Resultat. Wenn man beachtet, dafl die Zusammenhangskomponente
des Einselementes F,, in der orthogonalen Gruppe O (n, R) gerade die spezielle orthogonale Gruppe
SO (n, R) ist, so ordnet sich das Lemma dem folgenden allgemeinen Satz unter, den wir an dieser Stelle
aber nicht weiter erliutern wollen®3.

Satz 26.7 Ist G eine beliebige Liegruppe, so ist auch die Zusammenhangskomponente G. des neu-
tralen Elements e eine Liegruppe, und es gibt eine (durch weitere Forderungen eindeutig festgelegte)
surjektive Abbildung

exp: T.G — G, .

Der Untermannigfaltigkeitsbegriff 148t sich auf den von glatten Hyperflichen zuriickfithren. Hierbei
ist eine glatte Hyperfliche H in einem Vektorraum R™ eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit. Es ist dann (lokal) HNU = {f = 0} mit grad f (z) # 0, = € U. Man sagt, m glatte
Hyperflichen Hi, ..., H,, schneiden sich transversal in a, falls

dim(T,HiN...NT,Hy) =n —m.
Anstelle von Hy N ...N H,, schreibt man dann iibrigens auch

H,h...MH, im Punkte a.

Bemerkung. Wird die glatte Hyperebene H; durch das Verschwinden der Funktion f; beschrieben,
j = 1,...,m, so wird T,H; N ... N T,H,, beschrieben durch das gemeinsame Verschwinden der
Gradienten dieser Funktionen an der Stelle a. Da das Verschwinden eines Gradienten aber eine lineare
Bedingung darstellt und nach Standardresultaten der Linearen Algebra die Dimension des sukzessiven
Durchschnitts der Tangentialrdume T, H; jeweils hochstens um 1 sinken kann, ist die Bedingung

Hh...M H, im Punkte a

gleichbedeutend mit der linearen Unabhdingigkeit der Gradienten grad fi(a),...,grad fm(a).

Dies impliziert sofort den folgenden

53Zum Begriff der Lie—Gruppe siche mein Manuskript Differentialgeometrie II.



26  Tangentialraum und Tangentialbiindel 549

Satz 26.8 Die Teilmenge M # () von R™ ist genau dann eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit,
wenn es zu jedem a € M eine Umgebung U = U (a) und in U glatte Hyperflichen Hy,...,Hy , m =
n — k, gibt, so daf$ gilt :

MNU (a) = Hih...M Hy, . |
Als unmittelbare Konsequenz hieraus erhélt man weiter die

Folgerung 26.9 M; und My seien Hyperflichen im R™, n > 3. Ist dann MiNMsy # 0 und T,M; #
T, M fiir alle a € My N My, so ist My N My eine (n — 2)—dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Beweis. Nach der bekannten Dimensionsformel aus der Linearen Algebra gilt fiir alle a € My N Mo :
dim (TaMl + TaMQ) + dim (TaMl N TaMQ) = dim TaMl + dim TaMQ .

Da T,M; und T,M, aber verschieden und beide von der Dimension n — 1 sind, mufl ihre Summe
R™ ergeben. Somit folgt

dim (T, MiNT, M) =2(n—1) —n=n— 2,
und dies bedeutet gerade, dafl sich M; und Ms in a transversal schneiden. O

Wir fithren jetzt noch den Begriff des Normalenraumes N, M an der Stelle a fiir Mannigfaltigkeiten
M im euklidischen R™ ein, a € M . Da jeder Tangentialraum T,M ein linearer Unterraum von R"
ist, konnen wir seinen ,,Senkrechtraum *“ betrachten und somit definieren:

N, M := (T,M)*.

Jeder Vektor n € N,M heifit ein Normalenvektor an M im Punkte a. Im Allgemeinfall ist
dm NNM =m =n—k, k =dim,M.Ist MNU ={fy == for = 0}, rang(DF) (a) =
m = n — k, so wird offenbar N,M erzeugt von den Vektoren

grad fi(a), ..., grad fn_i(a) .

Bemerkung. Ist M eine in a glatte Hyperfliche, so gibt es einen (bis auf das Vorzeichen eindeutig
bestimmten) Normalenvektor

neN,M mit |n|l=1.

Selbstversténdlich ist 7 in diesem Fall ein Erzeuger des eindimensionalen Normalenraumes N, M .

Diese Uberlegungen fithren zu einem wirklich konzeptionellen Verstindnis des Satzes iiber Extrema
mit Nebenbedingungen.

Satz 26.10 Die differenzierbare Funktion h nehme auf der k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
M={fi=-= fm =0} in a ein lokales Extremum an. Dann ist notwendig

grad h(a) € N,M .

Mit anderen Worten :

grad h (a) = Z Ajgrad f;(a)

=1

mit geeigneten Zahlen A1,..., A\, € R.



550 Teil I11: Mannigfaltigkeiten und der Satz von Stokes

Bemerkung. Man bezeichnet diesen Sachverhalt auch als Multiplikatorregel von LAGRANGE. Die Zahlen
AL, 5 Am € R heiflen auch LAGRANGEsche Multiplikatoren.

Beweis (von Satz 9). Sei v ein Tangentialvektor von M an der Stelle a, also v = +/(0) fiir eine Kurve
v:(—e,e) > M, v(0) = a. Dann nimmt ho~ in 0 ein lokales Extremum an. Es folgt

0 = (hon)(0) = (gradh(a), ¥(0)) = (gradh (a), v).

Also steht gradh (a) senkrecht auf jedem Tangentialvektor v € T,M, und damit ist nach De-
finition gradh(a) € N,M. Da der Normalenraum von M an der Stelle a von den Vektoren
grad fi(a),...,grad f,,(a) erzeugt wird, folgt die Behauptung. O

Wir kénnen mit dieser Begriffsbildung sofort auch ein friitheres Ergebnis iiber das ,,Senkrechtstehen *
des Verbindungsvektors eines Punktes im euklidischen Raum zu dem Punkt minimalen Abstandes auf
einem affinen Unterraum verallgemeinern zu dem folgenden

Lemma 26.11 Es sei M eine Untermannigfaltigkeit des euklidischen R™ und zy ein Punkt auferhalb
von M . Weiter sei a € M ein Punkt minimalen Abstandes von xq. Dann steht die Gerade durch xg
und a senkrecht auf dem affinen Tangentialraum von M im Punkte a .

Beweis. Das Quadrat der Abstandsfunktion A (z) := ||@ — x¢||* ist beliebig oft differenzierbar.
Nach Voraussetzung ist a € M eine Extremalstelle von A unter der Nebenbedingung =z € M.
Nach dem Satz von den Lagrange-Multiplikatoren impliziert dies, dafl der Gradient von A in a im
Normalenraum von M an dieser Stelle liegt, also senkrecht auf dem Tangentialraum T, M steht. Nun
ist aber grad A (a) = 2(a — zp), woraus die Behauptung folgt. O

Wir wollen zum Abschlul dieses Kapitels die Gesamtheit aller Tangentialriume T, M, x € M,
einer Untermannigfaltigkeit M mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur versehen. Man kann diese Tangen-
tialrdume ,disjunkt“ nebeneinanderlegen auf die folgende Weise:

Ty ={(z,v)eR"xR":zeM,vel,MCR"}.

(Mengentheoretisch ist dies nichts anderes als die disjunkte Vereinigung

|_| T, M

xeM

aller Tangentialrdume).

Definition und Bemerkung. Wir nennen T, das Tangentialbindel von M . Die Bezeichnung ,Biindel“
werden wir erst zu einem spéteren Zeitpunkt rechtfertigen (kénnen). Wie viele andere Autoren schrei-
ben wir gelegentlich auch TM oder T (M) fir T,, und (T'M), oder T,, , fiir den Tangentialraum
T.M an der Stelle z € M . 7

Wir beweisen dazu einen wichtigen und entscheidenden Satz (den wir spéter fiir abstrakte Mannig-
faltigkeiten wesentlich verallgemeinern werden).

Satz 26.12 Ist M eine Untermannigfaltigkeit von R"™ der Dimension k, so ist T,, eine Unter-
mannigfaltigkeit von R®*" = R"™ x R™ der Dimension 2k . Bezeichnet m: Ty, — M die kanonische
Projektion

Ty o (xz,v) — ze M,

so gilt :

a) m 1(x) = T, M, die Faser besitzt also eine kanonische Vektorraumstruktur,
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b) w ist eine surjektive Submersion,

c) zu jedem xoy € M existiert eine Umgebung U = U (x9) C M wund ein Diffeomorphismus X, ,
der das folgende Diagramm

Xu

U x RF 7 1(U)
p=pn s
U

kommutativ macht (,,lokale Trivialisierung“), und die Faserabbildung

Il

Xvo: R 2 p ) — 77l (@) = T,M
ist ein (linearer) Isomorphismus fiir alle x € U .

Beweis. Es sei ohne Einschrankung M (lokal) ein Graph:

M= {(z1,...,20) €ER" : 2y = fo(x1,...,2p), L =k +1,....,n}.

Dann ist
.M = {veR": v = (DF) (z))w, we R},
wobei
F(l‘l,---,xk) = t(.]fl,...,l'k, fk-i—l('rla"'vxk))'"afn(xla"-vxk))
und damit
By
(DF) () = (aﬂ) ,

83:] = k+,1,'.'.','1£n

so dafl also v = (&1,...,&,) € T, M genau dann, wenn
) 0

(*) & =mi,5=1...k, 8fé (x1,...,zk) n;, L =k+1,...,n

Ly

Somit wird T, (lokal) beschrieben durch die Menge
k
{(z,v) ER" xR": Ol R
x,v) € X cxp — folxy,...,xp) = Za— (1,...,2)& =0, =k+1,...,n}.

Da die zugehorige Funktionalmatrix wie folgt aussieht:

*‘En_k‘()‘ 0

* 0 * En—k

und somit offensichtlich den Rang 2n — 2k besitzt, ist T, C R™ x R" eine Untermannigfaltigkeit der
Dimension 2k.

Eine (lokale) Trivialisierung bekommt man in der vorigen Situation sehr einfach durch

M xRF 5 (2, w) — (z,v) € Ty, C M xR",
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wobei w = (&1,...,&) und v = (&,...,§,) durch die Formel (%) gegeben wird. Die restlichen
Aussagen sind unproblematisch. (I

Bemerkung und Warnung. Die obige Formulierung ist nur in der C°°— und der analytischen Kategorie
vollstéindig korrekt. Ist die Untermannigfaltigkeit M allerdings von der Klasse C*, £ € N* | so zeigt der
vorstehende Beweis, dal im Allgemeinen das Tangentialbiindel von M nur von der Klasse C‘~! ist,
da in die beschreibenden Gleichungen von T, auch die partiellen Ableitungen der M beschreibenden
Gleichungen eingehen. Es braucht also z. B. das Tangentialbiindel nur eine topologische Mannigfaltigkeit
zu sein, wenn M einmal stetig differenzierbar ist.

Man kann dieses Ergebnis auch mit den beiden anderen Erscheinungsformen des Tangentialraums
einsehen. Wir illustrieren dies zunéichst am Fall eines ,Flachmachers®. Das folgende Beispiel ist
offensichtlich.

Beispiel. Sei M C R" linear und k-dimensional. Dann ist T, M = M fiir alle x € M, so daf}
Ty = M x M CR" xR" trivial ist.

Wir betrachten nun allgemeiner zwei Untermannigfaltigkeiten M7 C Uy, My C Uy im R™ | die unter
einem Diffeomorphismus ® € C>° (U, Usz) aufeinander abgebildet werden: ® (M;) = My . Ist ¢ eine
(lokale) Parametrisierung von Mj , so ist ¢o := ®op; eine Parametrisierung von My . Aus der obigen
Beschreibung der Tangentialbiindel von M; und M, und der Kettenregel ergibt sich dann sofort der
folgende Satz.

Satz 26.13 Die Abbildung
{ Uix R" — Uy x R"
(x, & — (2(z), (D?)(x))¢)

induziert einen Diffeomorphismus von TM,1 nach TM2 , so daf$ das folgende Diagramm

T, ~ Ty,

1

2

M,y

My
kommutativ ist.

Wendet man diesen Satz auf einen (lokalen) Flachmacher ® (siehe Satz 25.1, iv) einer Unterman-
nigfaltigkeit M an und verwendet man die Bemerkung in dem vorstehenden Beispiel, so ergibt sich
erneut die lokale Trivialitat des Tangentialbiindels einer Untermannigfaltigkeit von R™.

Wir wollen das Tangentialbiindel T, zu einer Untermannigfaltigkeit M C R™ auch noch mit einem
geeigneten Atlas beschreiben. Dies gibt uns sofort die Moglichkeit an die Hand, das Tangentialbiindel
ebenfalls fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten (auf rein formale Weise) einzufiihren (siehe dazu den Anhang
zu diesem Kapitel). Selbstverstdndlich werden wir uns nicht mit einer solchen formalen Beschreibung
zufriedengeben, sondern diese auf einem konzeptionellen Hintergrund beleuchten.

Es sei also (U, ¢, V) eine Karte auf der k—dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™. Dann
ist o = ¢! : V = U C R" auffaBbar als differenzierbare Abbildung von V' C R* nach R™. Man
sieht dann leicht, dafl die Abbildung

VxRF 3 (z,v) — & (z,v) = (¢(z), (Dy)(z))-v) € Tx

einen Diffeomorphismus von V x R¥ mnach TM‘U = 7 YU) liefert, der auf den jeweiligen Fasern
ein linearer Isomorphismus ist. Durchliduft dann (V, ¢, U) einen Atlas von M , so bilden die Tripel
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(V x RF, &, TM‘U) einen Atlas von T),. Es ist nun auflerordentlich einfach, den (abstrakten) 1-
Cozyklus zu diesem Atlas zu berechnen: Sind (V;, ¢,, U,) und (Vi, ¢k, Us) zwei Karten von M , und
ist g, = cp,fl o, der entsprechende Kartenwechsel auf V,, , so wird offensichtlich der entsprechende
Kartenwechsel

(+) VKL X Rk — Vlei X Rk
auf T, gegeben durch

(++) (xu UL) — (LL’K, UK,) = q)f-u (‘rta UL) = (QDKL(‘TL)a ((D(Pm) (J:L)) : U/,) .



Anhang: Das Tangentialbiindel fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten
und Vektorraumbiindel

Wie oben im Hauptteil des Kapitels schon angedeutet, kann man vermittels (+) und (++) aus ei-
nem abstrakten 1-Cozyklus {¢.,} zu einer n—dimensionalen Mannigfaltigkeit X einen abstrakten
1-Cozyklus zu einer 2n—dimensionalen Mannigfaltigkeit {®,,} gewinnen. Der hieraus konstruierte to-
pologische Raum, den wir mit T’y bezeichnen wollen, erfiillt tatséchlich, wie man sich einfach tiberlegt,
das Hausdorffsche Trennungs—Axiom und das 2. Abzéhlbarkeits—Axiom - schlicht deshalb, weil dies fiir
den 1-Cozyklus {¢.,} der Fall ist (dieser verklebt sich ja zu der vorgegebenen Mannigfaltigkeit X ;
siehe hierzu auch das folgende Kapitel). Aulerdem hat man eine kanonische differenzierbare Projektion
m: Ty — X, die alle Eigenschaften der entsprechenden Abbildung im Falle von Untermannigfaltigkei-
ten besitzt (siehe Satz 12). Selbstverstandlich héngt das so konstruierte Tangentialbiindel T von der
Vorgabe des Cozykels {¢,,} ab. W&hlt man einen anderen solchen Zyklus, so ist das entsprechende
Tangentialbiindel nur diffeomorph zu Ty iiber X (siehe zu diesem Begriff den Anhang von Kapitel 25).
Dieses Phanomen liegt aber in der Natur der Sache, da ja auch die abstrakte Mannigfaltigkeit X nur
,bis auf Diffeomorphie“ durch den Cozyklus {¢,} bestimmt ist.

Was an dieser Konstruktion letztlich unbefriedigend ist, ist die (vermeintliche) Tatsache, daf§ der
Tangentialraum T, X = Ty , = 7~ 1(z) von X an der Stelle z keinerlei konzeptionelle Bedeutung zu
haben scheint. Bei genauerem Hinschauen sieht man jedoch mehr. Wie im Fall der Untermannigfaltigkei-
ten betrachten wir zu fest vorgegebenem Punkt xg € X differenzierbare Kurven o : I, := (—¢,¢) > X
mit «(0) = zo. Differenzierbarkeit bedeutet nach unserer fritheren Definition nichts anderes, als daf}
beziiglich jeder Karte (U, 1, V) mit 2o € U und - ohne Einschriankung - ¢ (zp) = 0 die Komposition
a = poq differenzierbar ist (die Komposition existiert natiirlich, wenn man ¢ > 0 hinreichend klein
wéhlt). In der Menge dieser Kurven fithren wir dann eine Relation ein durch

Q) Vg, Qg — &/1(0) = &’2(0) .

Man sieht unmittelbar, daf3 diese Definition von der gewéhlten Karte unabhéngig ist und tatséchlich
eine Aquivalenzrelation liefert. Wir nennen dann die Menge der Aquivalenzklassen den Tangentialraum
Ty ., von X ander Stelle zo. Wahlt man aus einer Aquivalenzklasse eine Kurve o aus, so ist der Wert
a'(0) e R™, n = dim,, X , nur von der Klasse abhiingig; auf diese Weise erhélt man eine Bijektion

(DY)ay : Ty oy — R,
die sich unter Koordinatentransformation gut verhilt: Aus der Beziehung
(Yroa) = (ps' o) o (1 oa)
folgt sofort
(%) (Dt)ay = (D)o © (Dth,)ay -

Die bedeutet insbesondere: Man kann vermoge (51/))030 die Vektorraum-Struktur von R™ nach T
liften, und diese Struktur ist unabhéngig von der ausgewihlten Karte.

Betrachte nun
Ty = |_| Ty .
x€eX

zusammen mit der kanonischen Projektion 7 : Ty — X . Auf

|_| TX,QZ() = ﬂ-il(U)

zoeU

bekommt man durch (51/))10 , xg € U, eine Bijektion nach U xR" , und im Durchschnitt zweier solcher
Karten U, x R™ und U, x R™ verkleben sich diese auf die ,richtige® (insbesondere differenzierbare)
Weise:

U xR 3 (2, 0.) ¥ (@, (DPri)p,(z) - v) € Uue x R™.
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Damit kann man, unabhéngig von der gewihlten Karteniiberdeckung, Ty mit einer Mannigfaltigkeits-
struktur versehen, so daf§ 7 differenzierbar und 7'y bzgl. 7 lokal trivial wird und jeder Kartenwechsel
die gewiinschte Form besitzt. T’y kann daher zu Recht als das Tangentialbiindel von X bezeichnet
werden. Selbstverstindlich ist es im Falle einer Untermannigfaltigkeit ,isomorph“ zu dem klassischen
Tangentialbiindel.

Hat man speziell eine offene Teilmenge V' C R™ als Mannigfaltigkeit vorliegen, so gewinnt man mit
der Karte (V, id, V) die kanonische Isomorphie

(Did), : Ty, , — R"”

T

an jeder Stelle # € V. Die Zusammensetzung von (D), : Ty, — R" mit der Inversen zu

(13 id) (o) : Ty @) — R" bezeichnen wir als das Differential von ¢ an der Stelle z:

(DY), = (f)id);(lw) o (D¥)s: Ty — Ty ) -

Dieser lineare Isomorphismus ist mengentheoretisch denkbar einfach zu beschreiben: Ist der Vektor
v € Ty , die Restklasse zu einer differenzierbaren Kurve a: (—¢, €) — X, so ist sein Bild in Ty )
die entsprechende Restklasse der Kurve ¢ o «.

Die letzte Bemerkung erlaubt es uns, auch das Differential einer differenzierbaren Abbildung f :
X — Y im Punkte z € X zu erkldren, indem man von der Kurve « zu der Kurve f o« iibergeht.
Dies liefert dann eine kanonische Abbildung

(Df)z TX,z — 1y @) -

W&hlt man wie oben Karten um = und y = f(z), so ist (Df), natiirlich die Zusammensetzung der

Differentiale (D)., (D(qu Jo©))y@ und (D) . Die hierdurch vermoge des Diagramms

V(y)

r, DD g

T Y

R?’L

Rm

induzierte Abbildung R™ — R™ ist nichts anderes als das klassische Differential (D(i/;o fo©)y) -
Insbesondere ist das Differential eine lineare Abbildung. Auflerdem folgt hieraus, dafl Df, aufgefafit
als Abbildung Ty, — Ty, differenzierbar ist. - Wir fassen zusammen:

Satz 26.14 Zu jeder differenzierbaren Abbildung f : X — Y gibt es eine wohlbestimmte differen-
zierbare Abbildung Df : Ty — Ty, die in jedem Punkt x € X mit dem (linearen) Differential
(Df)a: Ty , = Ty jp tibereinstimmt. Insbesondere ist das Diagramm

Df

TX TY
X Ty

X

Y

kommutativ.

Bemerkungen. 1. Mit unseren vorigen Ausfithrungen kann man sich leicht davon iiberzeugen, dafi das
so definierte Differential in allen Fillen, in denen schon ein klassisches Differential vermittels der Funk-
tionalmatrix erklért ist, mit diesem auf natiirliche Weise identifiziert werden kann.
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2.Ist a: I :=(—¢,e) = X eine differenzierbare Kurve mit a(0) = =z, so ist der durch « definierte
Tangentialvektor in 7, X nichts anderes als das Bild

(Da)o(vo) ,

wobei vy € Ty ; der durch den Weg v (t) := ¢ bestimmte Einheitsvektor ist.

Das (Aufstellen und) Beweisen der naheliegenden Rechenregeln wie Didx = idTX und z. B. der
Kettenregel

D(go f) = DgoDf

iiberlassen wir dem Leser. Satz 13 ist damit nur ein Spezialfall des vorstehenden Satzes.
Wir machen das Beispiel des Tangentialbiindels zur Grundlage einer weitreichenden Verallgemeine-
rung.

Definition. Es seien E und X differenzierbare Mannigfaltigkeiten, und 7 : £ — X sei eine differen-
zierbare Abbildung. Das Tripel (E, 7w, X) heifit ein (differenzierbares) Faserbindel, wenn es zu jedem
29 € X eine Umgebung U = U (xg), eine weitere differenzierbare Mannigfaltigkeit F und einen
Diffeomorphismus xy : U x F — 7~ 1(U) gibt, so dafl das folgende Standarddiagramm kommutativ
wird:

UxF XU L(U)
b =p1y ™

U

Bemerkungen. 1. Die Fasern E, = 7 1(x) sind unter X(}I diffeomorph zu der Untermannigfaltigkeit
{z} x F C U x F, also selbst Untermannigfaltigkeiten, die fiir alle € U diffeomorph zu F sind
(daher bekommt F keinen Index z ). Es ist leicht zu sehen, dafl diese Aussage iiber jeder Zusammen-
hangskomponente von X richtig bleibt; auf einer solchen hat (F, w, X) an jeder Stelle den gleichen
yFasertyp“ F (bis auf Diffeomorphie). Wollen wir das auf ganz X verlangen, auch wenn X nicht
zusammenhéngend ist, so schreiben wir den Fasertyp mit in die Definition, bezeichnen das Biindel also
durch ein Quadrupel (E, m, X; F) anstelle des Tripels (E, m, X).

2. 7 ist (lokal) eine Projektion und surjektiv. Insbesondere ist 7 eine Submersion. Es gilt fiir e € F
mit x;'(e) = (z,v), daB
dim, F = dim,; X + dim, F'.

Beispiel. Das sogenannte triviale Faserbiindel iiber X mit Faser F' ist gegeben durch das kartesische
Produkt £ = X x F, zusammen mit der kanonischen Projektion 7 := pr; : E = X x F — X.
Insbesondere macht die Identitdt id : E := X — X die Mannigfaltigkeit X zu einem Biindel iiber
sich selbst (mit einpunktigem Fasertyp).

Bemerkung. Ersetzt man in der obigen Definition iiberall den Begriff der Differenzierbarkeit durch
Cr—differenzierbar, so gelangt man zur Definition von C*—Biindeln iiber einer C"-Mannigfaltigkeit X .
Insbesondere sind hierdurch auch reell-analytische und komplex—analytische Biindel erklart.

Die fiir unsere Belange interessanteste Beispielklasse ist die der Vektorraumbiindel:
Definition. Ein Faserbiindel (F, w, X; F) heifit ein (reelles) Vektor(rauwm)biindel vom Rang r, wenn
F und alle E, reelle Vektorrdume der Dimension r und alle Abbildungen
XUz = XUlizyxp: F 2 {2} xF — E,

linear (e Isomorphismen) sind. Ist der Rang » = 1, so spricht man auch von einem Geradenbindel (oder
Linienbiindel). Entsprechend definiert man komplexe Vektorbiindel.
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Der ganz andere Spezialfall einer Uberlagerung hat ein topologisches Interesse. Wir kommen hierauf
noch am Ende dieses Kapitels zuriick.

Definition. Ein Faserbiindel (E, 7w, X; F) mit nulldimensionalem (also diskretem, abzéhlbarem) Faser-
typ F heifit eine (unbegrenzte, unverzweigte) Uberlagerung von X (mit der Blétterzahl card F'). In
diesem Fall ist (lokal um z¢ € X ):

N U) = |_| U,, w|y,:U — U Diffeomorphismen .
LEF
Man nennt dann ein solches U eine gleichmdfig iberlagerte Umgebung.

Definition. Ein (differenzierbarer) Morphismus von Faserbiindeln (E, m, X) — (E', n’, X') ist ein Paar
(f, g) von differenzierbaren Abbildungen f: X — X', g: E — E’, so dafl das Diagramm

9

E E
™ 71'/
X X’
f

kommutiert. Dies bedeutet, dal g die Faser E, iiber einem Punkt z € X in die Faser E!, iiber
dem Bildpunkt 2/ = f(x) von z unter f abbildet. Ist insbesondere X = X’ und f = id, so
spricht man auch von X—Morphismen oder Morphismen tber X . Es ist klar, was Isomorphismen in
der Kategorie der Faserbiindel sind. Die lokale Trivialitit eines Faserbiindels (E, 7, X; F) kann man
dann auch folgendermaflen beschreiben: Zu jedem Punkt xzy € X gibt es eine Umgebung U C X,
so dafl das eingeschrénkte Biindel E|y := 7= 1(U) — U iiber U isomorph zu dem trivialen Biindel
UxF — U ist.

Hat man Vektorbiindel vorliegen, so spricht man von einem Vektorbindel-Homomorphismus, wenn
die induzierten Faserabbildungen g, = g|g, : E; — E., linear sind. In diesem Falle ist (f, g) genau
dann ein Vektorbindel-Isomorphismus, wenn f ein Diffeomorphismus ist und alle Faserabbildungen
g, lineare Isomorphismen sind. - Wir fithren noch die folgende Notation ein.

Definition. Die Menge aller X-Homomorphismen E — E’ von Vektorbiindeln E, E’ iiber X wird
mit
Homy (E, E')
bezeichnet. Sie trégt die kanonische Struktur eines C*°(X, R)-Moduls.
Auflerdem ist auch die folgende Sprechweise niitzlich.

Definition. Ein Faserbiindel (E, 7, X; F') heifit trivialisierbar, wenn es einen X-Isomorphismus nach
(X x F, pry, X; F) besitzt. Ist insbesondere das Tangentialbiindel Ty einer Mannigfaltigkeit X tri-
vialisierbar, so heifit die Mannigfaltigkeit X parallelisierbar. Dies besagt (siehe das néchste Kapitel),
daBl es n = dim X Vektorfelder auf ganz X gibt, die an jeder Stelle z € X linear unabhéingig sind,
also in jedem Punkt eine Basis des Tangentialraums 7'y , bilden.

Beispiel. Die Sphiren S' und S sind parallelisierbar (Ubungsaufgabe). Dies ist sonst nur noch fiir
die Sphire der Dimension 7 (und der Dimension 0) richtig®*; die Sphiiren gerader Dimension tragen
nicht einmal globale Vektorfelder ohne Nullstellen, wie der berithmte Satz vom stetig gekimmten Igel
aussagt.

Wir wollen jetzt Biindel vermdge geeigneter 1-Cozyklen beschreiben und durch Verkleben wieder
rekonstruieren. Ist (E, m, X; F) ein Faserbiindel, so gibt es eine offene Uberdeckung U = {U; }jer
von X, so daf fiir alle j eine Trivialisierung

54Den wundersamen Grund fiir diese Tatsache findet man z. B. in dem Artikel Divisionsalgebren und Topologie von F.
HIRZEBRUCH, der als Kapitel 11 auf den Seiten 233-252 in dem Springer—Lehrbuch EBBINGHAUS ET AL.: Zahlen, dritte
verbesserte Auflage, enthalten ist.
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existiert. Sind j, k € I gegeben, so schreiben wir wie im Anhang zu Kapitel 25 Uy; = U NU; als
Teilmenge von U, also entsprechend Uj;, C Uy etc. Wir haben dann einen Biindelisomorphismus

Upx F—2% U, xF
pry pry
UjDUkj d UjkCUk

wobei Xk = Xgl o x; ein Diffeomorphismus von der Gestalt

Xkj(x, v) = (z, Ok;(x, v))

ist. Die xg; heiflen auch Ubergangs— oder Transformations—Diffeomorphismen zu dem Faserbiindel E
und der trivialisierenden Uberdeckung . Aufgrund der Konstruktion ist unmittelbar klar, dafl X
die Identitat auf U; x F' ist, weiter x;r = X,:jl gilt und auf dreifachen Durchschnitten die Cozykel-
Bedingung

Xtk © Xkj = X¢j

erfiillt ist. Wie im Anhang zu Kapitel 25 sieht man sofort, dafl die Cozykel-Bedingung die beiden ersten
Aussagen impliziert.

Definition. Man nennt 1-Cozyklen vom obigen Typ auch 1-Cozyklen auf der Mannigfaltigkeit X mit
Werten in der Gruppe Diff (F).

Der Grund fiir diese Bezeichnung ist der folgende: Bei festem z € Up; mufl die Abbildung v —
01j(z, v) ein Diffeomorphismus der Faser F' = {x } x F' sein. Wir fassen daher 6y, als Abbildung

ij: Ukj e lef(F)

in die Gruppe Diff (F') der Diffeomorphismen von F auf. Wir nennen eine beliebige Abbildung von
dieser Art eine durch Uy; differenzierbar parametrisierte Familie von Diffeomorphismen von F', wenn
umgekehrt die mit Hilfe von 6; wie oben definierte Abbildung x; einen Diffeomorphismus auf Uy; x F'
darstellt.

Bemerkung. Da die xi; eindeutig durch die @i; bestimmt sind und umgekehrt, nennt man auch das
System der letzteren einen 1-Cozyklus mit Werten in Diff (F'). Die Cozykel-Bedingung ist in dieser
Terminologie allerdings etwas komplizierter. Sie lautet

afk(xa ij(l’, U)) = 04]‘(93, ’U) :
Die ersten beiden Bedingungen lauten 6;;(x, v) = v und 6;i(z, v) = 9,;-1 (x, v).
Liegt speziell ein (reelles) Vektorbiindel vor, so ist 6i; notwendig von der Form
Oz, v) = Ag;(x)-v,

wobei Ay;(z) fir alle o € Uy, eine (reelle) invertierbare r x r—Matrix bezeichnet; hierbei ist r =
rang £/. Man nennt die Ay; die Ubergangsmatrizen des Biindels E zur vorgegebenen trivialisierenden
Uberdeckung 4. Damit diese Familie von linearen Isomorphismen differenzierbar parametrisiert ist,
miissen selbstverstandlich die Eintrige der Matrix Ay;(z) differenzierbare Funktionen auf Uy; sein. Wir
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sprechen in diesem Fall von einem (differenzierbaren) 1-Cozyklus mit Werten in der Gruppe GL (r, R).
Die Cozykel-Bedingungen lauten in diesem Fall explizit:

Ajj(@) = Br, Aj(e) = (Ag(2)) 7", Ag() - Agj(@) = Agj(2) -

Beispiel. Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem Atlas A = {(Vj, y;, U;) }, so bilden
die (unter v; gelifteten) Funktional-Matrizen Dey;, also genauer die Matrizen Dy ;(v;(z)), einen
solchen 1-Cozyklus. Er kommt selbstverstdndlich von dem 7Tangentialbiindel Ty her. Man rechnet
aber sofort nach, da§ auch die Matrizen ‘(Dyy;)~" einen differenzierbaren 1-Cozyklus mit Werten in
GL (r, R) bilden. Dieser gibt Anlafl zu dem sogenannten Cotangentialbiindel.

Bevor wir den genauen Zusammenhang zwischen Biindeln und 1-Cozyklen kliren, wollen wir die
vorstehenden Begriffe noch weiter spezialisieren. Fixieren wir eine feste Untergruppe G von Diff (F), so
ist offensichtlich, wie ein Cozyklus mit Werten in G zu erkldren ist. Wir nennen ein Faserbiindel £ — X
ein G- Biindel oder ein Biindel mit Strukturgruppe G, wenn E bzgl. einer trivialisierenden Uberdeckung
zu einem 1-Cozyklus mit Werten in G fithrt. Wir schreiben dann gelegentlich auch (E, 7, X; F, G).Im
Falle von Vektorraumbiindeln hat man sich hierbei auf Untergruppen von GL (r, R) wie z. B. SL (r, R)
oder O (7, R) etc. zu beschrédnken. Ein weiterer wichtiger Fall ist der einer Liegruppe G (siehe mein
Manuskript Differentialgeometrie IT). G ist selbst eine Mannigfaltigkeit, und durch Multiplikation (von
links) operiert G auf sich selbst, wodurch G als Untergruppe von Diff (G) aufgefafit werden kann. Ein
Faserbiindel mit Faser G und Strukturgruppe G wird ein G—Prinzipalbiindel genannt. Jedes (reelle)
Vektorraumbiindel vom Rang = gibt Anlafl zu einem GL (r, R)-Prinzipalbiindel.

Wir wollen nun umgekehrt aus einem 1-Cozyklus auf X mit Werten in G C Diff (F)) ein G-
Faserbiindel mit Faser F' konstruieren. Genauer beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 26.15 Es sei {xx;} ein 1-Cozyklus auf der Uberdeckung 8 = {U,}jer von X mit Werten in
Diff (F) . Dann gibt es auf X ein Faserbiindel mit Faser F', das bzgl. 4 trivialisierbar ist und die
vorgegebenen Ubergangs—Diffeomorphismen besitzt.

Beweis. Wir werden der Bequemlichkeit halber annehmen, dafi die Uberdeckungselemente U; e i
schon zu einem Atlas (Uj, ¥;, V;) von X gehoren. Wir gewinnen dann einen abstrakten 1-Cozyklus
Xk; zu den Mengen Vj; x F' durch

Xkj (T, v) = (prj(5), Okj(pj(x5), v)) -

Durch Verheften wie im Anhang zu Kapitel 25 gewinnt man hieraus einen lokal—euklidischen Raum FE
zusammen mit einer kanonischen Projektion 7 : E — X, so da} F lokal ein Produkt mit F und =«
dort die Projektion auf den ersten Faktor ist. Da nach Voraussetzung X und F' hausdorffsch sind und
dem zweiten Abzdhlbarkeits—Axiom geniigen, ist dies, wie man leicht sieht, auch fiir £ der Fall. Wir
iiberlassen dem Leser die Einzelheiten des Nachweises, dafl dieses Biindel die geforderten Eigenschaften
besitzt. ]

Was passiert nun, wenn man die beiden oben beschriebenen Konstruktionen hintereinander
durchfiihrt? Startet man zuerst mit einer trivialisierenden Uberdeckung zu E und assoziiert hierzu
(bei fest gewéhlten lokalen Trivialisierungen) einen 1-Cozyklus, so ist das aus dem Cozyklus gewon-
nene Biindel offensichtlich (nur) X-isomorph zu E. Auf der anderen Seite gewinnen wir aus dem
Biindel zu einem 1-Cozyklus diesen auch nicht notwendig zuriick, da die lokalen Trivialisierungen nicht
»gottgegeben“ sind. Wir miissen also etwas genauer studieren, wie sich der einem Biindel zugeordnete
1-Cozyklus #ndert, wenn man zwar die trivialisierende Uberdeckung beibehiilt, die lokalen Trivialisie-
rungen aber beliebig wahlt.

Satz 26.16 Zwei Cozyklen {xi; } und {Xx; } auf der Mannigfaltigkeit X bzgl. der offenen Uber-
deckung & definieren genau dann das gleiche Faserbiindel (bis auf Isomorphie iber X ), wenn es Dif-
feomorphismen n; von U; X F' in sich tiber U; gibt, so dafs

Xkj = Mg o Xkjon; -
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Beweis. Es seien x;: U; x F — 77 1(U;) und x; : U; x F — 7= *(U;) die zwei Systeme von lokalen
Trivialisierungen. Man setzt dann 7; := X;l ox; und bekommt

Xkj = X X = o (xg oxg)on = mg o Xk o -
Die umgekehrte Richtung folgt entsprechend. |

Definition. Unter der Voraussetzung des vorstehenden Satzes sagt man, dafi die 1-Cozyklen { xx; }
und {Xx; } (zueinander) cohomolog sind. Haben die beiden Cozyklen Werte in der Untergruppe
G C Diff (F'), so heilen sie G-cohomolog, wenn die 7; so gew#hlt werden konnen, dafl ihre Ein-
schrankungen auf die Fasern F' Elemente von G sind. Cohomologie und G—Cohomologie sind selbst-
redend Aquivalenzrelationen. Die Menge der Aquivalenzklassen von 1-Cozyklen nach dieser Aquivalenz
heiBt die 1. Cohomologiemenge von X zur Uberdeckung {4 mit Werten in Diff (F) bzw. in G. Wir
bezeichnen sie mit
H*(Y, Diff (F)) bzw. H'(U, G).

Bemerkung. 1. a. sind diese Cohomologiemengen keine Gruppen. Dies ist jedoch dann richtig, wenn die
Gruppe G abelsch ist. In diesem Fall lassen sich auch leicht die hoheren Cohomologiegruppen erkliren.
Die Menge H'(i, G) besitzt aber immer ein ausgezeichnetes Element.

Aufgrund unserer obigen Uberlegungen ist das folgende Ergebnis ohne weitere Erlduterungen ein-
sichtig.

Satz 26.17 Die Menge der Isomorphieklassen von G-Biindeln auf X mit trivialisierender Uberdeckung
L steht in eineindeutiger Korrespondenz zu der ersten Cohomologiemenge H'(, G) . Hierbei entspricht
das triviale Biindel genau dem ausgezeichneten Element der Cohomologiemenge. Mit anderen Worten :
FEin Biindel ist (global) trivialisierbar, also isomorph zu dem trivialen Biindel, wenn in geeigneter Uber-
deckung xr; = nk’l on; gilt.

Wir miissen uns jetzt noch von der Bindung an die spezielle trivialisierende Uberdeckung 4 15sen.
Hierzu bemerkt man folgendes: Ist 20 eine Verfeinerung von i, so induziert jeder Cozyklus auf i
einen solchen auf 20 (sogar unabhiingig von der Verfeinerungsabbildung), und man kann leicht zeigen,
daB die zugehorigen Faserbiindel bis auf Isomorphie gleich sind. Da iiberdies je zwei Uberdeckungen
von X eine gemeinsame Verfeinerung besitzen, geniigt es zur Entscheidung {iber die Isomorphie von
Biindeln eine gemeinsame trivialisierende Uberdeckung zu betrachten. Diese Uberlegungen fiihren zu
der Konstruktion einer kanonischen Abbildung

H'(Y, G) — HY 2, G)
und der Einfiihrung der Cohomologiemenge von X als direkten Limes iiber alle diese Mengen:

HY(X, Q) := ugaﬂl(u, G).

Entsprechend zu dem obigen Satz hat man das folgende endgiiltige Resultat zur Beschreibung der
Isomorphieklassen von G—Biindeln auf X .

Satz 26.18 Die Menge der Isomorphieklassen von G-Biindeln auf X steht in eineindeutiger Korre-
spondenz zu der ersten Cohomologiemenge H(X, G) .

Bemerkung. Fithrt man z. B. das Tangentialbiindel einer Mannigfaltigkeit durch den iiblichen 1-
Cozyklus zu einem Atlas ein, so sind im Prinzip all die vorstehenden Uberlegungen notwendig, um
einzusehen, dafl dieses Biindel von der speziellen Wahl des Atlasses unabhéngig ist.

Wir kommen nun nochmals zu den Homomorphismen in der Kategorie der Faserbiindel zuriick.
Insbesondere wollen wir auch diese durch Ubergangsbedingungen beschreiben.
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Es sei also (f, g) ein Morphismus (E, 7, X) — (E', 7/, X’) von Faserbiindeln. Da f: X — X'
eine stetige Abbildung ist, findet man trivialisierende Uberdeckungen 4 = {U;};ec; auf X fiir £ und
W = {U/},er auf X' fir E' so, daB f(U;) CU,, v = «(j). Mit den Trivialisierungen

XitUpx F — 7Y (Uy), X, U/xF — '~ (U)

L

gewinnt man kommutative Diagramme

Uy x F—29 . y/ < '

U;

mit g,; := X ogoy; . Wir schreiben g,;(z, §) = (f (z), G,j(z, £)) mit geeigneten differenzierbaren
Abbildungen
G,:UxF — F .

Im Falle von Vektorbiindeln ist G,;(z, §) = G,;(z)-£ mit differenzierbaren Matrizen G,;(z), x € U;.
Nehmen wir nun an, daf$ entsprechend f (Uy) C U, so dal auch f (U, NU;) C U, NU,. Nach
Definition ist auf dem Durchschnitt

Gek = Xk 0g0oxk = (X 0X0) 0050 (X7 OXk) = Xt © 91 © X
und dies impliziert nach kurzer Rechnung
Grr(x, §) = 0,,(f (x), Gij(, Ojk(x, £)))
oder, im Fall von Vektorbiindeln,
Gue(x) = AL (f () - Gj(x) - Aji(z) -

Sind umgekehrt diese Bedingungen erfiillt, so definiert das System der G,; zusammen mit f einen
Biindelhomomorphismus E — E’.

Bemerkung. Ist f = id : X — X, so kann man natiirlich ¢+ = j und x = k wihlen und vereinfacht
G,; = Gj etc. schreiben. Fiir Vektorbiindel E, E’ reduziert sich die obige Bedingung dann auf

Gr(z) = A};(@) - Gj(z) - Aji()
mit s x r-Matrizen G; auf U;, wobei r = rangE, s = rang F’.
Man kann tatséichlich die allgemeine Situation von Morphismen {iber stetigen Abbildungen f: X —
X’ auf den Spezialfall f = id zuriickfiihren. Ist nimlich f: X — X’ eine differenzierbare Abbildung
und E' — X' ein Biindel, so erklirt man die Liftung f*E’ — X durch das Faserprodukt®
['E" = E'xx X = {(,2): € € Bj,)} C E'xX

zusammen mit der Projektion nach X . Man hat einen kanonischen Biindelhomomorphismus von f*E’
nach E’:

55Sind g; : Y; — Y, j = 1,2, Abbildungen, so bezeichnet man als Faserprodukt Y7 xy Y2 die Teilmenge des kartesischen
Produkts Y7 X Y2, die aus allen Punkten (y1, y2) mit g1(y1) = g2(y2) besteht. In der topologischen Situation versieht
man Y7 Xy Y2 mit der Relativtopologie bzgl. der Produkttopologie auf Y7 x Y3 .
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f*E/ E/

X

7 Y

Wird das Biindel £ — X' bzgl. ' durch den 1-Cozyklus 0;; = 0;,(z', ) gegeben, so wird f*E’
definiert durch
Orj(x, &) = 04;(f (2), &), zeU; = fHU)).

Unsere Ableitung der Ubergangsbedingungen liefert dann sofort den folgenden

Satz 26.19 Die Biindelhomomorphismen

E—Y —p
X X’
f
entsprechen eineindeutig den X —-Morphismen E — f*E’.
Beweis. Trivial. 0

Ist speziell i : X —— X' eine Untermannigfaltigkeit, so kann man *E’ als Finschrinkung E'|x

interpretieren. Wir fassen aufgrund des vorstehenden Satzes auch manchmal das Differential einer dif-
ferenzierbaren Abbildung f: X — X’ als X-Morphismus Ty — f*Ty, auf.
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In diesem Kapitel wollen wir als zentralen geometrischen Begriff den des Vektorfeldes oder genauer
Tangentialvektorfeldes auf einer (abstrakten oder Unter—) Mannigfaltigkeit M einfiihren. Die hierzu
dualen Objekte sind die PFAFFschen Formen oder 1-Formen, die die geeigneten Integranden fiir Kur-
venintegrale sind. Um unsere Betrachtungen nicht unnétig mit Ballast zu iiberfrachten, werden wir im
Allgemeinen nur Mannigfaltigkeiten der Klasse C*° behandeln und Vektorfelder der gleichen Differen-
zierbarkeitsstufe.

Anschaulich soll ein (differenzierbares) Vektorfeld v auf (einem offenen Teil U ) einer Mannigfaltig-
keit M nichts anderes bedeuten als eine Zuordnung

Uszr—v(z) €Ty, ,

die mit dem Punkt x € U differenzierbar variiert.

Figur 27.1

Ist U C R™ ein offener Teil von R"™, aufgefafit als Mannigfaltigkeit, so ist das Tangentialbiindel von U
trivial: 7, = U xR"™, und die obige noch vage Voraussetzung der , Differenzierbarkeit “ ist dahingehend
zu interpretieren, daf8 mit v (z) € T;; , = R" die Abbildung

Uszvr— (z,v(x)) e U xR"

differenzierbar ist, was aber mit der Differenzierbarkeit der Abbildung U 3 z — v () € R" und damit
mit unserer fritheren Definition eines differenzierbaren Vektorfeldes in U iibereinstimmt.

Im allgemeinen Fall einer beliebigen Mannigfaltigkeit M trégt das Tangentialbiindel T}, selbst die
Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, so dafl wir von einer differenzierbaren Abbildung

v:U—Ty,

sprechen kénnen. Dafl mit « € U der Tangentialvektor v (z) in Ty . liegen soll, 18t sich umformu-
lieren in die Bedingung
mov = idy

mit der kanonischen Projektion m: T, — M . - Wir geben folglich die

Definition. Ein (differenzierbares) Vektorfeld v auf einem offenen Teil U der Mannigfaltigkeit M ist
eine differenzierbare Abbildung

v:U—T,, mit (mov)(zx)==xfiralexzeU.

Bemerkungen. 1. Die Differenzierbarkeit eines Vektorfeldes ist eine lokale Eigenschaft. Da aber lokal
das Tangentialbiindel trivialisierbar ist, sind wir zuriick bei der einfachen Situation U C R™.

2. Ist M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C* mit o < 00, so ist das Tangentialbiindel
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immer noch von der Klasse C*~!. Man kann deshalb noch von Vektorfeldern der Differenzierbarkeits-
klasse B < « — 1 sprechen. Insbesondere ist es auch bei einer C*°—Mannigfaltigkeit sinnvoll, von
stetigen, 1-mal stetig differenzierbaren Vektorfeldern etc. zu sprechen.

Die obige Definition verschéirfen wir also zu der folgenden.

Definition. Es sei U ein offener Teil einer C*~Mannigfaltigkeit M , wobei 1 < a < oo. Ein Vektorfeld
der Klasse C°, 3 < a — 1, ist eine C%~Abbildung v: U — T,; mit mov = idy, d. h. jedem z € U
ist ein Tangentialvektor v (x) € Ty . zugeordnet, und diese Zuordnung ist in Abhéngigkeit von =z
[-mal stetig differenzierbar.

Bemerkung. Dieses Konzept gibt uns z. B. die Moglichkeit an die Hand, den Begriff des Systems
gewdohnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung auf Mannigfaltigkeiten zu verallgemeinern: Es sei
M eine Mannigfaltigkeit, und v sei ein fest vorgegebenes Vektorfeld auf M . Man sucht dann, die
(maximalen) Integralkurven von v zu bestimmen, also alle parametrisierten Kurven « : I — M mit
v(a(t)) = o(¢t) fir t € I C R. - Offensichtlich ist dieses Problem fiir den Spezialfall M = U C R"
gleichwertig zu der Aufgabe, ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung zu l6sen.

Ist U C M eine offene Menge, so bezeichnen wir die Gesamtheit aller —mal stetig differenzierbaren
Vektorfelder mit

CP(U, T,,) .

Man spricht auch von dem Raum der f—mal stetig differenzierbaren Schnitte im Tangentialbiindel iiber
U (siehe zu dieser Bezeichnung auch den Anhang dieses Kapitels). Ferner schreiben wir C#(U) fiir die
Algebra der B-mal stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen auf U .

Satz 27.1 CA(U, T,,) ist in kanonischer Weise ein CP(U)-Modul fiir alle offenen Teilmengen U C
M . Ist die Mannigfaltigkeit M wvon der Dimension k und ist © € M ein fester Punkt, so gibt es
beliebig kleine Umgebungen U = U (x) C M, so dafi C?(U, T,,) ein freier Modul iiber C°(U) vom
Rang k ist.

Beweis. Da T, . fir alle z € M ein R—Vektorraum ist, kann man mit Vektorfeldern v, vi, vy €
CP(U, Ty,;) und einer Funktion f € C#(U) punktweise

(v1 + v2) (1) = v1(2) + vala) wnd (Fo)(2) = f () v(x)

bilden. Es ist nur zu zeigen, dal v1 + vo, fv € CP(U, T),). Dies ist aber eine lokale Eigenschaft, so
dafl wir ohne Einschrinkung annehmen kénnen, dafl U durch ¢ : V — U parametrisiert wird, wobei
insbesondere V C R¥ offen und rang (D) (t) = k fiir alle t € V' ist.

Offensichtlich geniigt es dann zu zeigen: Es gibt Vektorfelder vy,...,vx € C?(U, Ty,), so daB8 die
Abbildung

P ---@C’(U) — CPU, Ty,)

k
(aty...,a5) — Z a; vj
Jj=1

wohldefiniert und ein C?(U)-Modul-Isomorphismus ist. Eine solche lokale Basis von Vektorfeldern
erhdlt man aber offensichtlich durch die Bilder der ,kanonischen“ Basiselemente ¢ +— (¢, e;), t €
V,j =1,...,k, unter dem Differential D : (Tgr)jy = V x RF — (TM)lU . O
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7
AT
AN AT
5

Figur 27.2

Bemerkungen. 1. Es existiert stets das triviale Vektorfeld 0 : M — T}, , das jedem Punkt z in
M den Nullvektor in T}, , zuordnet. Man bezeichnet dieses Vektorfeld auch als Nullschnitt in dem
Tangentialbiindel.

2. Die letzte Behauptung in Satz 1 ist im Falle M = R* richtig fiir alle offenen Teilmengen U C R¥
insbesondere fir U = R*.

3. Fiir beliebige Mannigfaltigkeiten M ist die Aussage jedoch i. A. nur lokal erfiillt oder, genauer,
fiir jede offene Menge U, iiber der das Tangentialbiindel trivialisierbar ist, d. h. fiir die eine Biindel—
Isomorphie Typ = U X RF besteht.

4. Die letzte Bedingung ist sogar gleichwertig mit der in Rede stehenden Aussage, denn ist die letztere
erfiillt, so gibt es k = dim M Vektorfelder, die an jeder Stelle x € M linear unabhéngig sind, und
diese geben offensichtlich AnlaB zu einer Trivialisierung T, = U X R

Definition. Eine Mannigfaltigkeit M heifit parallelisierbar, wenn ihr Tangentialbiindel T}, triviali-
sierbar ist, wenn es also, nach der Bemerkung zuvor, £ = dim M Vektorfelder auf M gibt, die an
jeder Stelle « € M linear unabhéngig sind.

Beispiel. Das Tangentialbiindel von S? ist nicht trivial(isierbar), also die Mannigfaltigkeit S? nicht
parallelisierbar. Dies liegt daran, daf jedes Vektorfeld auf der zweidimensionalen Sphiire S? mindestens
eine Nullstelle besitzt. Dies ist eine Aussage, die auch als Satz vom stetig gekimmiten Igel (,,Ein stetig
gekdammter Igel besitzt mindestens einen Glatzpunkt®) in der Literatur zitiert wird. Einen Beweis im
differenzierbaren Fall bringen wir am Ende der Vorlesung mit Hilfe des Satzes von Stokes.

Wir wollen noch das Transformationsverhalten der ,Koordinatendarstellungen“ von Vektorfeldern
kurz behandeln (fiir eine wesentlich allgemeinere Diskussion im Rahmen von Vektorraumbiindeln siehe
den Anhang zu diesem Kapitel). Man beachte hierzu, dafl in der physikalischen Literatur diese und
entsprechende Regeln zur Definition von Vektorfeldern, Differentialformen und Tensoren Verwendung
finden. Es werde MN$) C R™ parametrisiert sowohl durch eine Abbildung ¢ auf einer offenen Teilmenge
V c R¥ mit Variablen (s1,...,s;) als auch durch o : W — M N Q mit W C R¥ und Variablen
t1,...,t . Dann entspricht dem k-tupel (ai,...,ar) € @C?(V) das Vektorfeld

k
. dp1 Ok
v = g ajv;, wobel vj(x) = <z, — (8)y.rr, — (3)) , = p(s).
= 7 / 0s; 0s;
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Entsprechend gehort zu (by,...,bx) € @ CP(W) das Vektorfeld

k
: O Oy
w = ;bjwj, wobei  w;(z) = (x, E (t),..., a—tj &), z=1v{).
Welches ist der Zusammenhang zwischen den Koeflizienten a; und den b;, wenn sie das glei-
che Vektorfeld v = w auf M N Q beschreiben? Dieser folgt einfach aus der Kettenregel: Es ist

t = (p~toyp)(s) =: 7(s), folglich o7 = ¢ und damit (D) (D7) = Dy, also

k
90n () =5 Wy O () 4 = 7 (s).

aSj —1 8t¢ 8sj
Daraus folgt
8(,05 0Ty oYy,
S =Y (Yag () G-
j=1 J =1 j=1 J £

Also bestimmen sich die Koeffizienten (by,...,b;) durch die Gleichungen

b 87‘5
b = ;= L=1,...,k
W OoT ;a] asjv ) s vy

oder in Matrixschreibweise:

by % % a
881 8sk
oF — . .
o7, o7e
bk 851 6Sk Ok

Grundlegend fiir die Integrationstheorie auf Mannigfaltigkeiten sind nun die dazu dualen Objekte,
also Operatoren, die auf Tangentialvektoren wirken.

Definition. Es sei M eine Mannigfaltigkeit (der Dimension k), und a € M sei ein fester Punkt. Dann
heifit der Dualraum
Tj\}’a = (To(M))*

zum Tangentialraum T), , = T,(M) der Cotangentialraum von M an der Stelle a.

Bemerkung. Das Cotangentialbiindel T ;4 definiert man als Menge als die disjunkte Vereinigung
penr T]’\‘Lm . Diese kann, wie wir weiter unten zeigen werden, tatséchlich mit der Struktur eines Vek-
torraumbiindels versehen werden. Ist allgemeiner E — M ein Vektorraumbiindel, so gibt es stets ein
wohlbestimmtes duales Biindel E* — M . Es lassen sich sogar alle invarianten Operationen der linearen
Algebra auf Biindel iibertragen. Z. B. gibt es zu E, F — M stets ein Biindel £ & F — M und ein
Biindel £ ® F — M, auBerdem #uBere Potenzen A*E, etc. So sind die Tensoren der Physik nichts
anderes als Schnitte in den Biindeln
(A"Ty,) ® (A°Ty,) -

Die uns zunéichst interessierenden 1-Formen oder PFAFFsche Formen sind Schnitte in dem Cotan-
gentialbiindel T'F ; die iiber M integrierbaren Objekte sind die k—Formen, und dies sind Schnitte in

k (r* _ 1
AM(Ty,), k= dim M.

Wir wollen ein wenig formaler vorgehen und geben daher die
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Definition. Eine 1-Form (PrAFFsche Form, Differentialform der Ordnung 1) w auf M ist eine Zu-
ordnung, die jedem Punkt 2z € M eine Linearform w (z) € Ty, . zuordnet. w heifit G-mal stetig

differenzierbar, in Zeichen
weCll(M,T;,),

wenn diese Zuordnung in folgendem Sinne [S-mal stetig mit x variiert: Ist U C M eine beliebige offene
Menge und v € CP(U, T,,) ein beliebiges Vektorfeld, so ist die Abbildung

zr— (w(z), v(z))

eine (-mal stetig differenzierbare Funktion auf U . Hierbei bezeichnet (w(x), v (z)) den Wert der
Linearform w (z) € Ty, ~ auf dem Vektor v (z) € Ty .

Fiir die Belange in der vorliegenden Vorlesung reicht es aus, die Pfaffschen Formen nur fiir
offene Mengen U C R"™ zu definieren und dann auf die Untermannigfaltigkeit M C U C R”
yeinzuschréanken . Dies liefert in der Tat, jedenfalls lokal, die gleichen Resultate. - Wir geben nun ein
erstes, aber sehr bedeutsames Beispiel.

Beispiel. Essei f: U — R eine Funktion aus C*(U), a > 1. Definiere dann fiir z € U und v € Tgn 4 :

((df) (), v) == (grad f (), v (2)) = ) afj (@)vj, v =w(@) = (0@),. . o))

j=1

(df) (z) ist fiir alle € U eine Linearform auf Tgn ; , also ein Element von Tg, , . Ist v ein Vektorfeld
der Klasse C?, d. h. sind v1,...,v, € C?(U), so ist offensichtlich

x — ((df)(x),v(z)) = Z % (@)vj(z) eCT(U), v =min(f, a—1).
j=1

Also ist df eine Differentialform 1. Ordnung auf U (von der Klasse oz — 1).
Definition. df heiit das totale Differential oder kurz das Differential der Funktion f.

Bemerkung. Das Differential df 148t sich sogar fiir Funktionen f auf abstrakten Mannigfaltigkeiten
M definieren; denn ist im obigen Fall A : (—&, ) — U eine stetig differenzierbare Kurve mit A (0) =
x, N(0) = v, so gilt nach der Kettenregel

d

— (fod)

of LN o
dt =Y o @ 352 (0) = (@) (@), v)

t=0 Ox;

und die linke Seite ergibt auch bei abstrakten Mannigfaltigkeiten einen Sinn und kann somit dort als
Definition fiir das Differential df dienen.

Nach der Definition von 1-Formen (der Klasse ) ist es klar, daf3 solche addiert und mit Funktionen
der Klasse C? multipliziert werden kénnen. Also ist auch C%(M, T},) ein CA(M)-Modul. Wie im Fall
der Tangentialfelder ist dieser frei vom Rang k, wenn M von der Dimension k ist und M so klein
gewihlt wird, dal es von einer einzigen Karte tiberdeckt wird. Grundlegend fiir diesen Sachverhalt ist
der folgende Satz.

Satz 27.2 Es sei U C R™ eine offene Teilmenge. Dann ist CP(U, Ti.) ein freier CP(U)—-Modul vom
Rang n . Fine Basis dieses Moduls wird gegeben durch die totalen Differentiale der Koordinatenfunk-
tionen x1,...,2Tn . M. a. W. : Zu jeder Pfaffschen Form w € CP(U, Ti.) gibt es eindeutig bestimmte
Funktionen fi,...,f, € CP(U), so daf

w = fidry + -+ fudx, .
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Insbesondere gilt fiir das totale Differential einer Funktion f:

_of of
df = Dt dx1 + + B dx, .

Beweis. Sei w € CP(U, Tg,) und sei (unter Milbrauch der Schreibweise) e; das Vektorfeld, das jedem
x € U den Einheitsvektor e; zuordnet. Natiirlich ist e; € C#(U, Ty,) fiir alle 3. Nach Voraussetzung

ist die Funktion
fi(a) == (w(x), ¢;(z)) = (w (), €;)
von der Klasse C?. Es geniigt also zu zeigen, da mit
0 = fldxl +- 4+ fndxn

fir alle x € U gilt: 0(2) = w(z),d h. (o(z), e;) = (w(x), ;) = fj(x) fir alle j. Nun ist aber

(dzi(z), e5) = > 3 (@) - 6je = Y _ Giebje = 6y
=

und damit

(o0(x), ¢5) =Y filx)dij = fi(x)
i=1
Wir sehen also, daf§ sich jede 1-Form in der gewiinschten Form schreiben li8t:

(%) w = fidry +---+ fpdx, .

Wir miissen noch zeigen, daf} diese Darstellung eindeutig ist. D. h.: Gilt in (x) w = 0, so ist notwendig
f; = 0 fiir alle j. Fiir w = 0 gilt aber, wie wir oben gesehen haben, fiir alle j und alle z € U :

fix) =Y fil)dij = (w(x), e5) = 0. 0
J=1

Pfaffsche Formen sind die geeigneten Integranden fiir Kurvenintegrale: Ist U C R™ eine offene
Menge und w € C°(U, T.) eine zumindest stetige 1-Form, so wirkt fiir jede stetig differenzierbare
parametrisierte Kurve « : [a, b] — U die Linearform w (« (¢)) auf den Tangentialvektor o’(t); wir
gewinnen somit eine Abbildung

[a,b] 5t — (w(a(t)), o'(t))
die sich mit den Darstellungen
w = ijdacj und o = (ag,...,q,)
j=1

auch schreibt in der Form

[a,b] 2t — Z fila(t) aj(t) .

Jj=1

Insbesondere ist diese Funktion nach Voraussetzung stetig auf dem kompakten Intervall [a, b] und
damit integrierbar.

Definition. Wir schreiben

Jo= /:<w<a<t>>, o/(1)) dt
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und nennen diesen Wert das Integral iber w lings der orientierten parametrisierten Kurve o .

In der Tat ist diese Definition unabhingig von der orientierten Parametrisierung der Spur « ([a, b]).
Ist némlich
[e, d] = [a, D]

eine orientierte Umparametrisierung und (§ := « o ¢, so gewinnt man aus der Substitutionsformel in
einer Verdnderlichen mit ¢t = ¢ (s) sofort

/ (w(B(s)), F(s)) ds = / (w(aop(s)), (@op)(s))ds = / (w(a(p (), o'(p(s)) - @/(5)) ds

Bemerkungen. 1. Der gleiche Beweis zeigt, dafl bei Umkehr der Orientierung von o das Kurvenintegral
sein Vorzeichen wechselt.

2. Mit fritheren Uberlegungen gewinnt man auch sofort die Standardabschitzung fiir solche Integrale in
der folgenden Form:
e

wobei die Form w = ) f;dz; mit dem Vektorfeld f = (f1,..., fn) identifiziert wird,

< sup || f llagae) - L (@),

b
L(a) = / o (t) | dt

die euklidische Léinge der Spur « ([a, b]) ist und sup || f |la(fq,5)) die Supremumsnorm von f auf dieser
Spur bezeichnet, also

sup || fllagasy == sup || f(a ()] -
te[a,b]
Ferner gilt die folgende Verschéirfung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.

Satz 27.3 Ist die Funktion F : U — R ebenso wie der Kurve « : [a,b] — U einmal stetig differen-
zierbar, so gilt mit a(a) = xp, a(b) = x1:

/dF:F(l‘l)fF(Io)

Beweis.

/adF - il/b gfj (a(t)) oy (t) dt = /ab (iF(a(t))) it = Foa |’ = F(z;) — F(z). O

Bemerkung. Die vorige Aussage bleibt auch bestehen, wenn die parametrisierte Kurve a nur stickweise
stetig differenzierbar ist.

Wir wollen uns jetzt noch fragen: Gegeben sei eine 1-Form w auf der offenen Menge Teilmenge U
des R™. Wann gilt
w = dF
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mit einer C'~Funktion F': U — R? F heifit unter dieser Voraussetzung eine Stammfunktion von w
auf U. Man beachte, dafl die Gleichung dF = w in Wahrheit ein System von partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung darstellt; man sucht eine Funktion F' auf U, deren partielle Ableitungen
vorgegeben sind:

OF
— = f;j, wenn w = fidry +---+ fpdz, .
0xj
Und zweitens: Wieviele Stammfunktionen gibt es, wenn iiberhaupt, zu gegebenem w?
Die zweite Frage ist sehr einfach zu beantworten: Offensichtlich ist dG = 0, wenn G = const.,
also dFF = d(F + ¢) fiir alle ¢ € R. Hat U mehrere Zusammenhangskomponenten, so kann man

diese Konstanten auf allen Komponenten verschieden wéhlen. - Dies ist aber die einzige Freiheit, die
Stammfunktionen von 1-Formen besitzen. Es gilt ndmlich

Satz 27.4 Ist U ein Gebiet im R™ wund besitzt die 1-Form w eine Stammfunktion F, so ist jede
andere Stammfunktion von der Form F + c.

Beweis. Mit w = dF = dG ist dH = 0 fir H = G — F. Es ist also zu zeigen, da} H = const.
Wiéhle dazu 2o € U fest, © € U beliebig. Dann gibt es eine stetige Kurve a : [a, b] — U mit
a(a) = xg, a(b) = x. Mit einem einfachen Kompaktheitsargument beweist man unter Ausnutzung
der Tatsache, daf} jeder Punkt x € U eine konvexe Umgebung besitzt, die in U enthalten ist, dal man
« sogar stickweise affin, insbesondere also stiickweise stetig differenzierbar wahlen kann.

e ~.

Figur 27.3

Dann folgt
0= / dH = H (z) — H(z9) also H(x)=H (z9) = const. . O
«
Eine erste Antwort auf die zuvor gestellte Frage nach der Existenz von Stammfunktionen gibt der
folgende Satz.

Satz 27.5 FEs sei U CR" ein Gebiet. Die stetige 1-Form w besitzt genau dann eine Stammfunktion

auf U, wenn
/ w =70

ist fur alle geschlossenen, stiickweise stetig differenzierbaren Kurven o« in U .
Beweis. a) Ist w = dF und « : [a,b] — U eine parametrisierte Kurve, die geschlossen ist, d. h.
a(a) = a(b) = xo, so ist nach Satz 3
/w:F(:co) — F(x9) =0.
«@
(Hierbei ist « als stetig differenzierbar vorausgesetzt. Ist a nur stiickweise stetig differenzierbar, so
mufl man etwas genauer argumentieren).

b) Wihle ¢ € U fest und zu x € U irgendeine stiickweise stetig differenzierbare parametrisierte Kurve
a = a, mit a(a) = z9, a(b) = x. Die Funktion
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(%) Fz) = / W

ist dann nach Voraussetzung unabhéngig von der speziellen Auswahl der Kurve «. Wir miissen zeigen:
dF = w, d. h.

F
(%) %(w):f](x) firalle €U undalle j=1,...,n,
J

wenn w =y, fjdx;.

Wechselt man von dem Punkt xy zu einem anderen, z. B. zu x;, so unterscheiden sich die beiden nach
() gebildeten Funktionen um eine additive Konstante, ndmlich durch das Integral {iber w léngs einer
Kurve von zy nach z; in U. Um also die Formel (xx) an einer beliebigen Stelle a € U nachzuweisen,
koénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dal a = xo ist. Ist dann |h| hinreichend klein, so ist
a+ he; €U firalle j =1,...,n.

D

Figur 27.4

Wegen der vorausgesetzten Wegunabhéangigkeit des Integrals iiber w ist dann

F(a—l—hej)—F(a):F(a—l—hej):/Bw,

wobel B (t) = a+th ej, 0 <t < 1,die Parametrisierung der Strecke von a nach a + he; bezeichnet.
Nun ist §(t) = he; und folglich

1 1
/ w = / (w(B(t), hej)dt = h/ fila + the;)dt.
8 0 0
Hieraus folgt die behauptete Identitét:

OF 1 .
(a) = lim 7 /ﬁw = hm/0 fila + the;)dt = f;(a). O

Oz h—0 h—0

Fiir stetig differenzierbare 1-Formen w konnen wir jetzt leicht eine notwendige Bedingung fiir
die Existenz einer Stammfunktion herleiten, die rein differenzierbarer (und damit insbesondere loka-
ler) Natur ist. Da die Koeffizienten f; nach Voraussetzung stetig differenzierbar sind und fiir eine
Stammfunktion F die Beziehung 0F/0x; fiir alle j = 1,...,n gilt, ist notwendig F zweimal stetig
differenzierbar, und man hat Vertauschbarkeit der zweiten partiellen Ableitungen von F'. Dies fithrt zu

den Bedingungen
of; 0’F 0*F O fx .
= = = = = fiir all k.
oxy, Ozrdx; 0z ;0xy, Oz; urale g

Definition. Die stetig differenzierbare 1-Form w = )" f;dx; heifit geschlossen, wenn die Bedingungen

(+) 6f]/8xk = 8fk/8xj
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fiir alle j # k gelten.

In ,topologisch einfachen* Situationen sind diese Bedingungen auch hinreichend. Dies besagt der
erste Spezialfall des sogenannten POINCAREschen Lemmas. Dazu erinnern wir an eine frithere

Definition und Bemerkung. Eine Teilmenge U C R™ heifit sternformig, wenn es einen Punkt xzg € U
gibt, so daf} fiir alle x € U die Strecke von zy nach x ganz in U verlduft. Wir sagen dann auch
genauer, U sei sternférmig mit Zentrum xq .

Man beachte, dafl jede konvexe Teilmenge U C R™ sternférmig mit jedem Punkt zop € U als Zentrum
ist.

Figur 27.5

Satz 27.6 Die offene Menge U C R™ sei sternformig. Dann besitzt eine stetig differenzierbare 1-Form
w € CYU, Tg.) genau dann eine Stammfunktion, wenn w geschlossen ist.

Folgerung 27.7 Geschlossene stetig differenzierbare 1-Formen auf beliebigen Gebieten U C R™ be-
sitzen lokal Stammfunktionen.

Bemerkung. Im nédchsten Kapitel werden wir diese Aussage auf Formen beliebigen Grades verall-
gemeinern. Wir werden sehen, daf wir jeder ¢—Form w auf kanonische Weise eine (¢ + 1)-Form
dw zuordnen konnen, ihr sogenanntes Differential. Die Bedingungen (+) besagen dann gerade, daf
fiir die vorgegebene 1-Form w das Differential dw verschwindet. Dies fithrt zu dem Begriff einer
geschlossenen Differentialform von hoherem Grad. Das allgemeine Lemma von Poincaré besagt, dafl
jede geschlossene ¢—Form w auf einem sternférmigen Gebiet U des R™ ezakt, also von der Form
w = dn mit einer (¢ — 1)-Form n auf U ist.

Beweis (Satz 6). Die Notwendigkeit der Bedingung der ,Geschlossenheit“ von w haben wir schon
eingesehen. Setzen wir nun also voraus, dafl das Gebiet U sternformig sei und w geschlossen ist. Ohne
Einschrankung kénnen wir annehmen, dafl das Zentrum von U der Ursprung zp = 0 ist. Wir setzen

dann
F(z) := zn:xk ( /01 fk(tx)dt) .

k=1

Dies ist natiirlich nichts anderes als das Integral tiber w entlang der Strecke vom Ursprung zum Punkt
x = (x1,...,2,). Nach der Produktregel und den Vertauschungssiitzen von Differentiation und Inte-
gration deduziert man aus dieser Darstellung sofort unter Benutzung der Voraussetzung

ggi(x) = /01 fj(ta:)dt—kzn:xk ( /1t§£;(tx)dt)

:/01 (fj(tx)"’_i:txkggﬁ(m))dt'
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Auf der anderen Seite ist bei festem x € U:

n

d d of;
i (520 = B(6) 41 G 500) = () 51 3 w2 o).

Damit wird
OF 'd 1
o @) = [ § entmyd = @ hm) | = fw). 0

Bemerkung. Satz 6 1483t eine andere mathematisch—physikalische Deutung zu. Eine Funktion F: U — R
heifit ein Potential eines Vektorfeldes v = (vy,...,v,): U — R"™, wenn

grad F = v, d. h., wenn =wv; firalle j=1,...,n.

dz;
Der vorige Satz kann dann auch folgendermaflen interpretiert werden:

Satz 27.8 FEin stetig differenzierbares Vektorfeld v = (v1,...,v,) auf einer sternférmigen offenen
Teilmenge U C R™ besitzt genau dann eine Stammfunktion, wenn
dv; vy

9z, _37j fir alle j # k.

Sternformige Gebiete in R™ besitzen eine topologische Eigenschaft, die fiir die Existenzaussagen fiir
Stammfunktionen und Potentiale schon ausreicht: Man kann in ihnen jede geschlossene Kurve auf einen
Punkt ,stetig zusammenziehen“ oder, wie man auch sagt, jede geschlossene Kurve ist nullhomotop.
Solche Gebiete nennt man auch einfach zusammenhdngend.

Z. B. ist das AufBlengebiet einer (endlichen oder unendlichen) Spirale in R? ein einfach zusam-
menhéingendes Gebiet, das aber nicht sternférmig ist.

2

Figur 27.6

Noch abenteuerlicher muten Beispiele der folgenden Art an:

Il OO o=
||M§z

Figur 27.7
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Bemerkung. Selbstverstindlich gibt es auch nicht einfach zusammenhingende Gebiete wie z. B.
C*:= C\ {0} Cc C = R?. Es ist schlechterdings nicht méglich, die 1-Sphére S innerhalb von C*
stetig auf einen Punkt zusammenzuziehen.

Wir wollen dies alles jetzt noch ein wenig genauer ausfithren. Dazu mufl zuerst der Be-
griff der ,Homotopie“ von Kurven erkldrt werden. Es sei U C R" eine offene Teilmenge, und
ap, a1 : [0,1] — U seien zwei (parametrisierte) Kurven in U mit gleichem Anfangspunkt
ap(0) = a1(0) = zg und gleichem Endpunkt «g(l) = a1(1) = 1.

Definition. Die Kurven ag, o; heiflen homotop (zueinander) in U, in Zeichen oy ~py «1, falls eine
stetige Abbildung
A:[0,11%x[0,1] —U

existiert mit
i) A0, t) = ao(t), A(1,t) = a1 (t) fiir alle t € [0, 1];
ii) A(s,0) = 29, A(s,1) = z; fiir alle s € [0, 1].

Man nennt die Abbildung A dann auch eine Homotopie zwischen den Kurven o« und o ; sie wird
aus diesem Grunde auch oft mit dem Symbol H belegt.

N
S
7 tl
Figur 27.8
Bei festem s ist also As(t) := A(s, t) die Parametrisierung einer Kurve von z¢ nach z; in U, und

esist Ag = ag, A1 = a1 . Wir kénnen somit die Abbildung A interpretieren als eine stetige ,,Schar“
von Kurven in dem Gebiet U, welche ag mit «y verbindet.

Bemerkung. Diese Definition héngt natiirlich ganz wesentlich von dem Gebiet U ab! So sind die beiden
folgenden Kurven homotop zueinander in R?, nicht aber in R?\ {0}, denn in jeder stetigen Familie
von Kurven, die die beiden Kurven verbindet, mufl mindestens eine den Nullpunkt treffen.

(-1,0) (1,0

Figur 27.9
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Bemerkung. Eine Homotopie in R? zwischen den beiden Kurven wird z. B. gegeben durch
A(s,t) := (1 — s)ap(t) + sar(t) .

Mit demselben Argument zeigt man, dafl je zwei Kurven in R™ mit gleichem Anfangs— und Endpunkt
zueinander homotop sind.

Wir wollen hier nur schnell die einfachsten Grundtatsachen aus der Homotopie—Theorie zusammen-
tragen. (Siehe hierzu auch den Anhang zu Kapitel 30. Weiteres Material findet man in Kapitel 15 meines
Manuskripts Funktionentheorie I).

Lemma 27.9 Homotopie von Kurven mit gleichen Endpunkten ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Es ist klar, dal oy ~py «g; man braucht dazu nur A (s, t) = ap(t) zu wihlen. Ebenso sieht
man durch Ubergang von A (s, t) zu A(1 — s, t), daB aus oy ~y a; auch a; ~y ap folgt. Es sei
schlieBlich oy ~y @1 und a3 ~py as mit den konkreten Homotopien Ay, Ay : I x I — U . Dann
liefert A
< <
Als, B ::{ 0(2s,t), 0<s<1/2,
A1(2s — 1,t), 1/2 < s <1,

eine Homotopie von o und as. O

Dies rechtfertigt erst die Sprechweise, dafl zwei (parametrisierte) Kurven zueinander homotop sind.
In Wahrheit ist Homotopie sogar eine Eigenschaft von Klassen von parametrisierten Kurven unter der
Aquivalenzrelation der orientierten Umparametrisierung. Aufgrund des soeben bewiesenen Lemmas
brauchen wir dazu nur das folgende Lemma zu zeigen.

Lemma 27.10 Ist ¢ : I — I eine streng monoton wachsende stetige surjektive Abbildung und o :
I — U eine stetige Kurve in U, so ist aop ~y .

Beweis. Eine konkrete Homotopie wird gegeben durch

A(s, t) == a((l — s)p(t) + st). O

Die zentrale Aussage, die sdmtliche weiter oben bewiesenen Tatsachen bei sternformigen Gebieten
verallgemeinert, ist der folgende

Satz 27.11 FEs sei w eine stetig differenzierbare geschlossene 1-Form auf der offenen Menge U , und
ap, ay seine zwei stickweise stetig differenzierbar parametrisierte Kurven in U |, die in U zueinander

homotop sind : oy ~y oy . Dann ist
/ w = / w.
(e7%)) (o5}

Bemerkungen. 1. Die Geschlossenheit der Form w kann, wie der Beweis zeigt, ersetzt werden durch die
Bedingung, dafl w lokal um jeden Punkt von U eine Stammfunktion besitzt (was gleichwertig dazu
ist, daf lokal um jeden Punkt Integrale lings geschlossener Kurven verschwinden).

2. Man beachte, dafl die Kurven oy und «; zwar als (stiickweise) stetig differenzierbar vorausgesetzt
werden, die Homotopie A aber weiterhin nur stetig sein soll. Damit ist a priori nicht gesichert, daf3
das Integral der Form w lings der ,Zwischenkurven® Ay, s € (0, 1), iiberhaupt existiert.

3. In der Funktionentheorie spielt dieses Ergebnis in der Gestalt des Monodromiesatzes eine ganz
entscheidende Rolle. Siehe z. B. loc. cit..

Beweis. Es sei A: I xI — U, I := [0, 1], eine Homotopie zwischen den beiden vorgegebenen
Kurven. Dann ist A gleichméBig stetig, und das Bild von I x I unter A ist kompakt. Infolgedessen
existiert ein € > 0, so daf3

[A(s,t) —yl|| > e firalle s,telIxI, y¢&U,
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und weiter gibt es ein 4 > 0 mit
|A(s, t) — A(s', t)] < % fir alle (s, t), (s',t)eIxI mit |(s,t) — (s,¢)] < 3.

Wihle nun eine Unterteilung 0 = ¢p < 1 < --- < ¢, = 1 des Intervalls I so fein, da |¢; — ¢;_1| <
0 . Fiir festes s € I bezeichnen wir ferner mit v, den Polygonzug zu den Punkten

A(s, to), A(s,t1), ..., A(s, tm) .

Figur 27.10

Die folgenden zwei Aussagen beweisen dann offensichtlich den Satz:

(i) /aowZ/%uu /al“’:/%““
(ii) /uw/vw, lu— v| < 8.

Zu (i): Es sei B; die offene Kugel um a; = A(0, t;) = ao(t;) = 7o(t;) mit Radius . Wegen der
Wahl von ¢ folgt sofort B; C U . Es ist weiter

ao([tj-1,t;]) C B und o([t;j-1,t;]) C Bj.

Auf Bj; besitzt aber w eine Stammfunktion. Also ist

/ w:/ w und damit /wz/w.
aol[tj—1,t;] Yollti—1,t5] ag Yo

Entsprechendes gilt fiir a; .

Zu (ii): Bei festem u € [0, 1] bezeichne B; jetzt die offene Kugel mit Mittelpunkt A (u, t;) = vu(t;)
und Radius e. Wieder ist B; C U. Sei F; eine Stammfunktion von w auf B;. Da B; N By # 0
und zusammenhéngend ist, so folgt

Fj+1 = Fj + Cj in BjﬂBj.._l

mit einer Konstanten c¢;. Ist aber v € [0, 1] und |u — v| < §, so liegen auch die Punkte ~,(t;_1)
und v,(t;) € Bj, also auch ihre Verbindungsstrecke, so daf§

/ 65— 1,t5] w = Fj(w(ty) — Fj(nw(tj-1)) -

Damit ist schlie3lich

m m—1

/ w =Y (F(n(ty) = Fi(w(tj-1)) = Fale) = Folwe) = ) ¢

j= j=1

[
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unabhéngig von v nahe bei u. O

Das stetige Zusammenziehen einer geschlossenen Kurve auf einen Punkt wird nun wie folgt
eingefiihrt.

Definition. Ist a: [0, 1] — U eine geschlossene Kurve, d. h. zyp = a(0) = a(1) = z1, so heifit «
nullhomotop, falls a in U homotop zu der konstanten Kurve 3 (t) := xo ist, die wir auch manchmal
mit [zg] bezeichnen. Man schreibt dann auch « ~y 0 oder genauer a ~y [zo].

Figur 27.11

Als Folgerung aus Satz 11 kénnen wir nun sofort ohne weitere Begriindung notieren:

Folgerung 27.12 Ist w eine geschlossene stetig differenzierbare 1-Form auf U und ist die stiickweise
stetig differenzierbare geschlossene Kurve o nullhomotop in U , so gilt

/w:().

Gebiete, in denen jede geschlossene Kurve nullhomotop ist, verdienen somit besondere Beachtung
und einen exklusiven Namen.

Definition. Die offene Menge U C R™ heif3t ein einfach zusammenhdingendes Gebiet, wenn
1) U zusammenhingend ist,

2) es einen Punkt zy € U gibt, so dafl jede geschlossene Kurve in U mit Anfangs— und Endpunkt
xo nullhomotop ist.

Beispiel. U sei eine sternformige offene Menge mit Zentrum zo (also z. B. eine konvexe Menge). Dann
ist U einfach zusammenhéngend. Man kontrahiere lings der Stern—Strahlen, bilde also

A(s,t) = sxo + (1 — s)a(t) .

Figur 27.12
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Satz 27.13 Es sei U C R™ ein einfach zusammenhdingendes Gebiet, und w sei eine stetig differen-
zierbare geschlossene 1-Form auf U . Dann gilt

/w:0

fiir alle stiickweise stetig differenzierbaren geschlossenen Kurven « in U . Insbesondere besitzt w auf
U eine Stammfunktion.

Beweis. «a habe den Anfangs— und Endpunkt z;. Ist dann 2y € U der Punkt, bzgl. dessen der
einfache Zusammenhang erklért ist, so wihle man eine stiickweise stetig differenzierbare Verbindung -
von zg nach x; und dann die geschlossene Kurve (¢ mit Anfangs— und Endpunkt zg, die man durch
Zusammensetzung von v, « und vy~ ! erhilt. Da sich die Integrale lings v und v~ ! wegheben, ist

[-f-

Die rechte Seite ist aber Null wegen Folgerung 12.

Der zweite Teil ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 5. (|

Beispiel. Wir benutzen den vorstehenden Satz, um ohne jegliche Heranziehung von anschaulichen Ar-

gumenten zu belegen, dafl das Gebiet C* = R?\ {0} nicht einfach zusammenhiingend ist. Wir fithren

dazu mit der iiblichen Zerlegung z = x + iy komplexer Zahlen auf C* die komplez—wertige 1-Form
dz z T — iy
hiad il —— (

@ z zE(x+Zy) 22 +y

x y ) —y x
=|———=d ———d d d
(x2+y2 $+z2+y2 y)+z<x2+y2 x+12+y2 y>
ein. Sie schreibt sich in offensichtlicher Weise in der Form w = wy + iwe mit reell-wertigen 1-Formen
wi und ws . Fiir das Integral von w lings eines beliebigen Kreisrandes a (t) = (r cos t, rsint), r >

0 fest , 0 < t < 27, ergibt sich mit leichter Rechnung der aus der Funktionentheorie wohlvertraute
und dort stindig auftretende Wert
/ w=2m1i.
(03

/wQ:/Imw:Im/w:2ﬂ

im Widerspruch zu der leicht nachzurechnenden Tatsache, dafi die Form wy geschlossen ist.

dz + idy)

Damit ist aber

Bemerkung. Satz 13 deutet darauf hin, dafl die Definition des einfachen Zusammenhangs eines Gebietes
U C R™ unabhingig von der Wahl des Punktes xq ist. Mit anderen Worten: Es ist zu vermuten,
daf} jede geschlossene Kurve in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet U auf jeden seiner Punkte

stetig in U zusammengezogen werden kann. Dies ist in der Tat richtig. Eine kurze Uberlegung zeigt,
daBl man dafiir nur nachzuweisen hat, dafl fiir eine beliebige Kurve v in U mit Anfangspunkt z( die
Zusammensetzung mit der inversen Kurve 4! nullhomotop ist. Dies ist eine leichte Ubungsaufgabe
und sei deshalb dem Leser iiberlassen.

Bei Folgerung 12 ist die Festlegung auf einen Anfangspunkt vollig unbefriedigend, denn i. A. besitzt
eine geschlossene Kurve keinen ausgezeichneten Anfangspunkt. Man sollte daher, was offensichtlich
moglich ist, geschlossene Kurven besser durch die 1-Sphire S! parametrisieren: o : S' — U stetig.

Definition und Bemerkung. Die geschlossenen Kurven ag, a; : S — U heiflen frei homotop in U , falls
es eine stetige Abbildung A: I x S — U, I = [0, 1], gibt mit A (0, ¢) = ag(t), A(1, 1) = ai(t).

Hierdurch wird selbstverstéindlich wieder eine Aquivalenzrelation auf geschlossenen Kurven in U erklért.
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Figur 27.13

Wir iiberlassen den Beweis der beiden folgenden Sétze dem/der Leser/in. Entscheidend hierzu ist
der Nachweis, dal man aus zwei frei homotopen Kurven «p und «; auf die folgende Weise homotope
Kurven konstruieren kann: Man zeichnet einen Punkt to € S aus, z. B. tg = 1, und betrachtet die
Einschrinkung der Homotopie A auf das ,Intervall“ I x {t¢o}. Diese beschreibt eine stetig parame-
trisierte Kurve v in U mit v (s) € As(S'); v zeichnet also fiir jeden Parameterwert s einen Punkt
auf der Zwischenkurve Ay aus. Man kann dann leicht zeigen, dafl mit x9 := 7 (0) die geschlossene
Kurve o bzgl. ¢y homotop ist zu der geschlossenen Kurve mit Anfangspunkt x, die man erhlt,
wenn man erst v folgt, dann von « (1) startend mit a; einmal um S*  herumliuft“ und dann mit
der inversen Kurve zu v zu xg zuriickkehrt. Wie im Beweis des Monodromiesatzes sieht man, daf} es
fiir die Anwendung desselben auf die Berechnung von Integralen unerheblich ist, daf§ die Kurve ~ im
Allgemeinen nur stetig und nicht stiickweise stetig differenzierbar ist.

Figur 27.14

Als Konsequenz erhélt man:

Satz 27.14 Sind die geschlossenen Kurven «g und oy frei homotop zueinander in dem Gebiet U C
R™ | so gilt fiir jede geschlossene 1-Form w auf U, daf

[o=] o
(e 77) [e5]

Satz 27.15 Fiir ein Gebiet U C R™ sind die folgenden Aussagen dquivalent :
i) U ist einfach zusammenhdingend ;

ii) es gibt einen Punkt xo € U, so daff jede geschlossene Kurve in U frei homotop in U zu der
konstanten Kurve [xqg] ist;

iii) jede geschlossene Kurve in U ist frei homotop in U zu einer konstanten Kurve.

Homotopie von Kurven kann man natiirlich in Mannigfaltigkeiten, ja ganz allgemein in topologischen
Rdumen X erklaren. Auf diese Weise kommt man zu einer topologischen Invarianten, der Fundamental-
gruppe. Es sei hierzu X ein wegweise zusammenhdngender topologischer Raum, und der Punkt zy € X
werde fest gewiihlt. Dann definiert man L (X, zg) als die Menge aller geschlossenen Kurven in X mit
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Anfangspunkt z¢ (mit festem Parameterintervall I = [0, 1]). Da geschlossene Kurven im Englischen
auch als loops bezeichnet werden, heifit L (X, z¢) oft in der deutschen Literatur unter Verhunzung der
Sprache der ,Loopraum“. Dieser besitzt eine Verkniipfung, ndmlich die weiter oben schon mehrfach
erwihnte Zusammensetzung o * 8 zweier Kurven o« und [, die man wie folgt erklart:

a2ty , 0<t<1/2,

(ax ) (®) ::{ BRt—1), 1/2<t<1.

Die Definition ist also so getroffen, dafl man in « * 3 erst a folgt und anschlieend (.

Es ist leicht zu sehen, da8 die Homotopierelation ~,, auf L (X, o) eine Aquivalenzrelation ist, die
mit der Zusammensetzung vertréglich ist: Ist ag ~,, a1, Bo ~a, B1, so ist auch g * By g, a1 * B .
Infolgedessen induziert die Verkniipfung von loops auf dem Quotientenraum

771(X7 (E()) = L(Xv :L'O)/ g

der Homotopie-Klassen [a] von loops a : S' — X eine Verkniipfung, die wir ebenfalls mit *
bezeichnen. Die Homotopieklasse der konstanten Kurve « : S' — {zg} ist von beiden Seiten neutral,
und es ist genauso einfach nachzurechnen, daf die Klasse der zu « inversen Kurve a=1(t) := a (1 —t)
bzgl. der Verkniipfung * invers zu der Klasse von « ist. Da auch das Assoziativgesetz keine besonderen
Anstrengungen erfordert, konnen wir festhalten:

Satz 27.16 Die Menge w1 (X, xo) ist mit der Verkniipfung * eine Gruppe.

Definition und Bemerkung. Mit dieser Gruppenstruktur heifit (X, z¢) die Fundamentalgruppe oder
1. Homotopie—Gruppe von X zum Aufpunkt xq. Sie ist im wesentlichen unabhéingig von der Wahl des
Punktes x( . Geht man zu einem anderen Punkt z; € X {iber und wéhlt man eine Kurve «, die g mit
x1 verbindet, so kann man jedem loop « € L (X, zg) die geschlossene Kurve v~ ! xaxv € L (X, z1)
zuordnen. Diese Abbildung induziert einen Gruppenisomorphismus (X, 79) — (X, z1). Man
spricht daher oft auch von der Fundamentalgruppe m(X).

Beispiele 1. m(S') =2 Z, m(R?2\{0}) = m(C*) = Z.
2. m(R™) = 0 fiir alle n.

3. m(R™"\{0}) = 0 fiir alle n > 3.

.m(Stx S 2 ZaZ.

4
5. m1(oco) ist nicht abelsch. Hierbei ist das Symbol co als Abkiirzung fiir den topologischen Unterraum
{(z,y) eR?*: (z — 1) + y> = 1 oder (z + 1)? + y* = 1} C R? anzusehen.

Beachtet man, daf sich jede Homotopieklasse in einer offenen Menge des R™ durch einen Poly-
gonzug, also eine stiickweise affine und damit erst recht stiickweise differenzierbare geschlossene Kurve
reprisentieren 1i8t, so konnen einige unserer obigen Uberlegungen zu Integralen iiber geschlossene 1-
Formen ldngs geschlossener Kurven in Gebieten U C R™ wie folgt auf eine etwas kiinstlich erscheinende,
dennoch sehr prignante Weise zusammengefaf3t werden.

Satz 27.17 Das Integral faktorisiert zu einer wohldefinierten Abbildung
/; 71 (U) x dRh'(U) — R,

wobei dRh' (U) den Quotientenvektorraum der geschlossenen 1-Formen w auf U nach dem Untervek-
torraum der 1-Formen mit Stammfunktion, die sogenannte 1. de Rhamsche Cohomologiegruppe von
U, bezeichnet :

dRh*(U) := {1 — Formen w auf U mit dw = 0}/{w = dF}.

Ist speziell U einfach zusammenhingend, d. h. 71 (U, x9) = 0 fir ein und damit fir alle xqg € U, so
verschwinden alle diese Integrale, und es ist dRh*(U) = 0.



Anhang: Schnitte in Vektorraumbiindeln und ihren Dualen

Wenn man sich ein Biindel bildlich als eine Garbe von Getreidehalmen vorstellt und dazu die T#tigkeit
eines (vermutlich nicht sehr erfahrenen) Schnitters, so versteht man vielleicht den mathematischen
Inhalt der folgenden Definition.

Definition. Ein (beliebiger, stetiger, differenzierbarer) Schnitt in dem Faserbiindel (E, 7, X) iiber der
offenen Menge U C X ist eine (beliebige, stetige, differenzierbare) Abbildung s: U — F mit mos =
idy, d. h. s(z) € E; fiir alle € X . Oder in anderen Worten: s ist ein U-Morphismus

(Ua 1d7 U) — (7T_1(U), 7T|7r*1(U)7 U) :
Wir schreiben T' (U, E) oder H(U, E) fiir die Menge aller dieser Schnitte iiber U (oder genauer
I'(U,C"(E)) oder H(U,CF(E)),

wenn wir Schnitte der Differenzierbarkeitsordnung C* untersuchen wollen. Selbstverstindlich darf die
Differenzierbarkeitsordnung der Schnitte nicht gréfler als die des betrachteten Biindels sein).

Bemerkung. Das Symbol HY(U, E) soll darauf hindeuten, da es sich hier tatsiichlich um eine
cohomologische Begriffsbildung handelt (siche Anhang zu Kapitel 26). Das Zeichen C*®(FE) ist dann
zu deuten als die Garbe der Keime von C"—Schnitten in dem Faserbiindel E . All dies wird aber im
folgenden keine Rolle spielen und soll daher auch nicht weiter kommentiert werden.

Ist das gegebene Biindel iiber der Menge U trivialisierbar, so kann man leicht die Schnitte iiber U
bestimmen. Da dort ,im wesentlichen* das Biindel E gleich dem Produkt U x F mit der typischen
Faser F' ist, sind Schnitte nichts anderes als (hinreichend oft differenzierbare) Abbildungen U — F'.
Insbesondere sind die konstanten Abbildungen von U nach F' solche Schnitte.

Warnung. Obwohl es also lokal zumindest soviele Schnitte wie Elemente in F gibt, braucht es iiber
beliebigen offenen Mengen von X , insbesondere iiber X selbst, keine (stetigen) Schnitte in dem
gegebenen Biindel zu geben. Dies siecht man z. B. an der zweifachen Uberlagerung von C* durch
sich selbst. Man mache sich klar, daf8 die Existenz eines stetigen Schnittes in dieser Uberlagerung zur
Folge hitte, daB die Quadratwurzel /z auf ganz C* als eindeutige Funktion erklirt werden kénnte.
Im Beispiel der universellen Uberlagerung exp : C — C* wiirde die Existenz eines globalen stetigen
Schnittes die Existenz des Logarithmus auf ganz C* als eindeutige holomorphe Funktion nach sich
ziehen.

Wir wollen zunéchst die Bemerkungen vor der gerade ausgesprochenen Warnung noch etwas prézi-
sieren und vervollstdndigen. Liegt {iber der Menge U C X eine Trivialisierung

F—X0 1)
U

vor, so korrespondiert zu jedem Schnitt s in E iiber U in eineindeutiger Weise der Schnitt

U x = Ely
p:

Xﬁlos: U— UXF.
Ein solcher besitzt aber notwendigerweise die Form

z — (z, su(z)),
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wobei sy : U — F eine beliebige differenzierbare Abbildung (der richtigen Differenzierbarkeitsordnung)
ist. Infolgedessen gibt es eine (durch die vorgegebene Trivialisierung eindeutig bestimmte) Bijektion von
' (U, C*(E)) nach C*(U, F).

Wir interessieren uns weiter fiir die Frage, wie sich die eben hergeleitete Darstellung der Schnitte
vermittels lokaler Trivialisierungen bei einem Ubergang zu einer anderen Trivialisierung transformiert.
In Ermangelung weiterer geeigneter lateinischer Symbole schreiben wir die Elemente einer beliebigen
trivialisierenden Uberdeckung von X zu dem Biindel E jetzt mit griechischen Indizes als U, und die
korrespondierenden 1-Cozyklen mit xgo bzw. 03, . Wir schreiben ferner s, anstelle von sy, . Wegen
XBa = Xgl o Xa auf U, NUg gewinnt man sofort die folgende Beziehung

(z, 55(2)) = (x5" 0 8)(2) = (xpa© (Xa' ©5))(@) = Xpa(@, 5a(2)) = (2, Opa(2, sa(2)))

und damit den folgenden

Satz 27.18 FEin System von Abbildungen s, € C*(U,, F) bestimmt genau dann einen Schnitt in dem
Faserbiindel E mit Faser F bzgl. einer gegebenen trivialisierenden Uberdeckung 4 = {U,} mit
zugeordnetem 1-Cozyklus {0sa}, wenn auf jedem Durchschnitt Uy, NUg die Bedingung

sp(x) = Opa(, sa(x))
erfillt ist.

Fiir Vektorraumbiindel besitzt die Menge T' (U, C*(E)) der Schnitte wesentlich mehr Struktur. In
diesem Fall hat man lokal die Situation E|y = U x R", und ein Schnitt iiber U in E wird nach den
obigen Uberlegungen représentiert durch eine C*-Abbildung sy : U — R", d. h. durch ein r—tupel

(vf,...,v};) von C*Funktionen vf,, j =1,...,7, auf U C X . Die Ubergangsbedingungen lauten in
diesem Fall einfach
() OB 05(@) = Apale) H(WA(e),. L)), T € Ua U .

Hieraus leitet man sofort ab, daf§ die faserweise Addition von Schnitten und ihre Multiplikation mit
differenzierbaren Funktionen f € C®(U) lokal (und, wie man leicht sieht, auch auf beliebigen offenen
Mengen U C X ) wieder zu Schnitten in E mit der entsprechenden Differenzierbarkeitsordnung fiihrt.
- Mit diesen Uberlegungen gewinnt man den ersten Teil des folgenden Satzes.

Satz 27.19 Sei (E, 7, X) ein C"—Vektorraumbiindel. Dann ist T (U, C*(E)) ein C*(U)-Modul. Jeder
Punkt xo € X besitzt (beliebig kleine) Umgebungen U = Ul(xg), so dafi T (U, C*(E)) ein freier
C"(U)-Modul vom Rang r = rang E ist.

Beweis. Man wihle eine trivialisierende Umgebung U von zg . Ist dann eq,...,e, die kanonische Basis
von R" und identifiziert man die e; mit den ,konstanten“ Schnitten e;(x) := (z,e;), j=1,...,7,
in U x R" iiber U, so schreibt sich fiir jeden Schnitt s € T'(U, C*(E)) der Schnitt x;' o s in dem
trivialen Biindel U x R" eindeutig in der Form

xplos(z) = vl(x)er +--+ v (2)e,, v e€C(U).
Setzt man jetzt noch eg-] = Xuv o e;, so bekommt man die gewiinschte eindeutige Darstellung

s(x) = vl (z) el (z) +--- + v"(x) el (x), oI €C®(U). O

T

Bemerkung. Aufgrund des vorstehenden Satzes ist fiir Vektorraumbiindel der Raum der Schnitte
I'(U, C*(E)) ein Modul (so daB wir auch von dem Schnittmodul sprechen) und somit insbesondere
niemals leer, da er das Nullelement als sogenannten ,Nullschnitt“, also angesichts der einfithrenden
Bemerkungen den , Traum aller Schnitter* enthalten mu8.

Man kann fiir den Nullschnitt noch etwas mehr aussagen.
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Folgerung 27.20 Die durch den Nullschnitt 0 vermdge 0(z) := 0, € E, definierte Abbildung 0 :
X — FE st eine abgeschlossene Einbettung von X in E.

Bemerkung. Man illustriert daher Vektorraumbiindel (und Schnitte in ihnen) oft in der Form

E X
~
—
Figur 27.15
Definition. Eine Basis eV,..., eV € I'(U, C*(E)) wie im Beweis des obigen Satzes heifit eine lokale

Basis des Vektorraumbiindels E (im Englischen ein frame oder ein répére im Franzosischen).

Bemerkung. Die Transformationsformel (x) fiir Schnitte in einem Vektorraumbiindel ist nur eine andere
Manifestation fiir den durch die gleich aussehende Formel

(%) t(v},,...,vg) = Aga(x)-t(vi,...,vg)

beschriebenen Koordinatenwechsel fiir die Faserkoordinaten v, = (v},...,v%) auf U, x R", der sich

also direkt, oder, wie man auch sagt, kovariant mit der Matrix Ag, vollzieht. Dies ist genauer wie folgt

zu verstehen: Besitzt ein Vektor v € E, die Koordinaten v.,...,v" bzgl. der Basis e{(z),...,e%(z)
von E, , so hat er die durch (x) gegebenen Koordinaten v, ..., v} bzgl. der Basis (x),... el(x).
Durch Einsetzen der Koordinaten (d;1,...,d;.) fiir e} in der Basis ef,..., e} gewinnt man aus

(x) die Basiswechsel-Formel

T
(xx) e =Y Adep
k=1

wobei selbstverstdndlich mit Agja der Eintrag in der k-ten Zeile und j—ten Spalte von der Matrix
Aga gemeint ist. Man bezeichnet nun in der Linearen Algebra als Basiswechsel-Matriz von einer ersten
zu einer zweiten Basis die quadratische Matrix, in deren Spalten die Koordinaten der Basiselemente
des zweiten Systems in Bezug auf das erste System stehen. Wir miissen also zur Bestimmung dieser
Basiswechsel-Matrix in unserem Fall die Rolle von « und [ vertauschen. Beachtet man auflerdem
noch, dafl A[;al = Auyp, so lautet die Formel (xx) auch

T

en = D (A" e

Jj=1

Mit anderen Worten: Die Basiswechsel-Matrix (von Koordinaten auf U, zu Koordinaten auf Ug) wird
durch die inverse Matrix Agal gegeben.

Nach den bisherigen Erlduterungen kennt man ein Biindel in Bezug auf eine vorgegebene Trivialisie-
rung, wenn man die Transformationsregeln (x) seiner Schnitte kennt. Genauer kann man sagen (siehe
hierzu auch Satz 26.15):
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Satz 27.21 Es sei X eine Mannigfaltigkeit, 84 = {U,} eine offene Uberdeckunyg, F(Uy), Uy € U,
ein System von freien C*(U,)-Moduln vom Rang r mit ausgezeichneten Basen ef und dem Trans-
formationsverhalten (xx). Dann gibt es genau ein Vektorraumbiindel E vom Rang v mit den vorge-
schriebenen Schnitten auf den Mengen U, :

L' (U, E) 2 F(U,) .
Im Falle des Tangentialbiindels einer Mannigfaltigkeit X der Dimension n ist

Ao(@) = (G2 0vul@)) 05 = a3 (50) = 930(z0)

n

oy, x) auf V. Um Schnitte in dem Tangentialbiindel analytisch
zu interpretieren, ordnen wir einem solchen iiber einer offenen Menge U eine Derivation zu.

mit lokalen Koordinaten z, = (x} x

Definition. Eine Derivation auf C*(U) ist eine Abbildung von C*(U) in sich, die R-linear ist und der
LEIBNIZ—Regel geniigt:
O(fg) = fWg) +9@f), f,9eCU).

Es ist offensichtlich, dal der Raum der Derivationen Der (U) fiir eine offene Menge U C X einen
C"(U)-Modul bildet. Ebenso einleuchtend ist (siehe auch die erlduternden Bemerkungen weiter unten),
daf fiir eine Karte (U, ¥qa, Vo) der Modul Der (U,) der Derivationen auf U, zu dem Modul der
Derivationen Der (V) auf V,, isomorph ist. - Der Einfachheit halber beschrinken wir uns im folgenden
auf den C*°—Fall.

Satz 27.22 Der Modul Der (V,,) dber dem Ring C*(V,) ist frei vom Rang n wund besitzt als Basis

die partiellen Ableitungen
0 0

Bal T Ban
Jede Derivation O € Der (V,,) schreibt sich daher eindeutig in der Form

0

9 = v}
@ g1
Ozl

+ o+ g

ozn
wobei vl = Y(xd) € C®(V,).
Den Beweis verschieben wir auf das Ende dieses Anhangs. ]

Dieses Ergebnis iibertriigt sich unmittelbar auf den Modul Der (U, ) . Die oben schon angesprochene
Isomorphie Der (V,,) = Der (U,) erhilt man offensichtlich dadurch, daf man fiir jede Derivation ¢ €
Der (V) und jede Funktion f € C*(U,) definiert:

I(f) = (I (fopa))ota .
Insbesondere ist dann fiir ¥ := 9/0x), und f = ¢k € C>(U,):

oYk ) Oz
Vo = <8:EJ (¢§O@a))o¢a = ( xa>owa = Okj -

oxl, oxl,

In diesem Sinne schreiben wir jede Derivation ¢ € Der (U,) ab jetzt in der Form

9

9 = v}
o Gyl
Ozl

_|_ PN + UOC axg

mit den Funktionen v := 9 (¢)) € C*(U,).
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Bemerkung. Wir identifizieren also die von den Koordinaten xl,... 27 bestimmten kanonischen

Basiselemente ef des Tangentialbiindels mit den Elementen 9/ dzJ,, die wir auch des 6fteren mit dem

Symbol az{x bezeichnen (oder, noch kiirzer, mit 9;, wenn wir keine Veranlassung sehen, die Karte U,
gesondert hervorzuheben).

Um sicherzustellen, daf3 diese lokale Identifikation auch global sinnvoll ist, miissen wir die Transfor-
mationsformel fiir Derivationen berechnen. Wir leiten dazu die Basiswechsel-Formel ab.

Satz 27.23 Die Basiswechsel-Formel fiir Derivationen lautet

0 [0z 9
— = TN O I
ot " (axa ") B
oder in verkiirzter, aber besonders einprigsamer Gestalt :

d X )
5T = D 57 Bk
ox, = Oza Oy

Q| Q

o%

Bemerkung. Die Formel erinnert nicht nur an die Kettenregel, sondern ist schlichtweg eine andere
Interpretation derselben, wie wir anschliefend fiir den noch nicht so erfahrenen Leser herleiten werden.
An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dafl auf der rechten Seite die Koeffizienten Funktionen in
den z, zu sein scheinen, obwohl wir es dort ja mit Derivationen zu tun haben, die auf Funktionen
in den zg wirken. Dies ist tatséchlich auch nicht der Fall; der Eindruck entspringt nur der saloppen
Schreibweise. Trotzdem ist festzuhalten, dafl die Koeffizienten der Funktionalmatrizen der Koordina-
tentransformationen auf der Mannigfaltigkeit , verkehrtherum“ eingehen. Man driickt dies auch so aus,
daf sich der Basiswechsel im Tangentialbiindel kontravariant vollzieht.

Beweis (von Satz 23). Die in Rede stehende Formel ist zu verstehen als eine Identitét fiir die Wirkung
einer Derivation auf eine Funktion f € C*(U, NUg). Nach den Vorbemerkungen lautet sie exakt

O(fopa) . N~ (0% .\ (0Uows)

Multiplizieren wir hier von rechts mit ¢, = 9,1, setzen f, := fop, und fz := fops und beachten
Ve = VgoUst, fa = f3008a, 25 = Psa(Ta), so wird die vorherige Formel zur Kettenregel:

0 " (ofs 0 a
— 0 YgEy) = E —— o0wgy |+ —— .
o, o0 %0) ~ <8x§ i ) ou,
Durch Umkehrung der Argumentationskette ergibt sich die Behauptung. (Il

Das soeben abgeleitete Transformationsverhalten fiir Derivationen ist identisch mit der Basiswech-
sel-Formel (xx) im Falle des Tangentialbiindels. - Wir erhalten somit als

Korollar 27.24 Der Schnittmodul T' (U, T ) ldft sich in kanonischer Weise mit dem Modul der De-
rivationen auf C(U) identifizieren.

Bemerkung. Selbstverstéindlich fassen wir Schnitte im Tangentialbiindel auch als Vektorfelder auf der
Mannigfaltigkeit X auf. Ihre Interpretation als Derivationen ist dann auf die folgende Weise zu verste-
hen: Ist v: I — X, I = (—¢, ¢), eine Kurve in X mit Tangentialvektor v an der Stelle z = ~(0)
und f differenzierbar in einer Umgebung von z, so ist der Wert (f o)’(0) nach der Kettenregel nur
von v und dem Differential (Df), abhingig. Wir schreiben ihn in der Form

(v, (Df)a) -
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Ist nun v ein Vektorfeld auf U , so variiert v (z) differenzierbar mit x € U , und fiir eine differenzierbare
Funktion f auf U ist

z — (v(x), (Df):)

wieder eine C*°—Funktion. In Abhéngigkeit von f stellt diese Zuordnung tatséchlich eine Derivation
dar. Dafl dieser Prozel genau unser oben geschildertes Verfahren in lokalen Karten darstellt, sieht
man an einer kleinen Rechnung (erneut unter Verwendung der Kettenregel): Schreibt man v (z) =
(v1(z),...,v"(x)), so liefert die Anwendung dieser Definition auf die Koordinatenfunktion 2/ und eine
Kurve v mit 7/(0) = (vi(z),...,v"(z)), daB

(v(z), (Da’)s) = (27 09)'(0) = v'(z) .

Definition. Man nennt aus naheliegenden Griinden den Wert von (v (z), (Df),) auch die Richtungs—
Ableitung von f an der Stelle  in Richtung v (z); in Zeichen

Ouf () := (v(x), (Df)2) -

Man findet in der Literatur fiir 0, auch den Namen ,LiE-Ableitung“ und die sich daraus ergebende
Bezeichnung L, .

Bemerkung. In der differentialgeometrischen Standardliteratur werden Vektorfelder oft mit dem
GroBlbuchstaben X bezeichnet (was nur deshalb méglich ist, weil Mannigfaltigkeiten meist das Symbol
M erhalten). Entsprechend heiflen die lokalen Vektorfelder dann X¢, und die Lie-Ableitung in
Richtung X wird mit Lx notiert. Da wir konsequent bei X als Zeichen fiir eine Mannigfaltigkeit
bleiben wollen, kénnen wir diesem Brauch hier nicht folgen.

Wir wollen im zweiten Teil dieses Anhangs auf algebraische Weise aus gegebenen Vektorbiindeln
neue konstruieren. Wir nutzen dazu Satz 26.15 im vorangehenden Kapitel und Satz 21 oben aus.
Es seien Fy und FE5 Vektorraumbiindel iiber X ; wir setzen zunédchst mengentheoretisch

reX

Wir kénnen fiir (differenzierbare) Schnitte s; € T' (U, E;) einen (mengentheoretischen) Schnitt s; @ so
definieren durch

(s1 @ s2) () = s1(x) B s2(x) .

Tatséchlich ist 7y o (s1 @ s2) = idy .

Satz 27.25 Es gibt genau eine Vektorraumbiindelstruktur auf (E, 7, X), fir die aile wie oben gebilde-
ten Abbildungen (s1 @ s2) differenzierbare Schnitte sind. Als Mannigfaltigkeit ist E das Faserprodukt

E=E1XXE2CE1XE2.

Werden Ey, und FEs bzgl. Y gegeben durch die 1-Cozyklen Ag& und Aggé, so wird E beschrieben
durch "
1
A(l) @A(2) - Aﬁo‘ 0
o Ba (2)
0 A,
Beweis. Leichte Ubungsaufgabe. ]

Definition. Man schreibt E = F; ® E5 und nennt E; & E> die direkte Summe oder die WHITNEY—
Summe der Biindel £, und Ej.
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Wir wollen eine etwas kompliziertere Konstruktion in groerer Genauigkeit durchfiithren. Es seien
wieder zwei Vektorraumbiindel E; und FEs gegeben mit beschreibenden 1-Cozyklen Ag, := A(ﬁlcz

und Bg, = A(;O)t . Wir wollen eine Vektorbiindelstruktur auf
Hom (E,, Ey) = |_| Hom (E,, Eyy) — X
reX

so einfiithren, da§ ¢ € T’ (U, Hom (E;, E»)) genau dann gilt, wenn fiir alle s € I' (U, Ey) durch
(0 (s) (2) == @a(s (2))

ein differenzierbarer Schnitt in Fs definiert wird.

Es sei 4 = {U,} eine trivialisierende Uberdeckung fiir E; und Fy mit lokalen Basen ef,...,e2

bzw. fi,..., f&. Offensichtlich wird das gesuchte Biindel iiber U, durch U, x R**" trivialisiert, da
Hom (E1,, E3;) die Dimension rs besitzt und man eine trivialisierende Basis angeben kann:

gy )\?j(e?): ik fe, k=1,...,r

Wir brauchen jetzt nur noch die Transformationsformel auszurechnen. Dazu bezeichnen wir die Koor-
dinaten auf U, x R**" mit u% und fordern, daf

Z ufd A = Z uej )\ﬁ auf U, NUgs.
Ferner haben wir die Basiswechsel-Formel zur Verfiigung:
o = Z At
und entsprechend fiir die lokalen Basen von Fs. Hieraus folgt bei festem k:

2 I Z“?éjkfeﬁ:(iuw) )= (i, ) (3 athes)
)4 4,5 —

m,j

= 3 A = S Al g = 30 (3 AL B ) 57
4

Jj,mm J,m

also
o _ k pe
) W
J,m
Mit anderen Worten: Schreibt man die u4 in eine s x r—Matrix u, , so schreibt sich der Koordinaten-

wechsel in der bekannten Weise als
up = B[ja'ua'Aa[j.

Damit transformieren sich Schnitte in dem Homomorphismenbiindel, also FElemente in
I' (U, Hom (Eq, E3)), wie U-Homomorphismen von FE; nach FEs; mit den Bezeichnungen im
Anhang zu Kapitel 26 heifit dies also:

Folgerung 27.26 Fiir jede offene Menge U C X existieren kanonische Isomorphismen von C*—
Moduln
r (U, Hom (El, EQ)) = HOHIU(El, EQ) .

Wir wollen die Transformationsformel fiir das Homomorphismenbiindel noch auf eine andere Weise
interpretieren, indem wir sie in der Form

= St dfy = A% BY
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schreiben, wobei ¢k und mj jeweils als ein Index anzusehen ist, der die Menge {1,...,s}x{1,...,r}
durchlauft.

Man definiert nun das KRONECKER—-Produkt C' := B®A zweier quadratischer Matrizen A = (a; )
der Grofle r x r bzw. B = (by) der Grofle s x s durch

C = (ctkymg) »  wobel  Copmj = bgm-ar;, 1<jk<r, 1<mil<s.
In unserem Fall ist aber

Lk 14 t A—1\kj
ij = BEZL( Aﬁa) / )

und damit haben wir die Ubergangsmatrizen fiir das Homomorphismenbiindel Hom (E1, F») gefunden.

Lemma 27.27 Werden die Vektorbiindel Ey, Es auf der Mannigfaltigkeit X durch die 1-Cozyklen
Aga bzw. Bga beschrieben, so wird das Bindel Hom (E1, Ea) gegeben durch die Kronecker—Produkte

1
Bﬁa X tABa .

FEine wichtige Sonderrolle spielt der Fall, da} E; = E ein beliebiges und FE; das triviale Gera-
denbiindel X x R ist. Das Homomorphismenbiindel Hom (F, X x R) besitzt als Fasern die Dualrdume
E}, der Vektorrdume E, . Man schreibt dann auch

E* := Hom (E, X x R)

und nennt E* das duale Biindel zu E . Die Schnitte o € T'(U, E*) sind differenzierbar mit = € U
variierende Linearformen auf den Fasern E, von E. Sie sind insbesondere so beschaffen, daf fiir jeden
Schnitt s € ' (U, E) die Funktion

x — o (s(x)) differenzierbar von der Klasse C* ist .

Wird E definiert durch den 1-Cozyklus (Aga), so wird das duale Biindel E* beschrieben durch
die kontragredienten Matrizen (tA[;;) Man beachte, daf§ im Allgemeinen die Matrizen (AEQI)

keinen 1-Cozyklus bilden! Besitzt E eine lokale Basis ej,...,e,, so besitzt E* die duale Basis
el :=e},...,e" := e}, die durch die Eigenschaft e*(e;(z)) = d;;, definiert ist.
Warnung. Die Bezeichnung ej,...,e; fiir die duale Basis zu der Basis ey,...,e, ist weitverbreitet,

*

aber auflerordentlich mifiversténdlich, da sie suggeriert, dafi der Vektor e ausschliefllich von dem
Vektor e; abhéngt. Dies ist jedoch nicht der Fall: Wé&hlt man z. B. in R? die Standardbasis
er = %1,0), e2 = 0,1), so ist ef = (1,0), e = (0,1); wihlt man dagegen die Basis
fi = e1, fa = e1 + ea, so rechnet man unmittelbar nach, da} f; = e] — eb, f5 = e5. D. hu:
Obwohl e = fi ist, ist e] # f{. Man miiite daher statt des Symbols €] so etwas wie (e1,..., er)§
schreiben, was zwar korrekt, aber viel zu umstéindlich wire. Wir folgen daher dem allgemeinen (Mifi-)
Brauch, weisen aber ausdriicklich darauf hin, dal es absolut keinen Sinn macht, von dem zu einem
Vektor dualen Vektor zu sprechen. Insbesondere besitzt ein Schnitt s in £ im Allgemeinen keinen

wohldefinierten dualen Schnitt s* in E*.
Um dem Leser den Uberblick zu erleichtern, wird in der folgenden Tabelle das Transformationsver-

halten in dem Biindel E und seinem dualen Biindel E* aufgelistet. Hierbei ist wie immer {A4g,} ein
definierender 1-Cozyklus fiir E.

E E*

Koordinatenwechsel | Ag, | *Ag.
Basiswechsel Al | tAg,
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Ist speziell £ = Ty das Tangentialbiindel der Mannigfaltigkeit mit der lokalen Basis

0 0
drl 77 dan
so bezeichnet man die duale Basis in dem Cotangentialbiindel T, mit dzl,... dz". Schnitte in T%

sind also sogenannte PFAFFsche Formen Y f; dazd , die sich wegen der generellen Eigenschaften des
dualen Biindels mit der kontragredienten Matrix transformieren:

Sofldaly = frdad, = tfF =tAZ

ox
Apo = <8$5> :

Da auch der Basiswechsel in T kontragredient zu dem in 7'y verlduft, gewinnen wir sofort aus der
Formel in Satz 23 die Basiswechsel-Formel:

mit der Matrix

oder prégziser:

Bemerkung. Man sieht, dafi hier die (vermeintlichen) Schwierigkeiten beim Tangentialbiindel nicht
auftreten. Die Koeffizienten auf der rechten Seite sind, wie man es vermuten wiirde, Funktionen in den
Variablen x3. Mit anderen Worten: Der Basiswechsel im Cotangentialbiindel geschieht im Gegensatz
zu den Verhéltnissen im Tangentialbiindel mit der Funktionalmatrix des Koordinatenwechsels, ist also,
wie man sagt, kovariant.

Die Bezeichnung dz?, und die Basiswechsel-Formel fiir Pfaffsche Formen haben nicht nur eine
formale, sondern tatséchlich eine konzeptionelle Bedeutung. Es sei f € C*°(U) gegeben. Dann kénnen
wir f einen Schnitt df iiber U im Cotangentialbiindel zuordnen durch die Vorschrift:

(df) (v(z)) = (v(z), (Df)e)

d. h. wir drehen jetzt den Spiefl herum und interpretieren die Wirkung eines Vektorfelds auf die Funktion
f als Wirkung von f auf das Vektorfeld. In einer Karte U = U, bedeutet dies:

~ ;0 ~ ; Of(za)
df(Zvé%):Zvé 81‘2 .

Jj=1

Speziell ist dadurch daJ, definiert auf U, , die dxl,...,dz" bilden tatsiichlich eine duale Basis zu
9/ 0xL,...,0/0x7  und lokal gilt

- of (za) j
df = L dgd
f ; oul

Insbesondere ergibt sich die Basiswechsel-Formel mit f (z,) = xg(xa) .

Bemerkungen. 1. In diesem Sinne konnen wir das Differential Djf und die Pfaffsche Form df
identifizieren, auch wenn sie a priori verschiedene konzeptionelle Bedeutung haben. Diese Identifikation
wird durch die Identifikation des Tangentialraums von R mit R selbst ermoglicht.

2. Um Konsistenz der Transformations—Formeln mit der iiblichen EINSTEINschen Summationskonventi-
on zu erzielen, braucht man nur den Index j in dz? als oberen, den Index k in 9/0z* aber als unteren
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I

9k ). Wir werden jedoch weitgehend Summen ausschrei-
43

ben und die Einstein—Konvention nur als ,,guiding principle“ fiir die Anordnung der Indizes heranziehen.

Index aufzufassen (und entsprechend in

Wir beschlieflen dieses Kapitel mit einem eher harmlos wirkenden Resultat, dessen Bedeutung aber
nicht unterschétzt werden darf. Es ist nur eines unter vielen anderen Ergebnissen &hnlichen Inhalts,
deren Beweis stets demselben Muster folgt.

Satz 27.28 Es besteht ein kanonischer Vektorraumbiindel-Isomorphismus E — E** .

Beweis. Die Fasern des Biindels E** sind nach Konstruktion die Bidualen der Fasern E, von E:
(E**)y = (E;)** . Nun gibt es eine kanonische, also nicht von Koordinaten abhiingige lineare Abbildung
E, — (Ey)**, die jedem v € E, die lineare Abbildung X, : (E;)* — K zuordnet, die durch A\,(a) :=
a(v), a € (E;)*, definiert ist. Diese Abbildung ist injektiv (und, da die beiden beteiligten Vektorrdume
dieselbe Dimension r besitzen, sogar ein Isomorphismus): Ist ndmlich A,(a) = 0 fiir alle « € (E,)*,
so ist nach Definition

a(v) =0 firalle a e V*.

Dies impliziert v = 0 und damit )\, = 0. - Da der Ubergang von E nach E* bzgl. einer
trivialisierenden Uberdeckung den Transformationsmatrizen von FE die kontragredienten Matrizen
zuordnet und dieser Prozefl nach zweimaliger Anwendung zur Ausgangsmatrix zuriickfithrt, wird die
eben halmweise definierte kanonische Abbildung F — E** lokal durch die Identitit repréisentiert und
ist somit insbesondere differenzierbar, also ein X -Isomorphismus. O

Bemerkung. Lokal ist selbstverstédndlich auch E‘U &~ E‘*U . Dieser Isomorphismus ist jedoch im
Allgemeinen nicht kanonisch (siche die Warnung auf p. 588 Mitte) und kann daher auch nicht zu einem
Isomorphismus E — E* fortgesetzt werden. Insofern verstellt einem das ausschlieflliche Studieren des
Basisraums R™, auf dem man globale Koordinaten hat und deshalb auch einen solchen Isomorphismus
fiir das Tangentialbiindel und sein Dual, das Cotangentialbiindel, herstellen kann, den Blick auf
die wahren Zusammenhinge. Allerdings gibt es Mannigfaltigkeiten mit zusdtzlicher Struktur, wie
z. B. Riemannsche oder allgemeiner Pseudo—Riemannsche Mannigfaltigkeiten, auf denen man aus
dhnlichen Griinden das Tangential- und Cotangentialbiindel identifizieren kann (siehe mein Manuskript
Differentialgeometrie IT).

Wir wollen zum Schlufl noch den Beweis von Satz 22 nachtragen. Dazu benétigen wir das sogenannte
Lemma von HADAMARD. Um dieses zu verstehen und zu formulieren, erinnern wir zunéchst an die
Definition der (totalen) Differenzierbarkeit.

Definition. Eine Funktion f: V — R, V C R" eine offene Menge, heifit in zg € V differenzierbar,
wenn es in zo stetige Funktionen Aj;: V' — R gibt, so daB fiir alle z € V' gilt:

f(x) = f(@o) + Zﬁj(z) (a7 — ).

Bemerkung. Fir n > 2 sind die Funktionen A; ziemlich willkiirlich wéhlbar. Allerdings sind ihre
Funktionswerte an der Stelle zo, wenn f in zy differenzierbar ist, eindeutig bestimmt, und es gilt

of
@(%) = Aj(xo) -

Das Lemma von HADAMARD besagt, dafl die Funktionen A; im Falle einer C>*°~Funktion f (lokal)
ebenfalls als unendlich oft differenzierbare Funktionen gewé#hlt werden kénnen. (Im analytischen Fall
folgt dies sehr einfach aus der Potenzreihenentwicklung).
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Lemma 27.29 (Hadamard) Fir f € C>®(V) und zo € V gibt es eine Umgebung Vo >z, Vo C V,
und eine Darstellung

f(@) = £ o) + Y A() (@ — af)

mit beliebig oft differenzierbaren Funktionen A; : Vo — R.

Beweis. Man wéhle fiir Vj eine in V' enthaltene Kugel mit Mittelpunkt zg, und zu jedem Punkt
x € Vy die Verbindungsstrecke

vy({t) = a0 +t(x —x09) €V, t€][0,1].

Dann ist die zusammengesetzte Funktion g := foy beliebig oft differenzierbar auf dem Einheitsintervall
I =0, 1], und nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Kettenregel gilt

1 .
ﬂ@—mm:Adwﬁ:Z@mwrw@

mit den C*°(V,)-Funktionen

A = [ 35 . 0

Der Beweis von Satz 22 ist damit nicht mehr allzu schwer. Wir fithren ihn auf zwei weitere Lemmata
zuriick. Zunéchst ist klar, da auf V' C R™ die Derivationen 9; = 9/ 0z’ unabhéngig sind, da aus

9 = Zvj(x)aj =0
j=1

durch Anwendung auf die Koordinatenfunktion z* sofort v* = 0 folgt. Fiir eine beliebige Derivation
¥ setzt man

9= - 9(7)0;.
j=1

Dann ist 9 (27) = 0 fiir alle j, und es geniigt, das folgende Lemma zu beweisen.

Lemma 27.30 Ist fiir eine Derivation ¥ auf V C R™ der Wert auf allen Koordinatenfunktionen x’
gleich Null, so verschwindet 9 .

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl jede Funktion f € C*(V) von ¢ annuliert wird. M. a. W. : Wir
miissen beweisen, daf3

(0 (f)) (w0) = 0

fiir beliebiges zp € V', wobei wir noch f(zg) = 0 voraussetzen diirfen. Nun ist fiir jede beliebige
Derivation nach der Leibniz—Regel

d(1) =9(1-1) =29(1) =0
und damit ¥ (¢) = 0 fiir alle konstanten Funktionen c¢. Somit ist nach Voraussetzung 9 (z7 — z)) =
0, 7=1,...,n, und damit fiir jede Funktion f, die sich wie im Hadamardschen Lemma auf ganz V
bei fest gewdhltem Punkt xy darstellen 148t,
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und damit 9 (f) (x9) = 0.

Nun gilt die Darstellung von f bzgl. des Hadamardschen Lemmas aber nur in einer Umgebung W =
W (z¢) . Durch Multiplikation mit einer C*°—Funktion n : V — R die in einer Umgebung Wy von
xo identisch 1 ist, auBerhalb W aber identisch verschwindet, erhélt man eine C°°-~Funktion f auf
ganz V , auf der nach den bisherigen Uberlegungen 9f an der Stelle z, verschwindet, und die mit f
zumindest in der Umgebung Wy von z( iibereinstimmt.

Der Beweis kann dann zu einem guten Ende gefiihrt werden, wenn wir zeigen kénnen, dafl Derivationen
¥ lokale Operatoren sind, d. h. folgendes gilt.

Lemma 27.31 Ist ¥ eine Derivation auf C*°(V) und f identisch Null auf einer offenen Teilmenge
WcCV,soist (Vf)(z) =0 firzeW.

Beweis. Wéhle zu g € W wie oben eine C>*°~Funktion n: V — R, die in einer Umgebung W, von
xo identisch 1 ist und aulerhalb W identisch verschwindet. Wegen der Leibniz—Regel ist dann

nd(f) + fom) =90 f)=9(0) =0

und folglich (¢ (f))(xzo) = 0. O



28 Der Kalkiil der Differentialformen

Das Konzept der Differentialformen stellt eine Verallgemeinerung der 1-Formen dar; bei Ubergang zu
Mannigfaltigkeiten der Dimension k mufl man alternierende k—Formen betrachten. Zum Beispiel be-
stimmen zwei infinitesimale Tangentialvektoren ein infinitesimales Flachenstiick, und eine alternierende
2-Form ordnet diesem einen orientierten und gewichteten infinitesimalen Flidcheninhalt zu, den man
durch Integration ,aufaddieren kann.

Figur 28.1

Definition und Bemerkung. Eine alternierende Differentialform der Ordnung oder vom Grad k, kurz
eine k—Form, auf der offenen Teilmenge U C R"™ ist eine Zuordnung

k
w:x—w(x) 6/\T]RT”7m,

die stetig differenzierbar mit x variiert. D. h. sind (lokal) k stetig differenzierbare Vektorfelder
v1(z),...,vx(x) gegeben, so ist die Funktion

z — w(z) (v1(z),...,vx(x))

stets stetig differenzierbar. Statt stetig differenzierbarer Differentialformen benétigen wir gelegentlich
auch Differentialformen der Differenzierbarkeitsklasse C%, § > 1.

Eine kurze Einfiithrung in die Theorie der alternierenden Multilinearformen auf endlich dimensionalen
R—Vektorrdumen findet man im Anhang zu dem vorliegenden Kapitel.

Es ist sofort klar:

Lemma 28.1 Jede Differentialform w der Ordnung k auf U (von der Klasse C” ) besitzt eine ein-
deutig bestimmte Darstellung

w = > fir g (@) dziy Ao Ndaiy,  fiya €CPU) .

1<ip<-<ip<n

Bemerkung. Bezeichnen wir wie in dem vorangehenden Kapitel mit dz; das Differential der i—ten
Koordinatenfunktion, so ist dieses (an jeder Stelle 2z € R™) dual zu der Derivation 9/ dz;, aufgefafit
als das Vektorfeld, das jedem Punkt x € R™ den i—ten Einheitsvektor e; zuordnet. Das Differential
dx; operiert damit auf einem beliebigen Vektorfeld v = v (z) = f(v(x),...,v"(z)), » € U C R",
durch

(dz)) (v (@) = v'(z), @ eU.

Das Dachprodukt dz;, A...Adx;, ist dann die wohlbestimmte alternierende multilineare Abbildung,
die den k stetig differenzierbaren Vektorfeldern

vi(x) vi ()
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an jeder Stelle z € R™ den Wert der Determinante der k x k—Matrix

W@ e
W@ - )
@) @)

zuordnet.

Somit ist die Auswertung einer alternierenden Differentialform vom Grad k auf k Vektoren im R™
nichts anderes als eine Linearkombination aller k& x k—Unterdeterminanten der durch die Koordinaten
der Vektoren gegebenen n x k-Matrix.

Wir bezeichnen im folgenden die Gesamtheit dieser Differentialformen vom Grad k auf U C R™
von der Differentierbarkeitsgiite G mit

k
W, NTE) -

Diese Menge ist ein freier C°(U)-Modul vom Rang (Z) . AuBlerdem liefert das Dach—Produkt (sieche
Anhang) eine kanonische Abbildung

k 14 k+¢
AU, NTin) x CP(U, \Tin) 2 CP(U, N\ Tin) -

Beispiel. Man kann das Dach-Produkt zweier Differentialformen rein formal mit den Rechenregeln
dx; Ndx; = 0 und dxj Adr; = —dz; Adx; bestimmen. Z. B. ergibt sich fiir

w = x1dr1 + Todxro + x3drs und o = daxo Adxs — dxy Adxs + dxqy Adas

sofort
wAo = (z1 + 22 + x3)dry Adae Ndzs
da z. B.
dIg A (diIZ‘Q A dl’g) = — d$3 A (dz:; A dZL'Q) = (dﬂfg A dﬁCg) AN dfﬂQ =0
und
dxs A\ (dIl A dl‘g) = (dl‘g A\ d.’L’l) ANdxre = —dx1 A (dl‘g A\ d.’L'Q) = dxq1 Ndxo N dxs .

Wir werden nun als néchstes das totale Differential von k—Formen bilden: Ist w in kanonischer
Form

w = Z fivoin(@)dzg, Ao ANda,

1<ip < <ipg<n

vorgegeben, so setzt man (in nicht kanonischer Form)
dw = S dfiyi Adzi A N d,

1<ii << <n

Damit wird eine R-lineare Abbildung
k k+1
d: CPU, \Ti.) — 71U, N\ Tin)

definiert. Speziell ist das Differential eine R-lineare Abbildung

k k+1
d: (U, \Tin) — €=U, \ Tin) -
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Bemerkung. Eine konzeptionellere Einfiihrung des Differentials findet man in meinem Manuskript
Differentialgeometrie II.

Um das Differential einer k—Form zu berechnen, braucht sie nicht in Standard-Form vorzuliegen.
Es gilt namlich der folgende

Satz 28.2 i) d(Awy + pw2) = Adwy + pdws, M, p€R.
i) dwAo) = (dw) Ao + (~1D)fwAdo, w eine k-Form.
iii) Ist w zweimal stetig differenzierbar, so gilt d*w = d(dw) = 0.

Beweis. Wir benutzen die sogenannte Multitndexschreibweise: Fiir 1 < 47 < -+ < 1, < n setzen wir
I := (i1,...,ig), |I'| = k (und nicht wie frither |I| = > 14; ). Wir schreiben weiter

der = dxy N...ANdx;, und w = Z frde;, o= Z grdxy .
\I|=k |J|=¢

Die Aussage 1) ist trivialerweise richtig. Die Aussage ii) erhélt man wie folgt:

dlwho) = d(ijngxj/\de) = Zd(f;gj)/\d:cj/\da:J (wegen 1))
1,7 1,7

Z (97dfr + frdgs) Ndxr Adxy
I,J

(zljdfl/\dmj)/\(;gjde) + (=1 (zj:f,dxl)A(z;ngAdxj)

=doho + (-1)fwAdo.

Dies ist natiirlich eine Verallgemeinerung der Produki—Regel falls k = £ = 0.

iii) Man berechnet zunichst d?f fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f. Mit

N9
; d(df)Z{a (af) -2 (af)}dx Adz; =0
a Ozp \ Ox; dx; \ Oxg ¢ o

<y
Nun ist weiter d(dry) = (d1) Adxy = 0 und folglich im Allgemeinfall

Pw = dQ(ZfIde) - d(deI/\dxl) = 3" d(dfr A dar)
I

=" dfrAder £ > dfr AdPur = 0. 0

Beispiel. Fiir Pfaffsche Formen w = ) f; dx; berechnet sich das Differential in kanonischer Form zu

dwzzdfj/\dxj = Z(Zg:ggdﬂ?z)/\d% :ggfédw/\d% :; %du/\d%
J 3 j

J

_ ofj Ofe
72(871'2 — %j)dxg/\dxj.

<J

Beispiel und Definition. Jede (n — 1)-Form 14t sich eindeutig schreiben als

(=17 fiday A .. Ada; A A day,
1

n
w =

J
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wobei wie iiblich das Dach {iber einem Ausdruck bedeutet, dafy dieser fortzulassen ist. Unter dieser
Voraussetzung berechnet man unmittelbar

dw = (zn:gij)dxl/\.../\dxn.

Jj=1

Bekanntlich heifit der Ausdruck

En: o
= 8a:j
die Divergenz des Vektorfeldes (f1,..., fn)-

Nach dem vorletzten Beispiel ist das Vektorfeld (fi,..., f,) in dem friither eingefithrten Sinne ge-
schlossen, also

of; _ 9fe :
—=L = —— fiuralle ¢
D or; ir alle ¢, 5,
genau dann, wenn fiir die zugeordnete 1-Form w = ) f;dx; das Differential dw = 0 ist. - Wir

konnen also verallgemeinernd definieren:

Definition und Bemerkung. Eine stetig differenzierbare k—Form w heifit geschlossen, wenn
dw = 0.

Offensichtlich ist jede n—Form auf offenen Teilen U C R™ geschlossen.

Eine k—Form w heifit exakt oder total, wenn es eine (k — 1)-Form 7 gibt mit dn = w. Ist die Form
w selbst stetig differenzierbar, so ist w dann auch geschlossen wegen dw = d?n = 0.

Die Umkehrung gilt zumindest lokal.

Satz 28.3 (Poincarésches Lemma) Es sei U ein sternformiges Gebiet in R™, und es sei eine ge-
schlossene Form w € C*(U, /\k Tin) wvorgegeben mit k > 1, a > 1. Dann existiert eine Form
necot (U, NN T mit dny = w.

Der Beweis benotigt den ,Riicktransport® von k—Formen unter stetig differenzierbaren Abbildungen.
Wir wollen daher an dieser Stelle diesen wichtigen Begriff einfiihren, der auch fiir die Definition des
Integrals von k—Formen auf k—dimensionalen Mannigfaltigkeiten von zentraler Bedeutung ist.

Definition. Es seien U C R™ und V C R™ offene Mengen, und ® = (¢1,...,¢,) : V — U sei eine
stetig differenzierbare Abbildung. Wir bezeichnen die Variablen in U mit z = (z1,...,2,) und in V
mit t = (t1,... tm). Mit

k
w = S e dwi, Ao Nday, € CO(U, \ Tin)
1<i1 << <n
ist dann
<I>*w = Z (fil,wwik ] (I)) d@il FANRAN d(plk

1<i1 < <ip<n
eine wohlbestimmte k-Form auf V , die manchmal auch mit w o ® bezeichnet wird.
Bemerkung. Diese Definition hat einen konzeptionellen Hintergrund: Sind wq,...,w; Tangentialvek-

toren an der Stelle t € V', so ist es naheliegend, die Form w (® (t)) auf die Tangentialvektoren
vy = ((DP)(t)) wr,...,v = ((DP)(t)) w, anzuwenden. Dies ist exakt die Bedeutung von

((@%w) (1)) (w1, .., w)
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wie man leicht nachpriift. (Siehe auch loc. cit.).

n
Beispiele. 1. Ist w die 1-Form Z fidx;, soist x; = @i(ty,. ..

i=1

und folglich

n

597

Jtm) und dx; = dp; =

. n a ; m a ;
@sz(fiw)( S”dt):Z(Z fiog) G )t Zgjdt
i=1 j=1 = i=1
mit den Koeffizienten g; = Z (fio®)- (Op;/ 0t;). - Also ist
i=1
91 91
o0t1 Otm
(gla"'vgm) = ((flavfn) O(I)) : (D(I)) = ((flavfn) O(I))
9en On
ot Otm
oder, als Spaltenvektoren geschrieben:
9 fio®
Lo = (D) :
9m fno®

Wenn & ein Diffeomorphismus ist, so schreibt sich diese
fi
: od = HYDd"

n

Transformationsformel in der Form

g1

D)

In

Das Transformationsverhalten von 1-Formen ist somit kontragredient zu dem von Vektorfeldern. (Siehe

auch den Anhang zu Kapitel 27).

2. Ist w eine m—Form, so ist offensichtlich

I
dpi, A...Ndp;, = det o,
so daf a
% o (,01'17...
(I)w_( >, det atr,. ...

1<i1 < <imon

3. Ist speziell kK = m = n,also w = fdr; A...

= (fo®)- (det (DP))

~dty AL

) <)0i7n)

dty A ...
stm)

A dtpm,

7901'711)

dti A ... Adt,, .
tm) ) !

A dx, , so ist

Adtm,

Diese Formel steht im engen Kontext mit der Transformationsformel fiir mehrfache Integrale und ist
die Grundlage fiir die Definition des Integrals auf Mannigfaltigkeiten.

Weitere wichtige Eigenschaften fiir den Riicktransport von Differentialformen (auch ,Liften“ ge-

nannt) fassen wir in dem folgenden Satz zusammen.

Satz 28.4 Es sei ®: V — U eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann gelten die folgenden Aussa-

gen :
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i) ®*(Aw1 + pwa) = AP*wy + pP*wy.

)

ii) ®*(wAo) = (P*w) A (P*0).

iii) Ist w stetig differenzierbar, so ist d(®*w) = ®*(dw).

iv) Ist U: W — V' eine weitere differenzierbare Abbildung, so ist (P o U)*w = ¥*(P*w).

Beweis. Die Aussagen i) und ii) folgen direkt aus der Definition.

Zu iii): Sei zuniichst w = f eine 0-Form, also eine Funktion. Dann ist nach der Kettenregel
— I(fo®) —~~~ (Of i ~ (9f
d(®*f) = d d) = — = dt; = — 0od dt; = D) dp;
@) =d(fe®) =), ZF—=dt; =3 3 (g o) 5.t =2 |5 °®)d

j=1 j=1 i=1 i=1 v
n
(X
i=1

of
8:132»
Ist nun allgemein w = >, frdxzr, so setzen wir zur Abkiirzung dy; = dp;, A. .. Adp;, und bekommen
mit den Teilen i) und ii) das gewiinschte Ergebnis:

d(d*w) = do* (fodml) - d(Z(ro@dapI) = 3" d(fr 0 ®) Ader
I I I
=3 d@ fr) ADrdrr = Y @ (dfy) A DPday = @ ( > df /\de>
I I I

da; ) — *(df) .

= &*(dw) .

Zu iv): Sei U =do ¥ ; fiir die Komponenten 121» = p; o ¥ dieser zusammengesetzten Abbildung ist
dann nach iii) dip; = d(@; 0 ¥) = d(T*p;) = U*(dy;), so daBl

w(@w) = 0 (Y (fro@)der ) = > (1o W)W (der) = > (fro ¥) did
Ji I I
= (IVJ*(Z fldxf) = U'w = (Pol)w,
Ji
was zu beweisen war. O

Fiir den Beweis des Poincaréschen Lemmas (Satz 3) miissen wir noch einen Hilfssatz bereitstellen.

Lemma 28.5 Es seien U C R" und V C R""! = R" x R offene Teilmengen mit U x [0, 1] C V.
Dann gibt es zu jeder geschlossenen k—Form o auf V eine (k — 1)-Form n auf U, so daf

dn = ajo — ago
wobei oy, a1 : U —V die Finbettungen
ap(x) == (2,0), ai(z) := (z, 1)
bezeichnen.

Beweis. Mit o = Z frdz; + dt A Z gjdxy ist
[1|=k |J|=k—1

ajo = Z fi(x, 1)dey und ofo = Z fr(z, 0)dzy .

|I1=k |I|=Fk
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Das Differential do ist von der Form dt A7 plus einer weiteren Form, die kein Differential dt¢ enthélt.
Wegen do = 0 ist dann notwendig 7 = 0. Mit einer leichten Rechnung fithrt dies zu der Identitét

Z%d xr Zzag" dey A dzy .
1

Man integriert nun die beiden Seiten dieser Gleichung iiber ¢ von 0 bis 1. Wegen

1 a ! 5‘ 8 !
|G ot = e ) = Ao o) wd - [S @oa = o oo

erhilt man dadurch ajo — afjo = dn mit der (k — 1)-Form

ni= >y (/Olgj(x,t)dt>de. 0

|J]=k—1

Wir beweisen schliefflich Satz 3. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dafl
das Zentrum des sternférmigen Gebietes U C R™ der Ursprung 0 ist. Betrachten wir dann die diffe-
renzierbare Abbildung

O:R"XR — R" mit ®(x,t) :=tx

und V := &~1(U), so ist wie in dem zuvor bewiesenen Lemma U x [0, 1] C V. Die Form o = ®*w
ist mit w geschlossen; infolgedessen gibt es eine Form 7 auf U mit

dn = ojo — ajo= (Poay)*'w — (Poag)w.

Nun ist aber (Poap)(z) = 0 und (Poay)(x) = x = id (z) und deshalb dn = w. O



Anhang: Alternierende Multilinearformen
Wir erinnern in diesem Anhang kurz an Begriffe und Ergebnisse der multilinearen Algebra, die zum

Verstéindnis des Konzepts der alternierenden Differentialformen beitragen konnen. Es sei dazu ein
n—dimensionaler reeller Vektorraum V' vorgegeben.

Definition. Eine alternierende k—Form auf V ist eine Abbildung

w:Vx-.xV —R
~——
k

mit den folgenden Eigenschaften:

i) w(vi,. . vic1, AV + W0, Vig1, ..., Vk)
= )\W(...,Ui,h Vi, ’UiJrl’...) + ,uw(...,vi,l, 52‘, Ui+17~-~>

fiir alle vy, ..., v;, Vsy ..., 0 EV, A p€R

i) w(v,...,v%) = 0, wenn Indizes i # j existieren mit v; = v;.

Bemerkung. Die Bedingung i) besagt nichts anderes, als dafl die Abbildung w in jedem Eintrag v;
R-linear ist, oder in anderen Worten: w ist multilinear. Die Bedingung ii) ist gleichwertig zu

fiir ¢ # j, also zu dem, was man normalerweise als alternierende Eigenschaft bezeichnet.

Man kann solche Abbildungen addieren und mit reellen Zahlen multiplizieren, so daf} sie einen
Vektorraum bilden. Wir bezeichnen diesen mit /\k V*.Dafir k = 1 die zweite Bedingung leer ist, ist

insbesondere .
/\V* - V* 7
also der Dualraum der Linearformen auf V . Ferner ist, wie man sofort sieht (vgl. auch weiter unten),
k
AV

wenn k > n. Man setzt im Allgemeinen noch

0
/\V* =R.

Bemerkung. In der linearen Algebra fithrt man diesen Vektorraum als Dualraum eines Vektorraums
/\k V' ein, der durch die folgende universelle Figenschaft bis auf kanonische Isomorphie eindeutig be-

0,

stimmt ist: Es existiert eine multilineare, alternierende Abbildung V x --- xV — /\k V und zu jeder
multilinearen alternierenden Abbildung V x --- x V' — W in einen Vektorraum W genau eine lineare
Abbildung /\k V — W, so dafl das folgende Diagramm kommutiert:

Vx...xV INA%
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Es existiert dann auch der Vektorraum A"(V*), der selbstversténdlich von dem Vektorraum (A" V)*
zu unterscheiden ist. Es ist aber leicht zu sehen, daf fiir einen endlich dimensionalen Vektorraum V

eine kanonische Isomorphie
k

k
AV = (AV)”

besteht. Damit wird unsere a priori zweideutige Bezeichnung /\k V* gerechtfertigt.

Mit vorgegebenen Linearformen o1,...,p, € V* kann man vermoge einer geeigneten Determinan-
tenbildung Elemente in /\k V* erkldren durch das dufere Produkt oder Dachprodukt o1 A ... Ay, das
definiert ist durch

(1 Ao Apr) (V1o vg) 2= det (95(ve))1<je<k = det (@5, ve)) -

Da die Determinante einer k x k—Matrix in den Spalten multilinear und alternierend ist und die ;
nach Voraussetzung Linearformen sind, sieht man unmittelbar, dafi die Abbildung

VAN, VX xV R
©1 Pk —
k

multilinear und alternierend, also tatséchlich ein Element von /\k V= ist.
Determinanten sind aber auch multilinear und alternierend in den Zeilen einer quadratischen Matrix.
Dies liefert einfache Eigenschaften des Dachproduktes von Linearformen.

Lemma 28.6 Fir das duflere Produkt von Linearformen gelten die folgenden Rechenregeln :
Lot A A + LPIN oA = NI A AN AN+ o1t A AN A Ok
2. @ry N Ny = signm-o1 A A, TE Gk,

Ist nun ¢1,...,¢, eine Basis von V*  so sind nach den soeben formulierten Regeln die Elemente
k
iy Ao A € ANV, dn,ike {10},

nicht linear unabhéngig (jedenfalls wenn k& > 2). Man kann aber erwarten, daf dies der Fall ist fiir die
streng geordneten k—Tupel
1<i << <n,

und daf} das System
Oy N Ny, 1 <dp << <

sogar eine Basis von /\k V* darstellt. - Dies ist in der Tat richtig.
Lemma 28.7 Ist ¢1,...,¢, eine Basis des dualen Vektorraums V* | so bilden die Elemente
Ci, Ao AN, 1 <4 <<t <,

) , k .
eine Basis von " V*. Insbesondere ist

k k
dim/\V* = (Z) und /\V* =0 firk >n.

Beweis. Wir konnen annehmen, dafl die vorgegebene Basis von V* die Dualbasis zu einer Basis
Vi,...,U, von V ist: @;(vy) = J;,. Nun ist aber offensichtlich eine multilineare Abbildung

w:Vx--xV —R
————
k
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in Verallgemeinerung eines einfachen Sachverhalts bei linearen Abbildungen eindeutig bestimmt durch
die (beliebig vorgebbaren) Bilder a;,,.. ;. € R der k—Tupel (v;,,...,v;,) unter w. Bei alternierenden
Multilinearformen w sind zusétzlich noch die Bedingungen

Ar(iy),..m(in) = (SigNT) @i, 4 fir 7€ Gy

zu erfiillen. Da auch die alternierende Form

E iy,.oiy Piy N oo N iy,
1<i1 << <n

exakt diese Bedingungen erfiillt, stimmt sie mit w iiberein. |

Als Ubungsaufgabe zu Determinanten iiberlassen wir dem/der Leser/in den Beweis des folgenden
Lemmas.

Lemma 28.8 Sind ¢1,...,¢, € V* und ¢; = Z aij pj , so gilt
j=1
’1/11/\/\’¢n :det(aij)gol/\.../\gon.

Schliefllich hat man noch das folgende Lemma, aus dem folgt, dal man den Vektorraum
n k

DAV

k=0
mit der Struktur einer (nicht kommutativen) R-Algebra versehen kann. Man nennt diese auch die
dufSere Algebra iiber dem Vktorraum V*.
Lemma 28.9 Es gibt fiir alle k, { eine eindeutig bestimmte Abbildung

AV NVE — AP

(w , o) — wAOo
mit den folgenden Eigenschaften :
a) wA o ist R-linear in beiden Faktoren.
b) Ist w =1 A...ANpp, 0 =YL A... ANhy mit @, Uy € V*, so ist
wAo = @1 A AN AV A oA Y.
Fir k=0 oder £ =0 ist aNw =wAa =aw.
Fiir Formen w € /\’c V*, o€ /\Z V* gilt die Vertauschungsregel
who = (Do Aw.

Das Produkt ist assoziativ : w1 A (wo Aws) = (w1 Awa) Aws .

Beweis. Man wiihlt eine Basis ¢1,...,¢, von V* schreibt (in eindeutiger Weise)
w = Z Giy.iyy Pis N NPy, 0 = Z bj1~~~j£ Pi1 /\.--/\Sﬂjz
1<ty < <ip<n 1<j1 <+ <ge<n
und multipliziert gemifl der Bedingungen a) und b) aus. Der Rest ist pures Nachrechnen. O

Bemerkung. Man rechnet verhéltnismiifig einfach nach, wie das Produkt w A ¢ auf k + ¢ Vektoren
U1,y ..., V¢ Wirkt. Es ist
1
(WAT) (V1,0 Vppe) = o > W Wr)s - Un() O W) - - Un(ere)) -
TEGK4r
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Der Satz von Stokes ist eine grandiose Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung, auf dem sein Beweis letztendlich (in einer Fassung mit Parametern) beruht. Er beinhaltet als
Spezialfille alle bekannten Integralsitze wie den Satz von GAUSS und den ,klassischen“ Satz von STO-
KES, aber auch den in der Theorie der harmonischen Funktionen unverzichtbaren Satz von GREEN. Diese
Sétze besitzen physikalische Anwendungen und Interpretationen, die auch dem ,Nur“-Mathematiker
das Verstehen erleichtern sollten.

Die Zuriickfithrung auf den eindimensionalen Spezialfall ist technisch ein wenig anspruchsvoll, aber
nicht wirklich schwer. Grofiere Schwierigkeiten bereitet dem Anfidnger eher das Verstdndnis der Kon-
zepte, die benotigt werden, um den Satz in seiner allgemeinen Form iiberhaupt formulieren zu kénnen.
Dazu gehort vor allem die Einfithrung eines Integralbegriffs fiir geeignete Objekte auf Mannigfaltigkei-
ten. Es wird sich herausstellen, dafl wir insbesondere k—dimensionale (stetige) Differentialformen iiber
kompakte Teile von k—dimensionalen (orientierten) Untermannigfaltigkeiten M des R™ integrieren
koénnen (miissen).

Da wir es also mit stetigen Objekten auf kompakten Mengen zu tun haben werden, bendtigen wir
nicht unbedingt ein anspruchsvolles Integral und verwenden einfacherweise die Riemannsche Theorie.

Zur Erinnerung: Eine Menge A C R" heifit Jordan—meflbar, wenn ihre charakteristische Funktion
X4 Riemann-integrierbar ist. Dies ist gleichbedeutend damit, da A beschréinkt und der Rand 0A
eine (kompakte) Nullmenge im Sinne von Jordan—Riemann (und damit auch im Sinne von Lebesgue
ist): Zu jedem & > 0 gibt es endlich viele Quader Q1,...,Qn , so dafl

N N
0A C U Q; und Z Vol,Q; < €.
j=1 j=1

Ist die Funktion f stetig in einer Umgebung von A, so existiert dann automatisch

/ f@)d"z
A
im Riemannschen Sinne.
Es sei nun M eine (k-dimensionale) Untermannigfaltigkeit von R™.

Definition. Die Menge A C M heifit Jordan-mefbar, wenn eine endliche Zerlegung A = A; U ... U
An, AjNA, = 0 fir j # k, existiert und es Karten ¢; : V; - U; = Q;NM, j=1,...,N, von
M gibt, so daf3

A; CU; und <pj_1(Aj) CV; Jordan-meBbar in R* ist .

Bemerkung. Da endliche Vereinigungen, Durchschnitte und Differenzen von Jordan—mef3baren Mengen
wieder Jordan—mefibar sind, ist diese Definition unabhéngig von der Zerlegung und den Parametrisie-

rungen.

Wir wollen nun versuchsweise ein Integral fiir eine alternierende k—Form w, die auf einer Umgebung
von M (oder auch nur auf M) definiert sei, im Falle A C U, ¢ : V - U = QN M eine Karte,

einfithren durch
/ w ::/ Yw,
A p71(4)

Y'w = a(t)dty A... ANdty

wobel mit

gesetzt wird:

/ go*wz/ a(t)dtl/\.../\dtk::/ a(t)dty,...dty .
¢~ 1(A) ¢~ 1(A) e~ 1 (A)
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Man beachte hierbei, daf§ die Funktion a (t) stetig ist auf V', wenn M mindestens von der Differen-
zierbarkeitsgiite C' und die Form w stetig ist, so daf also das rechts stehende Integral existiert.
Um die Eindeutigkeit einer solchen Definition zu ergriinden, nehmen wir an, wir héitten zwei Karten:

o:V—U, ¢:V —W

mit A C UNW , und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei U = W .

Figur 29.1

Dann muf}, damit unsere Definition sinnvoll ist, gelten:

(+) / orw = / W
p~1(A) P=1(A)

Nun ist aber mit 7 := o' o¢ und B := ¢ (A4) nach der Transformationsformel fiir mehrfache
Integrale (siehe Kapitel 37) wegen 7 1(B) = ¢ H(A):

/ @*w:/a(t)dtl/\.../\dtk:/ a (7 (s)) | (det D7) (s) [ds1 A ... Ads ,
p=1(A) B p=1(A)

und des weiteren gilt nach den Rechenregeln fiir das Liften von Differentialformen:
Y'w = 7" (¢*w) = a(7(s)) ((det D7) (s))ds1 A... ANdsy .
Folglich gilt (+) sicher dann, wenn det (D7) (s) > 0 fiir alle s gilt. - Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition. Eine Untermannigfaltigkeit M des R™ heifit orientierbar, falls es einen Atlas
A = {(V,, 0, U)}er von M gibt, so daB alle Koordinatenwechsel ¢! o ¢, positive Funk-
tionaldeterminante besitzen. Man sagt dann auch, die Karten dieses Atlasses seien miteinander
orientiert vertrdglich.

Die Gesamtheit aller mit 24 orientiert vertriglichen Karten heifit dann eine orientierte differenzierbare
Struktur auf M .

Bemerkung. Eine Karte (V, o, U = QN M) auf der Mannigfaltigkeit M liefert einen Vektorraum-—
Isomorphismus D¢ : Ty; — Ty ) und damit eine Orientierung auf Tas., © = ¢(t), vermoge
der natiirlichen Orientierung auf Ty, = RF . Besitzt M eine orientierbare Struktur, so ist diese
Orientierung unabhéingig von der Karte des vorgegebenen orientierten Atlasses.
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Bemerkung. Ist die (Unter—) Mannigfaltigkeit M orientierbar (und zusammenhingend), so besitzt M
genau zwel (miteinander nicht orientiert vertrégliche) orientierbare Strukturen:

O — Oopp
(V. 9, U) /= (S(V), 9o S, U),

wobei S die Spiegelung (t1,...,tx) — (—t1, t2,...,tx) bezeichnet (selbstverstéindlich ist hierbei
kE>1).

Orientierbar sind z. B. Ebenen, Sphéren, etc. Man deutet die Wahl einer Orientierung auf M durch
ein Symbol wie (M, o) an. Die entgegengesetzte Orientierung wird dann mit (M, —o) bezeichnet.

Bemerkungen. 1. Eine Mannigfaltigkeit M der Dimension k ist genau dann orientierbar, wenn es eine
stetige k—Form auf M ohne Nullstellen gibt.

2. Eine Untermannigfaltigkeit M des (euklidischen) R™ von der Dimension n — 1 ist genau
dann orientierbar, wenn es auf M ein stetiges Normalenfeld gibt, also eine stetige Abbildung
v: M — S"1 C R", so daB fiir alle z € M der Vektor v (z) senkrecht auf dem Tangentialraum
Thr,» CR™ steht. Lokal 148t sich ein solches Normalenfeld stets wéhlen.

Die letzte Bedingung fiihrt zu der Einsicht, daf es nicht orientierbare Flichen in R? gibt wie z. B.
das MOBIUS—Band:

Figur 29.2

Ist nun A = A; U...U Ax eine Jordan—mefibare Menge auf der orientierten Mannigfaltigkeit

(M, o), so ist
N
w = / w
/(A7O') ; AL

wohldefiniert (und unabhéngig von der Zerlegung), und es gilt

[ e
(A;=0o) (A;0)

Bemerkung. Eine geometrische Interpretation dieses Integral-Begriffes erldutern wir in dem folgenden
Kapitel.

Zur Formulierung des Stokesschen Satzes benétigen wir noch den Begriff der Jordan—mef3baren Teil-
menge A C M mit glattem Rand OA. Hierbei ist 0A natiirlich der Rand beziiglich des topologischen
Raumes M (nicht bzgl. R™ !), d. h. € A < fiir alle Q = Q(z) offen in R™ ist 2N A # 0 und
QN(M\A) #0.
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Figur 29.3

Definition. A C M sei eine kompakte Teilmenge der k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™.
Dann heifit der Rand 0A von A glatt, falls fiir alle x € 0A eine Karte ¢ : V — U von M existiert
mit den folgenden Eigenschaften:

)zep(V)=U,
i) p(HNV) = Ang(V),

iii) o (AHNV) = 0ANU (hierbei ist H der abgeschlossene Halbraum {x = (v1,...,73) € R¥ :

Z A

%

S

-

Figur 29.4

Bemerkung. Ist OA = (0, also z. B. A = M und M selbst kompakt, so ist die Voraussetzung
,kompakter Rand“ fiir A automatisch erfiillt. Beispiel: A = M = S"~! c R".

Beispiel. In M = R" besitzt die kompakte Einheitskugel A :== B™ = {x ¢ R": ||z|, < 1} den
glatten Rand A = S"~ 1.

Im folgenden wird gezeigt:

Satz 29.1 Die Teilmenge A C M sei kompakt und besitze einen glatten Rand. Dann trdigt 0A die
kanonische Struktur einer (k — 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit von M . Ist M zusitzlich
orientiert, so ,erbt* auch 0A eine kanonische Orientierung.

Beweis. Es sei (V, o, U = QN M) eine Karte von M nahe z € dA wie in der oben stehenden
Definition. Die Menge W := OH NV ist, aufgefaft als Teilmenge von 0H = RF~1 offen. Man
definiere dann weiter

P(81,.-,8k-1) = 9 (0, 81,...,8k-1)
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fir (sq,...,5¢_1) € W C R*=!_ Dann ist
p(W) =p(@HNV) =0ANU = 0ANQ,

und auflerdem ist @ injektiv. Wegen der Kettenregel ist

D7) (s) = G2 0,).

hat also den Rang k — 1. Damit ist die Mannigfaltigkeitseigenschaft von dA nachgewiesen.

Ist M sogar orientiert, so werden wir zeigen, dafl der soeben vermittels eines orientierten Atlasses
von M konstruierte Atlas { (W, ¢, JANU } von OA dann ebenfalls orientiert ist. Wir wihlen fiir
OH = {t; =0}, H = {t1 < 0} stets die durch die Reihenfolge ts,...,t; gegebene Orientierung von
OH und nennen diese die von R* auf dH induzierte Orientierung beziiglich der ,duBeren Normalen*.
Diese Bezeichnung stammt her von der Situation im Parameterraum, wo der Einheitsvektor e; den
duBere Normalenvektor an den Halbraum H darstellt:

2

7

Figur 29.5

Die Orientierung auf H = R*~! wird festgelegt durch die Einheitsvektoren es,...,ex in ebendieser
Reihenfolge, so dafl der duffere Normalenvektor e; in seiner Richtung durch die Bedingung festgelegt
ist, da8 er zusammen mit der Wahl der Orientierung von H die Standard-Orientierung von R* ergibt:

( €1 , €2, ..., €L ): (61,...,6k)
~—~ —_—— | S —
Normalenvektor Orientierung von oH Standard—Orientierung von Rk

Wir miissen jetzt noch zeigen: Sind die Karten ¢, v orientiert vertriglich, so auch die Karten @, ’IZ .

Figur 29.6
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Betrachte dazu o := 1)~! o . Nach Voraussetzung ist:
i) (0, to,...,tx) € OH;
ii) o (t1, to,...,tx) € H fiir t; < 0; genaver o (HNV) = HNV';
iii) det (Do) > 0.
Schreibt man ¢ = (o1,...,0%), so liefert die erste Bedingung o1(0, t2,...,tx) = 0 und damit

80‘1
Oty

(t) =0 fir k=2,...,k, t€0HNV .
Aus ii) folgt
0'1(h7t27...,tk)<0 fir h <0

und damit

99 5y > 0 fir tedHNV
ot

Damit gilt fiir alle t €e 9HNV, wenn man ¢t = (0, s), s = (s1,...,8,—1) und o := zzfl o @ setzt:

80’1
— (t 0
o,
0 < det (Do) (t) = det *
(D7) (s)
*
Daraus folgt aber, wie gewiinscht, det (D &) (s) > 0 fiir alle s€ W := 0HNV C RF1, O

Wir koénnen jetzt endlich den Satz von Stokes formulieren.

Satz 29.2 (Stokes) Es sei M C R™ eine orientierte k—dimensionale Untermannigfaltigkeit, A C M
sei eine kompakte, Jordan—meflbare Teilmenge mit glattem Rand OA, der bzgl. der dufleren Normalen
orientiert sei. w sei eine stetig differenzierbare (k — 1)—Form in einer offenen Umgebung Q wvon A

(in R™ ). Dann gilt
/ dw = / w .
A oA

Im ersten Schritt des Beweises erledigen wir die lokale Situation, in die als wesentliche Ingredienz
nur der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung eingeht. Von der Theorie der mehrfachen
Integrale ben6tigen wir ausschliefllich den Satz von Fubini.

Lemma 29.3 Fs sei

(=1L f () dty AL AdE AL A dy,
1

w =

k
j=

eine (k — 1)-Form auf R*, die auferhalb eines kompakten Quaders Q verschwindet, d. h. fiir deren
Koeffizienten f; gilt, dafy thre Trdger in @ enthalten sind. Dann ist mit H = {t = (t1,...,ty) €
RF: ¢, < 0} die Integralformel in der Form

/ dw = / w
HNQ OHNQ

erfillt.
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Beweis. Wir beginnen mit dem Integral iiber den Rand OH . Da dieser durch ta,...,t; bei festem
t; = 0 parametrisiert wird, haben alle Summanden bis auf den ersten verschwindendes Integral:

k
/ (Z(—l)j—lfj(t)dtw.../\@/\.../\dtk):/ fi(t)dta A ... Adty
OHNQ i OHNQ

= f1(0, t2,...,tk)dt2...dtk,

Q/
wobei Q' := OHNQ als Quader in OH = R¥~1 aufzufassen ist. Weiter ist, wie man sofort nachrechnet,
k e k of
dw = —17 7N dfy Adty AL AdE AL N dE :( —J)dt/\.../\dt .
W ;( ) If ; 1 J E ; o1, 1 k

Fixiert man alle Variablen t; aufler ¢;, so besitzt 0f;/0t; die Stammfunktion f;, so dafi mit dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt:

of1 of; .
- = e —=dt; = > 2.
/ atl ditq f1(07 ta, atk) und / at] dtj 0, J =

Nach dem Satz von Fubini ist dann

afl afl
/Hngtldtl/\.../\dtk (/(/( (%dh)"‘dtkl)dtk)

:/ f1(07t27...,tk)dt2...dtk
Ql

und entsprechend fiir j > 2

/ %dtl/\.../\dtkzo U

Zur Vervollstdndigung des Beweises der Stokesschen Formel bendtigen wir noch ein wichtiges tech-
nisches Hilfsmittel, dessen Beweis wir an dieser Stelle iibergehen. (Siehe aber den Anhang zum vorlie-
genden Kapitel).

Satz 29.4 (Existenz differenzierbarer Teilungen der Eins) Es sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben.
Dann ezistiert eine Familie (n,),er stetig (sogar beliebig oft) differenzierbarer Funktionen

n,: R® — [0, 1]
mit den folgenden Eigenschaften :
i) Fir den Durchmesser des Trigers von 0, gilt diam (supp (1,)) < €.

ii) Ist K kompakt, so ist {v € 1: KNsupp 7, } endlich.

iii) Z n(z) = 1 fir alle x € R™.
vel

Erinnert sei auch (siehe z. B. Teil II, Kapitel 15) an das sogenannte LEBESGUEsche Lemma:

Lemma 29.5 Die Menge K C R™ sei kompakt, und 84 = {U, : + € I} sei eine offene Uberdeckung
von K . Dann existiert eine Zahl X > 0, so daf fir alle A C K mit diam (A) < X gilt : Es existiert
vel mit AcCU,.
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Hieraus folgt unmittelbar das

Korollar 29.6 Zu A C M wie in Satz 2 gibt es eine endliche Familie von Karten (V,, ¢,, U,), U, =
Q. NM, Q CR"™ offen, und stetig differenzierbare Funktionen n, : R™ — Ry, so daf

ACUQL, supp n, C 2, , Zm(x)zl fir alle xe€ A.
iel

Wir kommen nun zur Beendigung des Beweises des Satzes von Stokes. Es geniigt, den Satz fiir die
Formen 7, w zu beweisen, denn dann ist wegen der Linearitdt des Integrals

Jue= [ (Gn)e= [ Ene =3 [ ne

GI el

_Z/ (n.w :/A;d(mw)Z/Ad(;nM):/Adw.

el

Fiir Formen, deren Triager kompakt in einer Karte enthalten ist, haben wir die Aussage aber im Prinzip
schon in Lemma 3 gezeigt: Sei ndmlich ¢ : V — U = QN M eine Karte, w eine (k — 1)-Form auf
Q und supp (w) C Q, (d. h. alle Koeffizienten von w besitzen einen Tréger, der relativ kompakt in €
enthalten ist), so besitzt die geliftete Form

W= pfw

einen Tréger mit supp w C V. Setzt man also

5= (17 (bt di AL AdE AL Ny

M-

1

J

so liegt der Trager der Koeflizienten f; relativ kompakt in V', und man kann w als eine auf ganz R*
erkldrte Form ansehen. Ferner ist
do = d(p*w) = " (dw) .

Wegen der Definition des Integrals gilt dann

/dwz/ dw:/ gp*(dw)z/ d
A AN(MNQ) =1 (A)NV e=1(A)NV

&2

k
o,
/Hmv 2 o g

und
5o D™ = Lo # =
oA DAN(MNS) @fl(A)mv 1(A)mv
k
:/ Z DI fdty AL N dE AL A,
OHNV 5
Aus Lemma 3 folgt dann die Behauptung. O

Wir beenden das Kapitel mit einer einfachen Folgerung.
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Folgerung 29.7

1. Ist unter der Voraussetzung des Satzes von Stokes die Form w geschlossen, so gilt

/w

A

/dw:O.
A

Bemerkung. Man kann die Voraussetzungen des Satzes von Stokes noch wesentlich abschwéchen: 0A
braucht nur stickweise glatt, w nur auf M selbst erklirt zu sein und stetig auf A, stetig differenzierbar
auf dem Inneren von A.

Il
=

2. Ist umgekehrt A = 0, so ist



Anhang: Differenzierbare Teilungen der Eins

Das Ziel dieses Anhangs ist der Nachtrag einiger Hilfsaussagen iiber die Existenz von differenzier-
baren Funktionen, die wir im Hauptteil dieses Kapitels zum Beweis des Satzes von Stokes durch
,Lokalisierung“ benotigt haben und spéter noch einmal beim Beweis der Transformationsformel her-
anziehen werden. Wir beweisen sie nur in der Form, wie wir sie spéter brauchen, ohne grofitmogliche
Allgemeinheit anzustreben. Mit ,differenzierbar“ meinen wir hier stets ,vom Typ C* .

Wir formulieren den zentralen Satz wie folgt.

Satz 29.8 Es sei K C R™ eine kompakte Menge und 8 = {U,}, 1 eine endliche offene Uberdeckung
von K . Dann gibt es ein (endliches) System von Funktionen {x;}jes von differenzierbaren Funktionen
X; : R — [0, 1] und eine Abbildung ¢: J — I mit den folgenden FEigenschaften :

a) supp x; CC Uy,

b) fiir die Funktion x := Z X; gilt 0 < x <1lund x(x) =1 fir z€K.
jeg

Eine niitzliche Folgerung ist die ebenfalls schon frither verwendete Aussage:

Folgerung 29.9 Sind K C U C R" gegeben, K kompakt, U offen, so gibt es eine stetig differenzier-
bare Funktion x mit suppx CC U, Xk = 1 und 0 < x < 1.

Beweis (Folgerung 8). Wéhle 4 = {U} und x = > x; wie in dem vorigen Satz. Es ist dann, wie
gewiinscht,

supp x C UjeJ supp x; CC U . O

Wir kommen nun zum Beweis des Hauptsatzes 7. Dazu betrachten wir die Funktion

1
exp (—> , ltl <1,
g(t): 1 — ¢2

0 ;o ftf =1,

Es ist wohlbekannt, dafl g auf R beliebig oft differenzierbar ist (der Grund hierfiir liegt in der Beziehung
tlim P(t)e " = 0 fiir beliebige Polynome P (t)).

Figur 29.7

Man bildet jetzt

G =3 gt —m;

meZ

da die Summe in Wahrheit lokal endlich ist (hochstens drei Translationen tragen lokal zu dieser Summe
bei), ist G beliebig oft differenzierbar und offensichtlich aus entsprechendem Grunde positiv, und es
gilt

Gt -0 =G(t) firalle teR, (€Z.
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Man setzt nun

g ()
h(t) = ;
(t)
dann ist A € C°(R) und supp h = [—1, 1]. Ferner gilt
d h(t—m)=1, teR,

mEZ

also insbesondere 0 < h < 1.

Aus dieser speziellen ,differenzierbaren Teilung (besser: Zerlegung) der Eins“ auf R kann man nun
auch solche auf R mit beliebig kleinem Trdger konstruieren. Man setzt bei festem ¢ > 0 fiir beliebiges

p= (P, pn) €L":
— Ty _
apg(x)—Hh(g pk).
k=1
Offensichtlich ist a,. € C° (R™) und besitzt den kompakten Wiirfel
[0 €R": |z — epllo < ¢}

als Tréger; ferner hat man

Z ape(x) =1, zeR™,

PEL™

und die Summe ist wieder lokal endlich.

Es sei nun, wie in der Voraussetzung des Hauptsatzes, K C R" ein Kompaktum und {U, : ¢ € I'} eine
endliche offene Uberdeckung von K . Wir setzen U = J,.; U, und nehmen 9U ¢ () an (ansonsten ist
U =R" und die folgenden Uberlegungen sind trivialerweise erfiillt): Fiir alle € R” existiert

dist (z,0U) = inf |z — ¢l ,
acdU

und die Funktion x + dist (x,0U) ist stetig. Sie nimmt insbesondere auf K ihr Minimum an: Es gibt
ro € K mit
dist (zo,0U) < dist (z,0U), ze€ K.

Wire dist (zg,0U) = 0, so gibe es eine Folge a; € OU mit lim a; = z. Da OU abgeschlossen ist,
wire auch zo € OU im Widerspruch zu K C U. Wihle nun ein g9 > 0 mit 2¢¢ < dist (xg,0U) . Wir
setzen K' = Uzex We,(x); We,(x) der kompakte Wiirfel mit Kantenldnge 4e¢ und Mittelpunkt .
Es ist leicht zu sehen, da K’ eine kompakte Menge ist, die noch ganz in U liegt.

Figur 29.8

Als niichstes bezeichnen wir mit § > 0 die Lebesguesche Zahl der Uberdeckung 4 von K’ und wihlen
e < go so klein, dafl der Durchmesser eines Wiirfels der Kantenldnge 2e hochstens gleich § wird. Ist
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dann W ein solcher kompakter Wiirfel, der iiberdies K trifft, so ist dieser notwendig in K’ und damit
in einem der U, enthalten. Wir betrachten nun diejenigen p € Z™ mit

{zeR": ||z —epllec <e}NK#0.

Diese bilden eine endliche Menge P C Z™. Wir setzen weiter

Xp = aps, pE€P und X:pr.
peP

Nach Konstruktion ist der (kompakte) Tréger jedes x, in einem U, enthalten, es gilt 0 < x < 1 und
x =1auf K,da xp(z) =0 istfir € K und pg P. O
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Man kann das Integral iiber k—Formen in den extremalen Féllen £ = 1, n—1 und n leicht geometrisch
deuten und dies verallgemeinernd zu beliebigem k zwischen 1 und n ausnutzen, um k—dimensionale
Volumina zu berechnen.
Fir k£ = 1 fithren wir ganz formal ein sogenanntes wektorielles Linienelement oder wvektorielles
Streckenelement ein durch
ds := (dz1,...,dz,) ,

und fiir £ = n — 1 ein vektorielles Hyperflichenelement
dF = (dxag N ... ANdzy, —dzy Adzg Ao ANdxyy, +— --4) .

Diese Ausdriicke sind in der Tat nur rein formal zu verstehen. Um ihren vektoriellen Charakter deutlicher
zu machen, schreibt man manchmal auch

—

ds anstelle von ds

und .
dF anstelle von dF .

Das Volumelement wird selbstverstiandlich definiert durch
dV = dxi N...Ndx,, .

Man kann den ersten beiden Ausdriicken auf die folgende Weise mit Hilfe des euklidischen Skalar-
produkts Leben einhauchen: Ist v = (v1,...,v,) ein Vektorfeld, so bilden wir (zunéichst wieder nur

formal):
(v,ds) = Z vjdxj ,
J

(v, dF) = > (=1 wjday A Aday AL Ada,
J
Man beachte, dal jede 1- bzw. n — 1-Form im R”™ sich auf diese Weise schreiben lét. Man beachte
aber auch, daf} fiir n = 2 die Bedeutung von ds und dF wverschieden ist, was sich insbesondere darin
dufert, daB fiir ein zweidimensionales Vektorfeld v = (v1, v2) im allgemeinen

(v,ds) = vidxy + vadxys und (v, dF) = vidry — vodxy

voneinander verschieden sind.
Wir wollen nun an Hand dieser Symbole z. B. das Kurvenintegral

e

fiir eine 1-Form w = (v, ds) neu interpretieren. Hierbei ist & = (a1,...,a,) die Parametrisierung
einer 1-Mannigfaltigkeit, also einer Kurve « : I — R™. Dann gilt fiir die Linge L () der Kurve nach
fritheren Sétzen

L) = [l

Dieses Integral konnen wir interpretieren als Integral iiber eine skalare Form, namlich iiber

lds| == \/lder P + - + [de, [
die wir auch das skalare Linienelement nennen®®. Fiir eine parametrisierte Kurve

a = (a1,...,an): I — R"

56Schreibt man ds fiir das vektorielle Linienelement, so bezeichnet man das skalare Linienelement auch mit ds.
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definiert man sinnvollerweise

do
|wn—¢\1

Damit kann man schliellich schreiben:

l/wvwﬁ:/ ds]]
I a(l)

Ist f: a(]) — R eine stetige Funktion, so setzen wir allgemeiner

don

2
dt = ||| dt.
— o'

+

ds|| = o« . Oll dt .
Lmﬂ|n Jear-1a @

Wir nennen dies die ,Integration einer Funktion entlang einer (parametrisierten) Kurve bzgl. des Lini-
enelements“. Dieses Integral héngt in der Tat nicht von der Parametrisierung « ab (auch nicht von der
Orientierung), wie man sofort mit der Substitutionsformel sieht, und ist die eigentliche Verallgemeine-
rung des (Riemann—) Integrals. Denn ist o : I — I die Identitit, so ist

Anﬂmn:ﬂfmﬁ

Dieses Integral kann selbstverstédndlich auch durch RIEMANNsche Summen approximiert werden von
der Gestalt

N
Yo fla)llalt) = alt;-1),
j=1

wenn tg = a < t; < --- < ty = b eine Unterteilung des Definitions—Intervalls I = [a, b] ist. Das
Integral stellt somit eine ,gewichtete Linge® der parametrisierten Kurve « (t) dar.

Figur 30.1

Betrachten wir nun die 1-Form w = (v, ds) = vidx; + -+ v, dz, . Dann gilt
o*w = [(vyoa,af +--+ (vpoa)al, ]dt

= (voa,a')dt = ||[voall -cos B-]|a|dt

a (|lv cos Flds|])

mit dem orientierten Winkel § zwischen v (« (¢)) und dem Tangentialvektor o/(t). Es gilt also

/w,/vdspfawzﬁwwwmwwwm

=/ lvll-cos 8- [ ds | .
a (1)
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/w:/ veang 1 ds |
o a(I)

Damit zeigt sich schliellich

Figur 30.2

Bemerkungen. 1. Interpretiert man hierin v als ein stationéres, d. h. zeitlich unverénderliches Flissig-
keitsfeld, so kann man die rechte Seite der vorigen Formel auffassen als die Rotation der Fliissigkeit in
der Zeiteinheit entlang der Kurve « (I). Ist v ein stationéires Kraftfeld, so kann man dieses Integral
(multipliziert mit der Grofie m ) auch als Arbeit auffassen, die durch das Kraftfeld an einem Teilchen
der Masse m von dem gegebenen Kraftfeld verrichtet wird, wenn sich dieses lings der Bahn ¢ — « ()
durch das Kraftfeld bewegt.

2. Diese Interpretationen zeigen schon, dafl Integrale von dieser Form gegeniiber orientierter Umpa-
rametrisierung invariant sind, aber das Vorzeichen bei Umkehr der Orientierung wechseln. Dies liegt
einfach daran, dafl bei einer solchen Orientierungsumkehr das Vorzeichen von v¢ang sich umdreht.

Bevor wir als néichstes den Hyperflichenfall ¥ = n — 1 behandeln, betrachten wir den Sonderfall
k=1, n = 2. Hier ist
ds = (dzxy, dzg), dF = (dxa, —dx)

und damit
(v,ds) = vidry + vadxys und (v, dF) = videy — vadxy

so daBl also im Allgemeinen (v, ds) # (v, dF) ist. Aber mit v := (—wvy, v;) sieht man sofort, daf
(v,dF) = (v*, ds) .

Offensichtlich ist v+ L v, |1 | = ||v], und das Paar v, v- hat ,dieselbe Orientierung“ wie die
Standard-Basis eq, es, da

=0 +v3 >0 fir v#0.

U1 V2
—vU2 U1

Aus der Zeichnung ergibt sich sofort, dafl der Normalenanteil v,or, von v bzgl. der dufleren Normalen
n = n(t) (die per definitionem auf dem Tangentialvektor t(¢) := o'(t) # 0 senkrecht steht, so dal
das Paar (t(t), n(t)) negativ orientiert ist) gleich dem Tangentialanteil Ué;ng ist:

Figur 30.3
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Es gilt also

/<v, dF) :/w,m =/ Oing 15 | =/ Vnorm | s |
a a a(l) a(I)

und die rechte Seite nennt man, wiederum motiviert durch ein stationéres Fliissigkeitsfeld, den Fluf
von v durch die Kurve « (I). Diese Interpretation bleibt allgemein fiir ¥ = n — 1 erhalten, wie wir
weiter unten zeigen werden.

Als erstes wollen wir aber zunéchst aus dem allgemeinen Satz von Stokes den klassischen Satz von
GAUSS in der Ebene ableiten.

Satz 30.1 (Klassischer Satz von Gauf8) Es sei A C R? eine kompakte Menge mit glattem Rand
und v = (v1, va) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Umgebung U D A. Dann gilt

/ Unorm || ds H = / (le ’U) d.ﬁldl‘g 5
0A A

wobei div v die (stetige) Funktion
ovy Ovy
6])1 axg

bezeichnet.

Beweis. Die linke Seite ist nach den obigen Ausfithrungen nichts anderes als das Integral

|
0A

fir die 1-Form w := v; drs — va dzy . Man braucht daher nur noch das Differential dw auszurechnen:

dw = d(v1dzy — vadry) = % dxy N dze — Z—ZZ dxo ANdxy = (div v)dzy Adzg . a

Bemerkungen. 1. Die sogenannte Divergenz div v des Vektorfeldes v ist also in ein Ma$f fiir die lokale
(genauer: punktale) Ergiebigkeit von v. Das Integral dieser Funktion iiber ganz A ist gleich dem Fluf}
des Vektorfeldes durch den Rand 0A.

2. Man kann diesen Sachverhalt leicht auf den Fall kompakter Teilmengen des R™ mit glattem Rand
verallgemeinern (allgemeiner Satz von GauB, siehe Satz 4).

3. Mit Hilfe dieses Satzes 1aft sich umgekehrt auch die Divergenz eines Vektorfeldes ,,geometrisch“
interpretieren.

Indem wir wieder von dem Vektorfeld v = (vy, v2) zu dem Vektorfeld v+ = (—wvs, v;) iibergehen,
erhalten wir prinzipiell einen vollig gleichwertigen Satz, jetzt aber in anderer geometrischer Interpreta-
tion.

Satz 30.2 (Klassischer Satz von Stokes in der Ebene) Essei A C R? eine kompakte Menge mit
glattem Rand und v = (v1, va) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Umgebung

U D A. Dann gilt
/ Utang || ds H = / (rot ”U) dl’ldmg N
DA A

wobei rotv die (stetige) Funktion
(91)2 6’01

81'1 8x2

bezeichnet.
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Beweis. Es ist offensichtlich

0 0
div vt = —a—z + a—z: = —rotv.
Man beachte weiter, dal (v+)+ = —v. Daraus folgt:
/ Vtang || ds || = — / (V) porm 1 ds || = — / (div v*) daydey = / (rotv) dri1dzs O
DA DA A A

Bemerkung. Auch dieser Satz kann verallgemeinert werden, und zwar auf den Fall glatt berandeter
Kompakta auf (zweidimensionalen) Flichen im dreidimensionalen Raum. Dies ist der klassische Satz
von STOKES (siehe Satz 3).

Nach den Kurvenintegralen behandeln wir den komplementédren Fall von Integralen iiber Hyper-
flichen in R™. Dazu bendtigen wir einige Voraussetzungen aus der (multi-) linearen Algebra.
Es seien ai,...,a,_1 Vektoren in R™, n > 3. Dann kann man ein Vektorprodukt

ap = a1 X+ X ap_1 €R"

(formal) erkldren durch

€1 €9 PN €En
1 2 n
aj ay ... af
ag = )
1 2 n
Op-1 Qp-y1 --- Qpq
wobei eq,...,e, eine orthonormale Basis des euklidischen R"™ bezeichnet und in der Zeile k, k =
2,...,n, die Koordinaten der Vektors ay_1 bzgl. dieser Basis stehen. Dies ist genauer so zu verstehen,

dafl man die obige Determinante formal nach dem LAPLACEschen Entwicklungssatz ausrechnet. Anders
ausgedriickt: Man betrachte die Matrix

aj af
A= ,
1 n
ap—1 Ap—1

definiere
a; = (=1)"t det 4;,

wobei die Matrix A; aus A durch Streichen der i—ten Spalte entsteht, und
ap = «i€e] + -+ apey .

Man kann leicht beweisen (siehe auch die Ausfithrungen am Ende des eigentlichen Kapitels iiber k-
dimensionale Volumina von k—dimensionalen Parallelotopen):

i) (ap,a;) =0,i=1,...,n—1.
ii) (ag, ag) > 0, falls die Vektoren ay,...,a,—; linear unabhingig sind.

iil) || ag || ist gleich dem ((n — 1)-dimensionalen) Volumen des von den Vektoren aq,...,a,_; auf-
gespannten Parallelotops.

iv) det (ag, a1,...,an—1) > 0, falls ay,...,a,—1 linear unabhingig sind. Somit definiert die geord-
nete Basis (ao,...,a,—1) dieselbe Orientierung wie die Standard—Basis (eq,...,e,).
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Figur 30.4

Bemerkung. Nur fir n = 3 ist n — 1 = 2, so daf durch das ,,Kreuzprodukt® nur in R3 ein Produkt
im eigentlichen Sinne erklért ist, das zudem anti-kommutativ ist: as X a1 = —aq X ag.

Wir koénnen damit sofort Hyperflichen M C R™ ein sinnvolles (n — 1)-dimensionales Volumen

zuordnen: Ist ¢ : V. — U C M eine (lokale) Parametrisierung mit den Parametern t1,...,¢t,—1, so
spannen fiir ,infinitesimal kleine“ dtq,...,dt,_1 die Vektoren
o o
dty — , ..., dt,_
Yot " Ot

ein ,infinitesimal kleines“ Parallelotop ,auf“ M auf mit dem (n — 1)-dimensionalen Volumen

H D D

dty ... dtp_1 .

X x ... X
oty Otn_1

Figur 30.5

Wir sollten das Volumen einer kompakten (oder allgemeiner einer Jordan-mefibaren) Teilmenge A C U

dann erkliaren durch

Vol,_1(A) := /

P~ 1(A) H 671

6<p X e 6@

X dty ... dt,_; .
o, 1 1

Wir kénnen diesen Ausdruck mit Hilfe des vektoriellen Hyperflichenelements

dF = (..., xdzi A...Adz; A... Aday,...)
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umformulieren. Wir schreiben wieder formal
[dF | = (- + |[des A Adzg Ao Aday ||* + -+ )2
und naheliegenderweise

i
Oty

1/2
GNP = (o det? o )b A At

Dies ist aber nichts anderes als

dp dp
aTl X e X 8tn_1

In anderen Worten: Mit der oben gegebenen Definition ist
9] *
a ddtns = [ lar) = [ ar)
e~ 1(A) A

¢
Vol,,_1(4) = I o 22
oln-1(4) /<PI(A) H oty ot,,
fiir eine Jordan—-mefibare Teilmenge A C U .

Noch allgemeiner kann man wieder wie im Fall von Kurvenintegralen ,,gewichtete“ Volumina auf
Hyperflichen M einfithren durch Integrale der Form

[ ruarl.
A

und dies auch fiir allgemeine Jordan—meflbare Mengen A C M vermittels Zerlegung in Teile, die in
Karten liegen. Dieses Integral ist wie im Fall & = 1 unabhiingig von der Orientierung der Hyperfliche

M.
Mit diesen Vorbereitungen ist es uns nun méglich, auch Integrale der Gestalt

dty A oo ANdtp—q .

/ w, w={(v,dF) =uvdxaN...Ndxy, —+---
A

geometrisch zu interpretieren. Es ist, wenn [ den orientierten Winkel zwischen dem Normalenvektor
auf M und dem Vektor v (beide an der gleichen Stelle in A C M genommen) bezeichnet,

Figur 30.6

0w = (v1o@)dpa A...Ndp, —+---
6(9027”-,(,077,)
= det ——= —+ | dt1 A... ANdt,—
{(Ulogp) At b)) ! nt
¢ ¢
= ... dt; A ... Adt,_
<U0<P7 oty X X 8tn_1> 1 1
||vo<p|~cosﬁ~H§z ><~~~><8fn<'0_1 dty Ao AN dEp—1

e (Nvll-cos B-[[dF ) = & (vnorm - [ dF]) ,
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/w:/vnorm'”dFHa
A A

und die rechte Seite kann wieder als ,,FluB3* des Feldes v durch A bezeichnet werden.

Es ergibt sich also

Bemerkung. Auch dieses Integral ist nur scheinbar unabhingig von der Orientierung, da sich das
Vorzeichen von vy, @ndert, wenn die Orientierung vertauscht wird.

Wir kénnen nun einen weiteren der klassischen Integralsitze ableiten. Es sei hierbei M C R? eine
Fliche und A C M eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand 0A.

Satz 30.3 (Klassischer Satz von Stokes) Unter den eben genannten Voraussetzungen ist fir ein
stetig differenzierbares Vektorfeld v auf einer Umgebung von A:

[ ot Do |4 = [ vvang s
A 0A

Beweis. Mit w = (v, ds) = vidxy + veodre + vsdrs ist
dw = (rotv, dF)

mit dem Vektorfeld

oty = (v Ove v Ovg Ovz Ouy
o 8:1:2 81;3 ’ 85(13 8.’171 ’ 6371 81‘2 ’

Der Rest ist eine direkte Konsequenz aus dem allgemeinen Satz von Stokes:

/(rotv)nordeFH =/dw=/ wz/ viang [l ds | - 0
A A 0A OA

Bemerkung. Ist speziell A C R? eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand und v = (vy, v3) ein
Vektorfeld auf einer Umgebung U von A, so betrachtet man R? als die Ebene 3 = 0 in R?® und
setzt v fort nach U xR durch ¥ := (v, ve, 0). Aus dem vorigen Satz folgt dann als Spezialfall sofort

/ Vtang || ds || = / (vidxy + vadxs) = / (v1dzy + vadxe + vsdxs)
0A 0A 0A

= [ Fllds = [ G0t |4
O0A A

81}2 (9’01
= — — — | dz1d
/A (81’1 89@) a2
also erneut die schon weiter oben in Satz 2 hergeleitete Formel.

Als Beispiel zu dem klassischen Satz von Stokes behandeln wir kurz das Phianomen der elektromagneti-
schen Induktion, das z. B. seine Anwendung bei der Konstruktion des Dynamos findet. Wir betrachten
dazu eine elektrisch leitende Drahtschleife auf einer Fliche M C R?, die ein Kompaktum A C M glatt
beranden moge. Ferner sei ein zeitlich veriinderliches magnetisches Feld B auf R3 gegeben. (Beim Dy-
namo ist dieses Feld konstant, aber die Schleife bewegt sich im Feld, so daf} relativ zu der Schleife das
Feld, genauer der Flul des Feldes durch die Schleife, sich doch verdndert). Nach einer der berithmten
MaXWELLschen Gleichungen ist ein solches Magnetfeld verbunden mit einem (ebenfalls verédnderlichen)
elektrischen Feld E iiber die Beziehung

0B

tE = —
ro at,

wobeil t einen Zeit—Parameter bezeichnet.
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Figur 30.7

Mit dem Satz von Stokes ergibt sich dann

OB d
Ean d = — . d = -7 Bnorm dF )
[ Buslasl == [ (57) 1l = =5 [ Bl

wobei die linke Seite als der in der Leiterschleife induzierte Strom und die rechte Seite als die Anderung
des magnetischen Flusses durch die Fldche A zu interpretieren ist.

Schliellich erhalten wir auch den Gaufischen Integralsatz in seiner allgemeinen Formulierung:

Satz 30.4 (GaufBlscher Integralsatz) Es sei A C R" eine kompakte Menge mit glattem Rand OA
und v: U — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld in einer Umgebung U wvon A. Dann gilt

/ Unorm H dF || - / (le ’U) 1% s
O0A A

n
81}]‘

8xj '

wobes
div v :=
j=1
Beweis. Die linke Seite ist das Integral iiber die (n — 1)-Form

w= (v, dF) = Z(—l)jflvjdxl/\...d/m?.../\dxn.
j=1

Das Differential dw dieser Form berechnet sich leicht zu

(—1)J_1dvj Ndxy A .. dxy ... Ndx, = Z(—l)ﬂ_1 5‘% dej Ndzy A .. .dxj... Ndxy,
j=1 j=1 J
= (divv)dV ,
und der Rest folgt wieder mit der allgemeinen Stokesschen Integralformel. ]

Bemerkung. Man beachte, dafl man im zweidimensionalen Fall den klassischen Satz von GAUSS (Satz 1)

zuriick erhélt:
/ (vidxy — vodxy) = / Unorm || AF' || = / (div v) dV
0A 0A A

B oy Ovy
_/A((Trl—&-a—u>dx1dx2.

Beispiel. Mit Hilfe des Satzes von GAUsS 148t sich auf einfache Weise eine schéne Beziehung zwischen
dem Volumen Vol,,(D,,) der Einheitskugel D,, und dem (Hyper—) Flicheninhalt Vol,,_;(S™1) ihrer
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Oberfliiche S"~! = dD,, gewinnen. Wir betrachten zu diesem Zwecke mit dem Vektorfeld v (z) :=
(x1,...,2p) die (n—1)-Form

w(z) = (v(2), dF) = Y (=1 lajday AL Adaj AL dxy,

Jj=1

auf R™. Es sei weiter etwas allgemeiner Ern C R™ die abgeschlossene Kugel mit Radius r und dem
Ursprung als Mittelpunkt, und S?~! sei ihr (n — 1)-dimensionaler Rand. Wegen div v = ndz; A
... Ndz, ist dann

/ dw = nVol,(B,") .
5"

r

Auf der anderen Seite ist nach dem Satz von Gauf} die linke Seite gleich

/ w = / Unorm || dF' || = T/ ldF| = rVoln_l(Sffl) .
S:,—l S:‘L—l Sr,—l

Also ist insgesamt
—n 1
Vol,(B,") = = Vol,_1(S™) und speziell Vol,(Dy) = ~ Vol,_;(S"1).
n n

Fiir kleine n ist uns diese Formel wohlvertraut:

2Volo(B,?) = 2(nr2) = r(277) = rVoly(S), 3Vols(B,’) = 3(% 7r8) = r(4nr?) = rVoly(S2) .

Als letzte spezielle Ausprigung des allgemeinen Satzes von Gauf leiten wir den Satz von GREEN
ab. Hierzu miissen wir an eine einfache Beziehung aus der Vektoranalysis erinnern: Ist f einmal und
g zweimal stetig differenzierbar auf einer offenen Menge U C R", so ist fgradg ein einmal stetig
differenzierbares Vektorfeld, dessen Divergenz sich einfach berechnet zu

div(fegradg) = fAg+ (f, 9),

wobei A den LAPLACE—Operator bezeichnet. Durch Subtraktion folgt hieraus unmittelbar, sofern auch
f zweimal stetig differenzierbar ist,

div(feradg — ggradf) = fAg — gAf.

Fiir eine kompakte Menge A C U mit glattem Rand ist dann wegen des Satzes von Gaufl

/ (fAg — gAf)dV = / (fgradg — ggrad o]l dF | -
A 0A

Nun ist aber P
(fgrad g)norm = f (grad g)norm = 375 )

wobei 5
52 = (gradg, v)

die Ableitung von g in Richtung des normierten dufleren Normalenvektors v in einem Punkt des

Randes 0A bezeichnet. - Wir haben somit bewiesen:

Satz 30.5 (Greensche Integral - Formel) Sind f, g zweimal stetig differenzierbare Funktionen auf
der offenen Menge U C R™ und ist A C U eine kompakte Menge mit glattem Rand, so gilt

dg of
Ag — gA — 242 .
/A(f g—gAf)dV /M< 3 gay)IIdFII
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Die klassischen Integralséitze geben einem die Moglichkeit an die Hand, den vektor—analytischen
Funktionen wie der Divergenz und der Rotation eine sinnvolle physikalische Interpretation zu geben.
Dies wollen wir im folgenden erldutern. Dazu betrachten wir eine Kugel B. um einen Punkt x € R”
mit dem Radius €. Aus dem Satz von Gauf folgt

/ Unorm ” dF || - / (le U) dv
0B. B

€

und daraus
1 1

norm dF == di d .
D L, o171 = iy [, 000

Da die Funktion div v stetig ist, sieht man sofort, da} die rechte Seite bei € \, 0 gegen den Wert
div v (z) konvergiert. - Wir kénnen deshalb festhalten:

Satz 30.6 Ist v: U — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf der offenen Menge U C R™ | so
gilt an jeder Stelle x € U

. . 1

le U(.IE) - Eh\l’% VOI(BE) /8 ) Unorm || dF || .

Bemerkung. Die Divergenz eines Vektorfeldes v an einer Stelle x ist also bei infinitesimal kleinem
¢ gleich dem Verhiiltnis des Flusses von v durch die Oberfliche 0B, zu dem Volumen von B..
Dies rechtfertigt unsere frithere Interpretation der Divergenz als , Ergiebigkeit“ des Vektorfeldes v . Ist
insbesondere div v (x) > 0, so ist bei hinreichend kleinem & auch der Flufl durch 9B, positiv; stellt
man sich also das Vektorfeld v als stationéres Fliissigkeitsfeld vor, so ,flieit etwas aus dem Punkt =z
heraus“. Man spricht in diesem Fall in naheliegender Weise auch von einer Quelle. Einen Punkt x mit
div v (z) < 0 nennt man entsprechend eine Senke. Ein Vektorfeld v mit div v = 0 heiit entsprechend
auch quellen— und senkenfrei.

Figur 30.8

Auch die Rotation eines dreidimensionalen Vektorfeldes kann einer geometrisch—physikalischen Ver-
anschaulichung zugefiihrt werden. Die Situation ist hier etwas komplizierter als bei der Divergenz, da
es sich bei der Rotation selbst wieder um einen Vektor handelt. Wir werden also versuchen, die Kom-
ponenten von rotwv geeignet zu interpretieren. Da alle Ausdriicke unter Translationen invariant sind,
kénnen wir uns auf die Betrachtung eines Vektorfeldes um den Nullpunkt des R? beschrinken.

Satz 30.7 Es sei (w1, wa, ws) eine positiv orientierte Orthonormal-Basis im euklidischen R3 . Weiter
sei v = (v1, va, v3) ein stetig differenzierbares Vektorfeld in einer Umgebung des Nullpunktes 0 € R3
und es sei D ein positiv orientierter Kreis in der (wy, wa)-Ebene um den Ursprung. Dann gilt fiir
den Anteil der Rotation in Normalenrichtung zu dieser Ebene :

) 1
((r0tv) (0))norm = ((rotv) (0), ws) = lim Vol (D7) /M) Utang || ds || -

€
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Figur 30.9

Beweis. Es sei M = R? ¢ R3 die durch die Vektoren w;, wy aufgespannte euklidische Ebene und
A = D. C M die kompakte Kreisscheibe mit Mittelpunkt = 0 und Radius ¢, wobei € so klein
gewdhlt sei, daf diese Kreisscheibe in dem Definitionsbereich U des Vektorfelds v enthalten ist. Dann

ist nach dem klassischen Satz von Stokes

| 0t [ = [ i s

Wie oben sieht man wegen der Stetigkeit des Vektorfeldes rot v, dafl

1
I

I S /5 (r0t V)normn || AF | = ((x0t ) (0))norm

=

Damit ist

1
rotv) (0))norm = lim ———— Vtang || d5 || ,
(0000) O = lim s [ g i |
also gleich dem (Grenzwert des) Verhiltnis(ses) der totalen Rotation von v lidngs eines kleinen
(richtig orientierten) Kreises 9D, senkrecht zu der betrachteten Richtung und dem Flécheninhalt
Voly(D,.) = me?. O

Bemerkungen. 1. Die Zuordnung w = Y fjdzj — v = (f1,..., fa) ist, wie schon mehrfach betont,
nicht invariant bzgl. allgemeiner differenzierbarer Koordinatentransformationen. Die Koeffizienten
links und rechts transformieren sich kontragredient zueinander, also insbesondere bei einer linearen
Koordinatentransformation mit Matrix A durch A « (A%)~!. Ein Spezialfall ist gegeben, wenn
A= (A1 d. h. wenn A-A' = E und somit die Matrix A orthogonal ist. Dies impliziert:

Die klassischen Integralsétze sind invariant unter eigentlichen Bewegungen des Raumes.

Dafl dies fiir allgemeine Diffeomorphismen nicht der Fall ist, wird schon daran klar, dal bei
ldE ||, |lds|| etc. die euklidische Metrik des R?® eingeht.

2. Hingegen ist die allgemeine Form des Satzes von Stokes in der Formulierung mit Differentialformen
invariant unter beliebigen Diffeomorphismen! Dies hat durchaus eine physikalische (orientierte) Bedeu-
tung. Mehr dazu (z. B. Maxwellsche Gleichungen, etc.) siehe bei GRAUERT - LIEB, Differential- und
Integralgleichung III, oder auch bei BROCKER, Analysis in mehreren Variablen.

Es ist klar, dal man im Falle 1 < k < n — 1 Differentialformen nicht mit Vektorfeldern in Verbin-
dung bringen kann. Trotzdem kann man auch fiir k—dimensionale Untermannigfaltigkeiten M C R"
Volumina bestimmen. Auch hier geht selbstverstéindlich die euklidische Mafibestimmung des R™ ein, so
da man allgemeiner in diesem Zusammenhang die Verhéltnisse auf RIEMANNschen Mannigfaltigkeiten
studieren konnte.

Um den ,metrischen Tensor“ fiir eine solche Untermannigfaltigkeit einfithren zu kénnen, benoti-
gen wir aus der (multi-) linearen Algebra einfache Formeln fiir das k—dimensionale Volumen eines
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Parallelotops
k
Pu(ar, ... a) = { TER":x = tim;, 0<t; <1, j=1,...k }
j=1
mit vorgegebenen Vektoren ai,...,ar € R", 1 < k < n. Wir gehen hierbei induktiv (nach k) vor
und bedienen uns des GRAM—SCHMIDTschen Orthonormalisierungsverfahrens. Dazu schreiben wir
Uk(al, ‘e ,ak) = VolkPk(al, PN ,ak)
und definieren per Induktion
vi(a1) = [lar ],
vg(at,...,ag) || Aks1 |l »  a1,...,ar linear unabhingig ,
Vgt1(ar, ..., Qpt1) =
0 , sonst ,

wobeil hpiq die eindeutig bestimmte Hohe des gegebenen (k + 1)-dimensionalen Parallelotops

Pii1(ag,...,ars1) bzgl. der Basis Py(aq,...,ar) bezeichnet.
a3
h
al
Figur 30.10

Damit diese Definition {iberhaupt sinnvoll ist, miissen wir zumindest zeigen kénnen, dafl sie von der
Reihenfolge der Vektoren aq,...,ax unabhdngig ist. Dies und mehr beinhaltet der folgende

Satz 30.8 Es gilt
(%) viar,. .. a) = det ((ai, a;)) <, <p -
und es st v,%(al, ...yag) # 0 genau dann, wenn die Vektoren ai,...,ay linear unabhingig sind.

Bemerkung. Man nennt die Matrix ((a;, a; >)1<ij<k auch die GRAMsche Matriz zu den Vektoren
aly...,0fk .

Beweis. Fiir k = 1 sind die Aussagen des Satzes offenbar richtig. Seien sie also schon fiir ein festes
k € N* bewiesen, und seien die Vektoren ai,...,ax+1 € R™ fest vorgegeben. Man sieht sofort, dafl
die Gramsche Matrix ausgeartet ist, wenn die Vektoren aq,...,ax linear abhéingig sind. Damit gilt die
Formel (#)p41 fiir linear abhéingige a1, ..., ax . Es seien also diese Vektoren unabhéngig. Dann gibt es
nach Induktionsvoraussetzung eindeutig bestimmte reelle Zahlen c, ..., ¢k, so dafl

ci{ar, aj) +-+ cx{ap, aj) = (apt1,a5), j=1,....k.

Offensichtlich ist cja; + -+ cray die (eindeutig bestimmte) orthogonale Projektion von ap41 in den
von den Vektoren ai,...,ar erzeugten k—dimensionalen Unterraum und daher

hit1 == ary1 — (crar + -+ cpag)
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die gesuchte Hohe.

Subtrahiert man nun in der Gramschen Matrix fiir aq,...,ar4+1 von der letzten Spalte ¢;—mal die erste
Spalte, co—mal die zweite Spalte etc., so erhélt man eine neue Matrix der Gestalt

((ai, a; >)1§i§k+1,1§j§k

(agr1, aprr — (crar + -+ cpag))
mit unverdnderter Determinante. Der untere rechte Eintrag ist aber gleich
(ars1, higr) = (hrgr + crar + -+ crap, hrga) = [ hesr |17

und damit gilt nach Induktionsvoraussetzung

det ((ai, a; >)1§¢,j§k+1 = det ((a;, a; >)1§i7j§k N g |2 = U}%+1(@17 s Qg1) -
Selbstverstindlich ist U,%H(al, ...yak1+1) > 0 (genau dann), wenn die Vektoren ay,...,ar41 linear
unabhiingig sind, denn dann ist vg(ag,...,ax) > 0 und hgy # 0. O
Bemerkung. Ist (a1,...,ar) ein Orthonormalsystem, d. h. gilt (a;, aj) = 0;;,s0ist vg(ay,...,ar) =1

in Ubereinstimmung mit unserer geometrischen Vorstellung.

Wir wollen jetzt noch eine wichtige Formel zur Berechnung der Gramschen Matrix angeben und
beweisen. Diese wird uns zur Einfithrung des metrischen Tensors auf beliebigen Untermannigfaltigkeiten
von Nutzen sein. Dazu betrachten wir weitere Vektoren by,...,br im R™ und bilden die Determinante

det ((bi, aj)) = det ("B A),

wobei A := (a1,...,ax), B := (b1,...,br) € M (nxk, R). Offensichtlich ist diese Funktion bei festem
B eine alternierende Multilinearform in den Eintrdgen ai,...,ay, die wir mit Ap bezeichnen. Nach
allgemeinen Aussagen der multilinearen Algebra kann diese Form bzgl. der Standardbasis eq,..., e,
des R™ dann eindeutig dargestellt werden als

_ . . * *
Ay = E biy,...ix €5, Ao Nep .
1<iy <-<ip<n

Hierbei ist
bil,-«~7ik = )\B(eil,. .. ,eik) = det tB . (61'1,. .. ,eik) = det Bi17~--,’ik s

wenn B;, . ;. die Matrix bezeichnet, die man aus B erzeugt, indem man alle Zeilen streicht aufler der
i1—ten, is—ten etc. - Hieraus folgt unmittelbar:

Ag(ay, ... ak) = Y biy (el Al Aer) (an . ax)

= Z det Ai1;~-~7ik det Bi1;~~~7ik 5

1<ip<--<ipg<n

wobei die Matrix A;, .. ;. genauso wie B;, . ;. gebildet wird.
Wir sind besonders an dem Spezialfall B = A interessiert. - Wir fassen hierfiir zusammen:
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Satz 30.9 Fiir jede Gramsche Matriz *A- A gilt :

det(PA-A) = > det’Ay, L, -

1<ip < <ig<n
Es sei nun M C R" eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir schreiben dann formal
1/2
|dF || = ( ST dai A Ada, ||2)
1<ii<...<ip<n

und nennen diesen Ausdruck das k-dimensionale (skalare) ,Fldchenelement“ oder ,Volumenelement “
(auch ,,Oberflichenelement “ genannt und mit Symbolen wie dOy, doy, etc. bezeichnet). Wir kénnen eine
solche Form integrieren, indem wir sie (lokal) formal bzgl. einer Parametrisierung ¢ : V. — U = QNM
zu einer k-Form ¢*| dFy || auf V C R* liften und dort intgrieren. Selbstverstindlich setzen wir

o\ 1/2
> dty A ... Ndty

und dies ist nach den vorstehenden Ausfithrungen nichts anderes als das k—dimensionale Volumen des
infinitesimal kleinen Parallelotops, das aufgespannt wird von den Tangentialvektoren

9p
oty

8(()01 yore s P )
Oty ... tk)

ol dFy | = ( )

1<iy <...<ip<n

o
Cdty 22

dt .
! Oty

Es erscheint daher sinnvoll, fiir eine Jordan—mefibare Menge A C U C M zu setzen:

Vol (A) = /

ol dF || = / | dE, |-
e=1(4) A

Man beachte, dafl diese Definition fiir K = 1 und k¥ = n — 1, n mit den frither gegebenen iiberein-
stimmt.

Wie auch weiter oben verallgemeinern wir diesen Integralbegriff noch fiir den Fall, dal f: M — R
eine stetige Funktion ist und die Menge A zerlegt werden kann in eine endliche Vereinigung | J A; von
Jordan-meBbare Mengen, so dafl A; CC U; bzgl. einer Karte ¢; : V; — U; = Q; N M. Wir setzen
dann selbstverstéindlich

J

N
iy :=j§_;[4jf||dFk|, /AijdFkn - /%I(A £ (5 0) 931 dFL ||

Bemerkung. Ist M orientiert, so ist || dFy || tatsdchlich eine Volumenform auf M , also die wohlbe-
stimmte k—Form wpy; mit der Eigenschaft (wps(2))(v1,...,vx) = 1 fiir jede orientierte orthonormale
Basis (v1,...,v) des Tangentialraums Tay, .



Anhang: Anwendungen des Satzes von Stokes

Es sollen jetzt noch einige Anwendungen des Satzes von Stokes oder seiner klassischen Varianten skizziert
werden - dabei halte ich mich stark an das Buch von TH. BROCKER, loc.cit. Brocker schreibt: ,,Die
einfache Formel des Hauptsatzes, suggestiv durch eine sinnreiche Bezeichnung, stellt eine Beziehung
her zwischen etwas Geometrischem - dem Rand [0M] - und etwas Analytischem, der dufleren [—]
Ableitung. Und so fiithrt der Satz dazu, dal man aus geometrischen Aussagen analytische erhilt, [—] “.
Und natiirlich, wie wir sehen werden, auch umgekehrt. Dazu jetzt ein paar Beispiele.

Satz 30.10 Es set A C M eine kompakte Teilmenge der Mannigfaltigkeit M mit glattem Rand. Dann
gibt es keine stetig differenzierbare Retraktion r wvon der Menge A auf ihren Rand 0A; d. h. es gibt
keine C'-Abbildung

r:A—0A mit Tga = idjga -

- ——

Figur 30.11

Beweis. Angenommen, es géibe doch ein solches r. Wenn wir voraussetzen, dafi M orientierbar ist (was
fiir die Richtigkeit des Satzes unerheblich, fiir den Beweisansatz aber unerldflich ist), so ist auch 9A
orientierbar, und es gibt folglich eine (k — 1)-Form w auf A ohne Nullstellen. Wir kénnen dann
weiter w so wihlen, dafl ohne Einschrinkung

/ w >0
0A

ist. Nun gilt aber d (r*w) = r*(dw) = r*0, da der Rand 0A von der Dimension k — 1 ist und folglich
dw = 0 gilt. Also ist wegen g4 = idga:

0:/d(r*w):/ r*w:/ w >0,
A dA dA

was offensichtlicher Unsinn ist. O
Als Folgerung notieren wir den

Satz 30.11 (Brouwerscher Fixpunktsatz) FEs sei f: U — R" stetig differenzierbar in einer Um-
gebung U der kompakten Finheitskugel D = {x € R" : ||z || < 1} mit f(0D) C D . Dann besitzt f
einen Fixpunkt in D .

Bemerkungen. 1. Der Satz ist auch richtig fiir eine nur stetige Abbildung f : D — R"™; einen Beweis
hierfiir kann man aus der obigen Fassung gewinnen, indem man f stetig in eine Umgebung fortsetzt
und die Fortsetzung dann stetig differenzierbar approximiert.

2. Speziell ist der Satz also giiltig fiir stetige Abbildungen f: D — D.
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3. Der Spezialfall n = 1 ist uns wohl vertraut; es handelt sich dabei um den Zwischenwertsatz.

Beweis. Angenommen, f wiirde keinen Fixpunkt in D besitzen. Es sei also f(z) =: y # « fiir alle
x € D. Bilde dann zu gegebenem x die Strecke von y nach z und verldngere bis zum Schnittpunkt
r(xz) € S~ = 8D . Nach Konstruktion ist r : D — 9D eine (stetige) Abbildung mit rigp = idap .

r(x)
Figur 30.12

Es geniigt zu beweisen, dafl r sogar stetig differenzierbar ist, denn dies steht dann im Widerspruch zu
Satz 10. Hierzu ist tatséchlich die Bedingung f (0D) C D erforderlich! Wir schreiben

=z 4+ 7(x A ACN
A T
Wegen |7 (x)]] = 1 und 7 (x) > 0 ist dann
() = —(z,u) + V1 = [[z]2 + (z,u)? mit w:=u(z):=2z— f(z).

Man braucht dann nur noch einzusehen, dafl der Radikand unter dem Wurzelzeichen niemals Null wird.
Dies ist aber auf jeden Fall richtig, wenn ||z | < 1. Ist aber ||z|| = 1, so kann wegen f(0D) C D
der Vektor u niemals auf x senkrecht stehen.

x

Figur 30.13

Somit ist also

L—fz|? + (2, u)* = (z,u)?> > 0. O

Man kann auch die fritheren Homotopie—Uberlegungen fiir Kurven wesentlich verschérfen: Seien
M, N Mannigfaltigkeiten, fo, fi : M — N seien C*-Abbildungen. Dann heifien fy, f1 C*~homotop,
falls eine C'*~Abbildung

F:IxM-—N, I=1]01],

extistiert mit F (0, z) = fo(x), F(1,z) = fi(z), x € M.
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Figur 30.14

Satz 30.12 (Monodromiesatz) Die Mannigfaltigkeit M sei geschlossen (d. h. kompakt ohne Rand)
und orientiert, N sei eine beliebige Mannigfaltigkeit, und die Abbildungen fo, fi: M — N seien C'—
homotop. Ist dann w eine stetig differenzierbare geschlossene Form auf N vom Grad m = dim M ,

so gilt :
fo = [ fro.
M M

Beweis. Die Teilmenge I x M C R x M ist kompakt und besitzt einen glatten Rand. Sei F' eine
Homotopie zwischen fy und f;. Wegen F*(dw) = 0 folgt

0:/ F*(dw):/ d(F*w):/ F*w:/ fl*w—/ flw. g
IxM IXM A(Ix M) M M

Folgerung 30.13 Die Mannigfaltigkeit M sei geschlossen und orientiert. Wenn dim M > 0 ist, so
ist die Identitdt idy; nicht homotop zu einer konstanten Abbildung M — xo € M, d. h.: M 1ifit sich
nicht stetig differenzierbar in sich auf einen Punkt zusammenziehen.

Beweis. Wihle eine Top-Form w auf M mit [,, w # 0 und wende den vorigen Satz an. ]
Satz 30.14 (vom stetig gekdimmten Igel) Sei 7 : S™ — S™ die Antipodenabbildung 7 (z) :=
—x . Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent :

a) 7 ist homotop zur Identitit ;

b) S™ besitzt ein Cl—Vektorfeld ohne Nullstellen ;

c) n ist ungerade.

Bemerkung. Insbesondere besitzt also jedes C'-Vektorfeld auf S? mindestens eine Nullstelle. Um-
gangssprachlich heifit dies: ,,Jeder stetig gekdmmte Igel besitzt mindestens einen Glatzpunkt “.
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Beweis von Satz 14. 1. Der Tangentialraum von S™ C R™*! an der Stelle z € S™ wird beschrieben
durch Tgn, = {veR" :< 2, v >= 0}. Durch

Wy (v1,...,0n) = det (z, v1,...,0n), V1,...,0np € Tgn 4,

wird die kanonische Volumenform w auf S™ gegeben, und es gilt, wenn 7 homotop zu der Identitét

id ist:
0</ w:/ T“Stw:(—l)"ﬂ/ w .

Dies ist nur méglich bei ungeradem n. Also ist a) = ¢) gezeigt.

2. Wenn n ungerade ist, dann ist n + 1 = 2m und S™ C R*" = C™. Wir schreiben = = u + iv
fiir Vektoren in C™ mit u, v € R™ . Offensichtlich ist dann die Zuordnung

S"s>x=u+ivr—iz:= —v+iulx

ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf S™ ohne Nullstellen.

3. Es muf} also noch b) = a) bewiesen werden. Es sei also = — v (z) ein stetig differenzierbares
Vektorfeld auf S™ ohne Nullstellen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir sogar || v (z) || =
1 fiir alle € S™ annehmen. Wegen v (z) Lz wird durch

F(z,t) := (cosmt)-x + (sin wt) v (x)
eine stetig differenzierbare Abbildung F': S™ x I — S™ definiert mit

1
F(z,0) = idgn , F(l‘,i):’U(I), F(z,1) = —idgn = 7.

Somit ist 7 homotop zur Identitiit. O

Bemerkung. Die Beweisidee zu dem letzten Schritt &8t sich in der folgenden Skizze veranschaulichen.

Figur 30.15

Man kann die Fragestellung iiber den stetig gekdmmten Igel noch wesentlich verallgemeinern:

L Fiir welche n € N* besitzt die Sphire S™~' C R™ Vektorfelder vi,...,v,_1, die an jeder Stelle
x € 8" linear unabhingig sind ? “

Fiir n = 1 ist dies sicher richtig, da nichts zu beweisen ist, und auch fiir n = 2 liefert Satz 14 eine
positive Antwort. Derselbe Satz impliziert aber auch, daf§ fiir n > 2 nur die geradzahligen n in Frage
kommen.

Uberraschenderweise hat dieses topologische Problem einen algebraischen Hintergrund: Man be-
trachte den R™ mit der iiblichen Addition und der euklidischen Norm || - || . Die Frage, die sich schon
CAYLEY fiir den R3 stellte, ist die, ob es auf R eine (nicht notwendig kommutative) ,,Multiplikation “
gibt, die mit der Addition vermoge der iiblichen Distributionsgesetze verkniipft ist, also zusammen mit
der Addition eine Algebra—Struktur auf R™ definiert, so dafl
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(%) lz-yll = lzl-lyl

gilt. Solche Algebren sind notwendig sogenannte Divisions—Algebren, d. h., dafl aus
TYyp = xys bzw. y1x = yox firein z # 0

automatisch y; = y2 folgt. - Es gilt (zum Beweis siche EBBINGHAUS ET ALII [20]) nun der aufleror-
dentlich interessante

Satz 30.15 Der R™ mit der diblichen Addition trigt genau dann die Struktur einer Divisions—Algebra,
wenn S™ ' parallelisierbar ist. Dies tritt genau dann ein, wenn n = 1, 2, 4, 8. Die zugehdrigen Struk-
turen sind eindeutig bestimmt; es handelt sich um die ibliche Korperstruktur auf R bzw. C (n = 1,
2), die Schiefkérperstruktur der Hamiltonschen Quaternionen auf R* und die Divisionsalgebrastruktur
der Oktonen auf R®.

Bemerkung. Die Existenz von n — 1 linear unabhéngigen Vektorfeldern auf der (n — 1)-dimensionalen
Sphire S™~! bedeutet nichts anderes, als da8 das Tangentialbiindel Tqn—1 trivial (oder besser: trivia-
lisierbar) ist. In diesem Sinne kann man die Fragestellung iibertragen auf beliebige Mannigfaltigkeiten
M , die man dann aus verstdndlichen Griinden parallelisierbar nennt. - Die oben zitierten Resultate
kann man also zusammenfassen in der Form:

Satz 30.16 Unter den Sphdiren sind nur S°, S', S® und ST parallelisierbar.
Zum Schluf} dieses Anhangs gebe ich einen Beweis des Fundamentalssatzes der Algebra.

Satz 30.17 Jedes nichtkonstante komplexe Polynom f(z) = 2™ + ap_1 2" + -+ + ao besitzt min-
destens eine Nullstelle in C.

Beweis. Wir nehmen an, f habe keine Nullstelle, und fithren diese Annahme mit einem Homotopie—
Argument zu einem Widerspruch. Man hétte dann nédmlich eine stetig differenzierbare Abbildung

cC — St
9= ()
T

Diese Abbildung, eingeschrankt auf S' C C, ist aber, wie wir anschliefend zeigen werden,
(¥) sowohl homotop zur Projektion A von S! auf den Punkt ag/|ao |
n

() als auch homotop zur Abbildung w := h,(z) = z".

Dies fithrt wegen n > 1 leicht zu einem Widerspruch: (x) und (*%) kénnen dann nicht gleichzeitig
gelten. Um dies einzusehen, betrachten wir die 1-Form w = —ydz + zdy auf S'.

Figur 30.16
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Es gilt dann, was eigentlich offensichtlich ist, aber natiirlich noch nachgerechnet werden muf,
hrw=2nm.
Sl

Parametrisieren wir namlich den Einheitskreis S' durch z = ¢, 0 < ¥ < 27, also © = cos ¥, y =
sin ¥, so wird die Einschréinkung i* w von w auf S' unter der Inklusion i: S' — C dargestellt durch

(sin? 9 + cos?¥)dd = dv) .
Die Einschrinkung von h,, auf S* ist nichts anderes als die Abbildung ¥ ~— n¥. Infolgedessen ist die
Einschrinkung von h’ w auf S die Form n1, womit die obige Identitiit nachgewiesen ist.
Hieraus erhélt man wegen h, ~ gjg1 ~ A mit dem Monodromiesatz (Satz 12):
2nm = th:/ (gs1) w = Nw =0
51 51 51
und damit n = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung!

Wir miissen noch die Homotopie—Aussagen (x) und (xx) begriinden. Dazu betrachten wir die Abbildun-
gen 7 und ¢ in dem folgenden Diagramm, wobei 7 (7, z) = rz:

R, x S ™ R2 %, gt gzj:l

Q‘l -

n - fach

O

&

Figur 30.17

Wir setzen weiter

gr(2) == g(rz), |z|=1.
Offensichtlich gilt: g, ~ go firalle r > 0, go = const. = ag/|ag| Wenn r = R jedoch grof ist, so
ist gr ~ goo := hyn . Es gilt ndmlich

fz) = 2" (1+ %1 Fo Z—Z) — 21+ £(2)) .
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Also ist |€(z)| < 1/2, falls |z| > R. Offensichtlich gilt dann fir R >> 0, |z| = 1,dal g ~ gr.

Denn es ist
. 1+ C(Rz)

gr(z) = 2 m )
und die behauptete Homotopie wird hergestellt durch

1+ t4(Rz)

_ 0<t<1. U
1+ tl(Re)]” = =

F(t,z) = 2"



Teil IV: Hoherdimensionale Integrations-
theorie

31 Treppenfunktionen

Wir miissen jetzt endlich die hoherdimensionale Integrationstheorie entwickeln, wobei wir uns jedoch
vorwiegend an unserer Einfiihrung des eindimensionalen Integrals in Kapitel 18 orientieren kénnen
und werden. Wie jenes basiert auch das Integral fiir Funktionen in n Verénderlichen auf der Vorgabe
eines elementaren Volumenbegriffs fiir die einfachsten ,Figuren“ im R™, némlich fiir Quader, d. h.
kartesische Produkte von Intervallen, und den mit deren Hilfe gebildeten Treppenfunktionen zusammen
mit ihren elementar—geometrischen Integralen. Die Gesamtheit der integrierbaren Funktionen gewinnt
man dann als Abschlufl des Raums der Treppenfunktionen im Raum aller Funktionen bzgl. einer geeig-
neten Pseudohalbnorm und ihr Integral durch stetige Fortsetzung des Integrals fiir Treppenfunktionen
auf diesen Abschluff. Die hierzu benétigten funktional-analytischen Methoden haben wir schon in
Kapitel 18 bereitgestellt, und daher kénnen wir uns an dieser Stelle verhéltnisméBig kurz fassen. - Wir
beginnen mit der einfachen

Definition. Eine Treppenfunktion im R™ ist eine Funktion ¢, die Linearkombination von charakteri-
stischen Funktionen Xg kompakter Quader

Q={zeR":a; <z; <b;}
ist:

T

@:chka, cr €R.
k=1

Die Gesamtheit aller Treppenfunktionen bildet einen Vektorraum, den wir mit 7™ oder 7 bezeichnen.

Lemma 31.1 7" enthdlt die charakteristischen Funktionen von beliebigen Quadern. Jede Treppen-
funktion ¢ laft sich schreiben in der Form

T
¥ = Z CkXQ
k=1 k

mit nicht notwendig kompakten Quadern, so daff Qr N Qe = O fiir k # £. In diesem Fall sind die
Koeffizienten ¢y, durch die Treppenfunktion ¢ eindeutig bestimmt. Insbesondere ist mit ¢ auch ||
eine Treppenfunktion, so daffi T™ sogar einen Funktionenverband bildet.

Beweis. Ist Q = Iy X --- x I, , so ist

XQ = XI1 an
Ist nun z. B. I ein halboffenes Intervall, also etwa I; = [ay, b1), so ist
X T Mars T X

und entsprechende Darstellungen findet man fiir (a1, b;] und das offene Intervall (aq, b1). Hiermit
folgt sofort die erste Behauptung.

Fiir die zweite Aussage ordnen wir fiir festes j alle auftretenden j—ten Koordinaten der Eckpunkte der
(9)

Quader @Qj linear an: scéj) < - <ay , wobei

j i " k k
{x(()]),...,zg?j)} = U{a; ), bg. )}.
k=1
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Figur 31.1

Dann ist ¢ auf jedem der paarweise disjunkten offenen Quader

1 1 n n
QY = (af), wflly) > x @ 2l ) . 0 <8 <y

konstant und auflerhalb )
(20, 2D ] x oo (1™, 2]

71 T'n

gleich Null. Mit ¢5 = Z cr hat dann die Treppenfunktion
QICQk

¢ - Zgéng

einen Trager, der in der Vereinigung von endlich vielen achsenparallelen Hyperebenen enthalten ist.
Durch vollstandige Induktion nach der Dimension n folgt die Behauptung. (]

Definition. Unter dem Integral einer Treppenfunktion ¢ versteht man die Zahl

/gp(x) d"z = Z ¢ Vol (Qr) , wenn ¢ = Z ek X,
k=1

k=1

mit kompakten Quadern @) dargestellt und
Vol (Q) == (b1 —a1)-...-(bn —ay,) fir @ = {z€R": a; <z <b;}

gesetzt wird.

Lemma 31.2 Die Definition des Integrals einer Treppenfunktion ¢ € T™ ist unabhingig von der
Darstellun = c
99 =) x,

k
Beweis. Es geniigt zu zeigen: Ist ¢ = Z kX, = =0, so ist Z ¢k Vol,,(Qr) = 0. Wir betrachten
dazu die Darstellung von ¢ im vorstehenden Bewelb Es ist darin
Vol (Q) = Y Voln(
QYCQy,

(die ausgearteten Quader @i tragen ohnehin nicht zum Integral von ¢ bei). Also ist die in Rede
stehende Summe

,
Z ¢k Vol (Qr) = Z ( Z )Vol Z Cs Voln =0,
k=1 6 QYCQk

da alle ¢ = 0 sind. O
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/:T“—>R

Beweis. Die Linearitét ist klar wegen des vorstehenden Lemmas. Ist ¢ > 0 und ¢ = Z kX, eine

Folgerung 31.3 Das Integral
ist ein lineares, monotones Funktional.

Darstellung mit kompakten Quadern und @; N Q) leer oder entartet fiir alle j # k (eine solche erhalt
man leicht aus dem ersten Lemma), so ist notwendig ¢, > 0 fiir alle nichtentarteten @ und damit

/gpdnxzo. ]

Einer der wichtigsten Sitze der Integrationstheorie von Funktionen in mehreren Verdnderlichen, der
Satz von FUBINI, fiihrt das Integral auf mehrfache eindimensionale Integrale zuriick. Grundlage fiir
seinen Beweis ist die entsprechende Aussage fiir Treppenfunktionen.

Satz 31.4 (Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen) Fssei ¢ : R® = RPXR? - R, n = p+gq,
eine Treppenfunktion. Dann ist

/

o, 2"y, 2 = (x1,...,3p) fest,

eine Treppenfunktion in den Variablen ©" = (xp11,...,2y), die Funktion
NN /go(x/, :E”) dnP"

ist eine Treppenfunktion in x', und es gilt

/(/@(x’, x”)d”—Pg;”) Py = /90(33) Iz

Beweis. Wegen der Linearitdt der beteiligten Integrale braucht man diese Aussage nur fiir charakte-
ristische Funktionen y = von kompakten Quadern @ C R™ zu beweisen. Nun zerlegt sich @ in ein

Produkt Q' x Q”, Q" C RP, Q” C R? von niederdimensionalen kompakten Quadern, und es ist

= . , also
XQ XQ/ XQ//

(N),IGQ, X (xlvxll):()’xng/’

Q" Q

und damit
Vol, ,(Q") , ' € Q"

A — /X (2, 2")d" P2’ =
Q 0 L2 2 Q.
Hieraus ergibt sich

/(/XQ(Q?/, ") d" P ) dPz’ = Vol,_,( Q") Vol,(Q") = Vol,,(Q' x Q") = Vol,(Q),

und wegen

Vol (Q) = /XQ(x) d"z

folgt die Behauptung. ]
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Wir werden nun ganz entsprechend wie in Kapitel 18 vorgehen und miissen dazu die dort eingefiihrten
Halbnormen bzw. Pseudo—Halbnormen auf Funktionen in mehreren Verdnderlichen erkldren. Auf viele
Beweise kénnen wir verzichten, da sie schon in loc. cit. erbracht wurden bzw. vom Leser selbst mutatis
mutandis ohne Miihe auf die allgemeinere Situation iibertragen werden kénnen.

Wir beginnen mit dem zentralen Begriff fiir die DARBOUXsche und RIEMANNsche Integrationstheorie.

Definition. Es sei f: R™ — R eine beliebige Funktion. Dann definiert man
111 =it { [p@aa: peT, [f1 <o},
wobei || f||© = oo zu setzen ist, wenn es keine Treppenfunktion ¢ mit | f| < ¢ gibt.
Bemerkung und Definition. Offensichtlich gilt || f||* < oo genau dann, wenn f beschrinkt ist und
die Einschridnkung fign\o auf das Komplement eines kompakten Quaders @ verschwindet. Allgemein

bezeichnet man als Trdger einer Funktion f den Abschlufl der Menge der Punkte, in denen f nicht
verschwindet:

supp f = {z €R": f(z) #0}.
Damit ist:
{17 < o0}

der Vektorraum der beschrankten Funktionen mit kompaktem Trager. Anders als in Kapitel 18 bezeich-
nen wir im folgenden mit F den Vektorraum aller Funktionen f : R™ — R und konsequenterweise
mit F2 C F den Untervektorraum der soeben eingefithrten beschriinkten Funktionen mit kompaktem
Tréger.

Lemma 32.1 Durch f — | f||° wird auf F eine Pseudo—Halbnorm erklirt. Insbesondere gilt fiir
f, g € F die Dreiecksungleichung

I +gl” < IFIF +lgl-

Der Vektorraum F? ist der mazimale Unterraum von F , auf dem die Pseudo—Halbnorm || - ||* endlich
18¢.

Die L'-Pseudo—Halbnorm wird wie in einer Verdnderlichen fiir beliebige Funktionen f: R™ — R
definiert und kann durchaus in speziellen Féllen endlich sein, auch wenn die betrachtete Funktion weder
beschrankt ist noch kompakten Tréger besitzt. Man kann sogar noch einen Schritt weiter gehen und
zulassen, dafl die Funktionen die Werte oo annehmen diirfen. Wir schreiben daher im folgenden

F={f:R"= R =RU{c0, —x}}.

Definition. Fiir f € F setzt man

Il f HLI =|f ||1 = inf { I (®) : @ ist Hiillreihe zu f } .
Hierbei sind Hiillreihen von f Reihen der Form

P = Z Ck XQ , Qr C R™ kompakte Quader, ¢, >0,

k

so daf
[ f(x)] < @(z) = ZCkak(fﬂ) € RU{oo},
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und ihr Inhalt wird definiert durch

I(®) =Y ¢ Vol (Qx) € RU{oo} .

Bemerkung. Es gibt Hiillreihen mit ® (z) = oo fiir alle z € R, z. B.
® = Z Xy o
k=1 /

wenn W; den kompakten Wiirfel in R™ um 0 mit Kantenldnge 2j bezeichnet. Deswegen existiert die
L'-Pseudo-Halbnorm fiir alle Funktionen f € F.

Fiir einige Beweise ist es hilfreich, das folgende Lemma zur Verfiigung zu haben.

Lemma 32.2 Zur Definition der L'-Pseudo—Halbnorm kann man in der Definition der Hiillreihen die
kompakten Quader durch beliebige, insbesondere auch durch offene Quader ersetzen.

Beweis. Ist & = Zj cj XQ;’ eine Hiillreihe zu f € F mit beliebigen Quadern Q;, so ist auch ® :=
>_;¢jX_ eine Hiillreihe zu f mit kompakten Quadern Q; und gleichem Inhalt I(®) = I(®).
Q;

Ist umgekehrt eine Hiillreihe ® von f mit kompakten Quadern @; gegeben, so kann man ohne
Einschrédnkung alle ¢; echt positiv annehmen und zu vorgegebenem e > 0 offene Quader Q;- wéhlen

mit Q; C Q} und Vol,,(Q}) = Vol,(Q;) + ¢/2*'¢;. Dann ist auch
U= chx ,
J 9

eine Hiillreihe von f, da sie mindestens so grofl wie die vorgegebene Hiillreihe @ ist, und sie besitzt
einen um hochstens ¢ grofleren Inhalt als @ . |

Man beachte, da8 F keine Vektorraum-Struktur besitzt. Wir erkliren dennoch rein formal in F eine
Anordnung, eine Addition und eine skalare Multiplikation mit reellen Zahlen durch die Festsetzungen

-0 < a< oo firalleaeR, |too| =00,
a4+ 00 =00+4+a=o00, falls a > -0, a+ (—0) = (—x0) +a = —o00, falls a < o,
00 + (—o0) = (—o0) + 00 =0,
0 (£o0) =0, coo = o0, falls ¢ > 0, etc.

AuBerordentlich wichtig, wenn auch elementar, ist die folgende Aussage, deren Beweis wir getrost
dem Leser iiberlassen diirfen.

Satz 32.3 Fiir Funktionen f, g € F und Konstanten c € R gilt :
&) 17+ gl < IS, + gl , (Dreiecksungleichung)
b) llefll = ellfll -

Insbesondere ist die Einschrdnkung von || - || auf F C F eine Pseudo-Halbnorm. O
L

Die Dreiecksungleichung 148t sich sogar von endlichen Summen auf Reihen f := Z f; mit nicht

negativen Gliedern f; € F tibertragen. Man beachte, dafl nach unseren obigen Festsetzungen f stets
als (nicht negatives) Element in F wohldefiniert ist.
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Satz 32.4 (Verallgemeinerte Dreiecksungleichung) Fiir die Funktionen f; € F gelte f;(z) > 0
fir alle © € R™. Dann ist
(oo} [e.e]
Hij . SZHfjHLl
7=0 =0

Beweis. Man wéhle zu vorgegebenem ¢ > 0 fiir jedes j € N eine Hiillreihe ®; zu f; mit I (®;) <
Il f5 ||1 + ¢/27*! . Dann ist ® := Z ®; eine Hiillreihe von f = Z f; und also

J J

1A, < 1(®) < 1(%, ZHfJ” +e.
7=0 7=0

Da € > 0 beliebig war, folgt hieraus die Behauptung. O
Fiir eine Treppenfunktion stimmen nun beide Pseudo—Halbnormen mit dem Integral ihres Betrags

iiberein. Dies ist der wesentliche Inhalt des folgenden Lemmas, das im weiteren Fortgang unserer Uber-
legungen eine zentrale Rolle spielen wird.

Lemma 32.5 Ist ¢ € 7,,, so gilt

lel” = lel, = [le@as

Insbesondere ist fiir jeden kompakten Quader @ :

Il = [ xg@) s = Vol(@)

Beweis. Wir zeigen nacheinander:

) el /W¢ ).
) el /Ww )| dv.

&) Volu(Q) < x|,

D) [le@lds < el

a) ist trivial wegen der Monotonie des Integrals und der Tatsache, dafl | ¢ | eine Treppenfunktion ist.

b) Da ¢ und |¢| die gleiche L'-Pseudo-Halbnorm besitzen, kénnen wir annehmen, dafi ¢ > 0 ist.
Es ist dann

@:chka +1vY, ¢ >0, Qp kompakt,

und supp ¥ ist enthalten in einer endlichen Vereinigung von Hyperebenen. Es ist leicht zu sehen, dafl
K% H1 = 0 ist und also die Ungleichung

lell, <[ 3 e, |,

besteht. Nun ist aber & = 3" ¢ XQ eine Hiillreihe von sich selbst. Es folgt
k

H Z “kXo, H1 < I(®) = Z cr Vol (Qr) = /w(x) d"z .
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c) Essel @ = ) ¢ XQ eine Hiillreihe zu X mit offenen Quadern Q. Es gibt dann bei festem
k
€ >0 zu jedem z € @ einen Index N (z), so daB

>
cex () >1—¢€.
k=0 U

Da die Q. offen sind, bleibt diese Ungleichung in einer ganzen Umgebung U = U (x) bestehen (und
auch fiir alle N > N (z)). Da man den kompakten Quader @ mit endlich vielen solcher Umgebungen
iiberdecken kann, gibt es ein N mit

N
Oy = chka(x) >1—-—¢e, 2€Q.
k=0
Damit ist, da ®y eine Treppenfunktion ist,

Q(x) d"z = (1 — €)Vol,(Q) .

N
[(@) > [(®y) = 3 e Vol (Qy) = /@N(x)d”x > /(1 — o)y
k=0

Somit ist
Ixg ll, = (1= &) Volu(@)

und da € > 0 beliebig war, notwendig auch

Ixg ll, = Vol(@) .

d) Es sei wieder ohne Einschrinkung ¢ > 0. Es sei @ ein kompakter Quader mit supp ¢ C @ und
m := max ¢. Dann ist

und nach b) gilt
lol, < [v@as.
Dann ergibt sich aber vermittels c):
/gp(x)d"x = /(mXQ —¢)d"x = mVol, (Q) — /w(x)d"x

mllxg I, = 19l = le+wl, — o], < lel, - O

IN

Lemma 32.6 Fiir alle Funktionen f: R™ — R gilt

(W

Insbesondere ist
FoCA{f AR R): [|f]], < oo}.

Beweis. Aus dem Beweis von Teil b) im vorigen Lemma folgt: Zu jeder Treppenfunktion ¢ mit

© > | f| gibt es eine Hiillreihe ® zu | f| mit I (P) = /cp(x) d"x . Daraus folgt die Behauptung. O

Wir schreiben im folgenden F. fiir die Funktionen mit kompaktem Triger und F.(Q) fir die
Funktionen mit Tréger in einem kompakten Quader @ . Selbstverstdndlich hat man Inklusionen von
Vektorraumen

F(Q) C F. C F.
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Ferner gilt die Beziehung
Fe. = U ]:C(Q) 5

QCR™
es besteht sogar fiir jede Folge Qo C Q1 C Q2 C --- von kompakten Wiirfeln Q; mit R" = U72,Q;
die Gleichheit

Fo=|J Fe(@)) -
§j=0
Auf all diesen Vektorrdumen hat man die Pseudo—Halbnormen

IFl_ =sw [ F @], 1717, 171,

Bezeichnet man weiter wie im Kapitel zuvor mit 7 den Vektorraum der Treppenfunktionen, so ist
T CFeund T(Q) C Fe(Q), wenn 7 (Q) den Vektorraum der Treppenfunktionen mit Triger in Q
bezeichnet. Fiir jede Treppenfunktion ¢ ist

[1olaa =lel" = lel, < oc
und, wenn ¢ € 7 (Q) liegt,
[1elds < el _vol(@ -

| [oas [vas|=| [to-wiw|< [1e-vlas

hat man dann das folgende

Wegen

Lemma 32.7 Das Integral ist eine stetige Funktion auf dem Raum
a) 7(Q) bzgl. der Supremums—Pseudo-Halbnorm auf F.(Q),
b) T bzgl. der | - | ~Pseudo-Halbnorm auf F,.,

c) T bzgl der | - ||17Pseud07Halbn0rm auf F .

Wir erinnern jetzt an den folgenden allgemeinen Satz, den wir schon frither bewiesen haben (siehe
Satz 18.21).

Satz 32.8 Es sei V ein R-Vektorraum mit Pseudo—Halbnorm || - ||. Dann ist
Vin = {veV:||v] < o}
ein R-Untervektorraum von V. mit Halbnorm || - ||
Ist T C Vgn ein Untervektorraum, so ist sein (Folgen—) Abschluf$
T = {veV: es gibt eine Folge v; € T mit |[v — vj| — 0}
ein Untervektorraum von Vg, .
Ist I : T — W eine lineare Abbildung von T in einen Banach—Raum W , die bzgl. der Pseudo—

Halbnorm || - || stetig ist im Sinne von || I (v) ||W < Cllv|l, v € T, so besitzt diese eine eindeutig

bestimmte stetige lineare Fortsetzung I: T — W . Es gilt

I(v) = lim I(v;), wennv = lim vj, v;€T.

j—oo j—o0
Insbesondere gilt die gleiche Abschdtzung wie fir I :

1@, <Clvl, veT.
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Aufgrund der obigen Beispiele liegt der Raum der Treppenfunktionen jeweils in dem Unterraum mit
endlicher Pseudo—Halbnorm. Man kann dann in jedem der Félle den Abschlufl bilden und das Integral
auf den Abschluf} fortsetzen. Man gelangt so zu den verschiedenen Integral-Begriffen.

Definition. a) Fir 7 (Q) C F.(Q) mit der Pseudo-Halbnorm || - ||OO heit 7 (Q) der Raum der
Regelfunktionen Reg (Q) auf @ und die Fortsetzung des Integrals das Regel-Integral:

[r@ae =t [o@aa

fiir jede Folge ¢; von Treppenfunktionen, die auf @ gleichmdfig gegen f konvergiert. Wir setzen
weiter

Reg := U Reg (Q;)
j=1

fiir eine Ausschopfungsfolge von R™ mit kompakten Quadern. Man sieht leicht, dafl auch auf diesem
Vektorraum das Regelintegral erkliart werden kann.

b) Fiir 7 C F. und || -|* heiBt 7 der Raum der Darbouz—integrierbaren Funktionen Darb, und die

Fortsetzung des Integrals heifit das Darbouz—Integral. Eine Funktion f € F? ist genau dann integrierbar

im Darbouxschen Sinne, wenn es zu jedem & > 0 Treppenfunktionen ¢, ¥ gibt mit | f — ¢| < ¢ und

/w(x)d"x <e.

Wiéhlt man speziell Folgen ¢;, ¥; zu einer Nullfolge €; \, 0, so ist

/f(l’) d'z = j{l&/ﬁ(m) d"z .

Wir werden die Integrierbarkeitsbedingung weiter unten noch umformulieren.

¢) Fir T ¢ F und |- Hl hat man die Lebesgue—integrierbaren Funktionen £' mit dem Lebesgue—
Integral. Eine Funktion f € F ist genau dann integrierbar im Lebesgueschen Sinne, wenn es zu jedem
€ > 0 eine Treppenfunktion ¢ und eine Hiillreihe ® zu f — ¢ gibt mit

I1(®) <e.

Wahlt man speziell Folgen ¢;, ®; zu einer Nullfolge ¢; \, 0, so ist

/f(l") d"z = lim [ pj(z)d"x.

Jj—oo

Bemerkung. Da in diesem Text das Lebesgue-Integral im Vordergrund steht, wird im Allgemeinen unter
yIntegrierbarkeit“ ohne weiteren Zusatz die Integrierbarkeit im Lebesqueschen Sinne verstanden. Man
kann die letzte Umformulierung der Integrierbarkeit und des Integrals dann auch ohne grofie Miihe auf
Funktionen in F ausdehnen und gelangt so zu der Menge £ ' der Lebesgue-integrierbaren Funktionen
mit Werten in R, die den Raum £' umfaBt. Es ist £ ‘nF =t

Lemma 32.9 Es gelten die Vektorraum—Inklusionen Reg(Q) C Darb C L!. Die jeweiligen (linea-
ren) Integrale sind Fortsetzungen der vorhergehenden. Sie sind auferdem monotone Funktionale. Im
Darbouxschen bzw. Lebesgueschen Fall gilt fiir die jeweiligen integrierbare Funktionen f :

171 = [1s@lde, 151, = [1£ @),
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Beweis. Ist f € Reg(Q),soist || f — ¢; ||C>O — 0 fiir eine Folge von Treppenfunktionen ¢; € 7 (Q),
also | f — ;| < ¢ X mit ¢; \,0,d. h. || f — ¢;||" < ¢ Vol,(Q). Die zweite Inklusion folgt aus
17 =il < 1F = el

Von den restlichen Behauptungen bediirfen nur die letzten Gleichungen einer Begriindung. Wir
beweisen sie weiter unten. |

Bemerkung. Die Inklusionen Reg (Q) C Darb C £! sind echt. Denn die charakteristische Funktion X,

des Cantorschen Diskontinuums ist keine Regelfunktion, aber Darboux—integrierbar, und X[o 1@ ist
nicht Darboux—integrierbar, aber Lebesgue—integrierbar. 7

Bemerkung. Unsere Definition fiir das Darboux—Integral ist nicht die iibliche. Wir wollen daher noch
wie in der Integrationstheorie fiir Funktionen in einer Verénderlichen eine weitere Definition geben und
die Aquivalenz beider Begriffe iiberpriifen. Es sei also f € F(Q) und

/*f(ac)d”x = inf{/cp(x)d"x:goeT(Q),gto},

/*f(x)d"a: = sup{/w(m)dnxzweT(Q),wgf}.

J* f(x)d"z heiBt das RIEMANNsche oder DARBOUXsche Oberintegral und [, f (z)d"x entsprechend
das Unterintegral von f . Insbesondere ist

IIfH*=/*\f(x)\d”fv-

Satz 32.10 Die Funktion f ist genau dann Darbouz—integrierbar, wenn

/*f(x)d"x = /*f(x)d”ac

In diesem Fall stimmt das Integral mit dem Ober— und dem Unterintegral tiberein.

Beweis. Stimmen Ober— und Unterintegral iiberein, so gibt es zu jedem & > 0 Treppenfunktionen ¢, ¥
mit ¢ < f < ¢ und

/(w—w)d"xéa~
Damitist 0 < f —¢ < ¢ — ¢ und
If =" <e,

also ist f Darboux-integrierbar. Umgekehrt folgt aus der Integrierbarkeit die Existenz von Treppen-
funktionen ; und @; mit

1f =¥ <&
und lim; . [@;d"z = 0. Folglich ist
Yy = *@j*&j §f§5j+{/;j =: @
und ¢; — ¢; = 2¢;. Alsoist [* f(z)d"z = [ f(z)d"x. O

Bemerkung. Wir werden im néchsten Kapitel den Begriff der RIEMANNschen Summen einfithren und
nachweisen, daf§ die Darboux—integrierbaren Funktionen durch solche Summen approximiert werden
konnen. Auch im hoherdimensionalen Fall fiihren also die Integrationstheorien nach Darboux und
Riemann zu demselben Integral.

Wir holen noch einen Teil des Beweises des davorstehenden Satzes nach, der auch fiir sich Interesse
beansprucht.
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Satz 32.11 Ist f Lebesgue—integrierbar, so auch | f|, und es gilt

[r@aa| < [1r@lae =11,

Eine entsprechende Aussage gilt auch im Darbouzschen Fall. Insbesondere ist

171 = [1£ @),

Beweis. Wir schreiben abkiirzend ||-|| anstelle von ||-||* bzw. ||- ||1 . Aus der Integrierbarkeit ergibt sich
Il f — ;| — O mit einer geeigneten Folge von Treppenfunktionen ¢;. Aus || f| — [¢; || < | f — ¢
gewinnt man mit Hilfe der Monotonie der entsprechenden Pseudo—Halbnorm || - || die Ungleichung

T =Tei [l <1 F =5l

[is1a =t [1g1a

’ /f(x)d”x ‘ = ‘ lim /(pjd":r ‘ < lim ’ /cpjd"z ’ < lim /|g0j|d":17.
j—o0 j—o00 j—o0

Zum zweiten Teil der Aussage beachte man die Ungleichungen

Also ist | f| integrierbar mit

und

A =1 = el < el < WA+ ey = f
die
171 < Jim ol = Jim [loslas = [If@)]a < | £]

nach sich ziehen. OJ

Aus diesem Satz kann man wie in Kapitel 18 schlieBen, dafl die integrierbaren Funktionen einen
Funktionenverband bilden (siehe Satz 18.6).

Folgerung 32.12 Sind f, g: R™ — R integrierbar, so sind es auch

max(f,g), min(f7g)a er = max(f,O), fﬁ = max(—f,O).
Ebenso wie dort schlieffen wir:

Satz 32.13 Sind f, g Lebesgue— bzw. Darbouz—integrierbar und ist g beschrinkt, so ist auch ihr Pro-
dukt f g im gleichen Sinne integrierbar.

Beweis. Es sei |g(z)| < M < oo und ohne Einschrinkung M > 0. Wéhle zu vorgegebenem ¢ > 0
eine Treppenfunktion ¢ mit || f — ¢ || < ¢/2M und dann eine Treppenfunktion ¢ mit ||g — ¢ || <
g/2m, wobei m eine positive obere Schranke von || bezeichne. Wegen

[fg -] <[f—ellgl+1ellg -] < M|f—e|+m|lg— |

folgt die entsprechende Aussage fiir die betrachtete Pseudonorm, also

g —eoll < M| f—ell+mlg—-v]<e. 0
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In der eindimensionalen Theorie kann man sich im Wesentlichen auf die Integration von Funktionen
beschrianken, die auf Intervallen erklért sind. In der allgemeinen Situation kénnen die Definitionsberei-
che A C R™ jedoch weit komplizierter aussehen. Die dadurch bedingten Komplikationen umgeht man
in der Lebesgue-Theorie dadurch, dafl man die von A herrithrenden Schwierigkeiten einfach ignoriert
und die zu integrierenden Funktionen f: A — R trivial nach R"™ fortsetzt.

Definition und Bemerkung. Es sei A CR™ und f: A — R gegeben. f heiflit dann integrierbar, wenn
die durch (@) N
f(z), ze€A,
fA) =
0 , z¢&A,
definierte triviale Fortsetzung f“ von f integrierbar im gleichen Sinne ist. Man setzt dann
/f (x)d"z = fA ) d"x .
R”L

Wir schreiben fiir die Menge der integrierbaren Funktionen L£!(A). Dies ist selbstverstindlich ein
Untervektorraum von £!' = £}(R"), und das Integral auf £!(A) ist automatisch linear und monoton.

Entsprechend wird £ 1(A) definiert.

Bemerkung. Wir schreiben fiir die triviale Fortsetzung manchmal auch, wenn auch inkorrekterweise,
fA=17fx,-
A

Bemerkung. Ganz entsprechend kann man fiir beschrinkte Mengen A C R™ die Rdume Reg(A) und
Darb (A) erkliren. Es gilt

Reg(A) C Reg(Q), Darb(A) C Darb(Q)

fiir jeden kompakten Quader @, der A umfaf}t.

Lemma 32.14 Fir beschrinkte Mengen A C R™ hat man Inklusionen von Vektorrdumen
Reg (A) C Darb(A) ¢ £'(A).

Die Integrale sind jeweils lineare, monotone Funktionale und werden durch Einschrinkung des Lebesgue—
Integrals gewonnen.

Selbstverstéindlich wird man i. a. weder mit der Definition der integrierbaren Funktionen noch mit
der Definition des Integrals direkt arbeiten wollen. Wir stellen uns also die Fragen:

1. Welche allgemeinen Klassen von Funktionen sind integrierbar?

2. Wie kann man die Berechnung von Integralen auf den Fall n = 1 zuriickfithren oder ndherungsweise
bewerkstelligen?

Die Antwort zu 2. wird von dem Satz von Fubini geliefert, und fiir den zweiten Teil gibt die Rie-
mannsche Theorie zumindest Teilantworten. Wir wenden uns hier Teilantworten zu Frage 1 zu und
beginnen mit dem folgenden Satz, den wir spdter noch wesentlich verbessern werden.

Satz 32.15 (Kleiner Satz von B. Levi) Es seien ¢ Treppenfunktionen, die punktweise monoton
aufsteigend gegen die Grenzfunktion f : R™ — R U {oco} konvergieren : @ / f, und die Folge der
Integrale [ ¢y (x)d"x sei nach oben beschrinkt. Dann ist f Lebesque—integrierbar mit

k—oo

/f(x) d"z = lim [ p(z)d"z .
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Beweis. Aus f — ¢ = Z (¢pj+1 — ;) folgt mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung (Satz 4)
j=k
und dem Fundamental-Lemma 5

o0 o0
17 = el < X lea-esl, = 3 ( [ormda = [oaw).
Jt1 =k

Die Folge der Integrale [, d™z ist monoton wachsend und beschréinkt, also konvergent. Ist I ihr
Grenzwert, so folgt

If=oul, <1 [oudia,

insbesondere limyg_o || f — ¢k ||1 = 0 und

f@)d"z = lim [ ¢p(x)d*x =1. O
k

Bemerkung. Die Dirichlet—Funktion zeigt, dal dieser Satz nur in der Lebesgue—Theorie giiltig ist, nicht
aber in der Darbouxschen.

Fiir Anwendungen dieses Satzes ist die folgende Aussage von Nutzen.

Lemma 32.16 FEs sei die Funktion f: U — R stetig und nicht negativ auf der offenen Menge U C
R™ . Dann gibt es eine aufsteigende Folge (¢r) von Treppenfunktionen mit ¢y / fU .

Beweis. Es geniigt zu zeigen: es gibt eine abzihlbare Familie (1) von Treppenfunktionen mit
fU ) = sup Yr() ;

denn setzt man
P = max (7/)07 ey qzzjk) )

so sind die ¢}, Treppenfunktionen, es gilt o5, < @rr1 und limg oo @r(7) = supy_o, Yr(r) = fY(z)
fir alle x € U .

Wir betrachten nun alle kompakten Wiirfel W;.(a) mit a = (ay,...,a,) € Q", 7 € Q% und W,(a) C
U . Offensichtlich gibt es zu jedem & € U einen solchen Wiirfel W, (a) mit £ € W, (a). Insbesondere

1st
U={JWa).

Wir setzen weiter

. =M My, = mMin
%,a T,a XW,w(a) ) T,a W, (a) f )

und zeigen, da8 f = sup ¢, . Ist ndmlich € > 0 beliebig vorgegeben und £ € U, so gibt es ein 6 >0,
so dafl
Bs(§) cU und f(z) > f(§) —e, ze€B;s(&).

Diese Ungleichung gilt dann erst recht auf einem Wiirfel W, , mit £ € W,., C Bjs (€) . Nach Definition
von my, ist weiter f(§) —e < myo < f(§) und somit

(&) —e <sup¢rq(f) < f(§), £€U.

LéBt man nun e gegen 0 gehen, so ergibt sich f(§) = sup, , ¥, 4(§), £ € U. AuBerhalb von U ist
die gewiinschte Identitdt trivialerweise erfiillt. 0

Wir kommen nun zu dem weiter oben angekiindigten Nachweis der Integrierbarkeit von einfachen
Klassen von Funktionen.
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Satz 32.17 Ist U C R™ offen und beschrinkt, f: U — R stetig und beschrinkt, so ist f (Lebesgue—)
integrierbar.

Beweis. Mit f = ft — f~ konnen wir ohne Einschrinkung f > 0 voraussetzen. Nach dem vorste-
henden Lemma gilt ¢, / fY.Ist U C @, Q kompakt, und f < M, so ist ¢ < MXQ, also

J ¢k (x)d™x < M Vol,(Q) . Damit kann man den Satz von B. Levi anwenden. O

Folgerung 32.18 Der Vektorraum C° der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger ist enthalten in
LY. Es ist sogar C2(Q) C Reg (Q) fiir kompakte Quader Q .

Eine weitere wichtige Konsequenz ist die
Folgerung 32.19 Ist K C R™ kompakt und f: K — R stetig, so ist f Lebesgue—integrierbar.

Bemerkung. In den Situationen dieser Folgerungen sind die betrachteten Funktionen sogar integrierbar
im Sinne von Darboux.

Beweis. Man kann f zu einer stetigen Funktion f: R™ — R fortsetzen (Fortsetzungssatz von TIETZE,
siehe Anhang). Sei @ ein offener Quader mit K C . Dann ist f beschrinkt auf @, also integrierbar.
Nun ist
K _ 7Q _ 7Q
PR =70 FO

also fX integrierbar, da Xo\k ebenfalls nach dem vorigen Satz (beschrinkt und) integrierbar ist. O

Wir formulieren noch den sogenannten kleinen Satz von FUBINI. Der Beweis ergibt sich aus den
obigen Sétzen, dem kleinen Satz von B. Levi und dem Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen. Wir
verzichten auf die Durchfiihrung, zumal wir im Kapitel 36 die allgemeinste Version behandeln werden.

Satz 32.20 Es sei A C R? x R" 7 eine kompakte (oder eine beschrinkte offene) Menge, und die
Funktion f: A — R sei stetig (oder stetig und beschrinkt). Dann ist fiir jedes x” € R*™9 mit

Apr = {2 eRY: (2',2")e A} # 0

die Funktion ' — f (', 2") dber R? integrierbar. Ferner ist die durch

f CU/, ") d%' | A 0,
F(fl;”) = A ( ) #
0 ) AI” = @ 5

diber R~ qntegrierbar, und es gilt

/ f(CE) d"r = / F(x'/) A" — / ( fA(x/, :L'") dix’ ) A"
A Rn—q Rn—q Ra

Zum Abschlufl wollen wir uns einem Spezialfall der Transformationsformel fiir Integrale zuwenden.
Es seien si,...,s, € R* vorgegeben, und S : R™ — R" sei die durch

x = (T1,...,2n) — S(x) := (Il,...,m") eR"

S1 Sn

definierte Abbildung (,,Streckung®).
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Satz 32.21 (Transformationsformel fiir Streckungen) Fliir jede Lebesque—integrierbare Funktion
f: R" = R ist auch die Komposition f oS integrierbar ist, und es gilt :

[ rosi@a =lsi sl [ fi.

Beweis. Man kommt vollstdndig mit der puren Definition des Lebesgue-Integrals aus, wenn man die
folgenden elementaren Schritte nachvollzieht:

1. Mit jeder Treppenfunktion ¢ ist auch ¢ o .S eine Treppenfunktion, und es gilt

/ (poS)(x)d"x = |s1-... Sp| o(z)d"z .
n ]Rn

2. Ist ® eine Hiillreihe zu einer Funktion f, so ist ® o S eine Hiillreihe zu f o S, und es gilt
I(®oS) =|s1...-8,|1(D). O

Noch einfacher gestaltet sich der Nachweis der Translationsinvarianz des Integrals.

Satz 32.22 (Translationsinvarianz) Fliir jede integrierbare Funktion f und jeden Punkt a € R™ ist
auch die Funktion © — f(x — a) integrierbar, und es gilt

/f(w—a)d”x = /f(x)d":v



Anhang: Fortsetzungssitze fiir stetige Funktionen

Wir haben in dem Haupttext dieses Kapitels den Fortsetzungssatz von TIETZE benutzt, dessen Beweis
man z. B. in der Analysis 2 von KONIGSBERGER unter der Nummer 1. 3. IV findet. Er wird dort sogleich
allgemeiner fiir metrische Rdume hergeleitet.

Satz 32.23 (Tietze) Jede stetige Funktion f : A — R auf einer abgeschlossenen Teilmenge A in
einem metrischen Raum X laft sich stetig nach ganz X fortsetzen. (]

Dieser Satz ist charakteristisch fiir eine groflere Klasse von topologischen Réumen, was wir im fol-
genden etwas néher erliutern wollen. Zu Einzelheiten siche QUERENBURG [ 39 |. Nimmt man an, daf§
fiir einen topologischen Raum X der Fortsetzungssatz von Tietze gilt, so kann man speziell zu zwei
abgeschlossenen disjunkten Mengen Ay, A7 C X eine stetige Funktion f : X — R finden, die auf
Ap identisch Null und auf A; identisch Eins ist. Diese Aussage nennt man das URYSOHNsche Lemma.
Durch Abschneiden nach oben und unten kann man zusétzlich erreichen, dafl die Funktion f nur Werte
im Intervall [0, 1] annimmt. - Wir halten insbesondere fest:

Folgerung 32.24 (Urysohnsches Lemma) Zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Teilmengen
Ag, A1 in einem metrischen Raum X gibt es eine stetige reellwertige Funktion f : X — [0, 1],
die auf Ag identisch Null und auf A identisch Eins ist.

Topologische Réaume, in denen das URYSOHNsche Lemma richtig ist, miissen einem sehr starken
Trennungsaziom geniigen. Nimmt man zu disjunkten abgeschlossenen Mengen Ay, A7 C X eine ent-
sprechende stetige Funktion f, so definiert man die offenen Mengen Uy und U; durch

Up={zeX: f(z) <1/2}, Uy ={zeX: f(zx)>1/2}
Es ist dann Ag C Uy, Ay CU; und UgNU; = 0.

Definition. Ein topologischer Raum X geniigt dem Trennungsaxiom T, wenn sich je zwei disjunkte
abgeschlossene Mengen ,,durch offene Mengen trennen lassen®, d. h. wenn es zu je zwei abgeschlossenen
Mengen Ag, A1 mit Ag N A; = § offene Umgebungen Uy D Ag, Uy D A1 mit Uy NU; = () gibt.
Man nennt dann X auch kurz einen Ty—Raum

Erstaunlicherweise reicht die soeben abgeleitete notwendige topologische Bedingung auch hin fiir die
Giltigkeit der gewiinschten Fortsetzungssétze.
Satz 32.25 Fliir den topologischen Raum X sind die folgenden Aussagen dquivalent :

o) X erfillt das Trennungsaxiom Ty ;

i) in X gilt der Satz von Tietze ;

i) in X gilt das Urysohnsche Lemma.
Bemerkung und Definition. Sind atomare, also einpunktige und damit auch alle endlichen Teilmengen
abgeschlossen, so ist ein Ty—Raum X auch ein To—Raum: Zu je zwei verschiedenen Punkten zg, 1 € X
gibt es trennende (offene) Umgebungen. Die Abgeschlossenheit einpunktiger Mengen ist gleichbedeutend
mit dem schwachen Trennungsaxiom 77 : Zu je zwei verschiedenen Punkten z¢, z; gibt es eine offene

Menge Uy mit z¢ € Uy, 1 € Uy (und damit auch eine offene Menge Uy mit x; € Uy, o € Uy ). Die
vorige Bemerkung besagt also in knapper Form:

T, + 1T = 15 .
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Raume mit T, und 737 heiflen auch normale topologische Rdume in der Literatur. Da der Fortsetzungs-
satz von Tietze in metrischen Rdumen gilt, sind diese automatisch normal.

Ein topologischer Raum heift reguldr, wenn er die Trennungsaxiome 77 und 73 erfiillt, wobei T3
yzwischen* To und Ty angesiedelt ist: Abgeschlossene Mengen A und Punkte x ¢ A lassen sich durch
offene Umgebungen trennen. Selbstverstédndlich ist auch ein reguldrer Raum schon notwendig haus-
dorffsch. Ein topologischer Raum X wird oft auch vollstindig requlir genannt, wenn er ein 73—Raum
ist, fiir den es zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A C X und zu jedem Punkt = ¢ A eine stetige
Funktion f: X — R gibt, die auf A verschwindet, nicht aber in z . Offensichtlich erfiillt ein solcher
Raum das Trennungsaxiom T3, ist also insbesondere reguliir. - Aus dem zuvor zitierten Satz ergibt sich
noch:

Folgerung 32.26 Normale, insbesondere metrische Raume sind (vollstindig) reguldr.

Fiir manche Anwendungen braucht man noch eine verschérfte Version des Urysohnschen Lemmas.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit eine Gs—Menge, wenn
sie abzéhlbarer Durchschnitt von offenen Mengen ist. Sie heifit eine F,—Menge, wenn sie abzihlbare
Vereinigung von abgeschlossenen Mengen ist.

Beispiel. Die Nullstellenmenge N einer stetigen Funktion f : X — R ist eine Gs—Menge, denn es
ist N = U2 N; mit N; = FH(=1/4,1/4)) . Im R™ ist jede abgeschlossene Menge die Nullstel-
lenmenge einer nichtnegativen stetigen®” Funktion, also eine Gs—Menge, und im Beweis zu Lemma 16
haben wir nachgewiesen, daf} jede offene Menge in R™ eine F,—Menge ist.

Satz 32.27 Ist X ein Ty—Raum, und sind Ay, Ay C X Ggs—Mengen, so gibt es eine stetige Funktion
f: X — [0, 1] mit Nullstellenmenge Ag und 1-Stellenmenge Ay, d. h. : f~10) = Ao, f71(1) =
Ay . Ist X = R"™, so kann man sogar zu zwei beliebigen disjunkten abgeschlossenen Teilmengen Ag, Ay
eine C*°—Funktion mit diesen Figenschaften finden. O

Figur 32.1

57Man kann diese Funktion sogar beliebig oft differenzierbar wihlen. Dies besagt ein Satz von WHITNEY. Seinen Beweis
findet man z. B. in meinem Vorlesungsmanuskript Singularititen in der reellen und komplex—analytischen Geometrie,
Hamburg, Wintersemester 1996,/1997.
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Mit Hilfe der Integrationstheorie kann man nun auch gewissen Mengen A C R™ ein n—dimensionales
Volumen oder Maf$ zuordnen. Man kann die Eigenschaften solcher meflbarer Mengen dann auch
axiomatisieren und darauf aufbauend Treppenfunktionen ¢ = > cg X, mit messbaren Mengen Ay

k
bilden und damit weitere Integrationstheorien begriinden. Dies geschieht in der allgemeinen Maf— und
Integrationstheorie, die hier aber nicht weiter verfolgt wird.

Definition. Fine Menge A C R™ heifit LEBESGUE—mefbar, wenn ihre charakteristische X, Lebesgue—
integrierbar ist. Ist X, sogar im Riemannschen Sinne integrierbar, so heifit A auch JORDAN-mefbar.
Man nennt dann

Vol,(A4) = /XA(JL‘) d"z

das n—dimensionale Volumen oder Lebesgue— bzw. Jordan—Mafl von A. Wir werden im folgenden den
Zusatz ,Lebesgue“ meist fortlassen, da wir uns mit dem entsprechenden Begriff in der Riemannschen
Theorie nur am Rande beschéftigen werden.

Bemerkung. Die Definition von Vol,(Q) stimmt fiir kompakte Quader (Q mit unserer elementar—
geometrischen Einfithrung iiberein. Im Falle n =1 spricht man gewohnlich von der Lange anstelle von
1-dimensionalem Volumen und entsprechend von Fldcheninhalt und Rauminhalt oder Volumen in den
Féllen n = 2, 3.

Aus den allgemeinen Integrierbarkeitssidtzen des vorigen Kapitels gewinnt man unmittelbar die fol-
genden Klassen von mefibaren Mengen.

Satz 33.1 Kompakte und beschrinkte offene Mengen A sind mefbar. In diesem Fall gilt das CAVA-
LIERIsche Prinzip : Ist A C R? x R"" 7, so sind fir alle 2" € R"? die Mengen A, := {2’ € R?:
(o', 2"y e A} (leer oder) kompakt bzw. offen und beschrinkt, und es gilt :

Vol (4) = / Vol ( Ay )d™ 92" .

Rn—a

Insbesondere haben zwei kompakte Mengen A, B in RYIxR"~% das gleiche Volumen, wenn die Mengen
Ay und Byw das gleiche q—dimensionale Volumen haben fiir alle x”" € R~ 7, O

Beispiele. 1. Fiir den offenen oder kompakten Kreis B := B, um 0 € R? mit Radius » > 0 sind
bei festem y € R mit |y| < r bzw. < r die Mengen B, offene bzw. kompakte Intervalle der Linge

24/1?2 — y2. Infolgedessen ist
T 2
Vol, ( B, ) :2/ V2 —y?dy = 2 (g V2 —y? + % arcsin y)
—_r T

s

=mr?.

-

Fiir die entsprechenden Kugeln B, im 3-dimensionalen Raum ergibt sich hieraus auf dem gleichen
Wege

I 3
Vol (B,) = 7r/ (r? —2)dz =7 (7“22— i’)>

-

2. Es sei B C R" eine kompakte oder offene und beschrankte Menge und fiir positives h € R
K = {(z1,..., 20, t) ER"™: (21,...,2,) €1 — R ')B, 0<t<h}

der Kegel mit Basis B und der Hohe h.
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Figur 33.1

Mit der Transformationsformel fiir Streckungen (Satz 32.21) ergibt sich sofort
Vol,,(t B) = t"Vol,(B)
und damit

h 1
Vol 11 (K) = Vol,(B) / (1 — h=Y)"dt = Vol, (B) h / sds — — Vol (B) .
0 0 n+ 1

Speziell fiir ein Dreieck A € R? mit Grundlinge a und Hohe h bzw. fiir einen Kegel K mit 2-
dimensionaler Basis B gilt

h h
Volp(A) = 59 Vol3(K) = 3 Vola(B) .

Beispiel. Schon Archimedes hat das Cavalierische Prinzip zur Berechnung des Volumens einer Halbkugel
verwendet. Er betrachtet den Kérper A, der entsteht, wenn man aus dem Kreiszylinder Z mit Radius
r und Hohe r einen (offenen) Kegel K mit Spitze in 0 und Basis gleich der Deckscheibe von Z

&2 o

Figur 33.2
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Hier ist Vol (A,) = 77?2 — w22 = 7 (r? — 2?), und dies ist offensichtlich auch der Flicheninhalt
Vol2 (B.) fiir die kompakte Halbkugel B mit Radius 7. Also ist (noch einmal)

Vol (B) = Vol_(A) = Vol (Z) — Vol_(K) = ard — Zqard = Sard,

sofern wir die (intuitiv einsichtige) Formel fiir Differenzen von meBbaren Mengen schon zur Verfiigung
hétten.

Diese und andere kénnen wir aber sofort noch nachtragen.

Lemma 33.2 Sind A und B mesfbare Teilmengen des R™, so auch AUB, ANB und A\ B, und
es gilt

Vol,, (AU B) = Vol,(4) + Vol,,(B) — Vol,(ANnB), Vol,(A\ B) = Vol,(A) — Vol,,(ANB) .
Speziell ist Vol,(AUB) = Vol,(A) + Vol,, (B), wenn ANB = §. Fiir B C A gilt Vol,,(B) < Vol,(4).
Beweis. Fiir alle Mengen A, B gilt: Xy = XuXpo X

aos — Xa T Xg T Xyapo Xas —

— Xp 0), und fir B C A ist Xp < X, Schliefllich ist A = (A\ B)U (AN B) eine

max (XA

disjunkte Zerlegung. O
Wir kommen nun zu einem der wichtigsten Begriffe in der Lebesgueschen Integrationstheorie.
Definition. Eine (mefibare) Menge N C R™ heifit eine Nullmenge, wenn Vol (N) = 0.

Nullmengen lassen sich sehr einfach durch die L'-Norm charakterisieren.

Lemma 33.3 FEine Menge N C R™ ist genau dann eine Nullmenge, wenn || XN||1 =0.

Beweis. Ist N eine Nullmenge, so ist Xy integrierbar und

0 = Vol (N) = /XNd z = / Ix, ld" = Ix |, -
Umgekehrt gilt fiir die Treppenfunktionen ¢; = 0:
Ixy —®ill, =05

also ist Xy integrierbar und
Vol,,(N) = /XN d"x = lim /apjd"m =0. O
Jj—00

Hiermit lassen sich bequem weitere Mengen als Nullmengen erkennen.

Lemma 33.4 i) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.
ii) Abzdhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.
Bewets.
i) M C N impliziert X, S Xy und 0 < ||XM ||1 < ||XN H1 = 0.

ii) Aus N = Upey Ne folgt Xy < ZZOZO XNk und mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung
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0= Iyl <30 0 1, =0 =

Beispiele. 1. Jede Vereinigung abzéhlbar vieler ausgearteter Quader in R™ ist eine Nullmenge. Insbe-
sondere ist jede abzdhlbare Menge und jeder k—dimensionale lineare Unterraum von R™, k < n, eine
Nullmenge.

2. Sei A C R™ eine abzihlbare Vereinigung von kompakten Mengen (also z. B. eine offene oder eine
abgeschlossene Menge) und g : A — R sei eine stetige Funktion. Dann ist der Graph T' € R**! von
g vom (n + 1)-dimensionalen Mafle Null. Sei ndmlich ohne Einschrinkung A selbst schon kompakt,

so auch I', und es ist
g9(z)
Vol,+1(T) = / / ldy | d"x = 0.
A \Jg(z)

Definition. Es sei E eine Aussage iiber Punkte z € R" | die gemé&fl unserer aristotelischen Logik nur
wahr oder falsch sein kann. Man sagt, E sei (Lebesgue) fast iberall oder fiir fast alle x erfiillt, wenn

N ={zeR": -E(x)}
eine Nullmenge ist.

Fiir die Integrationstheorie sind die folgenden Sétze grundlegend.

Satz 33.5 Essei f € F, und es gelte || f ||1 < 00 (2. B. sei f integrierbar). Dann ist f fast iberall

endlich, d. h.
N={zeR": f(z) = £o0}

ist eine Nullmenge.

Beweis. Fiir jedes ¢ > 0 gilt Xy < el f], also HXN H1 < 5||f||1. Da ||fH1 endlich ist, muf}

”XN Hl = 0 gelten. O

Satz 33.6 Es seien f, g € F, es sei f integrierbar, und es gelte f (x) = g (x) fiir fast alle x. Dann

ist auch g integrierbar, und es gilt
/f(x)d"x = /g(m)d"m.

Beweis. Sei N := {z € R": f(z)#g(z)} und u := oo X, - Mit up = x, k€N, ist u = > g,
und wegen HXN ||1 = O auch ||u||1 = 0.
Da f integrierbar ist, gilt lim || f — ¢k ||1 = 0 mit einer Folge von Treppenfunktionen ¢y . Nun ist

aber
lg — il < |f—vrl +u

und deshalb
lg = el < IIf —wrll, +llull, = 1F = el -

Also ist auch g integrierbar mit

k—oo

/g(f)d"l" = lim [ ¢k (z)d"z = /f(a:)d”x. O

Satz 33.7 Fir f e F gilt | f ||1 = 0 genau dann, wenn f fast iberall gleich Null ist.
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Beweis. Sei f fast iiberall gleich Null. Dann ist | f| nach dem vorigen Satz integrierbar, und es ist

1£1, = [ 1f @l = [oaz =0,

Sei umgekehrt || f ||1 = 0. Es ist dann

={zeR": f(z)#0} = UNk

mit den Mengen

Nk:{xeR”:\f(xﬂz %}

Wegen X, < k|f| ist aber || Xy <Ek|f ||1 = 0, und die Behauptung ergibt sich wieder aus der

I
1
Verallgemelnerten Drelecksunglelchung (]

Folgerung 33.8 Fs sei die Funktion f tber A und B integrierbar, und AN B sei eine Nullmenge.
Dann ist f auch dber AU B integrierbar, und es gilt

[ f@a = /Af(q:)d”g;_i_/Bg(x)dnm.

Beweis. Nach dem obigen Satz diirfen wir f so abéndern, dal f(x) = 0 fir z € AN B. Dann ist
fAUB — fA + fB . O

Folgerung 33.9 Zu jeder integrierbaren Funktion f : R™ — R U {too} g¢ibt es eine Funktion g :
R™ - R, so daff f(z) = g(x) fiir fast alle x € R™ gilt.

Beweis. Man braucht nur g (z) = f(x) zu setzen, wenn | f (z)| < oo, und g(x) = 0 sonst. O

Wir geben jetzt noch zwei Charakterisierungen von Nullmengen, von denen eine die Integrations-
theorie nicht benutzt.

Satz 33.10 Fiir eine Menge N C R" sind dquivalent :

i) N ist eine Nullmenge ;

ii) zu jedem € > 0 gibt es abzdhlbar viele Quader Q; mit N C U Q; und Z Vol (Q;) < € ;

§=0

iii) zu jedem € > 0 gibt es eine mefbare offene Menge U mit N C U und Vol,(U) < €.
Beweis. Wir zeigen ii) = 1) = iii) = ii).
ii) = 1). Wegen N C UQ); ist Xy < > Xo und damit

g

Il < D2 Mg T, = 32 Volu(@y) < =

fiir alle € > 0.
1) = iii). Wegen || 2x ||1 = 2| Xy ||1 = 0 gibt es zu jedem € > 0 eine Hiillreihe & = Z Ck XQk
mit ¢ > 0, Qp offen, ®(z) > 2, z € N, und I(P) < €. Setze

¢
= C
Pe ;) kXQk
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Offensichtlich ist ¢, eine aufsteigende Folge von Treppenfunktionen, deren Integrale nach oben be-
schrankt sind. Also ist F' := th ¢ integrierbar mit
—00

¢
/F(:z:) diz = zlim / e (z)d "z = [lim Z ¢ Vol (Qr) < I(P) < .
* T k=0

Esseinun U := {z € R": F(z) > 1}. Nach Voraussetzung ist N C U. Weiter ist U offen. Denn
zu xg € U gibt es ein oy mit @y (x9) > 1, und ist V' der Durchschnitt der Qo,...,Q, die x
enthalten, so ist py(x) > @e(xo), x € V, und damit V' C U . Schlieflich ist U meBbar: Nach einem
fritheren Lemma 32.16 ist = Grenzfunktion einer aufsteigenden Folge 1); von Treppenfunktionen,
deren Integrale wegen v; < X, < F durch ¢ nach oben beschrinkt sind. Also ist nach dem kleinen
Satz von B. Levi X, integrierbar mit

Vol (U) < /F(x)d”x <e.

iii) = ii). Fir k € N sei 20, die Menge der kompakten Wirfel W = I; x -+ x I, mit I, =
[m,27% (m, +1)27%], m, € Z. Zwei solche Wiirfel W € 20, W' € 20,, k > i, schneiden
sich entweder nur in Randpunkten, oder es ist W C W'. Fiir die gegebene offene Menge U setze
W :={W €Wy: W CU} und induktiv

=AW eW,: WCU, WgW , W e, i<k}.
Dann ist 20* = |J 20; eine abzéhlbare Menge {Q;} von Wiirfeln mit entartetem oder leerem Durch-
schnitt Q; N Qy, falls j # k, und es gilt
NcU=J@,.

Ist nun Ay := QoU---UQp,soist A CA; C---CU und U = Ujio Ay . Folglich konvergieren die

Treppenfunktionen X, monoton aufsteigend gegen Xy o und es ist
14

4
> Vol (Q)) = /XA "z < /XU d"z = Vol,(U) < ¢. 0
3=0 ¢

Folgerung 33.11 Es sei K C R"™ kompakt, N sei eine Nullmenge, und f : K — R sei beschrdinkt
und auf K\ N stetig. Dann ist [ dber K integrierbar.

Beweis. Es sei | f| < M und € > 0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es eine mefibare offene Menge
U mit N CU und MVol,(U) < &/2. Nun ist K \ U kompakt und f: K\U — R stetig, also
integrierbar. Somit gibt es eine Treppenfunktion ¢ mit | fX\V — ¢ ||1 < &/2. Ferner ist | fY ||1 <

M Vol,(U) < €/2, und folglich

€
175 = el < IS =gl + 1500 <25 =e. =

Zum Abschluf3 dieses Kapitels wenden wir uns noch kurz der RIEMANNschen Integrationstheorie zu
und definieren zuerst allgemeine Riemannsche Summen.

Definition. Eine Zerlegung einer Menge A C R™ der Feinheit < § besteht aus Teilmengen Ay,..., A,
mit den folgenden Eigenschaften:

i) AyU-—-UA, = A;

ii) die Ay sind meBbar und A; N Ay ist eine Nullmenge fir 1 < j < k < r;



33  MeBbare Mengen und Nullmengen 661

iii) alle Durchmesser
diam A, = sup{ ||z — yl|,, =,y € Ax}

sind hochstens gleich 6.

Definition. Sei A C R™ eine kompakte Teilmenge, A = |J Ay sei eine Zerlegung von A, f: A — R
sei eine Funktion, und & € Ay seien irgendwelche Punkte. Dann heifit

2= 2 (f, (Ar), (&) = Y f (&) Voln(A)
k=1

eine Riemannsche Summe von f zur Zerlegung (Ax) und zu den Stitzstellen (&) .

Stetige Funktionen auf Kompakta sind integrierbar und sogar Darboux—integrierbar. Damit sind sie
auch RIEMANN—integrierbar. - Dies besagt der folgende

Satz 33.12 Ist A C R™ kompakt und f: A — R eine stetige Funktion, so gibt es zu jedem & > 0
ein & = §(e) >0, so daf fiir alle Zerlegungen von A = (Ay) der Feinheit < § und jede Wahl von
Stiitzstellen & € Ay gilt :

| /Af () d"s — S(f, (4), (&) | < <.

Beweis. Ohne Einschriankung sei A keine Nullmenge. Aus der gleichméfigen Stetigkeit von f auf A
folgt bei Vorgabe eines € > 0 die Existenz einer Zahl 6 > 0 mit

/ € /
[f(@) = f)] < Vol,,(4) wenn ||z — 2| < 4.

Haben also die Ay alle einen Durchmesser < §, so ist insbesondere

g
[ f(x) = f(&)| < Vol, (A7) ° r €Ay,

und damit

| [ p@de = s Vol [ < [ 15 - 50 1d < g Vola()

Wegen der Ungleichung
Vol (4) < > Vol (Ay)
k=0

stellt sich die gewiinschte Abschitzung unmittelbar ein. O



Anhang: Der Ring der Lebesgue-mefibaren Mengen

Die allgemeine Maftheorie startet mit sogenannten Mengenringen und Mengenalgebren auf einer
nichtleeren Menge X .

Definition und Bemerkung. Eine nichtleere Teilmenge A C P (X) der Potenzmenge von X heifit ein
Mengenring in X oder kurz ein Ring, wenn mit A, B € A auch AUB und A\ B in A enthalten
sind. Dann ist notwendig auch die leere Menge § und mit A, B auch der Durchschnitt AN B und die
symmetrische Differenz AAB = (A\ B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B) in A enthalten.

Eine reellwertige Funktion p: A — R auf einem Mengenring 4 heifit
i) positiv, falls p(A) > 0 fiir alle A € A;
ii) monoton, falls pu(A) < p(B) fir alle A, B€ A mit AC B;

iil) additiv, falls p(AUB) = u(A) + p(B) firalle A, BE A mit ANB = 0;

iv) o—additiv, falls p ( A; ) = Z w(A;) fiir alle paarweise disjunkten Mengen A; € A, deren

J= Jj=0
Vereinigung ebenfalls in A liegt.

Eine positive Mengenfunktion p auf einem Mengenring heifit ein Inhalt, wenn p additiv, und ein
Maf}, wenn p sogar o—additiv ist.

Aufgrund der Eigenschaften Lebesgue—mefibarer Mengen in R™ bilden diese einen Mengenring, der
alle kompakten und alle beschriankten offenen Teilmengen enthélt, und die Zuordnung

A>3 A — Vol,(A)

ist ein MaB}, das man auch das LEBESGUE-Maf auf R™ nennt. Die oc—Additivitdt wird spiter noch
bewiesen (sieche Teil a) von Folgerung 34.8). Dieses Mafl hat die zusétzliche Eigenschaft, dafl es trans-
lationsinvariant und normiert ist in dem Sinne, dafl das Volumen des Einheitswiirfels gleich 1 ist. -
Diese Eigenschaften charakterisieren tatséichlich das Lebesgue-MaSf.

Satz 33.13 Das Lebesque—Maj3 ist das einzige normierte, translationsinvariante MafS auf dem Men-
genring, der von den kompakten und beschrinkten offenen Mengen erzeugt wird.

Man kann sich weiter fragen, ob es iiberhaupt beschrinkte, nicht meffbare Mengen gibt. In der Tat
konnte VITALI im Jahre 1905 ein solches Beispiel konstruieren.

Beispiel. Betrachte auf R die Aquivalenzrelation  ~ y :<= 2z —y € Q. Jede Aquivalenzklasse [z] CR
enthiilt Elemente im Einheitsintervall T = [0, 1], so daf} die natiirliche Projektion 7 : R — R/ ~ eine
surjektive Abbildung I — R/ ~ induziert. Aufgrund des Auswahlaxioms besitzt diese Abbildung eine
(injektive) Rechtsinverse R/ ~< I, deren Bild wir mit A C I bezeichnen. Es sei weiter rg, rq,... eine
Abzéhlung von QNI und N; := r; + A. Dann ist

N =N

eine disjunkte Vereinigung. Wére nun A mefibar, so auch wegen der Translationsinvarianz des Integrals
alle Mengen N;, j € N, und es wire

Vol,, (N;) = Vol,(4) .
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Nun ist aber N nach Konstruktion auch eine beschrinkte Menge, so dafl wegen der sogenannten o—
Additivitéit des Lebesgue-Mafes (siehe oben) auch N mefbar sein miifite mit

Vol,,(N) = i Vol (A) .
=0

Wegen der Endlichkeit von Vol,(N) ist dies aber nur méglich, wenn Vol,(A) = 0 und damit
Vol,,(N) = 0. Dies widerspricht aber der Tatsache, da} T = [0, 1] C N.

Bemerkung. SOLOVAY hat 1964 mit Methoden von P. J. COHEN gezeigt, dafl man statt des Auswahl-
axioms den Axiomen der naiven Mengenlehre auch das Axiom
Alle Teilmengen von R sind mefbar
hinzufiigen kann, ohne in Widerspriiche zu geraten. Somit ist das Vitalische Gegenbeispiel nur mit
Hilfe des Auswahlaxioms konstruierbar.

Das Vitalische Beispiel A C R hat iibrigens weitere interessante Konsequenzen:

1. Es gibt nichtnegative Funktionen mit beschrinkter L'-Halbnorm, die nicht integrierbar sind, nimlich
z. B. x .
A

2. Es gibt nicht integrierbare Funktionen, deren Betrag integrierbar ist. Ist ndmlich A C I eine nicht
meBbare Teilmenge des Einheitsintervalls, so hat

Fi=x, =X,

offensichtlich wegen | f| = X, t+ Xpa =X, diese Eigenschaft.

\A
LEBESGUE hatte iibrigens das folgende Problem aufgeworfen:

Gibt es ein Maf$ auf dem Ring aller beschrinkten Mengen, das fir Quader das elementargeometrische
Volumen ergibt und die zusdtzliche Eigenschaft besitzt, daf$ kongruente beschrinkte Mengen das gleiche
Mafs besitzen?

Man kann leicht aus dem Charakterisierungssatz fiir das Lebesgue-Mafl ableiten, dafl ein solches
Mafl mit dem Lebesgue-Mafl {ibereinstimmen miifite. Dies fiihrt aber zu einem Widerspruch zu dem
Vitalischen Gegenbeispiel A C R, da auch die beschriinkte Menge A x [0, 1]"~! nicht mefbar ist.

Somit ist das Lebesguesche Mafiproblem nicht l6sbar. Interessanterweise kann man aber Losungen
in den Dimensionen 1 und 2 finden, wenn man den Begriff des Mafles abschwicht zu dem des Inhalts.
Dies hat damit zu tun, dafl die Gruppe der Kongruenzen in diesen Fillen sehr klein ist. Dagegen kann
auch dies abgeschwéchte ,,Inhaltsproblem“ in Dimensionen n > 3 keine Losung besitzen aufgrund eines
geradezu ungeheuerlichen Satzes.

Satz 33.14 (Banach - Tarski - Paradoxon) Sind A und B beliebige beschrinkte Mengen in R3
mit nicht leerem Inneren, so gibt es disjunkte Zerlegungen

A=AU...UA,, B=DBU...UB,,

so dafi A; und B; kongruent sind fiir alle j. |

D. h. also mit anderen Worten:

Man kann eine dreidimensionale Kugel vom Radius 1 so in endlich viele Teile zerlegen, daf$ man die
FEinzelteile wieder zu einer Kugel vom Radius 2 zusammensetzen kann.
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Es gibt sogar eine solche Zerlegung in 5 zusammenhingende Puzzlestiickchen.

Es diirfte klar sein, dafl diese ,,wundersame Brotvermehrung“ nur mit dem Auswahlaxiom zu errei-
chen ist.
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Die Pseudo-Halbnorm || - ||1 auf F induziert auf dem Unterraum L' der Lebesgue—integrierbaren
Funktionen eine Halbnorm, da nach Definition fiir jedes Element f € L' gilt: || le < oo. Wir

haben auf dem Raum £! schon Begriffe wie Konvergenz und stetiges Funktional bzgl. dieser Halbnorm
benutzt. - Klar ist z. B. das folgende Lemma, das wir wegen seiner hiufigen Anwendung gesondert
notieren und beweisen.

Lemma 34.1 Ist f; € L' eine Folge mit f € F als L'-Grenzwert, d. h. gilt || f — f; ||1 — 0, so ist
auch f € L' und

/f(a:) d"z = lim /fj(x) d"z .
j—o0
Beweis. Bei vorgegebenem ¢ > 0 ist || f — f; ||1 < % fir 5 > N'(¢), und fiir jedes j gibt es eine
1
Treppenfunktion ¢; mit || f; — ¢; ||1 < 2 Also ist fiir hinreichend groes N = N (g) > N'(¢g):

If =@l <e, j=N.

Somit liegt f in £, und es gilt

/ fx)d"z = lim [ p;(z)d"z.

J—00

Andererseits hat man

| /fj(x)d"x = /w(m)d”m E /Ifj(l") —yi@) | d'z = | f; — el < 2311

und damit

lim pj(x)d"z = lim fi(z)d x . O

j—o0 j—o0
Bemerkung. Wortwortlich gilt die entsprechende Aussage natiirlich auch fiir Funktionen f € F und
=1
fj eL .

In der L'-Halbnorm auf £' sind Grenzwerte nicht eindeutig bestimmt. Es ist aber offensichtlich
folgendes richtig: Gilt || f — f; H1 — 0, so ist eine weitere Funktion f Grenzwert derselben Folge (f;)

genau dann, wenn || f — f ||1 = 0,d h. wenn f = f fast iiberall (siche Satz 33.7). Somit ist der

,richtige“ Raum, den man betrachten sollte, der Raum der Aquivalenzklassen
L= LY~
wobei die Aquivalenzrelation ~ zu erkliren ist durch
f~gie=g—feN :={heF:h(x)=0 fir fast alle z € R" } .

Wegen N = {h e F: | h||1 = 0} ist A tatsichlich ein Untervektorraum von L', und die L;—
Halbnorm auf £' wird durch die Setzung

||?||1 = ||fH1 , feL' die Restklasse von f € L',

zu einer Norm auf L'.
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Bemerkungen. 1. Nach Satz 33.5 ist jede Funktion in Zj C F nach Abénderung auf einer Nullmenge
enthalten in £'. Man hat selbstverstindlich auch auf F die eben eingefiihrte Aquivalenzrelation ~

und durch die Einbettung £! ¢ £ ! gewinnt man die Gleichheit
L' =L')~=L"/~.

Insbesondere hat man auch auf £ C F eine bis auf die Abénderung von Funktionen auf Nullmengen
wohldefinierte Addition und Multiplikation mit reellen Skalaren.

2. Die zuvor iiber L' aufgestellten Behauptungen ergeben sich aus einem einfach herzuleitenden allge-
meinen Satz iiber Vektorrdume mit Halbnorm.

Lemma 34.2 Es sei V ein reeller Vektorraum mit Halbnorm || - ||. Dann ist
Vo ={veV:|v]|=0}CV

ein Untervektorraum, und der Quotientenraum V := V/Vy wird durch ||T]| = ||v]l, v € V ein
beliebiger Reprdsentant der Restklasse v € V', zu einem normierten Vektorraum.

Beweis. Sind v, v € Vo und A € R, so ist mit der Dreiecksungleichung ||vg + Av| < ||vo ||+ A||v] =
0. Also ist V ein Untervektorraum von V. Gilt fiir zwei Vektoren v, w € V|, dal 7 = w, so ist
v —w € Vp und damit ||v — w|| = 0. Die Dreiecksungleichung impliziert dann sofort [v| =
lw+ (v —w)| < ||w] und nach Vertauschen der Rollen von v und w sogar

Somit ist JEH unabhéngig von dem Représentanten v definiert, und es ist unmittelbar klar, dafl
|| - || auf V eine Halbnorm ist. Nun gilt aber ||v|| = ||7] = 0 genau dann, wenn v € Vp, also wenn
v=0€eV. O

Der Hauptsatz der Lebesgue—Theorie ist der Vollstdndigkeitssatz von RIESZ-FISCHER, den wir jetz
beweisen wollen. Aus ihm folgen alle weiteren tiefliegenden Konvergenzsitze.

Satz 34.3 (Riesz - Fischer) Der normierte Vektorraum L' ist vollstindig, also ein Banach—Raum.

Der Beweis folgt unmittelbar aus einem Resultat, das sogar genaueren Aussagen iiber die Gewinnung
einer Grenzfunktion zu einer vorgegebenen Cauchy—Reihe macht, und seiner Folgerung.

Satz 34.4 FEs sei g; : R" — R eine Folge integrierbarer Funktionen derart, daff die Reihe

oo

S gl
§=0
konvergiert. Dann ist die Reihe g := Zj g; fast tiberall punktweise absolut konvergent, und die Funk-

tion g ist integrierbar mit

[o@aa - i [a@ .

Beweis. Wir setzen G := Z | g; | - Nach der verallgemeinerten Dreiecksungleichung und Voraussetzung

j
ist || GH1 < Yo g ||1 < M < oo und damit G (z) < oo fiir alle « auflerhalb einer Nullmenge

N (siehe Satz 33.5). Damit ist, wie behauptet, die Reihe ¢ fast iiberall absolut konvergent. Es bleibt
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‘
zu zeigen, daf} die Funktion g der Grenzwert der Folge der Partialsummen G, = Z gj in der L'-

j=0

Halbnorm ist. Nun gibt es zu jedem & > 0 ein ¢y, so dafl

oo

> gl <.

j=lo+1
Daraus folgt fiir alle £ > ¢;:
o0 o0
lo = Gell, = || > ai ||, = 3 Nasill, <. 0
J=t+1 j=0+1

Folgerung 34.5 Es sei (fy) eine Cauchy—Folge in L'. Dann besitzt (fi) einen L'-Grenzwert f in
L, so daf$ insbesondere

/ fyd'e = lim [ fi(x)d"z.

Die Grenzfunktion f ist fast iberall punktweiser Limes einer Teilfolge der fi .

Beweis. Wegen der Cauchy-Bedingung gibt es eine Teilfolge f, mit || fr — f, ||1 < 1/29+1 fiir
k > k; . Da eine Cauchy-Folge genau dann konvergent ist, wenn sie eine konvergente Teilfolge besitzt,
geniigt zu zeigen, daf die Folge (fx;) einen L'-Grenzwert f besitzt, der fast iiberall punktweiser Limes
der Folge (fr,) ist. Wir kénnen daher von vornherein annehmen, daf8 die Folge (fx) selbst schon die
Eigenschaft

ka+1 - fk ||1 S 27(k+1) ’ k Z Oa

besitzt. Man kann dann den vorstehenden Satz anwenden auf die Teleskopreihe

f@) = lim fiu(z) = folx) + > (ferr(@) — fu(@)) . D

k—oo
k=0

Bemerkung. Man kann in Satz 5 nicht auf die Auswahl einer Teilfolge verzichten. Ein Gegenbeispiel
wird durch den sogenannten ,,wandernden Buckel“ gegeben. Durch Halbierung des kompakten Einheits-
intervalls Iy = [0, 1] gelangt man zu den Intervallen I; = [0, 1/2] und I = [1/2, 1] der Linge
1/2, von diesen zu den Intervallen I3, Iy, I5, I der Linge 1/4 etc.

Figur 34.1
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Die Folge f; := X, der charakteristischen Funktionen der I; ist eine L'-Nullfolge, also insbesondere

eine Cauchy—Folge. Sie ist aber selbst an keiner Stelle z € Iy konvergent, da jede der Folge fi(x)
unendlich viele Nullen und Einsen enthélt. Eine Teilfolge im Sinne von Satz 5 ist fo, f1, f3, f7, fi5,.---

Aufgrund der Definition ist der Raum der Treppenfunktionen (genauer sein Bild) dicht in L'.
Aus sowohl theoretischen als auch praktischen Griinden ist es wichtig, weitere Klassen von Funktionen
zu kennen, die diese Dichtheitseigenschaft besitzen. Solche Funktionen miissen integrierbar sein und
insbesondere Treppenfunktionen beliebig genau in der L'-Norm approximieren. - Wir behaupten z. B.:

Satz 34.6 Der Vektorraum C° der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger liegt dicht in L' .

Beweis. Nach fritheren Ergebnissen ist jede Funktion f € CJ eine Regelfunktion mit Triger in einem
hinreichend grofien kompakten Quader ) und damit Lebesgue—integrierbar. Es braucht somit nur noch
gezeigt zu werden, dafl jede Treppenfunktion in der L!-Norm beliebig genau durch Funktionen in C?
approximiert werden koénnen. Dazu reicht aber offensichtlich die Approximierbarkeit einer einzelnen
, Treppe“ XQ , die sich aus der folgenden Zeichnung ergibt.

/ \
/ \
/ \
/ \

/] \

A 4

Figur 34.2

In der Tat kann man die Zeichnung im eindimensionalen Fall sozusagen ,wortlich* nehmen und dann
fiir beliebige Dimensionen Produkte solcher Funktionen bilden.

Bemerkung. Der Vektorraum C? ist selbst jedoch nicht vollstindig, wenn man ihn mit der L!'-Norm
versieht. Man betrachte z. B. alle stiickweise differenzierbaren (sogar linearen) Funktionen der folgenden
Bauart:

~

TN
I N/

Figur 34.3

Hierbei sei die Funktion f;, j > 1, diejenige, deren Steigung des durch den Ursprung gehenden linearen
Teilstiicks gerade 1/j ist. Es ist unmittelbar klar, daf§ fiir j > k gilt:

2
145 = fll, < %

Somit ist die Funktionenfolge f; eine L'-Cauchy-Folge. Da sie selbst punktweise gegen die folgende
Funktion f_ konvergiert:
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TN
— I

Figur 34.4

ist diese (ein Reprisentant des) Grenzwert(es) der Folge in L' . Jeder andere Repriisentant des Grenz-
wertes kann sich dann nur auf einer Nullmenge von f_  unterscheiden. Da Nullmengen aber keine
inneren Punkte besitzen kénnen, mufl ein stetiger Représentant mit f_ auBerhalb des Nullpunkts
iibereinstimmen, was nicht moglich ist.

Da der Raum L' vollstindig ist, sollte es nicht iiberraschen, dafi weitere Versuche, den Raum

der integrierbaren Funktionen durch die uns schon bekannten Methoden zu erweitern, zum Scheitern
verurteilt sind. Das néchste Resultat besagt, da L' auch ,im Darbouxschen Sinne“ abgeschlossen ist.

Lemma 34.7 Eine Funktion f € F ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem & > 0 integrierbare
Funktionen g, h mit g < f < h fast diberall gibt mit

/(h(m) _g@)d < <.
Beweis. Ist f integrierbar, so kann man z. B. ¢ = h = f setzen. Sei umgekehrt das angegebene

Kriterium erfiillt. Es ist dann zu vorgegebenem & > 0 mit den dazugehorigen Funktionen g und h
fast tiberall 0 < f — g < h — g und folglich

1f =gl <k =gl, = [(h@) = gla) s <.
Somit ist f der L'-Grenzwert einer Folge integrierbarer Funktionen. O
Wir kommen nun zu dem ersten starken Konvergenzsatz in der Lebesgue-Theorie. Wir nennen
ihn  stark“ deshalb, weil an die Konvergenz der betrachteten Funktionenfolgen nur sehr schwache

Forderungen gestellt werden miissen. Man nennt dieses Ergebnis auch den Satz diber die monotone
Konvergenz.

Folgerung 34.8 (B. Levi) Es sei f; eine fast dberall monoton aufsteigende Folge integrierbarer
Funktionen mit nach oben beschrinkter Integralfolge. Dann existiert der punktweise Limes

fl) = Tm f; (@)

fiir alle x auferhalb einer Nullmenge N C R" , und setzt man die Grenzfunktion f zu einer Funktion
f auf ganz R™ beliebig fort (z. B. durch f(x) = 0, x € N ), soist f integrierbar mit

/f(x) d"zx = lim /fj(x) d"z .
j—oo
Beweis. Durch Abénderung der Funktionen f; auf einer Nullmenge kénnen wir annehmen, da8 alle

Folgen (f;(z)), z € R™, monoton aufsteigen. Die Integralfolge I; = [ f; d"x ist monoton aufsteigend,
also konvergent und damit eine Cauchy—Folge. Deshalb ist

1= fell, = [(h@) = Rl s =~ 1 < -
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firalle j > k > ko(e), also (f;) eine L'-Cauchy-Folge. Fiir den nach dem Satz von Riesz-Fischer exi-
stierenden L'-Grenzwert f gilt mit einer Teilfolge die punktweise Konvergenz f (z) = limy—oo fj,(z)
fast tiberall. Wegen der Monotonie der Folgen (f;(x)) ist dann aber auch f(z) = lim,;_ f;j(z) fast
iiberall. ]

Der Satz iiber die monotone Konvergenz ist bestens geeignet, Fragen nach der Integrierbarkeit
von Funktionen auf Teilmengen A C R™, die sich durch ,gute“ Mengen ,ausschopfen® lassen, zu
beantworten. Wir geben dazu zuerst die naheliegende

Definition. Eine aufsteigende Folge Ay C A; C --- von Teilmengen in R™ mit

i
j=0

heifit eine Ausschopfung von A.

Satz 34.9 Es sei f: A — RU{too} eine Funktion, und (A;) sei eine Ausschdpfung von A durch
Teilmengen Aj; , auf denen f integrierbar sei. Dann gilt : f ist genau dann iber A integrierbar, wenn

die Folge der Integrale
[ 1r@laa
A.

J

(nach oben) beschrinkt ist. In diesem Fall gilt

/ f(x)d"x = lim f(z)d"x .
A

I Ja;

Beweis. a) Ist f iiber A integrierbar, so auch |f|, und wegen der offensichtlichen Abschétzung
| f4] < |f4]| ist notwendig

/ |f($)|d"$§/A|f(a:)|d"x.

Aj

b) Wegen f = fy — f_ dirfen wir ohne Einschrinkung f = fi > 0 voraussetzen. Dann ist die Folge
f# monoton wachsend und punktweise konvergent gegen f“ . Nach Voraussetzung ist die Integralfolge

/Ajf(x)d”:c — /fAj(I)an _ /|fAj(I)|dnx

beschrankt. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz von B. Levi. [l

Setzt man in diesem Satz speziell f = 1, so erhélt man den ersten Teil des folgenden Resultats
iiber mefbare Mengen.

Folgerung 34.10 a) Es sei Ag C A; C --- eine aufsteigende Folge mef$barer Mengen. Genau dann ist
A = U A; mef$bar, wenn die Folge Vol, (A;) der Volumina nach oben beschrdnkt ist. In diesem Fall
gilt

Vol,,(A) = lim Vol,(4;) .

J—00

b) Es sei (B;) eine beliebige Folge mefbarer Mengen, so dafs B;N By, eine Nullmenge ist fir alle Paare
j # k. Genau dann ist UBj mefbar, wenn

o0
> Vol (B;) <
j=0
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ist. In diesem Fall gilt

o0

0

Voln( fj Bj) -
j=0

Beweis. Nur der Teil b) bedarf noch einer Begriindung. Man setze Ay = BoU---U By . Dann ist (Ayg)
eine Ausschopfung der Vereinigung U B; , und nach Voraussetzung ist

k
Vol (Ax) = Y Vol,(B;) . 0
j=0

Bemerkung. Aus dem Beweis von Lemma 32.16 folgt, dafl jede offene Menge U C R"™ geschrieben
werden kann in der Form b) mit achsenparallelen Wiirfeln B; .

Wir formulieren noch einen Satz iiber die Integration von rotationssymmetrischen Funktionen, den
man leicht mit den Mitteln dieses Paragraphen herleiten kann. Wir verzichten aber auf einen Beweis an
dieser Stelle, da er sich spéater mit Hilfe von Polarkoordinaten unmittelbar aus der Transformationsformel
ergibt.

Satz 34.11 Es sei [ eine integrierbare Funktion auf dem Intervall I C [0, o), und f sei die rotati-
onssymmetrische Funktion

fx) = flzll,), =e€Br,

wobei Br die Kugelschale {x € R" : ||z ||2 € I} bezeichnet. Dann gilt : Genau dann ist f iber By

n—1

integrierbar, wenn | f (r)|r dber I integrierbar ist. In diesem Fall gilt

f(x) d"x = nky /f(r) r"dr
B I
wobei Kk, das Volumen der n—dimensionalen EinheitskugelP® bezeichnet.

Als Anwendung dieses Satzes betrachten wir die Integration der Funktion 1/||z||*, o € R, wobei
|| - || abkiirzend die euklidische Norm bezeichnen soll.

/ d"x
Bro) 7]

/ d"x
re\Br(0) || 7%

Lemma 34.12 a) Das Integral

ezistiert genau dann, wenn o < n.

b) Das Integral

ezistiert genau dann, wenn o« > n.

Die Integrale ergeben sich jeweils zu

n

kn R"™%  bzw.
n—a« a—n

Ky R4 .

Beweis. a) Das Integral existiert genau dann, wenn das Integral der Funktion r — 7"~1=¢ {iber (0, R)
existiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn n—1—a > —1,d. h. a < n.

Teil b) beweist man entsprechend. (]

58Zur Berechnung von sy, siche Kapitel 37.
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Folgerung 34.13 Ist K C R" eine kompakte Menge und m : K — R eine beschrinkte integrierbare
Funktion, so existiert das Integral
[ e,
K o —al

fiir jeden Punkt a € R"™ und jeden Fzxponenten o < n.



Anhang: Ein anderer Zugang zum Lebesgue-Integral

Der Satz von Beppo Levi hat weitere vielfiltige Anwendungen. Wir kénnen z. B. mit seiner Hilfe das
Lemma 6 zu einer neuen abstrakten Charakterisierung der Lebesgue—integrierbaren Funktionen aus-
bauen, die in einigen Textbiichern zur Einfithrung des Lebesgue—Integrals dient. Im Laufe der folgenden
Uberlegungen werden wir weitere grofie Klassen von Funktionen kennenlernen, die integrierbar sind. -
Wir beginnen mit einer sehr einfachen Bemerkung.

Lemma 34.14 FEine Hillreihe ® = ) ¢; XQ- ist genau dann eine integrierbare Funktion, wenn ihr
Inhalt I(®) endlich ist. In diesem Falle ist '

Beweis. Da die Koeffizienten c¢; per definitionem nicht negativ sind, ist jede Hiillreihe der punktweise
aufsteigende Limes der Folge ihrer Partialsummen, deren Integrale gerade die Partialsummen der Reihe

I(‘I)) = Z Cj VOln(Q])
j=0
sind. Hieraus folgt mit dem Satz von B. Levi unmittelbar die Behauptung. (I

Wir erinnern jetzt an die folgende Definition (siche Kapitel 13).

Definition. Eine Funktion h : R™ — R heifit halbstetig von unten (auch nach unten oder unterhalb-
stetig), wenn es zu jedem Punkt zy € R™ und jedes € > 0 eine Umgebung U = U (z) gibt, so
dafl

h(xz) > h(zg) — e furalle zeU.

Eine Funktion h heif3t halbstetig von oben, wenn —h halbstetig von unten ist.

Der Nachweis des folgenden Lemmas ist eine leichte Ubung.

Lemma 34.15 FEine Funktion h ist genau dann halbstetig von unten, wenn die Mengen
{zeR": h(z) > a}

offen sind.

Der punktweise Limes f = lim f; einer aufsteigenden Folge f; /' f und das Supremum f = sup f;
einer beliebigen Folge von nach unten halbstetigen Funktionen f; ist nach unten halbstetig.

Die charakteristische Funktion X, ist genau dann halbstetig von unten bzw. von oben, wenn A offen
bzw. abgeschlossen ist.

Folgerung 34.16 Jede Hiillreihe ® = ) ¢4 Xo mit offenen Quadern ist halbstetig von unten.
k

Definition. Wir schreiben H fiir die Menge der Funktionen h: R™ — R mit:
i) h ist halbstetig von unten,
ii) h >0 auBerhalb eines kompakten Quaders Q,

iii) h ist integrierbar.
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Bemerkung. Es ist klar, dafl aus hy, ho € H und ¢ > 0 folgt, dafl hy + hs, chy € H. Ferner ist
offensichtlich
HN (=H) = C°.

c

Wir kommen nun zu einer neuen Charakterisierung der integrierbaren Funktionen.

Satz 34.17 Eine Funktion f : R™ — R ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem & > 0
Funktionen hq, ho € H gibt mit
—h1 < f < hg  fast tiberall

und

/(hl(x) + ho(x))d"z < €.

Beweis. a) Sei f integrierbar und ¢ eine Treppenfunktion mit || f — ¢ ||1 < g/4. Wir haben schon
eingesehen, dafl sich x_ und damit jede Treppenfunktion ¢ in der || - H;Halbnorm beliebig genau
Q

durch stetige Funktionen mit kompaktem Triger approximieren lassen (Satz 6). Also gibt es g € CO mit
z. B. Hffg||1 < ||ffc,0||1 + ||<,ofg||1 < ¢/3. Dann gibt es eine Hiillreihe ® mit | f —¢g| < ® und
J®d"z < /2. Somit ist —hy < f < hy, wobei hy := & — g, hy := & + g und [(hy + ho)d"z =
2 [®d"x < . Selbstverstindlich sind hy, hy € H.

b) Aus 0 < f + hy < hy + hs folgt
1£ 4 bl <+ Rl = [ (@) + ha@)d's < e
Also ist f wegen des Satzes von RIESZ - FISCHER integrierbar. O
Wir kénnen die Funktionen in H noch auf andere Weise charakterisieren.

Satz 34.18 Eine Funktion h ist genau dann Element von H , wenn es eine aufsteigende Folge f; € CO
gibt mit lim;_.oc f; = h punktweise und

lim | fj(z)d"z < o0.

j—o0
Beweis. a) Ist h = lim f;, so ist, wie wir oben bemerkt haben, h halbstetig von unten; auerdem ist
h(z) > 0 fiir  auBlerhalb supp fo. Wegend es Satzes von B. LEVI ist h schlieBlich integrierbar.

b). Ist h € H, so ist, wie man leicht sieht, h nach unten beschrénkt: h > —M . Durch leichte
Modifikation des Beweises von Lemma 32.16 findet man eine aufsteigende Folge von Treppenfunktionen
w; /" h, ¢; > 0 auBerhalb eines festen Quaders . Durch geeignete stetige Approximation der
¢; gewinnt man die Funktionen f;. Wegen f; < h ist die Folge der Integrale nach oben beschrankt. (]

Bemerkung. Man kann die beiden vorstehenden Sétze zu einer Einfithrung des Lebesgue—Integrals ohne a
priori-Verwendung der L'-Pseudo-Halbnorm benutzen; siehe z. B. FORSTER Analysis 3. Dazu braucht
man nur einen Integralbegriff fiir die Funktionen in H , den man wegen Satz 18 aus einem Integral fiir
stetige Funktionen mit kompaktem Tréger gewinnen kann. Wegen des Satzes von Fubini hat man folglich
zu beginnen mit dem mehrfachen Integral

/f(x)d"x - /ab(( :f(a;l,...,xn)dxl)-..)dxn,

n

wenn f eine stetige Funktion auf R™ mit Tréger in dem Quader Q := [ay, by] X -+ X [an, b, ] ist.
Dieses Integral existiert und ist unabhéngig von der Auswahl des Quaders () und der Reihenfolge
der Integrationen. Der Rest ergibt sich dann aus dem folgenden Lemma, das man ohne Benutzung
tieferliegender Methoden aus der Lebesgue—Theorie beweisen kann.
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Lemma 34.19 Ist h der aufsteigende Limes einer Folge f; € CY, und ist die Folge der Integrale

[ H@a

/h(m) d*z = lim | fj(z)d"=

J—00

nach oben beschrdinkt, so wird durch

ein Integral fir die Funktion h erkldrt, welches unabhdngig von der speziellen Auswahl der Folge f;
15t.

Bemerkung. Ich verdanke JOHN HUBBARD den Hinweis, dafl man die Lebesgue—Theorie auch mit Satz 4
aufbauen kann, wenn man dort als ,Summenglieder® g; z. B. nur Riemann—integrierbare Funktionen
zuldBt. Man betrachtet also (formale) Reihen

o0
D9
§=0
von Riemann-integrierbaren Funktionen g;, fiir die die Reihe der Integrale
oo
> [lg@]d
j=0
konvergent ist. Es ist dann g = 3 ;95 fast iiberall konvergent, und durch

/9(3?) d"z = Ji_o:o /gj(ac) d"z

wird der Funktion g auf eindeutige Weise ein Integral zugeordnet. Man kann zeigen, dal man auf diese
Weise alle Funktionen in L' zusammen mit ihrem Lebesgue-Integral erhilt.






35 Der Lebesguesche Satz von der majorisierten Konvergenz

Wir sind nun in der Lage, den zentralen Satz der Lebesgueschen Integrationstheorie, den Satz von der
majorisierten Konvergenz, zu verstehen. Aus allgemeinen Axiomen der Integrationstheorie haben wir
frither abgeleitet, daf} sich Integrale unter gleichmdfSiger Konvergenz einer zu integrierenden Funktio-
nenfolge gut verhalten miissen. Wir wissen andererseits aber auch, dal das Riemann— und damit auch
das Regel-Integral sich nicht wie erhofft verhalten, wenn man von der zugrunde liegenden Funktio-
nenfolge nur punktweise Konvergenz voraussetzt. Das Lebesgue—Integral kommt im Prinzip mit dieser
sehr schwachen Voraussetzung aus, wenn man noch eine nicht allzu gravierende Vorsichtsmafinahme in
Form einer integrierbaren Majorante einbaut. Dann kann man sogar die Voraussetzungen noch etwas
abschwiéichen.

Satz 35.1 Essei (f;) eine Folge integrierbarer Funktionen auf R™ , die fast iberall gegen eine Funktion
f konvergiert. Ferner gebe es eine L'-beschrinkte Majorante F dieser Folge, d. h. eine Funktion F
mit | f;| < F fast dberall fir alle j € N und || F |1 < oco. Dann ist f integrierbar, und es gilt

/f(x) d"x = lim /fj (x)d"z .
j—00
Beweis. Nach Voraussetzung und fritheren Sétzen gibt es eine Nullmenge N, so daB fiir alle x € N
gilt:
Fz) <oo, lim fi(x) = f(z), [fi(2)] < F(z).

Indem man f;(z) = f(x) = 0 firalle j € N und alle x € N setzt, sind die letzten beiden Beziehungen
fi alle x € R™ erfiillt. Wir bilden dann

gi =sup{fj:j=k}.

Die Funktion g,j ist der monoton aufsteigende Limes der Folge der integrierbaren Funktionen gp, :=
max { f,..., fete }, und es besteht wegen |gre (x)| < F (x) die Abschétzung

| [ou@ads| < [lgu@)ds = o, < IF], < oo
Nach dem Satz von B. LEVI ist dann gz,r integrierbar mit
/g,jd"m = elim /gkgd"aj7 und es ist ‘ /g,jd”x ’ < | F -
—00

Die Folge der g,:' ist nun monoton fallend und punktweise konvergent gegen die punktweise definierte
Funktion limsup f; (siehe Satz 11.4). Nach Voraussetzung ist aber die Folge der f; punktweise kon-
vergent und damit limsup f; = lim f; = f. Nach erneuter Verwendung des Satzes von BEPPO LEVI
erhilt man folglich die Integrierbarkeit von f mit

/f(a:) d"z = klim /g,j(x) d"z .
Analog erhilt man aber auch analoger Konstruktion der g, als Infimum von { f; : j >k}, dafl

[r@as =t [g @i,

Wegen g, < fr < g,:' fiir alle k¥ € N ist dann auch

/f(a:) d"z = kli_{lgo fe(z)d x . 0
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Bemerkungen. 1. Die obige Majorantenbedingung ist z. B. erfiillt fiir Funktionen
fi: A—R,

d. h. genauer fiir ihre trivialen Fortsetzungen (f;)4, wenn A mefbar und beschrinkt und | f;(z)| <
c,z€A, jeN,gilt.

2. Im Beweis wird, wie dort schon angemerkt, die Beziehung
lim sup f; = klim (sup{f;: 7>k}

benutzt. Er demonstriert deshalb noch wesentlich mehr, ndmlich das sogenannte Lemma von FATOU,
aus dem sich der Lebesguesche Konvergenzsatz unmittelbar ergibt.

Lemma 35.2 (Fatou) Gilt fiir die integrierbare Funktionenfolge f;, daf |f;| < F fiir eine Funk-
tion F mit endlicher L'-Norm : ||F||1 < 00, so sind die Funktionen lim inf f; wund lim sup f;
integrierbar mit

/liminf fi(z)d"x < liminf /fj(a:) d"z < limsup /fj(ac) d"z < /hmsup fi(z)d x .
j—00 ;

j—o0 Jj—o0 j—o0

Mit dem Lebesgueschen Konvergenzsatz kann man frithere Sétze wesentlich verschérfen.

Satz 35.3 Es sei A = U A; eine Ausschipfung der Menge A und f : A — R U {£oo} eine
§=0

Funktion, so daf8 f|a; integrierbar ist fir alle j € N. Genau dann ist f selbst integrierbar, wenn f

auf A eine Majorante F mit endlicher L'~Norm besitzt

|f(x)] < F(z), z€A und ||F||1<oo.

Beweis. Ist f integrierbar, so ist F' := |f| eine solche Majorante. Umgekehrt stehe f; fur die
triviale Fortsetzung der Einschrénkung fj4, . Dann ist fj4 der punktweise Limes der f;, und es gilt
| fi(z)| < Fla(z) fir alle z € R™. O

Bemerkung. Es existiert eine Majorante wie im Satz zuvor sicher dann, wenn A meBbar und f
beschrankt ist.

Die Nichtintegrierbarkeit einer Funktion kann zwei wesentlich verschiedene Griinde haben, daf sie
sich ndmlich schon lokal ,schlecht“ verhélt wie z. B. die charakteristische Funktion einer beschrinkten,
aber nicht Lebesgue-meflbaren Menge, oder, dafl sie sich lokal gut verhailt, also z. B. stetig ist, aber
global in R™ zu schnell wéchst. Wir wollen diesen Zusammenhéngen jetzt noch ein wenig nachgehen.

Definition. Eine Funktion f: R™ — R = RU{£oc} heift lokal integrierbar, wenn es zu jedem Punkt
xg € R™ eine Umgebung U = U (o) gibt, so daf f;y integrierbar ist.

Bemerkung. Ist f : R® — R lokal integrierbar und V C U = U (x() eine mefibare Menge, so ist
auch fjy integrierbar. Man kann daher in der obigen Definition U = U (z¢) ersetzen durch offene
oder kompakte Kugeln von (hinreichend kleinem) positivem Radius mit Mittelpunkt z( . Hieraus folgt

unmittelbar, dafi die Mengen L . der lokal integrierbaren Funktionen einen Vektorraum bilden.

Satz 35.4 Eine Funktion f: R™ — R ist genau dann lokal integrierbar, wenn alle Einschrinkungen
Jix auf Kompakta K C R"™ integrierbar sind.



35 Der Lebesguesche Satz von der majorisierten Konvergenz 679

Beweis. Ist die Bedingung erfiillt, so ist f‘gr(%) integrierbar fiir alle > 0, also f lokal integrierbar.
Ist umgekehrt f € £1 und K kompakt, so gibt es endlich viele me8bare Mengen Uy, ..., U, so dafl

loc
fiu, integrierbar ist und K C Uy U---UU;. Da K ebenfalls meSibar ist, konstruiert man damit leicht
(evtl. leere) meBibare Mengen Ki,..., K, mit K = KjU...UK,, Ky CUy,und KyNK, = 0 fiir

A # . Nach Voraussetzung ist f|g, integrierbar und damit auch fx . |

Beispiel. Alle stetigen Funktionen sind lokal integrierbar. Das Beispiel f = 1 zeigt, dafl lokal
integrierbare Funktionen nicht integrierbar zu sein brauchen.

Definition und Beispiele. Fine Menge A C R™ heifit o—kompakt, wenn sie Vereinigung von hiéchstens
abzdhlbar vielen kompakten Mengen A; ist.

1. Offensichtlich sind alle abgeschlossenen Mengen o—kompakt.
2. Endliche Durchschnitte o—kompakter Mengen sind o-kompakt.
3. Alle offenen Mengen in R™ sind o—kompakt. (Gleiches Argument wie fiir F,—Menge).

Satz 35.5 Ist A C R™ eine o-kompakte Menge, so ist eine Funktion f: A — R genau dann inte-

grierbar, wenn f4 € Ll . liegt und f eine integrierbare Majorante F auf A besitzt.

Beweis. Dies ist eine direkte Folgerung aus den vorstehenden Sétzen. |

1
loc

Bemerkung. Ist A = U A; mit kompakten Mengen A;, so kann man die Bedingung fAecrL
j=0
ersetzen durch die Bedingung der Integrierbarkeit aller Einschrénkungen f)4; .

Folgerung 35.6 Die Menge A = U;io Aj sei o-kompakt, f: A— R sei integrierbar, und g: A —
R sei beschrinkt mit integrierbaren Finschrinkungen g a, . Dann ist auch f - g diber A integrierbar.

Insbesondere ist das Produkt f -g einer integrierbaren Funktion f € L' mit einer besdchrinkten lokal
integrierbaren Funktion g € ﬁlloc integrierbar.

Beweis. (f - g)|a, ist integrierbar fiir alle j € N, und ist M eine Schranke fiir g, so ist ' := M| f|
eine integrierbare Majorante fiir f-g auf A. ]

Folgerung 35.7 Es sei U C R™ eine offene Teilmenge, und f : U — R sei fast diberall stetig und
besitze eine tiber U integrierbare Majorante F . Dann ist f tber U integrierbar.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei f > 0. Nach dem obigen Kriterium brauchen wir nur zu zeigen, daf
Jix integrierbar ist fiir jedes Kompaktum K C U . Dazu betrachten wir die Funktionen

fj =min(f%,j), jeN,

die offensichtlich beschrénkt und, eingeschréinkt auf K, fast iiberall stetig sind. Nach einer fritheren
Folgerung ist f; integrierbar. Weiter hat man | f;| < FY fiir alle j und lim;_ fj(z) = f%(2) fiir
alle z € R". Nach dem Satz von Lebesgue ist f|x integrierbar. O

1

Folgerung 35.8 Eine Funktion f ist genau dann integrierbar, wenn f € L .

und ||fH1 < 00.

loc

Beweis. Es sei f € LL . und || f ||1 < 00. Dann gilt fiir die Folge Ay := Bj(0), k € N*, daB f4,
integrierbar ist und daf3
[ 1t@lae <151, < o0
A

gilt. Die Umkehrung ist trivial. O
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Korollar 35.9 Es sei f € L], ferner gebe es Konstanten € >0, M >0, R >0, so daf

[ f(z)] <

fir alle © € R™ mit ||9UH2 > R.

[EX i
2

Dann ist f dber R™ integrierbar.

Zum Abschlufl notieren wir noch einmal die auflerordentlich wichtigen Vertauschungsséitze von
Grenzwerten bei Integralen. (Siehe auch Satz 18.35).

Satz 35.10 Es sei X x T C RP x R? = R" eine Teilmenge und f: X x T — R gegeben, so dafs fiir
alle x € X die Integrale

F(z) :/f(x, t) dit
T
existieren.

a) Ist zusdtzlich f(x,t) bei festem t € T eine stetige Funktion in =, und ferner ® (t), t € T, eine
integrierbare Funktion mit | f (z, t)| < ®(t) fir alle (x,t) € X x T, so ist auch F (z) stetig auf X ,
d. h. es gilt

lim [ f(z, t)dit = / lim f(z,t)d%.
T

r—a T r—a
b) Ist X offen in R? und f stetig partiell differenzierbar nach x; bei festem t, und gilt
of

— <
oz (x,t)’ <®(), (r,t)eXxT,

mit einer integrierbaren Funktion ® (t), so ist F' nach x; stetig partiell differenzierbar, und es gilt

0 0
9 /f(a:, nat = [ 95 yan
8xj T T 8;10]-
Die Beweise wurden schon im Anschlufl an Satz 18.35 gebracht. O

Bemerkung. Die entsprechenden Aussagen fiir die Vertauschung von mehrfachen Integralen behandeln
wir im folgenden Kapitel im Zusammenhang mit den Sétzen von FUBINI und TONELLI.

Als Anwendungs—Beispiel wollen wir das EULERsche Integral
/ e 't*71dt fir Reax >0
0

betrachten (das dort die I'-Funktion darstellt). Man kann in jedem Streifen 0 < ¢ < z < 1 und
1 < x < b < oo integrierbare Schranken ®,,(¢) fiir die n—ten Ableitungen (log t)" e~ *#*~! im Sinne
von Satz 10.b) angeben und gewinnt damit die Differenzierbarkeitsaussage

dn o t 1 o an t 1 > t 1
—_— U dt = — (e "t* ") dt = I e "t dt .
dtn/o e / et / (log )" ¢

Nutzt man jedoch aus, daf der Integrand e *t*~! sogar komplez—analytisch in dem Halbraum
Re z > 0 ist, so ldBt sich die obige Argumentation wesentlich abkiirzen (siehe mein Manuskript Funk-
tionentheorie I, Anhang iiber die I'-Funktion).
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Wir konnen nun leicht den Satz von FUBINI beweisen. Wir verwenden dabei die Charakterisierung des
Lebesgue—Integrals in Satz 34.17.

Satz 36.1 (Fubini) Sei f: R® = RP xR?Y - R = RU{+o0} eine integrierbare Funktion. Dann gibt
es eine Nullmenge N C R?, so daf fiir jedes feste y € R9\ N die Funktion

{ RP — R
z — fY(z) = f(z,y)
integrierbar ist. Setzt man
f :L', y dpx )
F) =3 Jo Y
0 , yeN,

so ist die Funktion F : RY — R integrierbar, und es gilt

yeRI\ N,

f(z,y)d’zdly =/ F(y)dly .

R Ra

Beweis. Es sei zunédchst h € H und h = lim ¢ mit einer aufsteigenden Folge von Treppenfunktionen
©r . Setzt man
ol(x) == gp(z,y), hY(x) := h(x,y) beifestem yeR?,

so ist ¢} eine aufsteigende Folge von Treppenfunktionen in den Variablen z € RP mit lim ¢} = hY
fiir alle y € RY. Somit gilt

lim ol(z)de = / hY(z)dx = H (y) ,

k—oo

sofern das rechts stehende Integral existiert; sonst setzen wir H (y) = oo. Nach dem Satz von B. Levi
fiir Treppenfunktionen konvergiert die Folge der Integrale

By (y) = / ol(@)de |

monoton aufsteigend gegen H (im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne).

Nun ist aber die Folge der Integrale

/<I>k(y)dy = / (/w%(w)dfc)dy

erneut wegen des Satzes von Fubini fiir Treppenfunktionen gleich

/ or(w, y) da dy
und damit beschrénkt durch / h(x, y)dzdy. Also ist die Funktion H (y) integrierbar, und es gilt

/(/h(:c, y)dr ) dy = /H(y)dy - kligo/@k(x, y) da dy — /h(% y) dady

Im allgemeinen Fall gibt es zu f und vorgegebenem ¢ > 0 Funktionen hy, ho € H mit —hy < f < hy
und

/h(x,y)dmdygs, h =hy + hsy.
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Wir setzen nun
Hi(y) = /h?(x)dx, i=1,2,
und

Fify) = sup {/a<x>dx: a(®) < f (0, ). aeH} |

Fats) = int { [ 5@ do: () > Flo) sen ).
Wegen —hY < f¥ < hY folgt —H; < Fy < F, < Hy und damit die Integrierbarkeit von Fj und
F2 mit
[ Ewis = [ f@ sy, =12,

Wegen Fo — Fy > 0 und | F2 — Fy ||1 = 0 stimmen die Funktionen F} und F, auflerhalb einer
Nullmenge N iiberein und sind dort endlich. Also ist fiir y ¢ N

Fi(y) = /f(x,y)dx, i=12,
und daraus folgt die Behauptung. ]

Bemerkung. Man schreibt fiir den Sachverhalt im Satz von Fubini auch kurz

f (@, y) dPdiy = /

Ra

( Rpf(x, y)dpx) dly .

Rp+a

Da es hierbei offensichtlich nicht auf die Reihenfolge der Integrationen auf der rechten Seite der Glei-
chung ankommt, kénnen wir den folgenden Vertauschungssatz fiir Integrale formulieren.

Satz 36.2 Ist die Funktion RP x R? 3 (x,y) — f(x,y) € R integrierbar, so existieren die beiden
iterierten Integrale

/]Rq( Rpf(x,y)dpx)dqy und /Rp( qu(x,y)dqy>dpx,

und sie stimmen tberein.

Bemerkung und Beispiel. Es ist durchaus moglich, dafl die beiden iterierten Integrale existieren, aber
nicht iibereinstimmen. Dies ist natiirlich nur moglich, wenn die zugrunde liegende Funktion f (z, y)
nicht integrierbar ist. Als konkretes Beispiel hat man

1 1 1 1
r —y 1 / / T —y 1
——dz |dy = — = d ———dy | dx = =.
/0 (/0 (x + y)3 x) Y 2 0 ( 0o (x4 y)3 y) * 2

Den Leser sollte dieses Beispiel an die Verhéltnisse beim Doppelreihensatz erinnern. Diese suggerierte
Analogie ist ja durchaus nicht aus der Luft gegriffen, da man im Falle von Riemann—Integralen die
Doppelintegrale durch geeignete Doppelreihen approximieren kann. Und genau wie dort ist absolute
Konvergenz, also hier die absolute Integrierbarkeit, das Zauberwort. - Es gilt z. B.:

Satz 36.3 (Tonelli) Die Funktion RP? x R? 3 (x, y) — f(x, y) € R sei lokal integrierbar oder fast
dberall stetig. Genau dann ist die Funktion f dber R™ = RP x R? integrierbar, wenn eines der beiden
iterierten Integrale

/Rq(/Rp|f(x7y)\dpx)de bzw. /Rp</Rq\f(x7y)|dqy)dpx

tber den Betrag von f existiert. In diesem Fall gilt der Satz von Fubini fir f und insbesondere die
daraus resultierende Vertauschungsregel.



36 Der Satz von Fubini 683

Beweis. Die Bedingung ist notwendig wegen des Satzes von Fubini, da mit f auch | f| integrierbar
ist. Fiir die Umkehrung miissen wir nur zeigen, dafl unter den gegebenen Umstéinden | f| integrierbar
ist; denn wegen des Satzes 35.5 und der Folgerung 35.7 ist dann auch f auf RP x RY integrierbar.
Es sei dazu Wy der kompakte Wiirfel mit Mittelpunkt 0 und Kantenldnge 2k, und ferner sei fj :=
min (| f|, k- Xy ). fr ist fiir lokal integrierbares f aufgrund der Definition und fiir fast iiberall stetiges

k
f wegen Folgerung 33.11 integrierbar, und die Folge der f; konvergiert monoton wachsend gegen | f|.
Der Rest ist eine einfache Anwendung des Satzes von B. Levi im Zusammenhang mit dem Satz von
Fubini:

fk(x,y)d”:rdqy:/Rq< Rpfk(x,y)dpa,’)dqy§Aq(4p|f(x,y)|dpx)dqy<oo. 0

Rp+a

Beispiel. Man kann in dem Satz von Tonelli nicht auf die Betragsbildung bei der Funktion f verzich-
ten. Es sei ndmlich f : R? — R gegeben durch f(z) := sign(zy)/(z? + y?) fiir (z,y) # (0, 0)
und f(0,0) = 0. Man zeigt leicht, etwa mit dem Satz iiber die Integration rotationssymmetrischer
Funktionen, da8 f nicht iiber R? integrierbar ist, dal aber die beiden iterierten Integrale

/R(/Rf(x,y)d:c)dy und /R</Rf(x’y)dy)dx

existieren und gleich 0 sind.

Zum Abschluf} dieses Kapitels besprechen wir kurz das ,, Tensorprodukt “ zweier Funktionen. Es seien
dazu f, g integrierbare Funktionen in den Variablen z = (z1,...,2,) € R? bzw. y = (y1,...,¥yq) €
RY. Dann wird durch

(f@g)(z,y) = f(z)-g9(y)

eine Funktion auf R” x RY = RP*? definiert, die man auch als Tensorprodukt der beiden Funktionen
bezeichnet. - Man hat den folgenden Satz.

Satz 36.4 Mit f und g ist auch f ® g integrierbar, und es gilt

[ usowweeay = ([ s@ea) ([ sway)
Rp+a RP Ra
Ist umgekehrt f ® g integrierbar und verschwindet g nicht fast iberall, so ist f integrierbar.

Beweis. Ist @ eine Hiillreihe zu f und ¥ eine solche zu g, so ist ® ® U eine Hiillreihe zu f ® g mit
dem Inhalt
I(PV) =1(D)-1(7).

Daraus folgt unmittelbar die Ungleichung

I feal, < 171,19l -

Sind dann ¢ und @ Treppenfunktionen in z bzw. ¥y, so ergibt sich die erste Behauptung aus der
Ungleichung

Ifeg—vad¢l =feg-9®g+e@g -yl <If—el lgll, +1lg—¢l el

und der offensichtlichen Identitat

| wen@naedy = ([ @) ([ vway).

Es sei umgekehrt das Tensorprodukt f ® g integrierbar. Dann gibt es nach dem Satz von Fubini eine
Nullmenge N C R?, so daB fiir alle y ¢ N die Funktion z — (f ® g) (z, y) = f(x)g(y) integrierbar
ist. Nach Voraussetzung gibt es sogar ein y ¢ N, so dal g(y) # 0 ist. Dann ist aber auch die
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Funktion f integrierbar. O

Beispiel. Die Funktion (z, y) — 2P~ 1y?~!, p, ¢ € R, ist genau dann iiber dem offenen Wiirfel (0, 1) x
(0, 1) integrierbar, wenn beide Funktionen z + xP~! und y + y9~! iiber dem offenen Einheitsintervall
(0, 1) integrierbar sind, also genau dann, wenn p > 0, ¢ > 0.
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Das einzige Ziel dieses Paragraphen ist der Nachweis des folgenden zentralen Satzes der (Lebesgueschen)
Integrationstheorie samt einiger einfacher Anwendungen.

Satz 37.1 (Transformationsformel fiir mehrfache Integrale) Es secien U, V C R™ offene Men-
gen, und ® : U — V sei ein C'-Diffeomorphismus. Dann gilt :

f:V — R =RU{+}
ist genau dann integrierbar, wenn
f, == (fo®)-| det(D®)|

dber U integrierbar ist, und es gilt die Transformationsformel

| rway = [ g @,

also noch einmal vollstindig ausgeschrieben :

/f(y)d”y= / F(® (@) - | det (D®)(x) | dx .
1% U

Bemerkungen. 1. Es geniigt zu zeigen, dafl aus der Integrierbarkeit von f > 0 diejenige von f<1> folgt
und die Ungleichung

() [ ra< [ 1,

besteht. Denn offensichtlich ist ( fq))jE = ( fi)q), so dafl aus der Integrierbarkeit einer beliebigen in-
tegrierbaren Funktion f auch die von fq) folgt. Durch Anwendung der gleichen Ungleichung auf f<I>

anstelle von f und auf ®~! anstelle von ® erhilt man weiter

[ tyie< [ rav.

da aufgrund der Kettenregel (fq))(lr1 = f ist.

2. Die letzte Formel ist nur ein Spezialfall von
(F)e = fooa

wenn W : V — W C R" einen weiteren C!'-Diffeomorphismus und f eine integrierbare Funktion auf
W bezeichnet. Daraus schliefit man sofort:

Lemma 37.2 Es scien ®: U —V und ¥ : V — W C'-Diffeomorphismus. Gilt die Transformati-
onsformel fiir ® und V¥, so auch fir die Komposition ¥ o ® .

Beweis. Mit f: W — R ist auch g := f\p : V — R integrierbar und dann auch 9y U — R. Nach

der vorstehenden Bemerkung 2 ist 9y = f o Somit ergibt sich die gesuchte Formel:

Yo

/Wfdw:/vf\l,dyZ/ngyz/qu)dx:/Uf%@dx. O
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Der Beweis der Transformationsformel wird in mehreren Schritten erfolgen und erst gegen Ende des
Kapitels abgeschlossen sein. Er hat den Vorteil, daf} fast jegliche ,,Epsilontik “ vermieden wird und jeder
Einzelschritt leicht nachvollziehbar ist; dieser Vorteil hat aber seinen Preis, ndmlich den Nachteil, dafl
die Argumentationskette in ihrer logischen Struktur ziemlich verwickelt ist.

Die entscheidenden Punkte sind, dafl man das zu beweisende Resultat durch allgemeine Integra-
tionstheorie und stetige Teilungen der Eins auf integrierbare Funktionen f mit ,kleinen“ Trégern
zuriickfithren und dann den Diffeomorphismus ® lokal so zerlegen kann, dafl die Giiltigkeit der Trans-
formationsformel mit Hilfe des Satzes von Fubini aus dem eindimensionalen Fall deduziert werden kann.

Wir beginnen mit dem Beppo Levi—Prinzip in dieser Situation:

Lemma 37.3 Bei vorgegebenem Diffeomorphismus ® : U — V st die Transformationsformel schon
dann fir eine integrierbare Funktionen f auf V erfillt, wenn f aufsteigender Limes von integrierbaren
Funktionen f; ist, fir die die Transformationsformel bzgl. ® gilt.

Beweis. Da die Folge der f; punktweise monoton von unten gegen die integrierbare Funktion f kon-
vergiert, ist nach dem Satz von B. Levi die Folge der Integrale

/ijdy= /U(fj)q)dl"

monoton wachsend gegen / f dy konvergent. Andererseits ist die Folge der ( fj)(I> punktweise monoton

v
wachsend gegen fq) . Erneut nach dem Satz von B. Levi ist dann fq) integrierbar mit

/qu>dx=jli_{go U(fj)¢dx=/vfdy- 0

Das erste der beiden weiter oben genannten Ziele wird schon durch die folgenden beiden Hilfssétze
erreicht.

Lemma 37.4 Bei vorgegebenem Diffeomorphismus ® : U — V st die Transformationsformel schon
dann fir alle integrierbaren Funktionen auf V  erfillt, wenn sie fiir alle integrierbaren Funktionen
mit kompaktem Trdger in V erfillt ist. Genauer gilt : Die Transformationsformel ist fir eine fest
vorgegebene integrierbare Funktion [ erfillt, wenn sie richtig ist fir alle Einschrinkungen fi von f
auf Kompakta L C V.

Lemma 37.5 Bei vorgegebenem Diffeomorphismus ® : U — V ist die Transformationsformel schon
dann fir alle integrierbaren Funktionen auf V  erfillt, wenn es zu jedem Punkt y € V eine Umge-
bung W = W (y) CV gibt, so daf die Transformationsformel fir alle integrierbaren Funktionen mit
kompaktem Trager in W erfillt ist.

Beweis von Lemma 4. Es sei Lo C Ly C---C L; C--- CV eine kompakte Ausschépfung von V. Die
Funktionen f; := X, f sind dann integrierbar mit kompaktem Tréger supp f; C L; . Da die Folge der

J
f; punktweise monoton von unten gegen die integrierbare Funktion f konvergiert, ist wegen Lemma 3
nichts weiter zu zeigen. O

Bemerkung. Unter den Voraussetzungen von Lemma 4 ist die Folge der K; := ®~!(L;) eine kompakte
Ausschopfung von ®~1(V) = U, und wegen

(fi)y = (x, 0®)(fo®)|det (DP)| = x, f,

J J
besitzen auch die Funktionen ( fj)<1> kompakten Tréger in U .

Beweis von Lemma 5. Wegen Lemma 4 kénnen wir ohne Einschriankung annehmen, daf§ die integrierbare
Funktion f einen kompakten Trager L C V besitzt. Dann wird L von endlich vielen offenen Mengen
Wi, ..., Wy, CV iiberdeckt, fiir die die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt sind. Wir wéhlen zu dieser
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Uberdeckung stetige Funktionen Aj auf V' mit kompakten Trager in W; und 0 < A; <1, die sich auf
L zu Eins addieren. Dann hat auch f; := A; f kompakten Tréger in W;, und es gilt Z fi=1f
auf ganz V . Infolgedessen ist j=1,..,m

/vfdy:g/vfjdyzg/wjfjdy:gé

Wir kénnen nun einen ganz wesentlichen Reduktionsschritt bzgl. der zu betrachtenden integrierbaren
Funktionen machen.

(fj)q>dx:/Uf¢dx. O

—H(W;)

Satz 37.6 Bei vorgegebenem Diffeomorphismus ® : U — V ist die Transformationsformel schon dann
fiir alle integrierbaren Funktionen auf V' erfillt, wenn sie fiir alle stetigen Funktionen mit kompaktem
Trager in V' giiltig ist.

Dieser Satz, den wir sofort beweisen werden, hat eine unmittelbare Konsequenz, die wir wegen ihrer
grundlegenden Bedeutung sogleich notieren wollen: Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung ist die Transformationsformel giiltig fiir alle stetigen Funktionen mit kompaktem Trager in
einer reellen Verénderlichen, und damit stellen wir fest:

Folgerung 37.7 Die Transformationsformel ist im Falle der Dimension n = 1 fiir alle integrierbaren
Funktionen erfillt.

Beweis (Satz 6). Es sei zundchst h € H und A : R" — R eine stetige Funktion mit A > 0 und
supp A CC V. Dann gilt fiir A h die Transformationsformel wegen Lemma 3. Denn nach einem fritheren
Satz ist h der aufsteigende Limes von Funktionen h; € C0, so daf also auch Ah; /' Ah, und fiir die
Ahj € CO(V) gilt die Transformationsformel nach Voraussetzung.

Nach den obigen Reduzierungen kénnen wir nun annehmen, daf} die integrierbare Funktion f > 0 und
der Trager von f in einem Kompaktum L C V' enthalten ist. Wir wéhlen nun zu vorgegebenem ¢ > 0

Funktionen hf, h5 € H mit —hf < fr < h§ und /(h‘f + h3)dy < e. Ferner gibt es eine stetige
Funktion A: R™ — [0, 1] mit Az = 1 und supp L CC V. Also gilt auch
—Hi = =Ahi < f, < Ahy = Hj

und
/ (Hf + H3)dy < / (R + h3)dy < €.
V n

Nach der Eingangsbemerkung sind (ng)<1> und (HQE)@ integrierbar mit

[, + ), ) de = [ i + w5y < <.
Wegen
(~H), < )y = fy < UI5),

ist dann auch fq) integrierbar mit

dr = I HE) dz = li HEdy = dy . O
/qu,w 61{%/1](2)@% ;{%/sz /ny

Nachdem wir soweit die Klasse der zu integrierenden Funktionen wesentlich eingeschrénkt haben
auf die Klasse der stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger in V', miissen wir uns auf die Frage
konzentrieren, ob wir auch die Klasse der C!'-Diffeomorphismen @ auf speziellere Typen reduzieren
konnen. Wegen der Lemmata 2 und 5 brauchen wir dazu nur einzusehen, daf} sich Diffeomorphismen
lokal immer als Produkt von spezielleren Diffeomorphismen schreiben lassen, fiir die die Transformati-
onsformel durch Zuriickfithrung auf den eindimensionalen Fall einfach zu beweisen ist. - Der Schliissel
zu dieser Strategie, die auf DIEUDONNE zuriickgeht, liegt in dem folgenden Satz.
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Satz 37.8 Die Abbildung ® : U — V sei C'—invertierbar von der Gestalt
(Y1, yn) = O (z1,...,20) = (h(T1,...,2Zn), Ty .., Ty) .
Dann gilt die Transformationsformel fiir ® .

Beweis. Aufgrund der speziellen Bauart von ® berechnet man sofort

oh

S (@)| = | et (D) ()| # 0.

Nach Definition gilt dann mit Hilfe des Satzes von Fubini und der eindimensionalen Transformations-
formel (Folgerung 7) (hierbei bezeichnet f die triviale Fortsetzung von f nach R™):

Lummwww@mwx

:/R(...(/Rf(h(xl,...,anxg,...,xn) dm1>-~-> dxy,
= [ [ (] Fwdn ) dwe)dv = [ Fwyay= [ a0

Der Satz von Fubini impliziert weiter, dafl sich mehrfache Integrale nicht unter Permutation der
Koordinaten dndern. Andererseits besitzen solche Permutationen, aufgefafit als lineare Transformatio-
nen, die (Funktional-) Determinante 4+1. Mit anderen Worten: Die Transformationsformel ist giiltig
fiir Permutationen der Koordinaten. - Dies fithrt zusammen mit Satz 8 zu

Oh
871;1(‘%17 . ,.Tn)

Satz 37.9 Die Transformationsformel ist giltig fiir alle bijektiven affinen Abbildungen R™ — R™.

Beweis. Wir schreiben die affine Abbildung @ in der Form ®: x — Ax + a. Nach Voraussetzung ist
det A = det (D®) # 0, also die Matrix A invertierbar. Es ist dann zu zeigen, da8 fiir alle f € C?(R")
die Gleichung

f(y)dy = (det A) f(Az + a)dx
R~ R~

besteht. Nun ist aber Az + a = A(z + A~'a) und das Integral translationsinvariant. Somit ist die
rechte Seite dieser Formel auch gleich

(det A) f(Az)dx .
]Rn

Mit anderen Worten: Wir kénnen uns auf den Fall linearer Automorphismen x — Az beschrinken.
Eine solche Abbildung setzt sich aber zusammen aus Automorphismen der Gestalt

Ar(xy, ... xp) = (cx1, Ty .oy Zpn), ¢# 0, Ag(x1,...,2,) = (X1 + 22, Ta,...,Tp)

und Permutationen der Koordinaten. Mit dem Satz von Fubini und der Transformationsformel
in Form von Satz 8 ergibt sich sofort in diesen verbleibenden zwei Fillen die Behauptung, da
det Ay = ¢, det Ay = 1. O

Bemerkung. Es gibt einen sehr eleganten Beweise von Satz 9, der auch ohne Satz 8 auskommt. Man
setzt dazu

T :={AcCL(n, R): fir A gilt die Transformationsformel bzgl. der Funktionen f € CO(R")}

und zeigt:



37  Die Transformationsformel fiir mehrfache Integrale 689

1. diag (A1,...,\) €T,

2. O(n, R) ¥ (Bewegungsinvarianz des Integrals).

3. Ae¥ Be¥ = ABe%,

4. T=GL(n, R).

Beweis von 1. Fiir die gegebene Diagonalmatrix D ist det D = Ay -...- A, # 0, also insbesondere
A; # 0 fiir alle j =1,...,n. Weiter ist mit f € C2 auch fo D eC?, und

Rnf(Dm)dx:/Gi" (( ablf()\lxh...,)\nxn)dxl)”')dx”

1

fiir geeignete a; < b;, j=1,...,n. Mit y; = X\jz; ergibt sich dy; = A;dx;. Beachtet man noch,
dafl man bei negativen A; die Integrationsgrenzen vertauschen muf, so erhalt man schlielich

fDzyde = |27 I fy)dy
R™ R™

und damit

[ rwa)deepids = [ ran,

Beweis von 2. Dies ist in der Tat der schwierigste Teil. Sei zunéichst A € GL (n, R) beliebig. Dann ist
mit f € C? sicher auch fo A€ C?, so dal

(0= [ (oM@ = [ fland

Rn

ist lineares, monotones Funktional darstellt. Nach einem bekannten Satz®® ist jedes solche Funktional,
das zusétzlich translationsinvariant ist, bis auf eine multiplikative Konstante das (Riemannsche) Inte-
gral. Die Translations—Eigenschaft haben wir oben schon bewiesen, ohne es direkt zu vermerken. Wir
wiederholen das Argument: Sei a € R™ beliebig, und 7, sei die entsprechende Translation. Dann gilt

7,6f) = [l e A @ds = [ f(Az - a)do
- /f(Ao(g: — A ) dr = /TA71a(foA)(x)dx
= [Gen@ds = [ faz)iz = 1,0,
Also existiert auch fiir A € O (n) ein A = Aq > 0, so daB
[eny@as = [ sway.

und man braucht zur Bestimmung von A4 nur beide Integrale fiir eine einzige Funktion f zu bestim-

men. Wir wéhlen z. B.
= L el <
i 0 . el =1
Wegen A€ O(n) ist dann ||Az|| = ||z fir alle z € R”, so daB8 fo(Az) = fo(xr) und damit

/fO(Ax)dx = /fo(ﬂﬁ)dl“ >0,

59siehe FORSTER, Analysis 3
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also Ag4 = 1 gilt. Fiir orthogonale Matrizen A ist andererseits bekanntlich det A = +1, so dafl wir
die Konstante A4 als Betrag | det A| der Determinante von A auffassen konnen.

Der Beweis von 3. ist selbstverstéindlich iiberfliissig, da die Aussage ein Spezialfall von Lemma 2 ist.

Die Aussage 4. ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden wohlbekannten Ergebnis der Linearen
Algebra, dessen einfachen Beweis wir hier zur Bequemlichkeit des Lesers reproduzieren.

Hilfssatz Jede Matrizc A € GL (n, R) ldfit sich schreiben als A = S1 D S2, wobei D eine Diagonal-
matriz (mit positiven Eintrigen) ist und die Matrizen S1, Sa orthogonal sind.

Beweis des Hilfssatzes. Die Matrix 'A - A ist symmetrisch. Damit liefert der Satz iiber die Hauptach-
sentransformation eine orthogonale Matrix S, so daf

ISTAAS = Dy = diag(A,..., \n) -

Wegen
A = teleek = tektStAASek = t(ASek)~ASek = ||A56k ||2 >0

kann man aj = /Ay und D = diag(aq,...,q,) setzen und erhilt D? = D;. Setzt man schliefilich
S = ASD ! und Sy = S!, so priift man leicht nach, da8 S; und S3 orthogonal sind und die
gewiinschte Beziehung A = S; D S5 besteht. ]

Was uns jetzt noch zum vollstéindigen Nachweis der Transformationsformel fehlt, ist der folgende
lokale Struktursatz fiir Diffeomorphismen.

Satz 37.10 Lokal ist jede C'—invertierbare Abbildung endliches Produkt von affinen Abbildungen und
solchen von dem Typ in Satz 8 (bis auf Permutation der Variablen).

Beweis. Durch Heranmultiplizieren mit Translationen diirfen wir annehmen, da = 0 und y =
® (z) = 0. Betrachte dann ¥ = ((D®)(0))"'®,d. h. & = ((D®)(0)) o ¥. Da (D®)(0) linear ist,
brauchen wir nur noch ¥ zu betrachten, kénnen also annehmen, wenn wir wieder ® fiir ¥ schreiben,
daB

(D®) (0) = En = (6ij) -

Wir ordnen nun der Abbildung ® = ® (z1,...,2,) = (p1(2),...,on(z)) die Abbildungen
%(95) = (801(37), ERS) @J(x)a Tjdlyeny mn)

zu. Nach Voraussetzung ist auch
(Di;) (0) = En,

und die %; sind nach dem Satz iiber implizite Funktionen lokal um den Usprung C'-invertierbar.
Mithin gilt lokal um 0 wegen ¥, (z) = @ (z), Yo(x) = x:

D =, = oWt otn1)o (W, yothya)o--o (Pt orhy) oyt
= (Ynot, ) o (1ot y) oo (thy-vi ) o (Wroty?).

Die Abbildungen in den Klammern der letzten Zeile sind aber von der Gestalt

1/)]'0 ]—_11(:17) = (xlw"a'rj—la@j(z)vzj-‘rla"'vgjn)7

also bis auf Permutation von der Art wie in Satz 8. O

Damit ist die Transformationsformel Satz 1 endgiiltig bewiesen. - Als erste Konsequenz notieren wir:
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Folgerung 37.11 Es seien U, V C R" offene Mengen, und ® : U — V sei ein C'—Diffeomorphismus.
Ist B CV Lebesgue—mefbar, so gilt

Vol, (B) = / | det (D ®) | dz .
3-1(B)

und damit (x ) = x | det (D @) . O

Denn offenbar ist x _o® = x
B »-1(B) B’® &-1(B)

Bemerkung. Wir werden anschlieSend beweisen, dafl in der vorigen Folgerung B genau dann Lebesgue—
mefbar ist, wenn dies fiir das Urbild ®~!(B) zutrifft.

Beispiel. Sind ag,...,a, Vektoren in R™ so heifit die kompakte Menge

n
P:P(al,...,an):{xeR":x:Z/\jaj, 0 < A Sl}

Jj=1

ein Parallelotop oder Parallelepiped, fiir n = 2 auch ein Parallelogramm. Ist A : R™ — R™ die durch
A (e;) = a; gegebene lineare Abbildung, so ist

P=A@Q, Q=1I01]".

Somit ergibt sich, sofern A invertierbar ist,
Vol (P) = / | det A|dx = | det A| Vol,(Q) = | det A|.
A-1(P)

Diese Formel gilt aber auch im ausgearteten Fall det A = 0, bei dem P in einer Hyperebene enthalten
ist und damit das Mafl 0 besitzt.

Wir beweisen jetzt noch die weiter oben formulierte Bemerkung {iber den Zusammenhang der Inte-
grierbarkeit der Mengen B und ®~1(B).

Satz 37.12 Es sei ® : U — V ein C'-Diffeomorphismus. Dann ist B C V genau dann Lebesque—
mefSbar, wenn dies auch fiir ®~1(B) C U richtig ist, und es gilt

Vol,,(B) = / | det (D @) | dx .
®-1(B)
Mit anderen Worten : Mit M C U ist auch ® (M) CV Lebesque-meflbar, und es gilt

Vol (@ (M) = / | det (D ®) | dz
M
Beweis. Da wir die Rollen von ® und ®~! vertauschen kiénnen, reicht der Nachweis, dal mit ®~!(B)
auch B Lebesgue—mefbar ist. Die behauptete Formel braucht dann nur noch von Folgerung 11 abge-
schrieben zu werden. Wir schépfen dazu U durch kompakte Mengen aus: U = U2 K, Ko C Ky C
-+, und setzen A; = ®"Y(B)N K;. Dann wird @ !(B) durch die Lebesgue-mefbaren Mengen A,
ausgeschopft und B durch die Mengen B; := ® (A;). Es geniigt, den Satz fiir die B; zu beweisen,
da sich hieraus der Allgemeinfall wegen

Vol, (B(A,)) = / | det (D ®) |dw — MESCEIE

A J—oo Je-1(

ergibt. Wir diirfen also annehmen, dafli ®~1(B) relativ kompakt in U liegt und dann, nach evtl.
Verkleinerung von U und V = @ (U), da8 | det (D®~1)| > g9 > 0 auf V ist. Dann ist aber

Xy = (g ip))gs | det (DO
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wegen der Transformationsformel fiir ! iiber V integrierbar. |
Bemerkung. Man kann die letzte Aussage (im Falle von kompakten Teilmengen K C U') ganz wesentlich
verallgemeinern auf stetig differenzierbare Abbildungen ® : U — R™, die nicht notwendig Diffeomor-

phismen von U auf ® (U) sind. Selbstverstindlich kann man hier nur eine Ungleichung erwarten. Wir
zitieren ohne Beweis:

Lemma 37.13 (Sardsche Ungleichung) FEs sei U C R™ offen, und ® : U — R™ sei eine einmal
stetig differenzierbare Abbildung. Dann gilt fir jedes Kompaktum K C U :

Vol, ( / | det (D @) () | d"x
Speziell ist ® (Q) eine Nullmenge fiir einen ausgearteten Quader @ .

Bemerkung und Definition. Im Falle eines Diffeomorphismus ¢ ist das SARDsche Lemma eine
Konsequenz aus Satz 12, da mit K auch ® (K) kompakt und damit Lebesgue-mefibar ist. Ist die in
Lemma 33 angegebene Ungleichung fiir eine Abbildung ® : U — R™ und jedes Kompaktum K C U
erfiillt, so sagen wir, dafl die Abbildung ® dem Sardschen Lemma geniigt.

Wir demonstrieren die Niitzlichkeit des Sardschen Lemmas fiir einen alternativen Beweis der Trans-
formationsformel an einem einfachen Resultat.

Lemma 37.14 Die zu Beginn des Kapitels angegebene Ungleichung (%) gilt fir alle Funktionen f der
Gestalt
f=>¢ X,
mit ¢; > 0 und Kompakta L; CV , wenn ® der Sardschen Ungleichung geniigt.
Denn setzt man K; = ®7(L;), soist K; C U kompakt und
ZCJX |det (D).

Es folgt

/fdy: ¢; Vol,, ( ZCJ/ | det D<I>|dx_/f dz . 0
14

Folgerung 37.15 Die Transformationsformel gilt fiir alle f € CO(V), sofern ® und ®~1 der Sard-
schen Ungleichung gentigen.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei f > 0. f ist dann der aufsteigende Limes von Treppenfunktionen
@ > 0. Durch Abéinderung auf Quaderrindern kann man annehmen, daf3

Ok = Pk + Yk, Pk :chkXij,

mit ¢;r > 0, Qjr kompakte Quader in V', und %, = 0 auflerhalb einer Nullmenge N C V', die
Vereinigung von ausgearteten Quadern ist. Es ist dann

/V%Dkdy = /V@kdy < /U(@k)qﬂw: /U ((‘Zk)q) + (1/)1@)@) dr = /U(m)q)da:
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da nach der Sardschen Ungleichung fiir ®~! die Menge ®~!(N) eine Nullmenge ist. Aus ¢y " f folgt
natiirlich auch (¢x) 7 f . Da f in Co(U) liegt, hat man

/sokdyé/(sok)@dxé/ [ dr <00
14 U w

Also ist nach dem Satz von B. Levi

/fdy: lim/gokdyg/f dz .
% k—oo Jy v°®

Anwendung derselben Formel auf f<1> € CO(U) anstelle von f und @' anstelle von @ liefert die
Behauptung. O

Bemerkungen. 1. Es ist in der Tat moglich, die Sardsche Ungleichung direkt, also ohne Verwendung der
Transformationsformel, zu beweisen und so entlang der eben angedeuteten Beweislinie die Transforma-
tionsformel abzuleiten. Dies fiihrt sogar zu einer strengeren Form der Transformationsformel:

Satz 37.16 Ist U C R" offen und ® : U — R"™ injektiv und stetig differenzierbar, so ist eine Funktion

f: ®U) — R genau dann integrierbar, wenn dies fiir fq} : U — R richtig ist, und es gilt die
Transformationsformel.

2. Man beachte, dal unter diesen schwécheren Voraussetzungen ® kein Diffeomorphismus von U auf
® (U) zu sein braucht. Allerdings ist das Bild ® (U) aufgrund eines tiefliegenden Satzes von BROUWER
tatséichlich offen in R™ und ® : U — ®(U) ist ein Homdomorphismus. Hierzu geniigt schon, dafl
®: U — R" injektiv und stetig ist.

3. Mehr Einzelheiten iiber diesen Zugang findet man in K. FLORET: Mafi— und Integrationstheorie.
Teubner Studienbiicher. B. G. Teubner: Stuttgart 1981.

Als Anwendung der Transformationsformel bringen wir die Berechnung von Integralen vermittels
Polarkoordinaten. In R? 148t sich jeder Punkt (z, y) in der Form

(z,y) = (r cos @, T sin ¢)

v

Figur 37.1

schreiben, d. h. die (differenzierbare) Abbildung
P: Ry xR — R, Pyr,p) = (r cos @, rsin @)

ist surjektiv. Als Funktionalmatrix erhilt man

cos ¢ —rsin @
DP,; =
sin ¢ 1 cos ¢
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und damit det (DP2) = r(cos? ¢ + sin®p) = r. Somit ist die Einschrinkung von P, auf R* x R
lokal ein Diffeomorphismus. Man sieht leicht, dal unter P, der offene Streifen R xII, II = (—m, 7),
diffeomorph auf R?\ {(z, y): 2 < 0, y = 0} abgebildet wird.

N

\

2)
y =
- .

_

Figur 37.2

-

Da die Halbachse S = {(z,y): 2 < 0, y = 0} eine Nullmenge in R? ist, spielt sie bzgl. Integration
keine Rolle.

Man definiert nun induktiv
Po(ry 01,y on—1) := (Poe1(ry ©1,.. ., Pn_2) €COS @©n_1, r Sin ©,_1) ,
also z. B. fiir n = 3:
Ps(r, @1, p2) = (r cos p1 cosps, rsin @1 €os w2, T sin @) .
Weiter setzt man
m =M= (—m ), IOF:=1I"x (——
und beweist dann leicht den folgenden
Satz 37.17 Die Polarkoordinatenabbildung P, : Ry x R"~! — R" hat die folgenden Eigenschaften :
D) [ Palr, o1, n-1) [l2 = 7.
ii) P, bildet den offenen Streifen R x "1 diffeomorph auf den geschlitzten Raum
R™\ (SxR"?), S ={(z1,22) €ER?*: 2y <0, 20 =0}
ab.
iii) Es gilt mit ¢ = (¢1,...,pn_1) € I"71
| det (DP,) (r, ) | = "1 C ()
mat

n—2

C(p) = Cp1,---,pn1) = cos’ g1 cos' pa- ... cos" 2oy .

Beweis (Ubungsaufgabe). O

Es sei nun I C [0, co] ein Intervall und
B(I) :={zeR": ||z|2€l}.

B (I) ist eine Kugelschale bzw. eine punktierte Kugel. Als Folgerung aus der Transformationsformel
erhélt man dann sofort das
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Lemma 37.18 Eine Funktion f: B(I) — R ist genau dann integrierbar, wenn

f(Pa(r,9)) C ()"

tiber I x II"™1 integrierbar ist, und es gilt dann

/B(I) f(z)d"z = /1 /Hnﬂ F(Pa(r, 9))C (@) r"Ld" Yo dr .

Ein Spezialfall liegt dann vor, wenn f kugelsymmetrisch ist:

fx) = fdlzl) -
Wegen f (Pn(r, ) = f (|| Pu(r, @) |]) = f(r) ergibt sich hierbei mit Hilfe des Satzes von Fubini:

[ r@ae= ([ care) ([romta).

Wihlt man in dieser Formel speziell f = 1 und I = [0, 1], so iibersetzt sich diese in

1
r=0 >

Folgerung 37.19 FEine kugelsymmetrische Funktion f auf B (I) ist genau dann integrierbar, wenn
f(r)yr™=1 diber I integrierbar ist, und es gilt

cloyro (2

n

%:%mmm:/

IIn—1

Zusammenfassend ergibt sich die

[ s = [ foetar
B () I

mit dem n—dimensionalen Volumen k, der Finheitskugel :

7
ny2 ? ) n:2Q7
m
/{n:niz
r <47 1) 247a-1
2Jr T n=2¢—1.

1-3-...-(2¢—1) '

Es gibt weitere interessante Koordinatentransformationen, wie z. B. die von JACOBI, die sich im
Falle der Dimension n = 2 schreiben 143t in der Form

()=

Es ist unschwer zu sehen, daf§ diese Abbildung den Streifen R*% x (0, 1) diffeomorph auf R% x R%
abbildet mit der Umkehrabbildung

(i)kﬁ(5>:z<y;;fw>'

Dabei geht insbesondere der offene ,Einheitswiirfel“ (0, 1) x (0, 1) iiber in das offene ,Standard—
Simplex “
A = {(z,y) eRL xRyt +y < 1}.
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v
v

Figur 37.3

Da die Determinante des Differentials dieser Jacobi-Abbildung gleich w ist, folgt direkt aus der
Transformationsformel:

Satz 37.20 FEine Funktion f auf (]Rj)2 = R% xR% st genau dann integrierbar, wenn die Funktion
(ua U) U f(u(l - ’U)a U,’U)U

iiber den Streifen S := RY x (0, 1) integrierbar ist, und dann gilt

/ I (z, y)dxdy:/f(u(l_v)’ wv)ududv .
(R%)? S

Beispiel. Das EULERsche Beta—Integral ist definiert durch

1
B(z, w) := / (1 —t)>~teetat,
0

es konvergiert fiir reelle z > 0, w > 0. (In der Tat existiert es auch fiir kompleze z, w mit Re z >
0, Rew > 0). Das Beta-Integral kann durch die T'-Funktion ausgedriickt werden. Es ist bekanntlich
(siehe Kapitel 18)

I'(z) = / e da
R%
fiir reelle z > 0 (und die I'-Funktion wird durch die gleiche Formel auch in den komplexen Bereich

Re z > 0 fortgesetzt). Also ist nach dem Satz iiber das Integral von Tensorprodukten integrierbarer
Funktionen

I'z)r'(w) = / 2* Ly e @) dp dy
(R7)?

Fiir die rechte Seite bietet sich aber als Integrationsmethode sofort die Jacobi-Transformation an; sie
berechnet sich mit Hilfe des Satzes von Fubini zu

/S(u(l — )" (o) e ududy = (/0 urte—lew du> (/0 (1 — v)y*tywt dv) .

Damit gewinnt man die berithmte Beziehung

Es ist ein Leichtes, mit derselben Methode die folgende Aussage zu beweisen:
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Lemma 37.21 Es sei ¢ = @ (u) eine Funktion in einer reellen Verdinderlichen w, und p, q seien
reelle Zahlen. Genau dann ist die Funktion

fla,y) =2y (e + y)

iiber das (offene) Standard-Simplex A? integrierbar, wenn p und q positiv sind und die Funktion
w— uPT o (u) diber (0, 1) integrierbar ist. Es gilt dann

/ 2" Lyt o (z + y)dady = B(p, q) / P o (u) du
A2 (0,1)

Beispiel. Wahlt man in der vorstehenden Formel ¢ = 1, so gewinnt man wegen

1 I'(p)T
/ uPt ldy = —— und B(p, q) = L)
0,1) p+q L(p+ q)
die fiir alle positiven p, ¢ giiltige DIRICHLETsche Formel
I'(p)T
/ :L,p—l yq—l dx dy _ (p) (q) )

Beweis von Lemma 21. f ist genau dann iiber A? integrierbar, wenn die Funktion
fla =), uv)u = @ o) (1 - v)P et

iiber den offenen Einheitswiirfel integrierbar ist. Wegen Satz 36.4 ist dies dquivalent zur Existenz der
beiden Integrale

/ uPt o (u) du  und / (1 — )Pt tdy,
(0,1) (0,1)

und das zweite Integral existiert genau dann, wenn p und ¢ positiv sind. O

Wir beenden dieses Kapitel mit der Einfithrung der sogenannten Faltung zweier integrierbarer Funk-
tionen f, g: R™ — R und dem Nachweis der elementarsten Eigenschaften. Da das Tensorprodukt f®g
integrierbar ist, folgt mit der Transformation (z, y) — (z — y, y) die Integrierbarkeit der Funktion
(z,y) — f(x — y)g(y) und somit die Existenz des Integrals

(f*g)(z) = - flx—y)g(ydy

fiir fast alle € R™. Da, wo das Integral nicht definiert ist, setze man einfach (f xg) (z) := 0.

Definition. Die hierdurch definierte (integrierbare) Funktion fxg heifit die Faltung von f mit g (oder
auch von f und g, da, wie wir weiter unten zeigen werden, die Kommutativititsaussage fxg = g* f

gilt).

Bemerkung und Beispiel. Die Faltung f % g ist eine Art ,gewichtete Mittelung“ von f, wobei die
Gewichtung vermittels ¢ geschieht. Ist z. B. ¢ = g¢. die charakteristische Funktion des Intervalls

[—e, €], so ist unter Heranziehung der Substitutionsregel fiir die Substitution £ := xz — y bei festem
zeR:
€ x+e
(9@ = [ fe-nay= [ .
—€ r—E€

Satz 37.22 Mit f und g liegt auch die Faltung f +g in L, und es gilt

[ trpwas = [ raa) ([ swas).

Ferner hat man die folgenden Aussagen :
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a) [ f=gll, < IfI Mgl
b) fxg=gx*f;

c) supp (f * g) C supp (f) + supp (g) .

Bemerkung. Aufgrund dieses Satzes wird L' zusammen mit der iiblichen Addition und der Faltung als
Multiplikation bzgl. der Norm || - ||1 eine (kommutative) Banach—Algebra. Das Integral ist auf diesem
Raum ein Algebra—Homomorphismus.

Beweis (Satz 22). Bei Abénderung der Funktionen f und ¢ auf Nullmengen wird auch die Faltung

f * ¢ nur auf einer Nullmenge veréindert. Da weiter die Funktion f(x — y) g (y) integrierbar ist, erhilt
man nach Fubini und mit der Translationsinvarianz des Integrals

/< R”f(x—y)g(y)d"y>d”x_/n< Rnf(xy)g(y)d”x>dny

- /n<g(y) Rnf(xy)d"z>dny ( Rnf(w)d"w)(/ng(y)d”y) :

a) Aus der Standard—Abschéitzung fiir den Betrag eines Integrals gewinnt man sofort | fxg| < | f|*|g]
und daraus mit a) die Behauptung.

[ o @as

b) Mit der Substitution (z, y) — (x, z — y) erhilt man fiir fast alle € R™:
(frg)@) = | fl@—-ygWdy= | [fglx—ydy=(gxf) ().
RrR™ R”

¢) Hat man (f % g)(z) # 0 an einer Stelle z, so gibt es notwendig ein y € supp(g) mit
x — y €supp (f). Also ist = € supp (f) + supp (g) - ]

Bemerkung. Ahnlich wie unter b) beweist man auch, daf das Faltungsprodukt auf L' assoziativ ist:

(fxg)xh = fx(g*h).

Aus Satz 35.10 iiber parameterabhiingige Integrale ergibt sich weiter die Tatsache, dafl in einer
Faltung f*g schon einer der beiden Faktoren die Differentiationsgiite des Produkts bestimmt. - Genauer
hat man den folgenden

Satz 37.23 Essei f € L', und g € L' sei zusitzlich eine beschrinkte stetige Funktion. Dann ist auch
die Faltung f x g stetig. Besitzt g tberdies eine beschrinkte stetige Ableitung nach der Variablen x; ,
so ist auch f*g nach x; stetig differenzierbar mit

0 B dg
gj(f*g) = fx <6xj> -

Bemerkung. Es sollte klar sein, welche allgemeineren Aussagen man fiir k—mal stetig differenzierbare
g beweisen kann. Insbesondere ist f % g beliebig oft differenzierbar, wenn g € C3°(R™) liegt.



