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Vorbemerkung

Es handelt sich bei dem vorliegenden Text um die Fortfiihrung meines Manuskripts Analysis I. Verweise
auf Kapitel 1 bis 12 sind demnach dort zu suchen; ebenso beziehen sich alle mit einem ,label“ [ab]
versehenen Literaturangaben auf das Verzeichnis in Band 1. Weitere Literatur wird in der Regel im
Text direkt angegeben. Es seien hier zwei weitere Werke neueren Erscheinungsdatums erwahnt, die
fiir den Leserkreis von Interesse sein kénnten. Sie verdeutlichen exemplarisch die Spannbreite der an
deutschen Universititen moglichen Konzepte in der Anféngerausbildung;:

e H. Amann, J. Escher: Analysis I, II. Birkhduser: Basel-Boston—Berlin 1998/1999.

e F. Behrends: Analysis, Band 1. Ein Lernbuch fiir den sanften Wechsel von der Schule zur Uni.
Vieweg & Sohn: Braunschweig—Wiesbaden 2003.

In die Literaturliste zu Band 1 haben keine Werke {iber die Geschichte der Mathematik Einla gefun-
den mit"Ausnahme von [38], worin zumindest die historische Entwicklung besondere Beriicksichtigung
findet. Ahnliche Zielsetzungen hat auch das Buch

e H. Schroder: Wege zur Analysis — genetisch - geometrisch - konstruktiv. Springer: Berlin—
Heidelberg-New York 2001.

Wir geben hier noch zwei Bénde aus der Uberfiille der bestehenden mathematikhistorischen Literatur
fiir die Zeitspanne 1700-1900 an; es kann in diesem Zusammenhang nicht oft genug betont werden, dafl
zum Studium moderner Forschungsergebnisse die (zumindest passive) Beherrschung des Englischen
und nach Moglichkeit auch des Franzosischen eine unerléfiliche Voraussetzung bildet. Zum Publizieren
eigener Ergebnisse muf} noch die aktive Handhabung des Englischen hinzukommen.

e Jean Dieudonné, ed.: Abrégé d’histoire des mathématiques.
e Morris Kline: Mathematical thoughts from ancient to modern times.
Denjenigen, die durch meinen Aufbau angeregt oder aus eigenem Antrieb sich fiir die Grundlegung

der reellen Zahlen durch Axiome und ihre konkrete Konstruktion interessieren, sei ein neuerer Artikel
empfohlen, der im internet leicht aufzufinden ist.

e N. A’Campo, A natural construction for the real numbers. arXiv:math. GN/0301015.

Fiir wertvolle Hinweise bei der Korrektur des hiermit vorliegenden zweiten Teils danke ich erneut
Stephan Tolksdorf und auch Lilian Matthiesen. Es wird so bald wie moglich ein separater Index erstellt
und angefiigt werden.

Hamburg, 23. 12. 2004
Oswald Riemenschneider
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13 Intervalle und stetige Funktionen

In diesem Kapitel geht es im wesentlichen um den Zwischenwertsatz und seine logische Verkniipfung
mit dem Begriff des Zusammenhangs. Wir werden dabei nicht nur wichtige Aussagen iiber die reellen
Zahlen kennenlernen, sondern erneut auch deren Aquivalenz zum Axiom der Vollstindigkeit. Auch wenn
das DEDEKINDsche Schnittaziom heutzutage keine entscheidende Rolle mehr spielt, findet es seinen
angemessenen Platz in diesem Gedankenkreis. Es liegt in der Natur der Sache, dafl wir neue, iiber
die Konvergenz von Folgen hinausgehende (topologische) Begriffsbildungen einfiihren miissen. Hierzu
gehort das Studium von offenen und abgeschlossenen Mengen, die wir schon frither kurz gestreift haben
(Kapitel 7). Vor allem aber miissen wir iiber zusammenhingende Mengen sprechen und ihre Bedeutung
fiir die moglichen Werte von reellwertigen stetigen Funktionen. Hierbei spielt eine entscheidende Rolle,
dafl der Korper der reellen Zahlen charakterisiert werden kann als der einzige angeordnete Korper,
in dem die Intervalle - und nur diese - zusammenhédngende Mengen sind. Ein weiteres grundlegendes
Resultat schliefit sich an: Stetige reellwertige Funktionen auf beschrinkten abgeschlossenen Intervallen
[a, b] nehmen ihr Maximum und ihr Minimum an. Einige Beispiele und Anwendungen auf klassische
Funktionen sowie zahlreiche neue ,,Vollstandigkeitsaxiome“ beschliefen das Kapitel.

Zuerst miissen wir den zentralen Begriff der offenen Mengen in einem angeordneten Korper K
rekapitulieren. (Zu der allgemeineren Situation von K-metrischen bzw. topologischen Riumen X
siehe Kapitel 7 und dessen Anhang).

Definition. Eine Menge U C K heifit offen, wenn es zu jedem xg € U ein € > 0 gibt, so dafl
Ues(zg) = {zeK: |z —a9| <e} CU.
Eine Menge A C K heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement K\ A offen ist.

Beispiele. 1. K selbst und die leere Menge sind trivialerweise sowohl offen als auch abgeschlossen. Es
ist ein Ausdruck der Vollstéindigkeit der reellen Zahlen, wie wir weiter unten einsehen werden, dafl im
Fall K =R dies auch die einzigen gleichzeitig offenen und abgeschlossenen Mengen sind. Analoges gilt
auch fiir K = C und noch allgemeiner fiir jeden normierten reellen oder komplexen Vektorraum.

2. Die sogenannten ,offenen“ Intervalle in einem angeordneten Korper sind tatséchlich offene Mengen
in diesem Sinne. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Dreiecksungleichung. Entsprechendes
148¢ sich fiir die ,,abgeschlossenen* Intervalle aussagen.

3. In Q ist die Menge
{zeQ: 2? <2}

sowohl offen als auch abgeschlossen, da ihr Komplement Vereinigung der beiden offenen Mengen
U={recQ:2>0und 2> >2} und —U
ist. Der Beweis sei dem Leser {iberlassen.

Definition. Eine Teilmenge A C X in einem K-metrischen (oder sogar topologischen) Raum X heifit
zusammenhdngend, wenn fiir je zwei offene Mengen Uy, Uy C X mit Ag := ANUy, A1 := AN,
gilt: Ist A= AgUA; und AgN Ay =0, so ist notwendig schon eine der Mengen Ag, A; leer. Dies ist
offensichtlich gleichbedeutend damit, dal die andere der beiden Mengen gleich A ist.

Beispiel. Die leere Menge sowie einpunktige Mengen sind stets zusammenhéngend. Dagegen braucht
X nicht zusammenhéngend zu sein, wie man sich an einfachen Beispielen klar machen kann. Zusam-
menhéngende Mengen kénnen eine recht komplizierte Struktur aufweisen (siehe die folgende Skizze und
das Beispiel am Ende de Anhangs).
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A=A1UA;
A@ @2

nicht zusammenhéngend zusammenhéngend

Figur 13.1

Bemerkung. Versieht man A mit der von X induzierten Relativtopologie (siche den Anhang zu
Kapitel 7), so bedeutet die vorige Definition, dafi die Menge A nicht als disjunkte Vereinigung von
nichtleeren, in A offenen Mengen realisiert werden kann. Oder in anderen Worten (da Komplemente
von offenen Mengen abgeschlossen heifien): die (in der Relativtopologie von A) einzigen zugleich
offenen als auch abgeschlossenen Teilmengen von A sind A selbst und die leere Menge.

Wir werden im folgenden zeigen, dafl der Korper der reellen Zahlen den einzigen angeordneten Korper
darstellt, fiir den jedes Intervall zusammenhéngend ist. Grundlegend dafiir ist der Zusammenhang des
abgeschlossenen Einheitsintervalls I =10, 1].

Satz 13.1 Der angeordnete Korper K erfille das Supremumsaxiom. Dann ist das abgeschlossene Fin-
heitsintervall I zusammenhdngend.

Beweis. Es seien Uy, U; offene Mengen in K mit IpUl; =T = [0,1] und Iy NI = (), wobei
I; :=INUj;, j=0, 1. Ohne Einschrankung sei 0 € Ip. Wir setzen dann A:={a€l:[0,a]CIy}.
Wegen 0 € A ist A nicht leer und wegen A C I nach oben beschrankt. Folglich existiert das Supremum
a von A und damit eine Folge von Elementen a; € A, so daB8 a; — «. Aufgrund der Definition von
A ist weiter
[0,a) € (J10,a;] C Io.
JEN

Wire nun o ¢ Iy, also o« € I; C Up, so wiaren wegen der Offenheit von U; auch fast alle
aj € Uy NI =1, was wegen a; € Iy fiir alle j € N nicht sein kann. Also ist sogar [0, a] C Iy C Uy,
und wegen der Offenheit von Uy mul o = 1 sein, denn sonst gidbe es ein positives ¢, so dafl
[0, @+ €] C Iy im Gegensatz zur Definition von «. Somit ist Ip =1 und I; = 0. O

Bemerkung. Der Beweis funktioniert wortwortlich auch fiir beschrinkte abgeschlossene Intervalle
[a, b]. Wir werden aber weiter unten zeigen, wie man aus dem Zusammenhang des Einheitsintervalls
sogar auf den Zusammenhang aller - also nicht nur der abgeschlossenen und beschrinkten - Intervalle
schlieflen kann.

Die Bedeutung des Zusammenhangs eines abgeschlossenen Intervalls I kommt erst durch Untersu-
chung von stetigen Funktionen auf I voll zum Tragen. Man macht sich sofort klar, da§ die Stetigkeit
einer Funktion f: D — K durch den Begriff der Offenheit von Mengen charakterisiert werden kann.

Lemma 13.2 FEine Funktion f: D — K, D CK, ist genau dann stetig, wenn fiir jede offene Menge
Uy, C K eine offene Menge Uy C K exzistiert, so daf$ fiir das Urbild f=Y(Uy) = DNU; gilt.

Den (sehr einfachen) Beweis lassen wir hier aus, da wir ihn weiter unten im Anhang in noch viel
allgemeinerem Rahmen erbringen werden. t

Bemerkung. Ist insbesondere D = K, so bedeutet dieser Satz: Eine Abbildung f : K — K ist genau
dann stetig, wenn Urbilder offener Mengen offen sind.
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Kommen wir nun zur Untersuchung von Zusammenhangsfragen zuriick. Wir gewinnen aus der ge-
rade gewonnenen Einsicht sofort ein hinreichendes Kriterium, mit dem man aus zusammenhéngenden
Teilmengen vermittels stetiger Funktionen neue gewinnen kann.

Lemma 13.3 Ist D C K zusammenhingend und f : D — K stetig, so ist auch das Bild f (D)
zusammenhdngend.

Beweis. Wir nehmen an, F = f(D) sei nicht zusammenhingend. Dann gibt es offene Mengen
Vo, Vi C K, sodaB fir E; :=ENV;, j=0,1,gilt: E; #0, E = EyUE;, EgNE; = 0. Seien
U; geméfl Lemma 2 offene Mengen in K mit f~Y(V;) =: D; = DN Uj. Dann ist offensichtlich
D die disjunkte Vereinigung der nichtleeren (relativ offenen) Mengen D,. Also war auch D nicht
zusammenhéngend. O

Definition. Man nennt einen angeordneten Korper total unzusammenhdngend, wenn aufler der leeren
Menge nur die einpunktigen Teilmengen zusammenhéngend sind.

Wir haben oben gesehen, dafl der Korper der reellen Zahlen nichttriviale zusammenhéngende Teil-
mengen besitzt, also nicht total unzusammenhéngend ist. Diese Eigenschaft hat sofort weitere weitrei-
chende Konsequenzen.

Satz 13.4 Ist der angeordnete Korper K mnicht total unzusammenhdngend, so ist jedes Intervall zu-
sammenhdngend. Insbesondere ist der Korper K selbst zusammenhdngend.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dafl es ein nichttriviales zusammenhéngendes abgeschlossenes Inter-
vall I =[a, b] gibt. Fiir ¢ < d ist die affine Abbildung

stetig und bildet I auf das Intervall [¢, d] ab. Wegen des vorstehenden Lemmas ist also auch dieses zu-
sammenhéngend. Hat man ein beliebiges Intervall J vorgegeben, so schliefle man wie folgt: Ist J nicht
zusammenhéingend, so schreibe man J als disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer Mengen Jy, J; , die
Durchschnitte von J mit offenen Mengen in K sind. Wéhle nun ¢ € Jy und d € J; und nehme ohne
Einschrinkung ¢ < d an. Aus der Annahme iiber J folgt dann aber sofort, dafi das Intervall [e¢, d]
nicht zusammenhéngend ist, was im krassen Widerspruch zum ersten Teil unseres Beweises steht.

Wir miissen also nur noch unsere erste Annahme rechtfertigen. Es sei Z C K eine nichttriviale zusam-
menhéngende Teilmenge, und es seien a, b Elemente in Z mit a < b. Wir setzen I = [a, b]. Gébe es
ein ¢ € I, das nicht in Z enthalten ist, so wire Z ={z € Z: z <c}U{zx € Z: = > c} im Gegensatz
zur Voraussetzung des Zusammenhangs von Z; somit ist I C Z. Wére I nicht zusammenhéngend,
so wiirde eine stetige Funktion f auf I existieren, die genau die Werte 0 und 1 annimmt: L&t sich
namlich I nichttrivial als disjunkte Vereinigung Io U I; schreiben mit I; = INU;, U; offen in K, so

ist die Funktion
f( ) 0, z€l
T) =
1, ze€l

stetig auf I. Dann ist aber die durch f(z) = f(a), 2 <a,z € Z, f(z):=f(b), x>b, x € Z, de-
finierte Funktion stetig auf Z und somit Z nicht zusammenhéingend, da die Bildmenge f(Z) = {0, 1}
nicht zusammenhéngend ist. O

Wir wenden uns nun der Formulierung des auflerordentlich wichtigen Zwischenwertsatzes zu, der oft
auch als Satz von Bolzano bezeichnet wird.

Satz 13.5 Das Intervall I = [a, b] C K sei zusammenhdingend. Dann nimmt jede stetige Funktion
f: I —K auf I jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.
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Beweis. Es sei ohne Einschrankung f(a) < f(b). Da das Bild f(I) zusammenhéingend ist, mufl
nach dem Beweis von Satz 4 auch das Intervall [f (a), f(b)] in f(I) enthalten sein. (Siehe auch
Folgerung 14). Dies ist aber gerade unsere Behauptung. O

Bemerkung. Aus der Glltigkeit des Zwischenwertsatzes folgt umgekehrt auch wieder, dafl jedes
Intervall I = [a, b] und damit auch K zusammenhingend sein muf. Anderenfalls wiihle wie oben eine
stetige Funktion f : I — K, die genau die Werte 0 und 1 annimmt. Nach evtl. Verkleinerung von
I diirfen wir weiter ohne Einschrénkung voraussetzen, da8 f(a) =0, f(b) = 1. Trotzdem nimmt f
den Zwischenwert 1/2 nicht an. O

Wir haben oben eingesehen, dafl das Einheitsintervall [0, 1] und damit auch jedes abgeschlossene
Intervall [a, b] im Korper der reellen Zahlen zusammenhéngend ist. Somit haben wir den klassischen
Zwischenwertsatz bewiesen:

Satz 13.6 (Zwischenwertsatz) FEs sei I C R ein nicht leeres Intervall, und f : I — R sei eine
stetige Funktion. Seien ferner a, b € I beliebig vorgegeben, so nimmt f jeden Wert zwischen f (a) und
f(b) an (mindestens) einer Stelle zwischen a und b an.

Wegen seiner grundlegenden Bedeutung wollen wir noch einen direkten Beweis des Zwischen-
wertsatzes einfiigen, der auf dem Supremumsaxiom beruht. Wir kénnen dazu ohne Einschrankung
annehmen, da§ ¢ < b und f (a) < f(b) ist. Wihlt man dann f (a) < n < f(b) beliebig, so miissen
wir die Existenz einer Zahl £ mit a < £ < b nachweisen, fiir die f(§) = n gilt. Man kann dann
zu der Funktion f — 7 iibergehen und damit einsehen, daf man nur den folgenden Spezialfall des
Zwischenwertsatzes zu beweisen braucht. O

Folgerung 13.7 Ist [ = [a,b] CR und f: I — R eine stetige Funktion mit f(a) <0 < f(b), so
besitzt f im Inmeren von I eine Nullstelle.

Beweis. Das Supremum & :=sup{z € I: f(z) <0} existiert und ist kleiner gleich b. Mit einer Folge
z; /€ und der Stetigkeit von f ergibt sich sofort f(£) = f(lim;z;) < 0. Wére f(£) <0, so miifite
auch £ < b sein, und wegen der Stetigkeit von f wiirde es Stellen &' echt zwischen £ und b geben,
an denen f negativ wére. Dies widerspricht aber der Definition von & . O

Bemerkung. Der Zwischenwertsatz gibt uns eine vierte Methode an die Hand, die Existenz von Wurzeln
in R herzuleiten. Sind némlich eine reelle Zahl a > 0 und k& € N* vorgegeben, so ist die Funktion
f(z) = ¥ — a stetig auf R. Ihr Funktionswert an der Stelle 0 ist negativ; fiir hinreichend grofle
natiirliche Zahl n ist jedoch f(n) positiv wegen des Archimedischen Axioms. Also besitzt f eine
Nullstelle in dem Intervall [0, n].

Beispiel. Selbstverstandlich kann der Wert 7 mehrfach, ja sogar unendlich oft angenommen werden,
ohne daff die Funktion f konstant ist. Z. B. nimmt die Funktion f (z) = xsin 1/z, © #0, f(0) =0
in jedem Intervall [ —a, a] den Wert 1 = 0 unendlich oft an. Dies impliziert iibrigens auch, daf} diese
Funktion im Nullpunkt nicht analytisch ist (Identitétssatz fiir Potenzreihen).

Als néchstes wollen wir einige Anwendungen des Zwischenwertsatzes diskutieren. Wir erinnern dar-
an, dafl wir im vorigen Kapitel den Nachweis fiir die Tatsache schuldig geblieben sind, dafl die Expo-
nentialfunktion im Reellen alle positiven Werte annimmt. Dies kénnen wir jetzt schnell nachholen. Es
sei also yo > 0 vorgegeben. Wegen

lim e =0, lim e® = o0
r——00 r—00
gibt es dann Zahlen a < b mit e* < yy < e’. Nach dem Satz von Bolzano wird also der Wert 1,

zwischen a und b angenommen. Fast wortlich kann man entsprechend fiir die Wurzelfunktionen auf
[0, 00 ) argumentieren.
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Daf} die Wurzelfunktionen, der natiirliche Logarithmus und viele andere klassische Funktionen stetig
sind, ergibt sich aus einem allgemeinen Resultat iiber Umkehrfunktionen, das wir im folgenden vorbe-
reiten wollen. Es sei also I C R ein Intervall und f: I — R eine stetige Funktion. Wir fragen uns
zunéichst, unter welchen Voraussetzungen f das Intervall I bijektiv auf sein Bild f (I) abbildet, wann
also f injektiv ist. Die nicht iiberraschende Antwort liefert der folgende

Satz 13.8 Die stetige Funktion f: I — R ist genau dann injektiv, wenn sie streng monoton ist.
Wir fithren den Beweis auf das folgende Lemma zuriick.

Lemma 13.9 Ist f: I — R stetig und injektiv, und sind xq, x1, ro Punkte in I mit xo < 1 < x2,
so folgt aus f(xo) < f(x1) stets f(z1) < f(z2).

Beweis (Lemma). Angenommen, es wiire f (x1) > f(x2). Dann wiirde jeder Wert n zwischen dem
Maximum von f (z¢) und f(x2) und f(z1) sowohl zwischen zy und z; als auch zwischen x; und
ro angenommen, was der Injektivitdt von f widerspréche. O

Beweis (Satz). Jedes Intervall I ist (siehe Satz 16) die abzéhlbare Vereinigung von einer aufsteigenden
Folge von kompakten Intervallen I; :=[a;, b;] C I41 C I:

I:DIJ-.
§=0

Wir kénnen zusétzlich ohne Einschrénkung annehmen, da8 I (und jedes I; ) mindestens zwei Punkte
enthélt. Es geniigt dann zu zeigen, daf8 die Einschrankung von f auf jedes Intervall I; streng monoton
ist; denn aus Iy C Iy C Iy C --- folgt, daB8 f auf jedem Intervall I; monoton wichst (bzw. fillt), wenn
dies auf Iy richtig ist, und daraus folgt sofort die strenge Monotonie auf ganz I .

Mit anderen Worten: Wir kénnen uns auf den Fall beschrinken, da I = [a, b] mit ¢ < b gilt.
Wegen der Injektivitidt von f ist ferner f(a) # f(b), und wir nehmen ohne Einschrinkung an, daf}
f(a) < f(b). Wir werden zeigen, dafl dann f streng monoton wichst. Es seien also a <z < 29 <b
vorgegeben. Wére nun f (x1) > f(x2), so miite nach dem voranstehenden Lemma (angewandt auf
—f) auch f(x2) > f(b) folgen. Ganz entsprechend schlieft man auf f(a) > f(x1). Insgesamt wére
also f(a) > f(b) im Gegensatz zu unserer Annahme. Also ist stets f(x1) < f(x2) und damit wegen
der Injektivitdt von f auch f(x1) < f(x2). O

Da nach Lemma 3 das Bild J := f(I) C R zusammenhingend ist, folgt aus dem spéter noch
zu beweisenden Satz 16, daB J sogar ein Intervall ist. Wir konnen daher einen groBen Teil unserer
bisherigen Uberlegungen in dem folgenden Satz zusammenfassen.

Satz 13.10 Die Funktion f : I — R, I C R ein Intervall, sei stetig und injektiv. Dann ist f
streng monoton wachsend oder fallend. Der Bildbereich J := f (I) ist ebenfalls ein Intervall, und die
Umkehrfunktion f~1: .J — R wvon f ist streng monoton wachsend oder fallend und stetig.

Beweis. Es bleibt nur zu zeigen, daf die Umkehrfunktion g := f~! stetig ist. Hierzu benutzen wir das
Folgenkriterium. Es sei also (y;) eine konvergente Folge in J mit Grenzwert n. Setzen wir z; := g (y;)
und £ := g(n), so ist zu zeigen, dafl die Folge der z; gegen ¢ konvergiert. Nehmen wir an, daf8 dies
nicht der Fall sei. Dann gibt es ein ¢y > 0, so da8 die Abschétzung |z; — §| < &¢ fiir unendlich viele
j verletzt ist. Durch Ubergang zu einer Teilfolge der y; konnen wir daher annehmen, daf fiir alle j
die Ungleichung |z; — £| > ¢ besteht. Nach erneutem Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir sogar
erreichen, daf fiir alle j entweder

(%) z; > &+ €o

oder fiir alle j die Ungleichung z; < § — ¢ gilt. Es sei ohne Einschrénkung der erste Fall gegeben.
Aufgrund der Wahl der Folge (z;) ist nun y; = f (z;) und n = f (§). Wegen der strengen Monotonie
der Funktion f ist unter der Voraussetzung (x) aber

yj = fx) = f(E+e0),
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woraus sich sofort ein Widerspruch ergibt:

n = lim y; = lim f(z;) = f(E+e0) > f(&) =1n. O

Beispiel. Wir wenden dieses Resultat auf die Umkehrfunktion des Sinus an. Im Intervall [—n/2, 7/2]
erfiillt die Funktion sin z die Voraussetzungen des gerade bewiesenen Satzes (siehe auch das nachfol-
gende Kapitel):

Y
T1 i
/2 i
i w/2 x
| 4+
Figur 13.2

Damit besitzt der Sinus eine auf dem Intervall [ —1, 1] definierte stetige und streng monoton wachsende
Umkehrfunktion, die als Arcussinus—Funktion'” bezeichnet wird, in Symbolen: z = arcsin y .

Figur 13.3

Ganz entsprechend sieht man ein, daf§ der Tangens auf dem (offenen) Intervall (—7/2, 7/2) eine Um-
kehrfunktion arctan: R — (—n/2, 7/2) besitzt.

Figur 13.4

17 arcus (lat.) ist der Bogen; also ist = der Bogen, der zu dem Sinuswert y gehort.
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Wir schlieflen als Zwischenspiel einige Bemerkungen zum DEDEKINDschen Schnittaziom an. Wir
sagen, daf} ein angeordneter Korper K diesem Axiom geniigt, wenn es zu nichtleeren Mengen A < B
in K mit K= AU B stets ein Element ¢ € K gibt mit A < {¢} < B. Die néchsten beiden Sétze
liefern die Einsicht, daf} alle in diesem Kapitel betrachteten Eigenschaften dquivalent zu den Axiomen
(I) bis (VII) sind.

Satz 13.11 Ist der angeordnete Korper K zusammenhdngend, so geniigt er auch dem Dedekindschen
Schnittaziom.

Beweis (Satz 9). Es seien A, B nichtleere Teilmengen von K mit AUB=K und A< B,d. h. a<b
fiir alle a € A, b € B. Wiren A und B offen, so miiite AN B = ) gelten (anderenfalls giibe es
Elemente a € A, b € B mit a > b), was dem Zusammenhang von K widerspriche. Also ist eine der
beiden Mengen nicht offen; sei diese ohne Einschrinkung A. Dann gibt es einen nicht inneren Punkt
c € A, fiir den also kein offenes Intervall mit Mittelpunkt ¢ in A enthalten ist. Da alle kleineren Werte
als ¢ aber zu A gehéren miissen, ist dann notwendig [c, c+¢e) N B # () fiir alle € > 0. Daraus folgt
sofort A < {c} < B. O

Satz 13.12 Geniigt der angeordnete Korper K dem Dedekinschen Schnittaxiom, so erfillt er auch das
Prinzip der monotonen Konvergenz.

Beweis. Es sei a; € K eine monoton aufsteigende, nach oben beschrénkte Folge. Man setzt dann
A={zeK: 2<q; flirein j}, B:={zcK:z>a; firalle j}.

Sei ¢ der durch A < B bestimmte Schnitt. Nach Voraussetzung ist a; < ¢ fiir alle j € N. Wird nun
€ > 0 beliebig vorgegeben, so gibt es ein jo, so dafl aj, > ¢ — ¢ (denn sonst wire ¢ —¢/2 € B). Da
die Folge a; monoton aufsteigt, ist sie gegen ¢ konvergent. (I

Wir fassen unsere Ergebnisse jetzt wieder in Form von Axiomen(systemen) zusammen, die jedes fiir
sich die reellen Zahlen charakterisieren.

Das Einheitsintervall [0, 1]
(XXV)

ist zusammenhédngend

(XXVI) K ist nicht total unzusammenhéngend

Alle Intervalle Satz von Bolzano
(XXVII) (XXVIII)
sind zusammenhéngend (Zwischenwertsatz)

(XXIX) K ist zusammenhingend

(XXX) Dedekindsches Schnittaxiom
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Wir notieren noch eine weitere Charakterisierung der reellen Zahlen, die die allgemeine Theorie der
K-metrischen Rdume X benutzt. Ein solcher heifle K—wegweise zusammenhdngend, wenn es zu je zwei
Punkten a, b € X eine stetige Abbildung v: I — X, I :=[0,1] C K, gibt mit 7(0) = a, (1) =
b (sieche den Anhang zur allgemeinen Definition der Stetigkeit). Wie im Beweis von Lemma 3 sieht
man, dafl der Nichtzusammenhang eines wegzusammenhéngenden Raumes den Nichtzusammenhang des
abgeschlossenen Einheitsintervalls impliziert. Somit ergibt sich aus Axiom (XXV) die folgende Aussage:

K-wegweise zusammenhingende
(XXXI) K-metrische Rdume

sind zusammenhingend

Umgekehrt sind aber offensichtlich alle Intervalle in diesem Sinne wegzusammenhéngende K-metrische
Réume und damit (XXV) und (XXXTI) sogar dquivalent. O

Wir kénnen hieraus schon jetzt eine zu Beginn des Kapitels erwéhnte allgemeine Konsequenz ziehen.

Satz 13.13 Jeder normierte reelle oder komplexe Vektorraum ist zusammenhdngend. Insbesondere ist
der Korper der komplexen Zahlen zusammenhdngend.

Beweis. Mit je zwei Punkten a, b ist auch deren reelle Verbindungsstrecke (1 —¢)a +tb, t € [0, 1],
in dem Vektorraum enthalten. Also sind normierte reelle oder komplexe Vektorrdume stets R-—
zusammenhéngend, da die Abbildung ¢ — (1 — t)a + tb stetig ist. Nach Axiom (XXXI) sind sie dann
auch zusammenhéngend. O

Bemerkung. Das vorige Argument kann man sogar auf konvere Teilmengen K in einem normierten
Vektorraum anwenden, wobei eine Teilmenge K C V' konvex heifit, wenn mit zwei Punkten a, b € K
auch ihre Verbindungsstrecke in K liegt. Offene oder abgeschlossene Kugeln im euklidischen Vektor-
raum erfiillen diese Bedingung (siehe auch den Anhang zu Kapitel 17). Noch allgemeiner kann man
sternférmige Mengen betrachten.

Figur 13.5

In total unzusammenhéngenden angeordneten Korpern sind genau die einpunktigen Mengen die
(nichtleeren) zusammenhingenden Mengen. Fiir den Koérper der reellen Zahlen wissen wir bisher nur,
daf alle Intervalle zusammenh#ngend sind. Es gilt aber auch die Umkehrung. Diese Charakterisierung
der reellen Intervalle benutzt ein wichtiges Nebenresultat aus dem Beweis von Satz 4, das wir deshalb
hier gesondert notieren, zumal wir es weiter oben schon beim Beweis des Zwischenwertsatzes benutzt
haben.

Folgerung 13.14 Ist Z C K zusammenhdngend, K ein angeordneter Korper, so ist fir alle a, b €
Z,a<b, das Intervall I = [a,b] C Z.
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Diese letzte Eigenschaft von zusammenhingenden Mengen in angeordneten Korpern ist auch fiir
sich interessant. Wir sammeln einige dazu dquivalente Bedingungen. Der einfache Beweis sei dem Leser
iiberlassen.

Satz 13.15 Es sei K ein angeordneter Korper und Z eine Teilmenge. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent :

i) Firalle a,be Z, a<b,ist [ =[a,b]C Z ;

ii) Z = U la, b] ;

a,beZ
a<b

iil) fir alle c € Z ist Z = U [a, b] ;

a,beZ
a<c<b

iv) es gibt ein c € Z, so dafy Z = U [a, b].

a,beZ
a<c<b

Die oben angekiindigte und auch schon verwendete Charakterisierung der Intervalle in R kann jetzt
in die folgende Form gegossen werden.

Satz 13.16 Es sei J eine nichtleere Menge reeller Zahlen. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent :

a) J ist ein Intervall ;

b) J ist zusammenhingend ;

c) J ist weqweise zusammenhdingend ;

d) J erfillt eine der dquivalenten Bedingungen aus Satz 15 ;

e) J ist abzdhlbare Vereinigung einer aufsteigenden Folge von Intervallen I; = [a;, b;] ;

f) J ist abzdhlbare Vereinigung von Intervallen I; = [aj, bj] mit nichtleerem Durchschnitt ()1, .

Beweis. Die Implikationen a) == b) == d) haben wir oben schon begriindet. Véllig elementar sind
die Folgerungen a) = ¢) = f) = d). Ist d) erfiillt, also z. B. die Aussage i) aus Satz 15, so ist
J offensichtlich wegweise zusammenhéngend und damit wegen Axiom XXXI zusammenhingend. Es
bleibt noch d) = a). Hierzu verwendet man z. B. die Aussage iv) in Satz 15 und bildet  := sup J
im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne. Je nachdem, ob § in J enthalten ist oder nicht, ist dann

Jnle, 00) = [e 8] baw. = [c B).
Entsprechend behandelt man die untere Grenze. g

Aus unseren bisherigen Uberlegungen ergibt sich, da Bilder zusammenhingender Mengen unter
stetigen Abbildungen wieder zusammenhiéingend sind, daf§ unter einer stetigen Funktion f : D —
R, D C R, jedes Intervall I C D auf ein Intervall J C R abgebildet wird. Man kann sich aber
leicht mit verschiedenen Beispielen klar machen, dafl J alle ,Intervalltypen“ annehmen kann, sofern
das Intervall I nicht abgeschlossen und beschrinkt ist. Ist z. B. I =R, so ist J = R% fiir f = exp,
J=[-1,1] fir f=sin, J=(-n/2,n/2) fir f=tan, J=[0,n/2) fir f =]tan |, J =R* fir
f(xz) := |z sin x|. Weitere Beispiele kann man den folgenden Skizzen entnehmen.
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Figur 13.6

Ist dagegen das Intervall I abgeschlossen und beschrankt, oder wie wir spéter sagen werden: ist [
kompakt, so kann das Bildintervall unter einer stetigen Funktion nur wieder von demselben Typ sein.
Dies ist der Inhalt des folgenden wichtigen Satzes, den man als weitreichende Verallgemeinerung von
Satz 5 ansehen kann.

Wir beginnen mit dem Beweis von

Satz 13.17 Erfillt der angeordnete Kiorper K Axiom (IV), so nimmt jede stetige Funktion f : I :=
[a, b] — K dhr Supremum auf I an, d. h.: es gibt (mindestens) eine Stelle ¢ € I mit maximalem
Funktionswert: f(x) < f(c) fir alle x € I.

Bemerkung. Auch wenn es nicht korrekt ist, wird der im vorstehenden Satz benannte Tatbestand auch
allgemein dadurch ausgedriickt, daBl man sagt, die Funktion f nehme ihr Mazimum auf I an. Wir
werden dennoch diese Sprechweise gelegentlich verwenden.

Beweis. Mit Axiom (IV) sind auch die Axiome (V), (XXI) und (XXII) erfiillt. Es sei nun K :=
sup f (I) € K, wenn die Menge f(I) nach oben beschrinkt ist, wobei wir (XXI) verwenden. Im
anderen Fall setzen wir K = co. Es gibt dann im ersten Fall wegen (XXII), im zweiten Fall wegen
des Archimedischen Axioms eine Folge x; € I mit lim; o f (2;) = K. Wegen (V) konnen wir nach
Ubergang zu einer Teilfolge annehmen, daB der Grenzwert ¢ der Folge (x;) existiert, der wegen der
Monotonieeigenschaft des Grenzwertes in I liegt. Da f (folgen—) stetig ist, ergibt sich sofort

K = lim f(e)) = f(c).

Insbesondere ist K endlich, und die Funktion f nimmt an der Stelle ¢ ihr Supremum an. |

Folgerung 13.18 Unter der obigen Voraussetzung nimmt die Funktion f auch ihr Infimum an, und
der Bildbereich f (I) von f ist das kompakte Intervall [mi?f (), rna;(f (x)].
kS BAS

Beweis. Es seien ¢, d € I Stellen, an denen —f bzw. f ihr Maximum annehmen; dann gilt
fle) < f(x) < f(d) fir alle z € I. Wegen des Zwischenwertsatzes werden auch alle Werte
y€[f(c), f(d)] von der Funktion f angenommen. O

Bemerkungen. 1. In gewissem Sinne ist der vorstehende Satz eine der tiefstliegenden Aussagen der
Analysis. Sein Beweis ist zwar elementar, aber nicht trivial, da er mehrere grundlegende Eigenschaften
der reellen Zahlen verwendet. Man kann seinen Inhalt etwa in dem folgenden Bild veranschaulichen.
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Figur 13.7

2. Aus der Aussage der Folgerung ergibt sich umgekehrt auch wieder sowohl der Zwischenwertsatz als
auch Satz 17.

3. Die stetigen Funktionen auf einem Intervall I bilden offensichtlich einen R—Vektorraum (und sogar
eine kommutative R—Algebra mit Eins), den man stets mit C°(Z, R) bezeichnet. Ist das Intervall I
kompakt, so ist dieser Vektorraum sogar im Raum der beschrdnkten Funktionen enthalten. Somit besitzt
er dann zusammen mit der Supremumsnorm die Struktur eines vollstdndig normierten Vektorraums

(siehe Folgerung 12.31).

Mochte man nur die Annahme des Supremums von f: I — K garantieren (nicht aber die des Infi-
mums), so zeigt eine einfache Modifikation des obigen Beweises, wobei man statt des Folgenkriteriums
die e—d—Variante heranziehen muf}, daf§ die Funktion f auch nur die Hiilfte der Eigenschaften einer
stetigen Funktion zu besitzen braucht.

Definition. Eine Funktion f: D — K, D C K, heifit im Punkte a € D halbstetig nach oben (oder
nach oben halbstetig), wenn es zu jedem € > 0 ein § = ¢ (¢) > 0 gibt, so daB

f(x) < f(a) +e fir €D mit |z —al] <9§.

Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung: Zu jedem L € K mit f(a) < L gibtesein § =4 (L) >0,
so dafl
f() <L fir z€D mit |z —a| <94.

Sie heifit halbstetig nach unten, wenn —f halbstetig nach oben ist.

Bemerkung. Eine Funktion ist genau dann stetig in a, wenn sie dort halbstetig nach oben und nach
unten ist.

Satz 13.19 Erfillt der angeordnete Kéorper K Axiom (IV), so nimmt jede nach oben halbstetige Funk-
tion f: I:=[a, b] — K ihr Supremum auf I an.

Beweis. Es sei wie oben K := sup f(I) € KU {oco} und (z;) eine (ohne Einschrinkung gegen
¢ € I konvergente) Folge mit lim; f (x;) = K. Nach Voraussetzung gibt es zu Lo := f(c) + 1 ein
do = 0(Lo) > 0,s0dal f(z) < Lo fur x € I mit |x —c| < dy. Dies gilt dann insbesondere fiir
fast alle x;, so dafl notwendigerweise K < Lo und insbesondere K € K. Es bleibt zu zeigen, dafl
f(c) = K. Wire nidmlich f (c) < K, so kénnte man ein L finden mit f (¢) < L < K und fiir fast alle
Jj ware z; < L < K im Widerspruch zur Definition von K . |

Da umgekehrt die Folgerung 18 den Zwischenwertsatz nach sich zieht, gewinnen wir die Aquivalenz
aller bisherigen Axiome zu den beiden folgenden.

(Nach oben Halb-) Stetige Funktionen auf [a, b]
(XXXII)

nehmen ihr Supremum an
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Stetige Bilder von kompakten Intervallen
(XXXIII)
sind kompakte Intervalle

Es sei noch ein weitere Satz angefiihrt, der ebenfalls zum Vollstdndigkeitsaxiom dquivalent ist.

Satz 13.20 Jede monoton aufsteigende Funktion f : I — I des Einheitsintervalls I :=[0,1] C R
besitzt einen Firpunkt.

Beweis. Wir fithren einen Beweis fiir die Existenz eines Fixpunktes mit Hilfe des Prinzips der Inter-
vallschachtelung. Dazu setze man ag = 0, by = 1, so dafl wegen der wachsenden Monotonie von
f:10,1] — [0, 1] gilt:

ap < f(ao) < f(bo) < bo-

Wir konstruieren nun durch sukzessives Halbieren Intervalle
I; = [aj,b;] C Ip = [ag, bo] mit a; < f(a;) < f(b;) < b;

und (automatisch) b; —a; = (1/2)7. Ist fiir beliebiges j némlich I; schon konstruiert, so sei m; =

3 (a; +b;), und man setze

ajs1 = aj, bjpr =my, falls f(my) < my,
aj+1 = My, bj+1 = bj , falls f(m]) > my .

Es sei zp € R das wohlbestimmte Element in ([a;, b;]. Wegen a; < zp < b; ist dann a; <
f(a;) < f(zo) < f(bj) < bj; also liegt auch f (x¢) in dem Durchschnitt aller dieser Intervalle, so daf
notwendigerweise

f(zo) = x0 .
Wir geben noch einen zweiten Beweis mit Hilfe des Supremumsaxioms. Man setze
A={zel0,1]: x2<f(x)}.

Wegen 0 < f(0) ist A nicht leer, und somit existiert zop = sup A € [0, 1]. Wir behaupten, daf}
f (o) = o . Wire ndmlich xo < f (x0), so wiirde mit der Monotonie von f die Ungleichung f (z¢) <
f(f (zg)) folgen, also f(zg) € A, was der Definition von xy als kleinster oberer Schranke von A
widerspréche. Andererseits gibt es im Fall f (xg) < 2o Punkte z € A mit f (z9) < z < zy, womit sich
ebenfalls ein Widerspruch einstellt:

fx) < flzo) <z < f(x). O

Bemerkung. Da in beiden Beweisen wesentlich benutzt wurde, dal der Kérper R archimedisch und
vollsténdig ist, kann man vermuten, dafl die Aussage des Satzes wieder charakteristisch fiir R ist, d. h.
in einem beliebigen angeordneten Korper K nur dann gilt, wenn dieser archimedisch und vollstandig,
also zu R isomorph ist. Dies ist tatsdchlich richtig; wir zeigen sogar mehr:

Satz 13.21 Ist der angeordnete Korper K nicht archimedisch oder nicht vollstindig, so gibt es stetige,
streng monoton wachsende Funktionen f: [0,1] — [0, 1] ohne Fizpunkte.

Als Folgerung hieraus gewinnt man noch einmal die Einsicht, dafl der Zwischenwertsatz nur im
Korper der reellen Zahlen giiltig ist.

Folgerung 13.22 In solchen Kérpern gilt der Zwischenwertsatz nicht, d. h. auch der Zwischenwertsatz
ist charakteristisch fir R.
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x mit einer Funktion f wie im Satz; insbesondere ist

Beweis (Folgerung). Bilde g (z) := f(x) —
= f(0)>0und g(1) = f(1) — 1 <O0. O

g(z) # 0 fir alle x € [0, 1], aber ¢ (0)

Beweis (Satz). Es sei K zunéichst als nicht archimedisch angeordneter Kérper vorausgesetzt. Dann gibt
es unendlich kleine positive Elemente ¢ in K, also Elemente € > 0 mit ¢ < 1/n fiir alle n € N*. Wir
definieren mit einem solchen ¢ die Mengen

Iy = U {ze€]0,1]:z<ne}, I ={xze[0,1]: xz>ne firalle ne N},
neN
und tiberlassen dem Leser den Nachweis der folgenden Behauptungen:
1.0ely, 1€ly;
2. I=[0,1] = IhUI;
3. Iy < I, d. h. fiir alle zg € Iy und x; € I gilt 29 < z1; insbesondere ist Iy NI =0;
4. fir z; €1 ist (z;—¢e,zj+e)NICI;, j=1,2.
Die Konstruktion der gesuchten Funktion ist nun denkbar einfach. Man setzt

x+e/3, xz€l
x—e¢/3, x€lh

flx) =
und begriindet leicht die Stetigkeit von f mit der Aussage 4. Die strenge Monotonie von f braucht nur
nachgewiesen zu werden fiir Punktepaare (x, x1) mit z; € I;. Ware f(x1) < f(x) fur ein solches
Paar, so erhielte man

€ € €
xl—g §x0+§, also x0<m1§x0+2§<x0+5,

also, wieder nach 4., den Widerspruch z; € (g, o +€) NI C Iy. Schlielich ist f(0) =¢/3 > 0 und
f(1)=1-¢/3<1,alsoauch 0 < f(x) <1 furalle z € I. Augenscheinlich besitzt f keine Fixpunkte.
Wir kénnen also nunmehr annehmen, dafl K archimedisch angeordnet, aber nicht vollstéindig ist. Dann
ist (ohne Einschrinkung) K C R, aber K # R; somit existiert ein z¢ € [0, 1]g mit 2o & [0, 1]x =
[0,1gNK.Da Q C KC R und Q in R dicht liegt, gibt es eine aufsteigende Folge z{ = 0 <
7} < a5 < -+ von Elementen ) € K mit limz; = ¢ (als Grenzwert in R ). Entsprechend hat man
g =1>2{ > in K mit limz7 = z¢. Man erklirt nun f als stiickweise affine Funktion auf den

Intervallen [z, 2%, Jx bzw. [27,,, 2 ]k, und zwar so, daf}

f(wé) = 33;'+17 f($;'+1) = x;+2 und f(xgl) = 95;‘/+1, (953‘/+1> = x;‘/+2 .

Man sieht leicht, daf§ hierdurch eine stetige, streng monoton wachsende Funktion f: [0, 1]x — [0, 1]k
ohne Fixpunkt definiert wird. O

Wir notieren damit als 34. Axiom:

Jede monoton aufsteigende Funktion
(XXXIV) f:I—1,1:=[0,1]CcK,

besitzt einen Fixpunkt.

Zu guter Letzt soll noch kurz auf die Frage eingegangen werden, welchen Einflufl die Monotonie
einer reellen Funktion f: I — R, I C R, auf die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen hat. In der Tat
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kann diese Menge dicht im Definitionsbereich liegen.

Beispiel. Es sei Q = {r, : n € N} eine Abzéhlung der rationalen Zahlen; man definiere
f(z) = Z 27", zeR.
Tn <T

f ist dann eine auf R wohldefinierte Funktion, denn fiir jedes = € R ist die definierende Reihe absolut
summierbar, weil sie die obere Schranke

(oo}

DL

n=0

besitzt. Ist 1 < x5, so liegen rationale Zahlen echt zwischen diesen reellen Werten, und somit enthélt
die Reihe fiir f (z2) mehr (positive) Summanden als die Reihe fiir f (z1). Damit ist f streng monoton
wachsend. Wir behaupten, da f in jedem Punkt von R\ Q stetig und in jedem Punkt von Q
unstetig ist.

Ist ndmlich a € Q, also a = ry fiir ein N € N, so ist fiir jedes x € R, welches gréfler ist als a,

fl@+27V = > 242N = 3" 27 < N2 = f(a).

Tn<TN rn <TrN Tn<T

Damit ist f(z) — f(a) > 27N, z > a, und folglich ist f in a nicht stetig. In jedem a € R\ Q ist
f jedoch stetig. Dazu reicht es zu zeigen, daf}

lim f () = f(@) wnd lim () = /(a).

Wir beweisen die erste Aussage; die zweite ldt sich ganz analog herleiten. Wegen der strengen
Monotonie von f ist f(z) > f(a) fiir alle > a, und damit geniigt zu zeigen:

Zu jedem e > 0 existiert ein § > 0, so daf fiir alle x > a mit z —a < § folgt: f(z) < f(a)+e¢.

Nun gibt es zu € > 0 ein N, so dafl Z 27" < e.Daa¢gQ,ist § := mi}r\l{{\a—rn\}>0 und
n<
n=N
folglich |a — 7y, | > ¢ fiiralle n < N. Fiir alle x € R mit 0 <z —a < J gilt dann aber

f@-fl@=>32"-3%2"= 3 2"< Y 2"<y 2" <.,

Tn<T rn<a a<r,<x a<lr,<a+d

Dieses Beispiel ist insofern ,optimal“, als die Méchtigkeit der Menge der Unstetigkeitsstellen die
der rationalen Zahlen nicht {ibersteigen kann. Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes, der in der
Integrationstheorie noch Verwendung finden wird.

Satz 13.23 Essei f: I — R, I CR ein nichttriviales Intervall, eine monoton wachsende Funktion.
Dann ist die Menge der Unstetigkeitsstellen von f hdochstens abzdhlbar.

Beweis. Wir kénnen die beiden eventuell vorhandenen Endpunkte des Intervalls I getrost aufler Acht
lassen und betrachten im folgenden nur Stellen ¢ im Inneren von I . Fiir eine solche setzen wir

S = sup f(z).

<&

Wegen f(x) < f(§) fiir alle x < £ existiert dieses Supremum und ist kleiner oder gleich f(&). Ist
nun (z;) eine von links gegen ¢ konvergente Folge, so gibt es zu vorgegebenem & > 0 ein z < ¢ mit
f(z)>S5—¢c undein N € N mit z; >« fiir alle j > N. Fiir diese j ist dann

S—e<flx) < flz;)) <S<S+e,
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also lim; .o f (z;) = 5. Mit anderen Worten: Es existiert fiir alle betrachteten ¢ der linksseitige
Grenzwert

F7E) = lm f@) = 5 < £©).

Genauso iiberzeugt man sich von der Existenz des rechtsseitigen Grenzwertes

FHE) = lim f(2) 2 £©).
AN
Die Funktion f ist nun an der Stelle £ genau dann stetig, wenn diese beiden Grenzwerte {ibereinstim-
men. Ist also f an der Stelle { unstetig, so ist f~(§) < f1(§) und wir kénnen eine rationale Zahl r¢
auswihlen, die echt zwischen diesen beiden Grenzwerten liegt. Ist £’ > £ eine weitere Unstetigkeitsstelle,
so ist - wieder wegen der Monotonie -

lim f(z) < lim f(x).

lim £ (z) < lm f ()
Infolgedessen ist die rationale Zahl ¢/ von r¢ verschieden, und die Abbildung £ — re € Q ist injektiv.
Also ist die Menge der Unstetigkeitsstellen gleichméichtig zu einer Teilmenge der abzéhlbar unendlichen
Menge Q und damit hdchstens abzéhlbar (siehe Satz 3.9). O



Anhang: Stetige Abbildungen zwischen topologischen Riumen

Wir stellen in diesem Anhang die wichtigsten Definitionen und Tatsachen iiber stetige Abbildungen
zwischen metrischen und topologischen Rdumen zusammen. Wir geben ohne Umschweife die folgende

Definition. Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen X und Y heifit stetig in
einem Punkt a € X, wenn es zu jeder Umgebung V C Y von b= f(a) eine Umgebung U C X von
a gibt mit f(U) C V. Eine Abbildung f: X — Y heifit stetig (schlechthin), wenn sie an jeder Stelle
a € X stetig ist. Ist A C X eine Teilmenge und f: A — Y gegeben, so heifit f stetig (auf A), wenn
f bzgl. der von X auf A induzierten Relativtopologie stetig ist.

Bemerkungen. 1. Anstelle der vollen Umgebungsfilter braucht man bei der obigen Definition selbst-
verstandlich nur Umgebungsbasen von b= f (a) und a zu testen.

2. Sind X und Y metrische Ridume (evtl. sogar mit Metriken in unterschiedlichen angeordneten
Korpern), so ist wegen 1. die obige Definition gleichbedeutend mit: Zu jeder Kugel B (b, €) gibt es
eine Kugel B (a, §) mit

f(B(a, ) C B(b,e).
3. Ist die Abbildung f nur auf einer Teilmenge A C X mit a € A erklért, so definiert man in

Ubereinstimmung mit der allgemeinen Definition: f: A — Y heifit stetig in a, wenn es zu jeder Kugel
B (b, e) CY eine Kugel B (a, §) C X gibt mit

f(B(a,0)NA) C B(b,e).

3. Sind X und Y normierte Vektorrdume, so bedeutet dies: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0,
so daf aus ||z — a|| < §, v € A, folgt, daB || f(z) — f(a)| < e. Insbesondere stimmt die obige
Definition im Falle A C X =Y = K mit unser frither gegebenen iiberein.

4. Die identische Abbildung id : X — X ist stets stetig. Ist f: X — Y stetigin ¢ und g: Y — Z
stetigin b= f(a),soist go f: X — Z stetigin a.

Die folgende Aussage wurde schon zitiert und verwendet; ihr Beweis wird nun endlich nachgetragen.

Satz 13.24 FEine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen ist genau dann stetig, wenn
Urbilder offener Mengen unter f offen sind.

Beweis. Es sei f stetig und V C Y offen. Ist dann a € f~1(V) und b = f(a), so ist V eine
Umgebung von b. Folglich gibt es eine Umgebung U von a mit f(U) C V, also U C f~Y(V).
Somit ist das Urbild von V Umgebung jedes seiner Punkte und folglich eine offene Menge in X . Ist
umgekehrt diese Bedingung erfiillt und V' eine Umgebung eines Punktes b = f (a) € Y, so gibt es per
definitionem eine offene Umgebung V’ C V von b. Nach Voraussetzung ist dann U := f~1(V’) eine
(offene) Umgebung von a mit f(U) C V/ C V. Somit ist f an jeder Stelle a € X stetig. O

Das folgende Beispiel ist vollstdndig elementar, erhélt aber aufgrund seiner hédufigen Verwendung
den Rang eines Lemmas.

Lemma 13.25 Ist (V, || - ||) ein normierter K—Vektorraum, so ist die Normabbildung
-1V —Ko
von V in den Bewertungskorper Kg stetig.

Beweis. Es sei a € V fest gewdhlt, und = € V' sei beliebig. Aus der Dreiecksungleichung folgt dann
lz| <[z —al + ||a] und damit ||z| — ||a| < ||z — a]||. Durch Vertauschen der Rollen von x
und a erhilt man hieraus die auch sonst niitzliche Ungleichung

izl = lalll <llz = al,
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aus der unmittelbar die Stetigkeit der Normfunktion folgt. O

Ist auf der anderen Seite Y = V' ein normierter Vektorraum iiber dem bewerteten Korper K, so
lassen sich Abbildungen von X nach V auch addieren und mit Funktionen X — K multiplizieren.
Fast wortlich wie oben beweist man den

Satz 13.26 Sind f,g: X =V und ¢c: X - K stetigin a € X, so auch f + g und cf.

Den Zusammenhang zwischen stetigen und folgenstetigen Abbildungen kann man jetzt wie folgt
ausdriicken.

Lemma 13.27 Ist f: X — Y stetig in a € X, so auch folgenstetig:

lim f(z;) = f(a) fur limz; =a.
j—o0 j—oo

Ist umgekehrt f folgenstetig in a und besitzt a eine abzdhlbare Umgebungsbasis, so ist f stetig in a .

Zum Schluf} sollen noch einige kurze Bemerkungen zum allgemeinen Begriff des Zusammenhangs
von topologischen Réumen angefiigt werden.

Definition. Einen topologischen Raum X nennt man zusammenhdngend, wenn er nicht als disjunkte
Vereinigung von zwei nicht leeren offenen Mengen geschrieben werden kann. Eine Teilmenge A C X
heifit zusammenhiingend, wenn sie in der Relativtopologie zusammenhéngend ist. Ein topologischer
Raum X heifit weqweise zusammenhdngend, wenn er im obigen Sinne R—wegweise zusammenhéngend
ist, wenn es also zu je zwei Punkten a, b € X eine stetige Abbildung v : I — X des abgeschlossenen
reellen Einheitsintervalls I = [0, 1] € R gibt mit v(0) = a, v(1) = b. Man nennt eine solche
Abbildung auch einen (stetigen) Weg oder eine Kurve in X mit Anfangspunkt a und Endpunkt b
und die Bildmenge v (I) C X die Spur des Weges ~v: I — X .

Man iiberzeugt sich sofort aufgrund unserer oben unter restriktiveren Voraussetzungen gemachten
Uberlegungen, daf} generell die folgenden Aussagen richtig sind.

Lemma 13.28 Stetige Bilder von zusammenhdngenden Mengen, insbesondere Spuren von stetigen We-
gen, sind zusammenhdngend.

Lemma 13.29 Ist der topologische Raum X wegzusammenhdngend, so auch zusammenhdngend.

Die Umkehrung des vorigen Lemmas ist jedoch nicht richtig. Es existieren durchaus zusam-
menhéngende topologische (sogar metrische) Riume, die nicht wegzusammenhiingend sind. Ein Beispiel
ist die mit der Relativmetrik versehene Teilmenge X der euklidischen Ebene R?, die die Vereinigung
der Strecke X :={(z,y) € R?: 2 =0, —1 <y < 1} mit dem Graphen der Funktion sin (1/z) auf
R* , also der Menge X» :={(z,y) € R?*: >0, y =sin(1/x)} ist (natiirlich kann man hier auch die
Sinusfunktion durch die weiter oben in Kapitel 12 definierte stiickweise lineare Funktion ¢ ersetzen;
siehe Figur 12.3). Es ist eine leichte Ubungsaufgabe einzusehen, daf dieser Raum zusammenhingend
ist (im Wesentlichen liegt dies daran, dafl jede Umgebung eines Punktes in X; auch die Menge Xo
treffen mufl). Selbstverstindlich sind auch die Mengen X; und X, mit der jeweiligen Relativtopologie
fiir sich wegzusammenhéngend; ihre Vereinigung kann es jedoch nicht sein: Kein Punkt in X5 kann
durch einen stetigen Weg mit einem Punkt in X; verbunden werden. Anschaulich ist dies einleuchtend,
da ein solcher Weg ,unendlich lang* sein miifite. Am einfachsten sieht man dies mit einem Kompakt-
heitsargument ein (siehe das iiberniichste Kapitel). Man kann aber auch einen direkten Beweis fiithren,
den zu finden wir dem Leser iiberlassen.




242 Teil II: Grundlagen der Analysis

X1
X2

Figur 13.8



14 Differenzierbare Funktionen

Der Begriff der Differenzierbarkeit hat zu tun mit (momentanen) Wachstumsraten (wie z. B. Geschwin-
digkeiten oder Beschleunigungen), aber auch mit linearer Approxzimation. Historisch erwachsen ist dieser
Begriff aus dem Bemiihen, fiir allgemeinere als ebene algebraische Kurven C' Tangenten zu finden, also
Geraden, die die Kurve an einer festen Stelle (xg, yo) beriihren:

Figur 14.1

Geméifl unserer Philosophie wollen wir diese Begriffsbildung von vornherein etwas allgemeiner
fassen. Wir betrachten einen bewerteten Korper K mit Bewertungskorper Kg; ferner sei V ein
normierter K—Vektorraum (mit Wertekérper Ko ). In den uns am meisten interessierenden Féllen ist
Ko =R und K=R oder C.

Definition. Es sei D C K eine nichtleere Teilmenge, a € D sei ein Haufungspunkt von D, und
f: D —V seieine Abbildung. Dann heifit f differenzierbar an der Stelle a, wenn der Grenzwert

f'(a) = %g% f(xgz : i(a)

existiert. f’(a) heifit dann die (erste) Ableitung von f an der Stelle a. f heifit differenzierbar auf
D, wenn f an jeder Stelle a differenzierbar (und damit auch jeder Punkt a € D Haufungspunkt von
D) ist. Die Abbildung f': D — V heifit dann die erste Ableitungsfunktion oder auch kurz die erste
Ableitung der Abbildung f. Man schreibt auch suggestiver (nach LEIBNIZ)

df
df/dz  bzw. .

anstelle von f’ und entsprechend fiir f'(a) auch

4

daf
dx(a) oder %1:

a

Es ist {iblich, den Bruch
A _
Af @ =f@ L,
Ax T — a

als einen Differenzen—Quotienten und entsprechend

df
Az (a)

als Differential-Quotienten an der Stelle a zu bezeichnen. Es ist manchmal ratsam und wirkungsvoll,

den Differential-Quotienten an einer beliebigen, aber festen Stelle © € D zu betrachten und dann den
Differenzen—Quotienten in der folgenden Form zu schreiben:

a . fl@+h) = f(z)
%(90)—}3}, A

h#0
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Warnung und Bemerkung. Trotz dieser Bezeichnung darf der Differentialquotient df/dz nicht als
Quotient der Grossen df und dx, die fiir sich ohnehin keinen Sinn ergeben, aufgefaflt werden, auch
wenn wir den Ausdruck oft formal wie einen Quotienten behandeln diirfen, wie wir noch sehen werden.
Es ist allerdings moglich, im Rahmen der nonstandard Analysis auch die infinitesimalen Groflen df
und dr mathematisch exakt einzufithren und ihren Quotienten zu bilden, womit die Leibnizsche
Schreibweise, ungeachtet ihrer genialen Praktikabilitéit, eine endgiiltige Rechtfertigung erfihrt.

Beispiel. Ist f(x) = ¢ € V, so gilt f'(z) = 0. Ebenso leicht bestimmt man fiir V = K und
f=1id: K— K die Ableitung zu f' =1.

Bemerkung. Zur Erinnerung rekapitulieren wir die ezakte Definition des Grenzwertes f/(a): Zu jedem
e >0 gibt esein § > 0, so daB fiir alle 2 € D mit 0 < |z — a| < § die Ungleichung

f(x) = f(a)

r — a

H 7(a) -

<o

besteht. Fiir Korper K mit der Bedingung (x) ist die Existenz des Grenzwertes, wie wir frither schon
gezeigt haben, dquivalent zur Existenz aller Grenzwerte

o $@) = 1)

) fiir beliebige Folgen z; € D, z; # a, und limz; =a,
Jj—00 l'j — a

die dann automatisch alle {ibereinstimmen miissen.

Man macht sich die Bedeutung des Differentialquotienten am einfachsten klar in der speziellen
Situation, dal V = K und K = R. Hier ist der Differenzenquotient natiirlich nichts anderes als die
Steigung einer Geraden in R? | némlich der Sekante durch die Punkte (a, f (a)) und (z, f(z)), und
der Differentialquotient ist die ,Grenzsteigung“ bei dem Grenziibergang = — a, die wir als Steigung
der Tangente an den Graphen von f an der Stelle (a, f(a)) interpretieren werden (siehe Figur 12.4
und Satz 1). — Wir geben sogleich eine entsprechende Definition in unserer allgemeinen Situation.

Definition und Bemerkung. Essei f: D — V im Punkte a € D C K differenzierbar. Dann wird durch
Kot (¢ f(a) + (t —a)f(a) eKxV
eine ausgezeichnete Gerade in K x V' durch den Punkt (a, f (a)) beschrieben, die aus den Sekanten

fla;) = fla)

xj—a

Kstb—><t,f(a)+(ta) >€K><V

durch den Grenziibergang D > z; — a entsteht. Sie heifit die Tangente an den Graphen von f an
der Stelle (a, f (a)). Manchmal bezeichnet man, wenn auch nicht véllig korrekt, die affine Funktion
t — f(a)+ (t —a)f'(a) als die Tangentengleichung von f an der Stelle a. Aus dem néchsten
Satz geht hervor (Satz 1. iii) und Folgerung 2), dafl die Tangente unter allen Geraden in K x V|
die durch den Punkt (a, f(a)) gehen, dadurch eindeutig charakterisiert ist, daf} sie den Graphen
der Abbildung f an der Stelle (a, f(a)) ,am besten“ (und das heifit: ,besser als linear“) appro-
ximiert. Eine andere, dynamische Interpretation geben wir im Anschlufl an den Beweis von Folgerung 2.

Wir fiigen im ersten Satz noch eine zweite dquivalente Formulierung ein, da mit ihrer Hilfe alle
Standard—Aussagen iiber Differenzierbarkeit von Summe und Produkt von Funktionen etc. bequem auf
die entsprechenden Aussagen iiber stetige Funktionen zuriickgefiithrt werden konnen. Auflerdem bildet
sie die Grundlage fiir die Ubertragung des Differenzierbarkeitsbegriffes auf Funktionen in mehreren
Veréanderlichen.

Satz 14.1 Es seien a € D CK und f: D — V gegeben. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent :
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i) f istin a differenzierbar, d. h. es existiert

ii) Es gibt eine in a stetige Funktion ¢ : D — 'V mit
fl)=1fl)+ @ —-ay), zeD.
iii) FEs gibt eine Konstante ¢ € V', so daf fiir die durch
fx) = fla)+ (@ —a)ce+p(x), zeD
definierte Funktion ¢ : D —V gilt:

¢ (v)

r — a

lny - 0.

z#a

Die Funktion ¢ und die Konstante ¢ sind eindeutig bestimmt, und es gilt:

f'(a) =4 (a) = c.

@ ist insbesondere stetig in a mit v (a) =0.

Beweis. i) = ii). Die Funktion ¢ ist auflerhalb von a notwendig von der Gestalt

r — a

Dafl diese stetig, und dann sogar eindeutig, in den Punkt a hinein fortgesetzt werden kann, ist
dquivalent zu der Existenz des Differentialquotienten. Insbesondere muff man 1 (a) = f’(a) setzen.

ii) = iii). Man setze ¢ (z) = (x — a) (¥ () — ¥ (a)) und c:= 1 (a). Dann ist iii) erfiillt wegen

2 @) ) — 0.

r — a r—a

Giibe es eine weitere solche Darstellung mit einer Konstanten ¢ und der Funktion zz (x), so wiire wegen

xr — Qa r—a
notwendig ¢ = ¢ und damit auch ¢ = ¢.
iil) = i). Aus
Hf(l’) —fla) CH _le@ |,
T —a x — af v—a
folgt die Existenz von
f'(a) — lim f(I) — f(a) = c.

Z;’; T — a

Die Zusiitze, auer der letzten Bemerkung, wurden schon weiter vorne mitbewiesen. Ist nun ¢ > 0
vorgegeben, so folgt aufgrund der Grenzwertaussage in iii) die Existenz eines 6 > 0, so daf
|o(z)] <e|lxz — al firalle v € D mit |z — a| <. Dies bleibt natiirlich richtig, wenn man ¢ durch
min (4, 1) ersetzt. Fiir diese = ist dann | ()] <e. O

Eine unmittelbare Konsequenz aus der Stetigkeit von ¢ oder ¢ ist die
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Folgerung 14.2 Ist die Funktion f: D — V differenzierbar in a, so ist sie dort auch stetig.

Warnung. Die Umkehrung dieser Aussage ist natiirlich nicht richtig, wie schon das einfache Beispiel
f@)=lz|, D=R, a=0, zeigt.

Figur 14.2

Um die eingangs gemachten Aussagen iiber die bestmogliche Approximation des Graphen einer
differenzierbaren Funktion durch ihre Tangente zu prézisieren, benttigen wir eine Definition.

Definition und Bemerkung. Es seien f, g : D — V Funktionen, a € D sei ein Haufungspunkt von D .
Wir sagen, die Funktionen f und g beriihren sich von mindestens erster Ordnung im Punkte a, wenn

f(a) =g(a) und

o F@) —g@
S

Dies bedeutet nicht nur, daf§ die Differenz f — g fiir # — a gegen Null geht (so dafi die Bedingung
f(a) = g (a) tberfliissig ist, sofern nur eine der beiden Funktionen an der Stelle a stetig, insbesondere
also dort differenzierbar ist), sondern sogar, daf§ diese Differenz ,schneller als linear“ gegen Null geht.
Denn ausgeschrieben lautet unsere Definition insbesondere: Zu jedem e > 0 existiert ein § > 0, so dafl
firalle z € D mit |z — a| <4 gilt:

1f (@) —g@)| <elz—al.

Es ist unmittelbar klar, daf die Relation ,Beriihren von mindestens erster Ordnung in a “ eine A qui-
valenzrelation ist. - Ferner ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Definition der Differenzierbarkeit:

Satz 14.3 Sind die beiden Funktionen f, g differenzierbar im Punkte a, so berihren sie sich genau
dann von mindestens erster Ordnung im Punkte a, wenn

fla) =g(a) und f'(a) = g'(a).

Bei vorgegebener Funktion f ist die einzige affine Funktion, die diesen beiden Bedingungen geniigt,
die durch die Tangentengleichung gegebene. - Wir kénnen somit guten Gewissens festhalten:

Folgerung 14.4 Ist die Funktion f: D — V im Punkte a € D differenzierbar, so wird f an der
Stelle a wvon der Tangentengleichung = — f (a) + f'(a) (x — a) (und unter allen affinen Funktionen
nur von dieser) von mindestens erster Ordnung beriihrt.

Beispiel. Ist f eine Abbildung von D C K nach V = K", so ldfit sich f schreiben in der Form f =
(f1,---, fn) mit den Komponentenfunktionen f;, j =1,...,n.Ist speziell D =1 C R ein Intervall,
aufgefafit als ein Zeitintervall, und f: I — R™, so kann man diese auffassen als die Beschreibung der
zeitlichen Bewegung eines Masseteilchens im Raum (unter dem Einflufl von duBeren Kréften). (Man
spricht auch von einem (parametrisierten) Weg oder einer Kurve, wenn f zumindest stetig ist). Aus
diesem Grunde benutzt man dann auch oft das Symbol ¢ fiir die Koordinate in D (fiir ,tempus*® lat.
Zeit) und (z1,...,x,) fiir die Koordinaten in R™ (oder (z1,...,2,) € C"). Aus dem Kriterium ii) von
Satz 1 ergibt sich unmittelbar die folgende Aussage.
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Lemma 14.5 Die Abbildung f = (f1,...,fn) : D — K", D C K, ist genau dann in to € D
differenzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen f; : D — K in to differenzierbar sind, und es gilt

f(to) = (fi(to), .-, fn(to)) -

Wir wollen diese physikalische Vorstellung einer Abbildung R D D > ¢t — f(¢) € V als die
zeitliche Bewegung eines Masseteilchens im Raum V' auch weiterhin in Anspruch nehmen und in dieser
Situation insbesondere auch die Ableitung entsprechend interpretieren. Die einfachste solche Bewegung
ist geradlinig und gleichformig:

Rotr— a(t) =z + (& — to)vo

mit einem festen Zeitpunkt to, zu dem sich das Masseteilchen an der Stelle xg € V' befindet. Zur Zeit
t; > to befindet es sich an der Stelle « (¢1) und hat daher in dem Zeitintervall der Linge At :=t; —tg
die Strecke

Ao = Oé(tl) — Oé(to) = (tl — to)’Uo = At - Vo

zuriickgelegt. Der Vektor vy € V' stellt somit im landldufigen Sinne die (konstante) Geschwindigkeit
des Masseteilchens dar. Selbstverstindlich ist, wie man unmittelbar nachrechnet,

vo = a'(t) zu jeder Zeit t€R.

Im allgemeinen Fall einer Bewegung ¢ +— f (t) € V stellen wir uns einen festen Zeitpunkt to und einen
variablen Zeitpunkt ¢ vor. Damit das Masseteilchen von dem Ort f (t9) nach f(¢) in der Zeit von ¢
nach ¢ in einer geradlinigen und gleichférmigen Bewegung gelangen kann, miifite es, in f (¢y) startend,
mit der Geschwindigkeit

f(t) = f(to)

Vy =
K t — to

fliegen. Durch immer feinere Unterteilung des Graphen von f in affine Teilstiicke gelangt man dann
zwangsldufig zu der Vorstellung der momentanen Geschwindigkeit des Masseteilchens zur Zeit ty in
Form des Grenzwertes

lim () = f(to)
sy b=t

also der ersten Ableitung f/(ty) der Bewegungsgleichung f zur Zeit t =tg.

Bemerkung. Physikalisch zu interpretieren ist diese Grofle auch als Geschwindigkeitsvektor einer gerad-
linigen und gleichférmigen Bewegung t — f (to) + (t — to) f'(to) , die das Teilchen vom Zeitpunkt to ab
durchlaufen wiirde, wenn exakt zu diesem Zeitpunkt sdmtliche Krifte ,,abgeschaltet“ werden kénnten.
Man denke hierbei zum Beispiel an einen Hammerwerfer im Moment des ,,Loslassens“ des Hammers.
Ist speziell V' = R™, so bestehen die Komponenten des momentanen Geschwindigkeitsvektors gerade
aus den Geschwindigkeiten der Projektionen der Bewegung in die einzelnen Koordinatenrichtungen.
Wir kommen auf dhnliche Fragen spéater im Zusammenhang mit der elementaren Kurventheorie zuriick.

Die momentane absolute Geschwindigkeit ist selbstverstindlich der Betrag || f/(to) || . Wir notieren:

Folgerung 14.6 Ist f: D — V differenzierbar in a € D, so gilt
f(z) — f(a)
T —a

lim
oo

z#a

=@l

Beweis. Nach der Dreiecksungleichung ist

(L= | < | 222D

g 0
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Beispiel. Ein auflerordentlich niitzliches, insbesondere fiir die Einfithrung der trigonometrischen Funk-
tionen bedeutsames Beispiel ist die Abbildung R 3t — e € C. Es ist

|t |2 = eitelf = eiteit = ¢it=it — 0 — 1,
Also handelt es sich um die Bewegung eines Massenpunktes auf dem Einheitskreis S1 = {2z € C: |z| =
1} C C =2 R?, der sich zur Zeit ¢ = 0 an der Stelle ¢ =1 = (1, 0) befindet. Sein Geschwindigkeits-
vektor zur Zeit tg ist

it _ ity . i(t—to) _ 1
lim ¢ -° iett lim 6,7
t—to t — to t—to Z(t — to)

= je'to

nach Satz 12.11. Schreibt man fiir den Realteil von e kurz c(t) und entsprechend s(t) fiir den
Imaginirteil, so ist e = ¢(s) + is(t), wofiir man besonders in der angelsiichsischen Literatur auch
cis (t) schreibt. Unsere Ableitungsformel besagt dann

dt) +is'(t) =cis'(t) =dcis(t) = —s(t) + ic(t)

und damit
sty =c(t), ) =s(t).

Der Geschwindigkeitsvektor cis'(t) = (—s(t), c(t)) steht damit stets senkrecht auf dem Ortsvektor
cis(t) = (c(t), s(t)) und besitzt die Linge 1. Also bewegt sich das Masseteilchen mit konstanter
(absoluter) Geschwindigkeit 1 auf dem Einheitskreis, so daf§ der in der Zeit ¢ zuriickgelegte Bogen
nicht nur proportional zu, sondern sogar gleich ¢ sein mufl. Dies werden wir spéter noch beweisen. Wir
werden ferner weiter unten noch zeigen, dafl durch die beiden vorstehenden Differentialgleichungen
und die Anfangsbedingungen s(0) = 0, ¢(0) = 1 die Funktionen ¢ (¢) und s(t) eindeutig festgelegt
sind. Es handelt sich dabei selbstverstindlich um die trigonometrischen Funktionen ¢ () = cos ¢ und
s(t)=sint.

Wir miissen als néichstes die iiblichen ,,algebraischen“ Resultate herleiten. Je nach Geschmack kann
man sich dabei auf irgendeine der dquivalenten Definitionen stiitzen. Wir verwenden wegen der beson-
deren Eleganz der Beweisfithrung die Charakterisierung ii).

Satz 14.7 Es seien f,g : D — V, ¢ : D — K differenzierbar in a. Dann sind dort auch die
Funktionen f + g, cf differenzierbar, und es gilt

aif+9),  _ & dg
o @= - + -
d(cf) _ df dc
. (a) = c(a) T (a) + . (a) f (a) (Produktregel) .

1
Ferner gilt die Quotientenregel: Ist ¢(a) # 0, so ist — f nahe a definiert und in a differenzierbar mit
c
IEAY c(a) f'(a) — ¢(a)f(a)
(27) @ - c(ay '

Einen Teil der vorstehenden Resultate kann man wie folgt interpretieren.

Folgerung 14.8 Die in a differenzierbaren Funktionen aus Abb (D, V) bilden einen K—Vektorraum,
d

fiir den die Zuordnung f +— d—f (a) eine K-lineare Abbildung ist.
x

Bemerkungen und Definition. Insbesondere tragt die Menge Diff (D, V) der auf ganz D differen-
zierbaren Abbildungen die kanonische Struktur eines K-Untervektorraums von C°(D, V), dem K-
Vektorraum der stetigen Abbildungen von D nach V. (Man beachte, dafl die Ableitung einer konstan-
ten Funktion identisch verschwindet). Wegen der Produktregel ist Diff (D, V') sogar ein Diff (D, K)-
Modul. Fiir jedes Element f € Diff (D, V) ist die Ableitung f’ € Abb (D, V). Die Zuordnung

d [ Diff (D, V) — Abb(D, V)
da - frf
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ist K-linear. Setzt man voraus, daf8 die Ableitung sogar stetig ist: f’ € C°(D, V), so nennt man die
Funktion f (einmal) stetig differenzierbar. Aufgrund der Rechenregeln fiir die Ableitungen und fiir
stetige Funktionen folgt unmittelbar, dafl die Menge der stetig differenzierbaren Funktionen wiederum
einen Vektorraum bilden, der stets mit C!'(D, V) bezeichnet wird. Der Ableitungsoperator kann dann
als lineare Abbildung C'(D, V) — C%(D, V) aufgefafit werden.

Beweis von Satz 3. Beginnen wir mit der Additivitdt: Aus
(@) = f(a) + (z—a)i(x)
g(@) = g(a) + (x—a)7 ()
folgt durch Addition der beiden Zeilen

(f+9) (@) = +9)(a) + (x—a)(@(x) + (),

und mit ¢ und ~ ist auch deren Summe in a stetig. Folglich ist f + ¢ differenzierbar in a mit
(f +9)(a) =¥ (a) +7(a) = f'(a) + ¢'(a).

Der Beweis fiir die Produktregel ist nur unwesentlich schwerer: Wir schreiben statt ¢ wie in der Formu-
lierung des Satzes wieder g und multiplizieren den obigen Ansatz aus. Es ergibt sich diesmal (wobei
wir die Reihenfolge beachten sollten):

(9f) (@) = (9f)(a) + (x—a) [g(a)¥(z) + v (2) f(a) + (z — a)y(2) P (2)] .

Die in der eckigen Klammer stehende Funktion ¥ (z) ist in a stetig. Also ist auch das Produkt diffe-
renzierbar, und es gilt

(9f)(a) = ¥(a) = g(a)¥(a) + v(a) f(a) = g(a) f'(a) + ¢'(a) f(a) .

Somit bleibt noch die Quotientenregel zu beweisen. Wegen der Produktregel braucht man die Quoti-
entenregel aber nur fiir die Funktion ¢ herzuleiten, fiir die wir wieder ¢ schreiben: Ist namlich die
Differenzierbarkeit von 1/g in a gezeigt mit

1\’ g'(a)
+ =] (a) = — )
) (9) @) g(a)?
so folgt aus der Produktregel (wir lassen das Argument a fort):

<1f) :(1) f+1f/:—%f+1f/=gf_gf.
g g

Kommen wir also zu (4). Da ¢ in a insbesondere stetig ist, folgt aus g(a) # 0, daBl 1/g in einer
Umgebung von a definiert und stetig ist. Genauer gibt es ein g9 > 0, s. d. | g ()| > g fiir alle z in
einer Umgebung von a gilt. Hieraus folgt

1 1 1 — — 1
lim ( — ) = — lim 7 () —g(a) _ lim Z (z) = 9(a) lim
rx—al\g(z) gla) e g(@)g(a)(z — a) e r—a Zrg(@)gla)
sofern die beiden Grenzwerte auf der rechten Seite existieren. Diese sind aber nach Voraussetzung
existent und gleich ¢'(a) bzw. g(a)=2. O

Aus diesem Satz gewinnt man unmittelbar die Erkenntnis, daf§ polynomiale Abbildungen mit Ko-
effizienten in dem K—Vektorraum V differenzierbare Abbildungen K — V' sind. Normalerweise 148t
man hier nur Koeflizienten in K zu, betrachtet also nur Polynome, was aber fiir den Beweis génzlich
unerheblich ist. Man beachte aber, dafl wir die Skalarenmultiplikation im Vektorraum V im Gegensatz
zum iiblichen Gebrauch erneut von (links und) rechts schreiben, um fiir Polynome nicht gezwungen zu
sein, die bekannten Formeln umzuschreiben.
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Satz 14.9 Polynomiale Abbildungen P (v) = apx™ +---+a,, a; €V, sind als Abbildungen K — V
differenzierbar mit
P'(z) = nagx™ ' 4+ +a, 1.

Beweis. Da konstante Funktionen eine identisch verschwindende Ableitung besitzen, brauchen wir nach
dem vorigen Satz nur die Differenzierbarkeit der Monome P,(x) = 2" nachzuweisen mit P/ (z) =
nz™ 1. Dies folgt aber sofort durch vollstindige Induktion nach n > 1 vermittels der Produktregel,
wobei der Induktionsanfang Pj(x) = 1 vollig elementar ist. Natiirlich kann man auch fiir jedes n direkt
argumentieren: Fiir beliebiges a € K gilt

" — a”

="l 4az" 24+ 4+ av, z#a.
T —a

Da die rechte Seite stetig in a ist, ergibt sich

" — a”

lim =— = na"'. |

e voa

Wesentlich interessanter ist die Frage, ob auch Potenzreihen in ihrem (offenen) Konvergenzkreis dif-
ferenzierbare Funktionen darstellen. Dies ist in der Tat der Fall, wenn wir (sinnvollerweise) voraussetzen,
dafl der Bewertungskorper Kqg der Korper R der reellen Zahlen ist.

Satz 14.10 Die Potenzreihe -
P(z) = Zanx", an €V,
n=0

besitze den positiven Konvergenzradius R € R U {oco}. Dann ist P fir alle x € K mit |z| < R
differenzierbar, und es gilt

P'(z) = Z na,z" ! = Z (n+1)an ™.
n=1 n=0

Mit anderen Worten : Man erhilt die Ableitung P’ durch (formales) ,, Differenzieren unter dem Sum-
menzeichen “. Die formal abgeleitete Reihe besitzt sogar den gleichen Konvergenzradius wie die urspring-
liche.

Beweis. Wegen Folgerung 11.11 besitzen die gegebene Potenzreihe und die Potenzreihe

oo
Pi(x) = Z na, "
n=1

den gleichen Konvergenzradius R.

Es sei nun a € B (0, R) C K beliebig, aber fest gewihlt und = eine Zahl mit |a| < r < R. Wir setzen
ferner
fo(z) == ap ("' +az" 2 4+ . 4 a7,
Fir |z| <7 gilt dann
[ fa(@) | < nllanllr"7".
Da die Reihe P;(r) absolut konvergent ist, ist die Reihe

(o ]
Z folz) fir |z| <7r
n=1
gleichméflig konvergent, stellt also insbesondere eine stetige Funktion dar. Es gilt nun fiir = # a:

Pa) - Pl@) _ 5, o —at
e S D IRACE

und somit existiert fiir £ — a der Grenzwert
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P = tig POZLD iy 3 ) = 3t o) = 3 Sl = 3 naga O
n=1 n=1

zFa =1 n=1 *#a

Beispiele. 1. Die Exponentialreihe exp x ist iiberall auf C konvergent und reproduziert sich selbst bei
Differentiation, wie wir schon wissen:

. n > 1
exp'z =) "l = > (n_l)!xnf1 - ep
n=1 n=1

Sie ist eindeutig festgelegt durch ihre Funktionalgleichung und die Ableitung f/(0) = 1.
2. Die Reihe

n

L(x) = Z = "

besitzt den Konvergenzradius 1 (man verwende hierzu das Quotientenkriterium). Fiir ihre Ableitung
ergibt sich mit Hilfe der geometrischen Reihe

() = 3 = 3 ()t =
n=1 n=0

Esist L(x) =In(z+ 1) (siche Lemma 12.20).

3. Die auf ganz C konvergente Sinus—Reihe

. L - (_1)n 2n+1
S z o= Z;) m z

besitzt als Ableitung die Cosinus—Reihe

Q
@]
0w
I
Il
[~]#
—
|
—
~—
3
W
(]
3

n=0

Definition. Fine Funktion f: D — V|, D C K, heiflt n-mal differenzierbar, n > 2, wenn sie alle
héheren Ableitungen f() .= f' " .= f@) .= (f), ... f = (f(”*l))/ bis zur Ordnung n besitzt.
Sie heiBt n—mal stetig differenzierbar, wenn sie n-mal differenzierbar und f(™) stetig ist (es sind dann
£, f',..., £V automatisch stetig). Es ist unmittelbar einsichtig, daf die Menge der n-mal stetig dif-
ferenzierbaren Abbildungen D — V einen K-Vektorraum bildet. In Ubereinstimmung mit fritheren
Notationen bezeichnen wir diesen mit C™(D, V). f heifit beliebig oft differenzierbar, wenn alle Ablei-
tungen fl"l, n € N, existieren (dabei setzt man stets f O .= f ). Der entsprechende K-Vektorraum
wird mit C*°(D, V) bezeichnet. Aus der Produktregel folgt iibrigens unmittelbar durch Induktion, daf}
fiir n—mal (stetig) differenzierbare Funktionen f, g auch das Produkt f -g¢ die Eigenschaft besitzt,
n—mal stetig differenzierbar zu sein, und daf die LEIBN1Z—Formel

(f g™ = zn: (Z) F) yn=b)

k=0

gilt. Damit ist die Menge C™(I, R) der n—mal stetig differenzierbaren Funktionen f: I — R auf dem
nicht leeren Intervall I C R nicht nur ein R—Vektorraum, sondern sogar eine kommutative Algebra
(mit der Funktion f (z) =1 als Einselement). Als einfaches Beispiel bestimmt man leicht f()(z), n =
1, 2, 1000, fiir die Funktion f(x):= 2%e®.

Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir sofort weiter notieren:

Folgerung 14.11 Potenzreihen sind beliebig oft differenzierbare Funktionen in ihrem Konvergenzkreis.
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Bemerkung. Es gibt nach WEIERSTRASS reellwertige Funktionen in einer reellen Veradnderlichen, die
iiberall stetig, aber nirgends differenzierbar sind. Ein solches Beispiel ist die Funktion G aus Kapi-
tel 12, deren Verlauf in Figur 12.11 skizziert wurde. Durch Integration konstruiert man dann auch
differenzierbare Funktionen mit stetiger, aber nirgends differenzierbarer Ableitung. Wir miissen diese
eigentiimliche Eigenschaft von G noch nachweisen. Da die Funktion G : R — R periodisch mit Periode
1 ist, brauchen wir nur zu zeigen, daf sie an keiner Stelle a € [0, 1] differenzierbar ist. Hierzu benutzen
wir die Dualbruchentwicklung

ag

oo n
a = Z % mit den Abschnitten A, := Z o -
k=1

k=1

Es sei ferner B, := A, +1/2". Dann ist A, < a < B, , und die Folgen (A,) und (B,) konvergieren
gegen a. Nun sind fiir & > n die Zahlen 2¥A4, und 2*B, ganz und folglich die Funktionswerte von
g = go an diesen Stellen gleich Null. Fiir k£ < n ist dagegen

Z Q?ik = g(2*B,) — SR bzw.
. j=k+1
g(2"A,) = n )
s
1 - Z jSk = g(2"B,) + on—k
Jj=k+1

je nachdem, ob ag11 =0 oder = 1. Also ist fiir k <n

g(28A,) — g(2¥B,)
5k = = 71,
Qk—n

wenn agy1 = 0, und =1 sonst, und folglich

lim
n—oo An _‘Bn n—oo

. n k . k 00
G (An) G (By) — lim Z g(2 An)Qk_ng (2"Bn) _ Z o
k=1 k=1

wegen |dx | =1 nicht konvergent. Dies widerspricht aber dem folgenden allgemeinen Satz.
Satz 14.12 Es sei a innerer Punkt des Intervalls I, und die Funktion f: I — R sei in a differen-
zierbar. Dann gilt

S &) - &)

lim ——————=~ =

Jj—oo r; —

/

fiir alle Folgen 7,

" . / " . VNN TR
zi €I mit z; <a <z} und lim;z; =lim; 27 = a.
Beweis. Man kann annehmen, daf§ f’(a) = 0 ist; denn anderenfalls gehe man zu der Funktion

g(x) = f(z) = (z — a) f'(a)
iiber. Die Behauptung folgt dann sofort aus der Beziehung

fh) = f@f)  fh) = fla) 5 —a  fla) = f(af) a—af
A - T — q — + a — x" . —
J J J J J J J J

und der Tatsache, dafl aufgrund der Voraussetzung die Folgen

/ 1

r, — a a — X

J J

o — g und o — g
J J J J

dem Betrage nach nach oben durch 1 beschriankt sind. O
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Dagegen ist im Komplexen die Differenzierbarkeit eine weit stéirkere Bedingung. Fiir Funktionen
f:U—C, U C C, schreibt man selbstverstéindlich fiir die komplexe Variable im Allgemeinen nicht
x, sondern z € U (das Symbol z ist dem Realteil von z vorbehalten). In diesem Fall sollten wir fiir
den Differentialquotienten f’(a) im Leibnizschen Sinne besser

df
@(a)

schreiben. Man nennt diese Ableitung daher auch manchmal die komplexe Ableitung von f im Punkte
a.
Man zeigt in der Funktionentheorie den folgenden tiefliegenden

Satz 14.13 Es sei U C C eine offene Menge und f: U — C (komplex) differenzierbar. Dann gilt:

i) Die Ableitung f' ist differenzierbar, also automatisch stetig.
il) f ist sogar beliebig oft differenzierbar.

iii) f st in jedem Punkt zo € U im grifiten Kreis B (zo, R), der noch in U enthalten ist, in eine
Potenzreihe entwickelbar.

Als néchstes wollen wir der Frage nachgehen, wie sich Differenzierbarkeit bei Komposition von
Funktionen verhélt. Dies macht in unserem bisherigen Aufbau nur einen Sinn, wenn wir als Bildraum
nur V = K zulassen (den allgemeineren Fall verschieben wir auf spiter, wenn wir auch Funktionen
auf Teilmengen von Vektorrdumen betrachten). Etwas allgemeiner betrachten wir Funktionen f: D —
K, DcK,und g: E—-V, ECK, mit f(D)C E. Dann ist auch go f: D — V erklirt, und es
ist sinnvoll, nach der Differenzierbarkeit dieser Komposition zu fragen.

Satz 14.14 (Kettenregel) FEs seien f und g wie vorstehend gegeben. Es seien weiter [ in a und
g in b= f(a) differenzierbar. Dann ist go f in a differenzierbar, und es gilt

(gof)(a) = f(a)g'(f(a)).

Beweis. Wir schreiben f (z) = f(a)+ (x—a)¢ (), g(y) =g )+ (y—b)v(y), b= f(a), y=f(2).

Dann folgt
(gof)(x) = (go f)(a) + (f () = f(a)v(f(a) + (z — a) ¥ (x))
= (90 f)(a) + (z — a)P(x)7(f(a) + (z — a) ¥ (z))
= (90 f)(a) + (z — a) ¥ (x)

mit der in @ stetigen Funktion ¥ () = (z) v (f (a) + (z — a) ¢ (z)) . Wegen ¥ (a) = ¢ (a) v (f (a))
f'(a) g’ (f (a)) folgt die Behauptung.

ol

Beispiele. 1. Die Funktion h(x) = a” ist die Zusammensetzung von h(y) = €Y mit y = f(x) =
(In a) . Wegen (d/dy)e? = ¢e¥ und (d/dx)((In a)z) =1n a ist dann

d xT x
= €ly—in ayo - (In @) = (Ina)a”.

2. e (sin e¥) = €” cos €” .

Es ist ebenso von allgemeinem Interesse, wie sich Umkehrfunktionen beziiglich Differentiation ver-
halten. Wir setzen im folgenden voraus, dal f : D — K, D C K, injektiv ist, was z. B. im Fall
eines angeordneten Korpers K richtig ist, wenn f streng monoton wichst oder fillt. Dann existiert die
Umkehrabbildung ¢ : E := f (D) — K. Wir setzen ferner voraus, daf fiir einen (Hdufungs—) Punkt a
von D die Umkehrfunktion ¢ in dem Bildpunkt b := f (a) € E stetig ist. Dies ist z. B. automatisch
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erfiillt, wenn f: I:=[a, b] = R, I C R, stetig, insbesondere also differenzierbar ist. Damit g an der
Stelle b differenzierbar ist, mufl notwendigerweise f’(a) # 0 sein, denn aus der Kettenregel folgt

g'(b) f'(a) = (go f)(a) = (id)(a) = 1.
Dies reicht als Bedingung aber auch aus, wie der folgende Satz besagt.

Satz 14.15 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion) Unter den vorstehenden Voraussetzungen
sei f an einer Stelle a € D differenzierbar mit f'(a) # 0. Dann ist der Bildpunkt b = f(a) ein
Hiufungspunkt von E = f (D), und die Umkehrfunktion g : E — K ist an der Stelle b = f(a)

differenzierbar mit
1

f'@)’

Beweis. Da a € D ein Haufungspunkt von D ist, gibt es nichttriviale, gegen a konvergente Folgen
(x;), z; € D\ {a}. Da f in a differenzierbar und damit auch stetig ist, konvergiert die Bildfolge
f(zj) € E gegen b = f(a). Da weiter nach Voraussetzung f injektiv ist, ist f(z;) # b fiir alle j.
Also ist b ein Haufungspunkt von E. Wir schreiben nun y = f(x) = f(a) + (z — a) 9 (z), wobei
P (z) in a stetig ist mit ¢ (a) = f'(a) # 0. Wegen der Injektivitit von f ist ¢ iiberall von Null
verschieden, und wir erhalten fiir alle y € E mit b= f (a):

g'b) =

y—2>
9 —gb) =v —a=———=.
¥ (9 (y))
Da v (g (y)) nirgens Null und nach der Stetigkeitsvoraussetzung an ¢ in b € E stetig ist, folgt die
Behauptung aus v (g (b)) = ¥ (a) = f'(a). O

Bemerkung. Fir komplex differenzierbare Funktionen f: G — C, G C C, ist die Situation wieder
entschieden komfortabler. Hier reicht schon die Bedingung f’(a) # 0, daB die Funktion f in einer
offenen Umgebung U C G von a bijektiv, die Bildmenge f (U) offen und die Umkehrabbildung
g: f(U) — U komplex differenzierbar, insbesondere also stetig ist.

Beispiele. 1. Die Funktion y — e¥ ist injektiv auf R mit dem Bild (0, co); fiir die Umkehrfunktion
z +— In x erhalten wir daraus mit Satz 15:

1 1 1
1 / — e = — .
(In 2) deY elnz T

dy

y=ln x
Eine entsprechende Formel gilt auch - mit den notwendigen Vorsichtsmafinahmen - im Komplexen (siehe

weiter unten).

2. Die Funktion y + y? ist auf dem reellen Intervall [0, co) streng monoton wachsend und stetig mit
Bild [0, co). Da ihre Ableitung auferhalb des Nullpunkts nicht verschwindet, ist die Umkehrfunktion
x +— +/z differenzierbar auf dem offenen Intervall (0, co) mit

1 1
W A
dy y=v'z

(Va) =

Dies Ergebnis 148t sich auch anders gewinnen und betréchtlich verallgemeinern. Man beachte, dafl
V& = x/? und daB wir fiir positive 2 und beliebige r € R die Potenz x” durch exp (r In x) definieren
konnten. Somit kénnen wir auch die Kettenregel zusammen mit Beispiel 1. in Anspruch nehmen und
finden

(z") = (exp(r In z)) = L exp(rlnz) =rexp((r—1)Inz) =ra™', >0, rcR.
T
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3. Die Funktion y +— sin y ist auf dem reellen Intervall [— /2, 7/2] streng monoton wachsend und
stetig mit Bild [—1, 1]. Die stetige Umkehrabbildung [—1, 1] — [—7/2, /2] wird, wie wir im vorigen
Kapitel schon angemerkt haben, als arcsin x bezeichnet. Diese Arcusfunktion ist, da die Ableitung des
Sinus nur an den Stellen £ 7/2 verschwindet, auf dem offenen Intervall (—1, 1) differenzierbar mit

. 1 1 1
(arcsin z) = e = . =
sin y cos (arcsin x) \/1 _ sin?(arcsin z)
dy y=arcsin x
1

\/l—le

Das positive Vorzeichen der Quadratwurzel ergibt sich aus der Tatsache, dafl der Arcus—Sinus streng
monoton wdichst (siehe die Ausfiihrungen am Ende des Kapitels).

Weitere Beispiele werden wir weiter unten angeben.

Bemerkung. Unter den Bedingungen des Satzes iiber die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion sieht
man sofort durch vollstéindige Induktion, da8 die Umkehrfunktion g := f~! genauso oft differenzierbar
ist wie f selbst. Schreibt man némlich Inv fiir die Funktion Inv(¢) = 1/t, ¢ € R*, so lautet die
Ableitungsregel fiir g einfach ¢’ = Invo f’ o f~!. Da Inv beliebig oft differenzierbar ist, folgt unsere
Behauptung aus der Kettenregel. Es ergibt sich damit z. B.

g" = (o flof™) = @' ofof ) (fof ) (f7)

1 " -1
e

In den folgenden Abschnitten beweisen wir die grundlegenden Sétze der Theorie der differenzierbaren
reellwertigen Funktionen auf Intervallen in R, darunter den Satz von Rolle, den 1. und 2. Mittelwertsatz
und die Taylor—-Formel. Als Konsequenz erhalten wir eine Begriindung fiir das oben schon mehrfach
verwendete Argument, daf eine differenzierbare Funktion mit positiver Ableitung auf einem Intervall
dort notwendig streng monoton wachsend ist. Ferner sammeln wir noch einige Aussagen iiber konveze
Funktionen. Auch wenn wir die Sétze fiir beliebige angeordnete Korper formulieren, so werden wir
doch im Nachhinein feststellen, daf sie allesamt nur fiir den Korper der reellen Zahlen giiltig sind.
Wir kénnen damit unseren charakterisierenden Axiomen des reellen Zahlkorpers noch mehr als eine
Handvoll weitere hinzufiigen.

Es sei also im folgenden K ein beliebiger angeordneter Kérper, und f : [a, b] — K sei eine Funktion
auf einem nichttrivialen abgeschlossenen Intervall [a, b] C K, a < b. Wir sagen fiir den Rest dieses
Paragraphen, f erfiille die Bedingung (*),, n € N fest, wenn f auf dem abgeschlossenen Intervall
[a, b] mindestens n-mal stetig differenzierbar und die (nach Voraussetzung stetige) n—te Ableitung
£ mnoch auf dem offenen Intervall (a, b) differenzierbar ist. Dies ist natiirlich insbesondere erfiillt,
wenn die Funktion f auf einem Intervall I n + 1-mal differenzierbar oder sogar stetig differenzierbar
ist und a, b in I enthalten sind.

und folglich (f~1)" = —

Satz 14.16 Die folgenden Figenschaften sind dquivalent.

o) K ist archimedisch und vollstindig, also isomorph zu R.

i) FEs gilt der Satz von Rolle: Ist f: [a, b] — K eine Funktion mit (x)o und f(a)= f(b), so gibt
es ein & € (a, b) mit f'(§)=0.

ii) FEs gilt der verallgemeinerte (oder 2.) Mittelwertsatz: Sind f, g: [a, b] — K zwei Funktionen mit
(%)o und ist ¢'(xz) # 0 fir alle z € (a, b), so ist g(a)# g(b), und es gibt ein & € (a, b) mit
f®) = fla) _ f(E)

g) —gla) g€
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ili) Es gilt der Mittelwertsatz: Erfillt f: [a, b] — K die Bedingung (*)o, so existiert ein £ € (a, b)

mat
f ) = f(a)

% = 1.

iv) Es gilt die Taylor—Formel: Erfillt f : [a,b] — K die Bedingung (%), , so gibt es fir jedes
x € (a,b] ein & mit a<&<ux, sodaf

"(a (") (q
f(x) = f(a) + fl(!)(x —a)+---+ fT()(a: —a)" + Ry(x),
wobet f(n+l)(§) B
Ry (z) = m(w - a)

das sogenannte Restglied (in der Form von Lagrange) ist.

v) Erfillt f die Bedingung (%), und ist f"*) =0 auf (a,b), so ist f ein Polynom hdichstens
n—ten Grades.

vi) Erfillt f die Bedingung (x)o und ist f' =0 auf (a, ), so ist f konstant.

Bevor wir den Beweis dieses grundlegenden Satzes durchfiihren, illustrieren wir den Satz von Rolle und
den ersten Mittelwertsatz an einer Zeichnung.

Figur 14.3

Bemerkung. Wir werden die auflerordentlich wichtige Interpretation von iv) nach spéter verschieben,
zumal schon die ersten beiden Aussagen und die letzte weittragende Anwendungen zulassen. Der
Leser kann sogar, wenn ihm dies aufgrund seiner Vorkenntnisse sinnvoll erscheint, den Beweis von iv)
und v) zuniichst auslassen und erst nach der eben angekiindigten Interpretation in Angriff nehmen.
Es sollte klar sein, dal man die Aussage vi), die ebenfalls mannigfache Anwendungen erlaubt, auch
direkt aus dem 1. Mittelwertsatz ableiten kann. Der Vollstédndigkeit halber werden wir dies weiter
unten ausfithren. Der Schritt von vi) nach o) beruht auf unseren Uberlegungen zu dem Begriff des
Zusammenhangs in angeordneten Kérpern; der Beweis kann bei der ersten Lektiire iibergangen werden.

Beweis. 0) = 1i). Nach Voraussetzung ist die Funktion f stetig auf [a, b] C R, nimmt also ihr
Maximum und Minimum an. Wir kénnen annehmen, daf} eine der Extremalstellen ¢ im offenen Intervall
(a, b) liegt, denn sonst ist f (x) = f (a) konstant und f’ = 0. Es liege ohne Einschrinkung bei ¢ ein
Maximum vor. Dann ist der Differentialquotient

ﬂm—f@>{207x<&
0

r =& , x>,

und somit

i) = ii). Betrachte die Funktion

Fz) = (f(z) = f(a)(g(0) = g(a)) = (9(2) = g(a)) (f(b) = [f(a))-
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F erfiillt (%)g, und es ist F (a) = F (b) = 0. Somit existiert ein £ € (a, b) mit F'(§) =0, also
f1(©)(g) = g(a)) = g€ (£ () = f(a)).

Wire g(a) = g (b), so miifite es ein n € (a, b) geben mit ¢'(n) = 0 im Widerspruch zu unserer
Voraussetzung an g .

ii) = iii). Setze g(x) =x.
iii) = i). Trivial.

i) = iv). Zu jedem a < z < b gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl p (z) € K mit

 fY) j (z = a)"t!
Setze nun bei festem x mit a < x <b
- =~ fU(t) j (z — )t
F(t) = f(z) - 2 (x —t) - P(JU)W

Nach Voraussetzung an f ist F' stetig fiir ¢ € [a, ] und differenzierbar auf (a, z). Ferner ist F (z) =
0 und F (a) =0 nach Definition von p (x). Somit existiert ein & zwischen a und z,s. d. F'(§) =0.
Nun ist

—P@=f@+§j{
j=1

Frh )

= T(SU —t)" = p(z)

Wegen a < & < x folgt p(z) = fOHD(€).

U (@) i 9 ()
A ]

4!
(x ="
nl '

(x —0)"
n!

@0} - p

iv) = v). Nach Voraussetzung ist R,4+1(z) =0 fiir alle = > a. Somit gilt

n (
foy =%
j=0

Na ,
j!()(x—a)J, x €la,b].

v) = vi). Polynome vom Grad < 0 sind Konstanten.

vi) = 0). Ist K 2 R, so besitzt K Intervalle [a, b], die nicht zusammenhéngen (siche Kapitel 12).
Somit gibt es lokal konstante Funktionen, die aber nicht konstant sind. O

Wir haben in dem Beweis von o) nach i) einen Zwischenschritt benutzt, der es aufgrund seiner
Anwendungsfihigkeit verdient, gesondert hervorgehoben zu werden.

Definition. Eine Stelle £ € D heifit eine Extremalstelle einer Funktion f: D — K, wenn f in £ einen
maximalen bzw. minimalen Wert annimmt. Sie heifit eine lokale Extremalstelle, wenn es ein € > 0
gibt, so dafl ¢ eine Extremalstelle von f eingeschrinkt auf DN{z € K: |z — | < e} ist. Im ersten
Fall spricht man auch von einer absoluten Extremalstelle. Eine absolute oder lokale Extremalstelle &
heiflt isoliert, wenn der extremale Wert (in einer Umgebung) nur an der Stelle ¢ angenommen wird,
wenn also z. B. (im Falle eines absoluten Maximums) f (z) < f(§) fiir alle « # ¢ gilt.

Aus dem Beweis des vorigen Satzes ergibt sich das nachstehende aufierordentlich wichtige notwendige
Kriterium fiir eine lokale Extremalstelle.
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Lemma 14.17 FEs sei & eine lokale Extremalstelle von f: D — K, f seiin £ € D differenzierbar,
wobei € sowohl Hiufungspunkt von DY ={z € D: x>¢} als auchvon D™ ={z€D: x <&} sei
Dann gilt

fl§) =0.

Bemerkungen. 1. Ist D = I ein Intervall, so sind die Voraussetzungen an den Punkt ¢ auf jeden Fall
erfiillt, wenn er kein Endpunkt des Intervalls ist. Wenn dies doch eintritt, so braucht die Konklusion
des Satzes nicht zu gelten. Ist z. B. T =[a,b] CR und f: I — R stetig, so nimmt f auf I zwar
ein Maximum an, sagen wir bei £ € I. Dies kann aber einer der Endpunkte sein, wie das Beispiel
f(x) =2, =0, zeigt, und in diesem Fall ist tatséchlich f'(£) #0.

2. Die Bedingung ist zwar notwendig, i. A. aber nicht hinreichend. Das einfachste Gegenbeispiel wird
gegeben durch die Funktion f(z) = 2® auf dem Intervall [—1,1] C R. Diese ist streng monoton
wachsend und nimmt ihre Extremwerte an den Stellen +1 an. Trotzdem ist f/(0) = 0. - Wir kommen
hierauf spéter noch einmal zuriick.

An dieser Stelle sollen einige Beispiele die Bedeutung von Lemma 17 beleuchten.

Beispiele. 1. Welches Rechteck in der Ebene mit gegebenem Umfang 2L besitzt den grofiten Fliachen-
inhalt? Bezeichnen wir mit = die Lénge einer der Seiten, so ist notwendig die andere von der Linge
L — 2 und der Flidcheninhalt F = F (z) = z(L — ). Ferner ist 0 < < L und damit am Rande des
Definitionsintervalls F (0) = F (L) = 0. Somit muf} es eine Extremalstelle im Inneren dieses Intervalls
geben. Wegen F'(x) = L — 2z ist die einzige Stelle dieser Art # = L/2, und da hier F (L/2) = L?/4
positiv ist, ist dies tatséchlich das absolute Maximum. Mit anderen Worten: Von allen Rechtecken mit
gegebenem Umfang besitzt das Quadrat den grofiten Fliacheninhalt. - Viel schwerer ist iibrigens die
Frage zu beantworten, welche allgemeine Figur gegebenen Umfangs in der Ebene den grofiten Flichen-
inhalt besitzt (isoperimetrisches Problem oder auch als Problem der Dido bekannt); selbstverstédndlich
ist die einzige Losung die Kreisscheibe mit dem korrekten Umfang.

2. Wir behandeln noch ein etwas anspruchsvolleres Beispiel: Ein Schiff fahre parallel zur Kiiste im Ab-
stand A. An welcher Stelle sieht man vom Schiff aus eine senkrecht ins Meer ragende Mole der Linge
L < A unter maximalem Winkel 7 Was kann man in den Féllen L > A aussagen 7 Wie verdndert sich
das Ergebnis, wenn man stattdessen in einem Flugzeug iiber dem Schiff in der Héhe H fliegt ?

Figur 14.4

Es bezeichne x den horizontalen Abstand des Schiffsorts von dem Fufipunkt der Mole. Wenn wir uns
(zunéchst) auf positive x beschrinken, so ist der Blickwinkel BW (absolut gemessen) auszudriicken in

der Gestalt!s: A AL
BW (x) = arctan — — arctan ——— .
X X

Diese Formel ist auch korrekt, wenn A < L. Ist = negativ, so ist dieser Ausdruck stets negativ, also als
orientierter Winkel zu interpretieren. Um die ,Katastrophen“ zu verstehen, die bei x — 0 und A < L
geschehen, ist es iiberaus sinnvoll, dies als korrekte Definition zu akzeptieren. Allerdings mufl man dann

18Zur Arcus Tangens-Funktion siehe weiter unten.
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im negativen Bereich nach Minima von BW suchen (was aber wegen BW (—x) = —BW (x) gerade die
Negativen der Maxima im positiven Bereich sind).

Kehren wir nun zu dem Fall z > 0 und A > L zuriick. Da die Arcus Tangens—Funktion fiir z — oo
nach /2 strebt und im Nullpunkt stetig mit dem Wert 0 ist (siche die Ausfiihrungen weiter unten),
ergeben sich, was anschaulich ohnehin klar ist, die uneigentlichen Grenzwerte

lim BW (x) = 0, lim BW(x) =0.

z—0 X—00
Somit ist die Funktion BW nach ganz R stetig fortsetzbar, und da sie auf R’} positiv ist, muf} sie
wegen der zweiten Grenzwertaussage dort ein Maximum annehmen. Wenn es nun nur genau eine Stelle
in diesem Intervall gibt, an der die Ableitung der Funktion verschwindet, so mufl dort das (absolute)
Maximum vorliegen. Dies ist aber der Fall, da (wegen arctan’(z) = (1 +22)71)

A-L A
22 + (A — L)? z? + A?

BW'(z) =

nur an den Stellen mit 22 = A(A — L) verschwindet, und davon gibt es nur eine im positiven Bereich,
namlich . = VAA-L).

Geht nun A gegen L, so konvergiert .. gegen Null, und dies ist durchaus der richtige Wert.
Denn bei diesem Kurs schrammt der Pott haarscharf an der Katastrophe vorbei. Der Blickwinkel wéchst
stetig von (fast) Null auf 7/2, und wenn der Kapitéin sich nach der Beihnahe-Katastrophe von seinem
Schrecken erholt hat, muf er sich umdrehen, um die Mole im Winkel von 7/2 (und Gott sei Dank
Schiff und Mole intakt) zu sehen. Dreht er sich nicht um, so sieht er die Mole selbstversténdlich vor
seinem geistigen Auge mit dem orientierten Winkel —m/2.

Ist schlieilich A < L, so kommt es tatsichlich zum Zusammenstof3. Hierbei wichst der Blickwinkel
von (fast) Null auf 7, und wenn der Kapitéin nach der Katastrophe noch in der Lage ist, mathematisch
zu denken, so sieht er die (etwas demolierte) Mole nunmehr unter dem (orientierten) Winkel —r.

Bemerkung. Man stellt bei den obigen Betrachtungen schnell fest, dal es im Wesentlichen nur auf
das Verhéltnis ¢ := L/A ankommt, wir also ohne Einschrinkung A =1 setzen und die Molenlénge ¢
als variabel ansehen kénnen. Dann hingt die Funktion BW auch noch von dem Parameter ¢ ab, und
das folgende Schaubild gibt alle Moglichkeiten zweifelsfrei wider.

S ==

Figur 14.5

3. Es folgen noch zwei Beispiele aus der Mathematischen Physik. In der Hamiltonschen Mechanik
beweist man z. B. den Satz, daf ein (System von) Masseteilchen unter geeigneten Voraussetzungen von
allen denkbaren Bewegungsbahnen diejenige auswéhlt, auf denen das Wirkungsintegral stationér, also
extremal (maximal oder minimal) wird.'® In der Regel sucht die Natur (jedenfalls lokal) die Bewegung
mit kleinstem Wirkungsintegral aus. Deswegen formulierte MAUPERTUIS dies auch als das Gesetz der

19Siehe z. B. meinen Vorlesungstext Differentialgeometrie II.
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kleinsten Wirkung; seine genaue Formulierung stammt von EULER und LAGRANGE. Im einfachsten
Fall einer Bewegung in einem homogenen Medium ohne Einwirkung &uflere Kriifte, also bei konstanter
Geschwindigkeit, impliziert dieses Gesetz, dafl ein Masseteilchen auf dem kiirzesten (genauer: einem
stationiiren) Wege zu seinem Ziel gelangen mufl oder auch: auf dem schnellsten Wege. In dieser Form
stammt das Extremalprinzip von FERMAT. Es fiihrt leicht zu dem mathematisch ableitbaren Satz, dafl
im (mit einem homogenen Medium angefiillten oder total leeren) euklidischen Raum sich das Licht
auf einer Geraden bewegt (siehe auch Kapitel 21), entsprechend in einem gekriimmten Raum auf einer
sogenannten Geoddtischen. Nun kann aber auch in einem homogenen Medium evtl. das Licht nicht nur
direkt von einer Lichtquelle zu einem Beobachter gelangen, sondern z. B. indirekt durch Spiegelung an
einer glatten Fliche.

i,

Figur 14.6

Verlangen wir auch hier, daf§ das Licht (immer mit der gleichen Geschwindigkeit ¢ sich bewegend), von
allen iiber den Rand des reflektierenden Mediums verlaufenden (stiickweise geraden) Wegen den zeitlich
kiirzesten auswihlt, so bendtigt es, von dem Punkt (0, by) iiber (z, 0) nach (aj, b1) gelangend, die

Zeit L/c mit der Wegldnge
L =\/22 4+ b + /(a1 — x)* + b?.

Nach Differentiation und Bestimmung des stationéren Punktes, den wir mit xy bezeichnen wollen,
findet man fiir den Reflektionspunkt die Beziehung

Zo a; — Xo

Vg + 8 Vlar — 20)2 + 88

Mit anderen Worten: Die von dem Lichtstrahl zuriickgelegten Strecken bilden die Hypothenusen
von zwei kongruenten rechtwinkligen Dreiecken. Somit haben wir das bekannte Reflektionsgesetz
nachgewiesen: Das Licht bewegt sich bei Reflektion so, dal der Einfallwinkel gleich dem Ausfallwinkel
ist.

Ganz entsprechend kann man das Brechungsgesetz herleiten. Hier wechselt beim Ubergang von einem
homogenen Medium zu einem anderen die Lichtgeschwindigkeit von ¢; nach cy.

C

2
Z

a,

— iy

Figur 14.7
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Eine analog zu der eben ausgefiihrten Bestimmung der benotigten Zeit liefert die Funktion

T Va2 + b3 N \/(al—x)z—i-b%'

C1 C2

Die Berechnung des stationéren Punktes zy verlduft fast genauso wie oben und liefert das SCHNELLI-

Ussche Brechungsgesetz:
Vi + b3
c1 0 _ sin oy

2 flag — 20)? + b2 sinay’

ar — o

wobei die Eintritts— und Austrittswinkel «;, as relativ zu der Normalen auf die Reflektionsgrenze
bestimmt werden miissen.

Wir wollen die vorstehenden Untersuchungen zur Bestimmung von Extrema noch etwas weiter trei-
ben. Zur Untersuchung des genauen Verlaufs von Funktionen, der aus der Schule unter dem Begriff
der ,Kurvendiskussion“ geldufig sein sollte, sind (differentielle) Kriterien fiir (strenge) Monotonie und
Konwvexitdt von grofler Niitzlichkeit. Wir formulieren die Aussagen fiir angeordnete Korper K ; sie sind
aber nur fiir die reellen Zahlen erfiillt, wie man leicht feststellen kann (siehe den Anhang).

Satz 14.18 Ist f: I — K auf einem nichttrivialen Intervall I C K differenzierbar und ist f' > 0, so
ist f monoton wachsend, sofern der Kérper K dem Mittelwertsatz gendigt (also isomorph zu R ist).
Gilt sogar f'(x) > 0 fir alle x € I, so wichst f streng monoton.

Beweis. Wegen des 1. Mittelwertsatzes ist f (z3) — f (z1) = f/(§)(x2 — x1) fiir alle 21 < 22 in I mit
einem geeigneten Element ¢ zwischen x; und 5. Daraus ergibt sich sofort die (strenge) Monotonie
von f,wenn f’ >0 (bzw. f’ > 0). Umgekehrt sind bei einer monoton wachsenden Funktion f alle
Differenzenquotienten notwendig nicht negativ. |

Bemerkung. Um sicher zu sein, dafl sogar f(a) < f(b) ist, brauchen wir nur zu wissen, dafl an jeder
Stelle « echt zwischen a und b die Ableitung der Funktion f positiv ist.

Hieraus gewinnt man sofort die folgende Aussage.

Folgerung 14.19 Essei f: I — R eine differenzierbare Funktion und & € I eine Stelle mit f'(x) >0
fiir alle © < & und f'(x) <0 fiir alle * > &. Dann liegt bei & ein absolutes Mazimum der Funktion
f . Sind die vorausgesetzten Ungleichungen iberdies strikt, so ist das Maximum sogar isoliert.

Diese Folgerung impliziert eine hinreichende Bedingung dafiir, dafl das notwendige Kriterium in
Lemma 17 auch tatséchlich hinreichend ist.

Satz 14.20 Es sei f: I =(a,b) — R differenzierbar mit f(§) =0 an einer Stelle & mit a <& <b.
Ist dann [ sogar zweimal differenzierbar an der Stelle & mit f"(€) >0 bzw. <0, so besitzt f an der
Stelle & ein lokales isoliertes Minimum (bzw. Maximum,).

Beweis. Es ist nach Voraussetzung

o L@ @) — 1)

D = "¢ > 0.

Infolgedessen existiert ein 6 > 0, so dafl f'(z)/(x — &) > 0 furalle x € I mit 0 < |z — {| < J. Damit
ist f/(€) <0 fir z <& und f/(§) >0 fiir x > £, und wir kénnen den vorstehenden Satz anwenden. OJ

Bemerkung. Man beachte, dafl auch die Bedingung f”(£) > 0 (bzw. < 0) wiederum nur hinreichend,
nicht aber notwendig ist, da z. B. die Funktion f(z) := z* an der Stelle 0 ein globales isoliertes
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Minimum besitzt, obwohl f/(0) = f”(0) =0.
Zur Ilustration der vorstehenden Uberlegungen fiigen wir ein Beispiel ein.

Beispiel. Wieviele Tangenten an den Graphen der durch f (z) = ze® definierten Funktion gehen durch
einen vorgegebenen Punkt (0, Y) € R??

Der Verlauf der Funktion f und die Antwort auf die obige Frage sieht wie folgt aus.

Figur 14.8

In der Tat: Die Tangente an den Graphen von f im Punkte (&, n) = (&, f(£)) besitzt die Gleichung

y=fE+t-9r©,

in unserem konkreten Fall also
y =&+ (E+ 1)t (t—6).

Diese soll durch den Punkt (0,Y) gehen. Wir suchen also zu gegebenem Y € R die Anzahl der
Losungen der Gleichung

Y = —g(6), g(e) = .

Da die Funktion g nicht negativ ist, gibt es mit Sicherheit fiir Y > 0 keine Losung. Auf der anderen
Seite ist (wir ersetzen & durch z):

lim g(z) =0, ¢(0) =0, limg(z)=oc0.

r——00 Tr— 00

Damit gibt es stets mindestens eine Tangente, wenn Y < 0. Eine genauere Untersuchung des Verlaufs
der Funktion ¢ ergibt das folgende qualitative Bild:

Figur 14.9
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Eine exakte Bestimmung der Stelle des lokalen Maximums von g auf der negativen Achse liefert dann
das endgiiltige Ergebnis:

Intervall Anzahl der Tangenten
Y >0 0
Y=0 1
—4e72 <Y <0 3
Y = —4e2 2
Y < —4e? 1

Als néchstes wollen wir als Konsequenz aus dem Mittelwertsatz den Beweis des Zwischenwertsatzes
fiir Ableitungen einfiigen. Selbstverstindlich braucht die Ableitung f’ einer differenzierbaren Funktion
f:I=]a, b] = R nicht stetig zu sein. Ein einfaches Beispiel ist die differenzierbare Funktion f (x):=
x?sin (1/z), x # 0, die durch f (0) = 0 stetig und sogar differenzierbar fortgesetzt werden kann; es ist
f'(0) = 0. AuBerhalb des Nullpunkts berechnet sich die Ableitung leicht zu

1 1
f(x) :2:Esin; — cos —, x#£0.

Der erste Summand auf der rechten Seite geht nun zwar gegen Null fiir z — 0. aber der zweite
besitzt keinen Grenzwert. Folglich ist die Ableitung von f an der Stelle 0 nicht stetig. Dennoch
gilt fiir solche Ableitungen immer der Zwischenwertsatz; d. h. mit anderen Worten, daf§ nicht stetige
Ableitungsfunktionen nicht vollig willkiirlich vorgegeben werden kénnen.

Lemma 14.21 Ist I C R ein nichttriviales Intervall und f : I — R eine differenzierbare Funktion,
so gibt es fiir alle a, b€ I mit a <b und alle n zwischen f'(a) und f'(b) ein E€1 mit a<&<Db,
so daj

f € =n.

Beweis. Wir definieren Funktionen ¢4, ¢ : I — R durch

f'(a) , T=a, f®) = f(x)
. — _ d — T7 a§x<b7
’ (x) W ’ a<$§b, . wb(m) f/(bl)) ) r=>b.

Dies sind stetige Funktionen, deren Bilder also nach dem Zwischenwertsatz kompakte Intervalle sind.

Nun ist aber
Pa(b) = @v(a) = %i(a)

und damit der Durchschnitt der beiden Bildintervalle nicht leer, womit auch deren Vereinigung ein
kompaktes Intervall J ist. Ferner liegen f'(a) = ¢q(a) und f'(b) = ¢p(b) in J, also auch 7. Ist dann
ohne Beschriinkung der Allgemeinheit 7 € ¢, (I), so existiert ein  mit a < z < b, so daf

_ [fla) — f(z)
n="——>—"=
a —x
Nach dem Mittelwertsatz gibt es dann aber ein &, das echt zwischen ¢ und x und damit echt zwischen
a und b liegt, mit f/(§) =n. O

Auch theoretische Anwendungen von Teil v) von Satz 16 sind Legion. Wir beginnen mit einer
Herleitung von v) aus einer oft sehr niitzlichen Abschiitzung, die sich wiederum sofort aus dem ersten
Mittelwertsatz ergibt, so dal wir auf einen Beweis verzichten kénnen.
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Lemma 14.22 Die reelle Funktion f: I =[a, b] — R erfiille (x)o, und die erste Ableitung von [ sei
auf (a, b) beschrinkt: m < f'(x) < M, a <z <b. Dann gilt fir alle 1, xo mit a <x; < x9 <),
dafs

m(x2 — 1) < f(x2) — f(z1) < M (22 — 21) .

Bemerkungen. 1. Die Aussage v) in Satz 16 ergibt sich hieraus selbstversténdlich mit M =m = 0.

2. Fafit man die Beschrinktheitsaussage von Lemma 22 zusammen in
[ f(@)| £ C, a<z<b,
so gewinnt man die folgende Aussage iiber die mogliche Abweichung zweier Funktionswerte:
| f(x1) — fx2)] < Clag — x| fiiralle xy, 29€1.

Man bezeichnet diese Eigenschaft als LiPSCHITZ—Stetigkeit von f auf dem Intervall I. Sie verdeutlicht
erneut die Stetigkeit einer differenzierbaren Funktion, liefert aber, unter den eben gemachten stérkeren
Voraussetzungen, erheblich mehr, ndmlich z. B. die gleichmdfige Stetigkeit auf dem Intervall I. (Siehe
Kapitel 15).

Aus der Aussage v) koénnen wir beispielhaft eine neue Charakterisierung der Exponentialfunktion
herausfiltern.

Lemma 14.23 Es sei f: I — R eine differenzierbare Funktion auf einem (nichtrivialen) Intervall
ICR mit fl(z)=cf(x), x €1, c€R fest. Dann gilt fir jeden Punkt xo € I :

flx) = Ae™, A= f(zg)e .
Beweis. Betrachte mit der im Satz definierten Konstanten A die Funktion
g(x) = f(z)e” " — A.
Dann ist
(@) = f@)e —cf(@)e =0,
also g (z) = konstant und g (x) =0 wegen g (z9) =0. O
Eine weitere Anwendung betrifft die Charakterisierung der trigonometrischen Funktionen cos und

sin, die wir schon am Anfang des Kapitels erwidhnt hatten. Den Verlauf dieser Funktionen skizzieren
wir im Anschluff an diese Uberlegungen.

Satz 14.24 FEs gibt eindeutig bestimmte differenzierbare Funktionen c, s : R — R, die den folgenden
Bedingungen gentigen :

Fiir diese Funktionen ist notwendig _
c(t) +is(t) = e,

also insbesondere ¢ 4+ s> = 1. Sie besitzen die in ganz R konvergente Potenzreihenentwicklung

c(t)—; @) 2 S(t)—zmt2+ .

n=0

Beweis. Wir setzen cis (t) := c¢(t) + s (t) und f(¢) := cis(t) e~ . Nach Voraussetzung und der Pro-
duktregel ist die Funktion f differenzierbar mit

F1t) = (=s(t) +ic®)e™ + (c(t) +is(t) (~ie™™) = 0.
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Damit sind sowohl der Real— als auch der Imaginérteil von f differenzierbar, und beide besitzen eine
identisch verschwindende Ableitung. Also ist auch f (t) = const. = f (0) = 1 und folglich cis (t) = e,
also ¢ (t) = Re e, s(t) = Im €. Damit ist ¢?+s? = 1, was man auch aus der Produktregel herleiten
kann:

(*+5%) = 2(cc’ +55) = 2(—cs+sc) = 0.

Die Potenzreihenentwicklungen ergeben sich aus der Entwicklung der Exponentialfunktion. O
Bemerkung. Es ist also notwendig

c(t) =cost, s(t) =sint, teR.
Ferner gilt

, it o it it —it 4 it it
c(t):Ree’t:e —;—e = +2€ und s(t):Imelt:%
i

Diese Formeln sind nur Spezialfiille der fiir alle z € C giiltigen EULERschen Formeln

eiz + e—iz ] eiz _ e—iz
cosz = — und sinz = ——— |
2 24

aus denen man durch Addition die fundamentale Beziehung
cos z + i sin z = €**
ableitet. Man rechnet ebenso leicht nach, dafi auch fiir komplexe Werte z die Beziehung

2

sinz + cos?z = 1

besteht.

Aus den Eulerschen Formeln und dem Additionstheorem der Exponentialfunktion kann man auch
die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen gewinnen.

Satz 14.25 Fir alle z, w € C bestehen die Relationen :
sin (z + w) = sin z cos w + cos z sin w, cos(z+w) = cos z cos w — sin z sin w .
Insbesondere gelten die Verdoppelungsformeln
sin 2z = 2sin zcos z, cos2z = cos’z —sin®z =1 — 2sin’z.
Den leichten Beweis iiberlassen wir den Leser/inne/n. Fiir reelle Zahlen ist der Beweis noch einfacher:

c(x+h)+is(x+h) =cis(x+h) = @ = ¢ eih — (¢(z) + is(x))(c(h) +is(h). O

Man kann iibrigens auch die trigonometrischen Funktionen #dhnlich wie die Exponentialfunktion
durch ihre Additionstheoreme und die Vorgabe der Ableitung im Nullpunkt charakterisieren. Beachtet

man, daf
sin z . sinz —sin0

li = Jim ————— " =sin'0 =cos 0 =1
z—0 z z—0 z
und ) 0
Ccos z — . COS z — Cos .
lim ———— = lim —————— = cos’0 = —sin0 = 0,
z—0 z z—0 z

so hat man schon die erste Implikationsrichtung in dem folgenden Satz eingesehen.
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Satz 14.26 Es gibt genau zwei Funktionen ¢, s: R — R, die den Additionstheoremen
c(x+h) =c(x)e(h) —s(x)s(h), s(x+h)=s(x)c(h) + c(x)s(h)

geniigen, und fiir die

. C(h)*li .
i = — =0, Jim =

gilt.

Beweis. Wir zeigen, dafl bei Richtigkeit der Additionstheoreme und den Zusatzbedingungen die Funk-
tionen ¢ und s iiberall differenzierbar sind und geméf Satz 24 die ,richtigen® Ableitungen besitzen:
c(x)(c(h) = 1) — s(x)s(h)

@) — 1 COED) @) _
e h -l

und entsprechend fiir die Ableitung von s (x) . Insbesondere sind ¢ und s stetig im Nullpunkt, so daf§
sich aus den vorgegebenen Grenzwerten notwendig auch die richtigen Anfangsbedingungen ergeben:

c(O)—lz%%(c(h)—l)zO und s(O)z}lliLr%)s(h)zo. O

Man kann die trigonometrischen Funktionen auch allein fiir sich durch das Erfiillen einer Differen-
tialgleichung charakterisieren. Diese ist notwendig von zweiter Ordnung; es handelt sich dabei um die
fiir die Physik zentrale Schwingungsgleichung.

Satz 14.27 Die Differentialgleichung y"” + y = 0 besitzt (auf ganz R ) genau eine Lisung y = c(x)
mit ¢(0) = 1 und ¢(0) = 0 und genau eine Lisung y = s(xz) mit s(0) = 0 und s'(0) = 1.
Selbstverstindlich ist s(x) =sin ¢ und c(z) = cos x .

Beweis. Nach Voraussetzung ist eine beliebige Lésung ¢ zweimal differenzierbar mit ¢’ = —c. Infol-
gedessen ist ¢ sogar beliebig oft differenzierbar, wie man durch Differenzieren dieser Gleichung und
vollstéindige Induktion einsieht. Wir setzen s(z) := —¢/(x). Dann erfiillt das Paar (¢, s) das System
von Differentialgleichungen erster Ordnung

und besitzt die Anfangsbedingungen ¢ (0) =1, s(0) = ¢/(0) = 0. Nach Satz 23 ist notwendig ¢ = cos
und s =sin. 0

Bemerkung. Mit einer leichten Verfeinerung der Argumente kann man sofort beweisen, dafl der gesamte
Losungsraum der Schwingungsgleichung 4" +y = 0 aus allen Linearkombinationen A cos x + B sin x
besteht. Insbesondere ist er ein Vektorraum der Dimension 2 mit der Basis cos x, sin x. Dies ist
ein Spezialfall der Losungstheorie von linearen Differentialgleichungen n—ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten, die wir spéter in Kapitel 22 in voller Allgemeinheit entwickeln werden. Wir werden
dort unter anderem zeigen, dafl die Losungen solcher Gleichungen in Potenzreihen entwickelt werden
konnen, also analytisch sind, und eindeutig bestimmt sind durch ihre Werte und Ableitungen bis zur
n — l-ten Ordnung an einer festen Stelle. Man kann somit zum Losen solcher Gleichungen stets einen
Potenzreihen—Ansatz machen, der in unserem obigen konkreten Beispiel sofort auf die Cosinus— bzw.
Sinus—Reihe fiihrt.

Wir schieben jetzt noch einige weitere Untersuchungen zum Verlauf der trigonometrischen Funk-
tionen im Reellen - und ihrer Interpretation als Kreisfunktionen - und der Exponentialfunktion im
Komplexen ein. Geméfl unserer Einfithrung der trigonometrischen Funktionen als Reihen diirfen wir
zunéchst noch kein Schulwissen verwenden. Immerhin wissen wir aber schon, daf fiir reelles ¢ die Wer-
te cost und sin ¢t die Koordinaten des Punktes e* auf dem Einheitskreis sind. Um den Anschlufl
an unser Schulwissen zu gewinnen, muf} es uns gelingen, die reelle Zahl ¢ als geeignetes Maf fiir den
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Winkel zwischen dem Vektor (cost, sint) und der reellen Achse zu identifizieren. Physikalisch ist
dies absolut klar: Die Bewegung t — e® verliuft auf dem Einheitskreis S' mit konstanter absoluter
Geschwindigkeit; zur Zeit t > 0 hat also ein Masseteilchen, wenn es zur Zeit t = 0 im Punkte e® =1
gestartet ist, einen Weg der Linge ¢ auf einem Kreisbogen zuriickgelegt. Wir werden dies spéter noch
einmal allgemein im Rahmen der Langenbestimmung von Kurven nachpriifen. Wir kénnen aber auch
direkt diesen Gedankengang einsichtig machen. Stellen wir uns also wieder die Bewegung eines Masse-
teilchens nach dem obigen Bewegungsgesetz zwischen der Zeit 0 und ¢ vor. Unterteilen wir dann das
Zeitintervall in n gleiche Teile, so durchlduft das Masseteilchen nacheinander die Punkte

G o= exp(jﬁ), j=0,...,n.

n

Offensichtlich ist aber (; — (;_1 dem Betrage nach gleich |et/™ — 1], also unabhingig von j. Damit
legt das Teilchen, wenn man seinen Weg durch den entsprechenden Polygonzug durch die Punkte ¢;
ersetzt, eine Gesamtstrecke von

et 1] = ¢ /—1.

it/n

zuriick. Die tatsdchlich zuriickgelegte Strecke sollte der Grenzwert sein bei n — oo. Dieser ist aber,
da dann it/n nach 0 geht, gleich ¢, wie nicht anders zu erwarten war. Wir werden also im folgenden
die reelle Zahl t als Bogenmaf des Winkels interpretieren, der von den Zahlen z = e und 1 = €%
eingeschlossen wird, wobei wir zulassen, dafl dieser Winkel mehrdeutig ist, wir also mehrfach um den
Einheitskreis herumlaufen, bevor wir an der Stelle z ankommen.

Figur 14.10

Wir zeigen nun als erstes, dafl der Cosinus im Intervall [0, 2] eine Nullstelle besitzen muf. Dies folgt
aus dem Zwischenwertsatz und cos 0 = 1, wenn wir nachweisen kénnen, dafl cos 2 < 0. Das letztere
ist aber eine Konsequenz aus der Potenzreihenentwicklung des Cosinus und der Fehlerabschitzung im
Leibniz—Kriterium: Die ersten beiden Terme in der Entwicklung des Cosinus um Null an der Stelle 2
ergeben den Wert

22
1 - 5 = -1,

und der Fehler ist kleiner als der Absolutbetrag des nichsten Gliedes, also 2%/4! = 2/3 < 1. Wegen des
Identitétssatzes fiir Potenzreihen besitzt der Cosinus im Reellen sogar eine kleinste positive Nullstelle,
die man mit 7/2 bezeichnet?’. Somit ist cos z > 0 fiir alle z € [0, 7/2), und wegen sin’ = cos ist
der Sinus streng monoton wachsend auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 7/2]. Damit ist der Sinus
aulerdem positiv auf dem halboffenen Intervall (0, 7/2] und besitzt den Wert 1 an der Stelle 7/2.
Aus der Beziehung cos’ = —sin folgt weiterhin, dafl der Cosinus in dem betrachteten abgeschlossenen
Intervall streng monoton fallend ist. Aus den Potenzreihenentwicklungen liest man selbstverstéandlich
unmittelbar ab, da8 der Sinus eine ungerade und der Cosinus eine gerade Funktion ist:

sin(—z) = —sin z, cos(—z) = cos z.

20Wir werden spiter nachweisen miissen, dafl diese Zahl tatsichlich ein Viertel des Umfangs des Einheitskreises aus-
macht.
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Auflerdem impliziert das Additionstheorem fiir den Sinus und den Cosinus die Relationen
sin(z+7/2) = cosz, cos(z+7/2) = —sin z.

Damit ist der Verlauf beider Funktionen auf ganz R vollstindig bestimmt durch den Verlauf von einer
von beiden auf dem Intervall [0, 7/2]. Insbesondere ergibt sich

sin(z4+m) = —sin z, cos(z+7m) = —cos z
und damit die Periodizitit der Funktionen:
sin(z+2m) = sin 2z, cos(z+27) = cos 2.

Da aber die Sinusfunktion im Reellen (und auch, wie wir unten zeigen werden, im Komplexen) genau
die Nullstellen 0, &7, £27,... besitzt, kann sie keine kleineren Perioden als 27 besitzen. Mit anderen
Worten: Es gilt fiir eine Zahl p genau dann sin (z +p) = sin z fiir alle z € C, wenn p=2n7, n € Z.
Die entsprechende Aussage ist auch fiir den Cosinus richtig.

Als Konsequenz aus den Werten der trigonometrischen Funktionen an den Vielfachen von 7 erhélt
man weiter die berithmten Eulerschen Formeln

Der Verlauf der Funktionen sieht damit im Intervall [0, 27] in etwa wie folgt aus (der Graph des
Cosinus ist ,,gestrichelt* gezeichnet):

Figur 14.11

Als spezielle Werte hat man

1
sin 7/4 = sin (/2 — w/4) = cos(—n/4) = cos w/4, also sin w/4 =cos /4 = 5\/5
Die Werte an den Stellen 7/6 und 7/12 kann man rein algebraisch wie folgt bestimmen. Mit sin 2z =
2 sin z cos  und cos 2z = cos’z — sin®z = 1 — 2 sin? 2 gewinnt man die Gleichung dritten Grades

sin 3z = sin (22 + ) = sin 2z cos ¥ + cos 27 sin z = 2 sin x cos?x + sin (1 -2 sin2x)

= 2sinx (1 — sin2x) + sin x (1 -2 sin2x) = 3sinxz — 4sin®z,

die man genauso einfach auch aus den Eulerschen Formeln herleiten kann?!. Setzt man hier z = 7/3,
so findet man bei anschlieender Verwendung der Verdoppelungsformeln schnell alle gesuchten Werte.
Aus reiner Freude am Rechnen gehen wir noch ein wenig anders vor. Wir setzen zuerst S := sin 7/6

und erhalten mit der obigen Gleichung mit « = 7/6 wegen sin 7/2 = 1 die Beziehung

482 -35+1=0.

21Mit dieser Gleichung zeigt man iibrigens im Rahmen der Galois-Theorie, da8 die Dreiteilung des allgemeinen Winkels
mit Zirkel und Lineal unmoglich ist.
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Eine offensichtliche Losung dieser Gleichung ist S = 1/2. Nun ist
48% - 35 +1=(S—1/2)(45% +285 - 2),

und das rechts stehenden quadratische Polynom hat die Nullstellen 1/2 und —1. Da aber sin 7 = —1
nicht fiir S in Frage kommt, ist notwendig sin 7/6 = S = 1/2 und folglich cos 7/6 = /1 — (1/2)? =
\/§/2. Weiter ist

sin(z + 7/4) = sin((x — 7/4) + 7/2) = cos (x — w/4) ,
und folglich wegen 1/4 +1/12 = 1/3, 1/4 — 1/12 = 1/6 auch sin 7/3 = cos 7/6 = /3/2 und
cos /3 =1/2. Schliefflich erh&lt man mit einer der Verdoppelungsformeln die Gleichung

1 — 2Sin27r/12 = cos 71'/6 = ?’

aus der unmittelbar

sin 7/12 = 2-V3 _ V6 -2 cos m/12 = V2V V6t V2
2 4

2 4 ’
kommt.
Der Tangens eines Bogens oder Winkels ist definiert als das Verhiiltnis von Sinus zu Cosinus (und
der Cotangens als dessen Kehrwert):

sin x COS T
tan x = , cotx = — .
CcoS T sin ©

Diese Funktionen sind im Reellen nur erklért an den Stellen, an denen der Cosinus bzw. der Sinus nicht
verschwinden, also im Falle des Tangens fiir z # 7/2+nnm. Man iiberzeugt sich leicht davon, dafl beide
Funktionen sogar die Periode 7 besitzen. Da der Tangens eine ungerade Funktion ist, ist sein Verlauf
vollsténdig bestimmt durch seine Werte auf dem Intervall [0, 7/2). Die Ableitung bestimmt sich nach
der Quotientenregel sofort zu

/ cos T cos T + sin x sin x 1 9
tan’ x = 5 = 5 = 1 + tan"z,
cos? cos?

ist insbesondere also iiberall positiv. Damit ist der Tangens im Reellen eine streng monoton wachsende
Funktion; und es gilt:
lim tanz = oo, lim tanx = —o0.

z—m/2 T——7/2

Somit ist sein Bild ganz R, und sein Verlauf sieht wie folgt aus:

Figur 14.12
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Die Umkehrabbildung
arctan: R — (—7/2, 7/2)

wird wiederum als Arcus—Tangens bezeichnet. Aus der Gleichung
tan’ z = 1 + tan’x .

und dem Satz {iber die Differentiation der Umkehrfunktion gewinnen wir ebenso leicht wie im Falle des

Arcussinus:
d arctan 1

dx T 12
Man beachte, dafl auch hier wie beim Logarithmus die Ableitung eine rationale Funktion ist.

Die letzte Gleichung kann sofort dazu benutzt werden, um die Potenzreihenentwicklung des arctan
durch Integration aus der geometrischen Reihe mit ¢ := —? zu gewinnen (siehe auch Kapitel 12).
Dagegen kann man die Potenzreihenentwicklung fiir den Tangens selbst nicht so einfach berechnen. Man
beschreitet hierzu im Allgemeinen den folgenden Weg, der iiber die sogenannten BERNOULLI-Zahlen
fiihrt. Zunéchst betrachtet man die Funktion

f(z) = Z_l, z#0,

die sich offensichtlich nach 0 durch f(0):=1 stetig fortsetzen 148t. Aus der Potenzreihenentwicklung
der Exponentialfunktion gewinnt man unmittelbar die fiir alle z € C giiltige Darstellung

Die Funktion ¢ := 1/f 148t sich dann ebenfalls um den Nullpunkt entwickeln; man setzt diese Reihe
meist in der Form

mit den Bernoulli-Zahlen Bj an. Mit den geldufigen Rekursionsformeln ergeben sich dann sofort die
Beziehungen

" B, 1
By =1 E n-J =0,n>1
RS A IR}

—~

j=0
aus denen man die Bernoulli-Zahlen rekursiv berechnen kann. Man findet z. B.:

1 1 1 1 1 5 691
Bi=—-—,By=-,B3=0,By=—-——,Bsg=—,Bs=——,Bijg=—, Bls = ——

1 2 ) 2 6 ) 3 ) 4 30 ) 6 49 9 8 30 9 10 66 9 12 2730
und Byy = 7/6. Selbstverstindlich sind alle By rationale Zahlen, und die By mit ungeradem Index
k > 3 miissen alle verschwinden. Die letzte Behauptung folgt sofort aus der Beziehung

z z <62/2 + ez/2> z cosh (2/2)

e 17273 2 — e 22) T 2 sinh (z/2)

g9(2) —B1Z=Bo+zkff2k =
k=2

Ersetzt man in dieser Formel z durch 2z, so gewinnt man die Beziehung

oo

. B2k k

z cosh z = sinh z - E (22)
|
= (2k)!

und hieraus durch Einsetzen der bekannten Potenzreihenentwicklungen fiir cosh und sinh

9]
Z2k Z2k+1

ZI;O k) (Z(2k+1)'>(; (52';! (22)k> '

k=0
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Ein analoger Ansatz
zcos z = sin z - G(2)

mit der notwendig geraden Funktion

G ) = 3 (-1 ik (29
k=0 ’

fithrt dann zwangsldufig zu dem gleichen Rekursionssystem wie fiir die Bernoulli-Zahlen. Es ist somit
B3, = By, und weiter

o0
o 22kB
COS 2 Z (_1)k 2k ZQk,

zcot z = 2z

sin z (2k)!
k=0
Mit der trigonometrischen Umformung
sin? z cos z cos® z — sin’ 2
ztan z = z — =z| = -2 - = z(cot z — 2 cot 2z)
sin z cos z sin z 2 sin z cos z

erhélt man schlieflich die gewiinschte Potenzreihenentwicklung des Tangens in der Form

e}
e 22n(22n _ 1)B2 .
tanZ:Z(—l) 1T’n22 1.
n=1

An dieser Stelle ist es angebracht, noch einige Bemerkungen iiber den Verlauf der Exponentialfunk-
tion im Komplexen zu machen. Da der reelle Cosinus alle Werte zwischen —1 und 1 annimmt und der
Sinus mit einem Wert auch sein Negatives, durchliuft die Kurve

R>t+— (cost,sint) e C

alle Punkte des Einheitskreises
Sti={z=a+iyeC: |z|=1}.

Zu jeder komplexen Zahl w # 0 gibt es daher (nicht eindeutig bestimmte) reelle Zahlen ¢ mit

w it -

— = e =cost+1sint,

|w|
d. h. '

w = |w|e’.

Man nennt dies die Darstellung von w in Polarkoordinaten. Selbstverstéindlich ist hierin der ,, Winkel ¢
t (gemessen im Bogenmaf}) nur bis auf additive Vielfache der Periode 27 eindeutig bestimmt.

Man erkennt hiermit sofort, dafl die komplexe Exponentialfunktion jeden komplexen Wert aufler
Null tatséichlich annimmt. Ist ndmlich w # 0 vorgegeben und w = |w|exp (it) die Polarkoordinaten-
darstellung, so withle man einen reellen Logarithmus r von |w|, also " = |w|, und bilde

z=r+i(t+2n7), neZ.

Dann ist wegen der oben angegebenen Eulerschen Formel, wie gewiinscht,

e =e"e = |wle =w.
Insbesondere ist aber die Exponentialfunktion im Komplexen nicht injektiv. Die Urbilder eines gegebe-
nen Wertes w # 0 sind genau die eben angegebenen abzahlbar unendlich vielen Werte z. - Dies liegt
an dem folgenden

Lemma 14.28 FEs gilt genau dann e*' = e*2 , wenn zo — 21 € 2miZ.
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Beweis. Die Bedingung e*! = e*2 ist wegen der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion gleichbe-
deutend mit e**~*2 = 1. Wir brauchen daher nur die z € C zu bestimmen mit e* = 1. Schreiben wir
z =x + 1y, so ist diese Bedingung dquivalent zu

e’(cosy +isiny) =1, alsoe®cosy=1, e“siny =0.

Die zweite Forderung fiihrt sofort auf y € 7nZ. Von diesen sind aber die Werte +m, 37 etc. nicht
zuldissig, da dort der Cosinus negativ ist. Somit verbleiben die Werte y € 27Z; an diesen Stellen ist
cos y = 1, und der einzig verbleibende mogliche z—Wert ist x = 0. O

Aufgrund dieser Uberlegungen ist die komplexe Exponentialfunktion auf jedem Streifen {z € C :
a < Imz < a+2r} injektiv und 148t in C nur die Werte auf der Halbgeraden {re* : r > 0}
aus. Die zugehorigen Umkehrfunktionen nennt man auch Zweige des Logarithmus und bezeichnet sie
einheitlich mit log z. Speziell fiir « = —7 erhilt man einen Zweig, der auf C* ohne die negative reelle
Halbachse erklart ist und auf der positiven reellen Achse mit dem reellen Logarithmus iibereinstimmt.
Man nennt diesen oft auch den Hauptzweig des Logarithmus und schreibt hierfiir manchmal auch Log z:

log: C\{re":r>0} — {z€C:a<Imz<a+2r}.
Fiir die (komplexe) Ableitung aller Zweige des Logarithmus folgt wie im reellen Fall

dlog z 1
dz z

Bemerkung. Mit den Eulerschen Formeln kann man leicht auch die Nullstellen des komplexen Sinus
und Cosinus berechnen. Es stellt sich heraus, dafl beide Funktionen nur die schon bekannten reellen
Nullstellen besitzen. Somit ist der Tangens auch im Komplexen aufler an den Stellen +7/2, £37/2 etc.
definiert. Fiir seine Ableitung gewinnt man die gleichen Formeln wie im Reellen:

tan’ z = =1+ tan®z.

2

COS” 2

Weitere wichtige Funktionen, die einen gesonderten Namen erhalten, sind die sogenannten Hyperbel—
Funktionen. Im Grunde sind sie jedoch nur Bestandteile der (reellen) Exponentialfunktion, genauer: der
gerade und der ungerade Anteil derselben. In Formeln also:

xr —X xr —X
e’ + e . e’ — e
cosh z := ?, sinh z i= ———

Man nennt sie auch den hyperbolischen Cosinus bzw. Sinus oder auch lat. cosinus hyperbolicus bzw.
sinus hyperbolicus. Selbstverstédndlich gilt

o] .132n e x2n+1
cosh £ = cosh (—g’;) = Z (Qn)' und sinh z = —sinh (—37) = Z m .
n=0 n=0

Der Graph des Cosinus hyperbolicus wird auch als Kettenlinie bezeichnet, da er (unter idealisieren-
den Voraussetzungen) die Form einer hingenden Kette unter dem Einflufl der Schwerkraft modelliert.
Der Verlauf der beiden Funktionen kann der folgenden Skizze entnommen werden (zum Vergleich sind
Teile der Graphen der Funktionen (1/2)e*® und —1/2e™% gestrichelt eingezeichnet).
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Figur 14.13

Die Bezeichnung der Funktionen als Hyperbel-Funktionen beruht auf der leicht zu beweisenden
Tatsache, daff die Kurve
R>t +— (x,y) := (cosh t, sinh )

gerade die Punkte des rechten , Astes* der Hyperbel
2?2 -yt =1

durchliuft.

Figur 14.14

Selbstversténdlich setzt man die Hyperbelfunktionen durch ihre Potenzreihenentwicklungen ins
Komplexe fort. Es zeigt sich dann, daf sie eigentlich nichts anderes sind als die komplexen Cosinus—
und Sinus—Funktionen, in denen man nur Urbild— und/oder Bildraum um 90° ,gedreht“ hat:

cosh (iz) = cos z, sinh(iz) = isin z.
Man rechnet leicht die folgenden Additionstheoreme nach:
sinh (z + w) = sinh z cosh w + cosh z sinh w, cosh(z 4+ w) = cosh z cosh w — sinh z sinh w .

Ferner definiert man den hyperbolischen Tangens und Cotangens durch

sinh z cosh z
, coth z = — ,
cosh z sinh z

tanh z =

wobei im letzteren Fall z # 0 vorausgesetzt werden muf.

Kehrt man wieder ins Reelle zuriick, so sieht man, daf3 sinh auf ganz R, cosh auf dem Intervall
x > 1, tanh wiederum auf ganz R und coth auf R* Umkehrfunktionen besitzen; man bezeichnet diese
als Area—Funktionen arsinh, arcosh etc.. Eine anschauliche Begriindung mit Hilfe von Flicheninhalten
(= lat. area) werden wir spiiter geben. Die ersten beiden Funktionen verlaufen wie folgt:
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Figur 14.15

Wie der Cosinus und der Sinus lassen sich auch die Hyperbelfunktionen durch ihre Ableitungen und
die entsprechende Anfangsbedingung charakterisieren. Es gilt insbesondere

li . . /
cosh’ z = sinh z, sinh z = cosh’ z

und

-1
=1 —tanh®z, coth'z = — =1 cosh? z .
sinh” z

1

cosh? 2

tanh’ z =

Hiermit berechnet man die Ableitungen der Areafunktionen im Reellen zu

1 1 1
arcosh's = ———, arsinh's = ———, artanh'zx = —— , arcoth's = ——— .
z2 — 1 22 + 1 1 — 22 |

Wir geben noch einige Beispiele zur Differentiation an.

Beispiele.
d 1
— In(l = 1
dx n(In ) zlnx .
d in sinz [ 2 i
@(1+x2)s $:(1+;1;2) <1x_in;2x+ln(1+x2)~cosx) , T€eR,
d (14+ =z « 1+ 122 ) 1+acJr T 2] <1
- = z | In €L
dr \1 — = 1—=x 1—xz 1 - 22 ’ ’
i\/isinac:(2xcosx+sinw)lnx—251nx S0 x4l
dr Inz 2z (In z)?

i,/esinﬁ: Cosﬁ,/esinﬁ , x>0,
dx 4z

1+ o 9, 1+
=exp|z“In ,
1 —=x 1 —=
woraus das Ergebnis unter mehrfacher Benutzung der Produkt— und Kettenregel abgelesen werden kann,
wenn man noch ,
<1 1+x> (1—2z)+ 1+ x) 2
n = =

_ 1 - _ 2
1 -z (1—:5)2 + 1 -z
-

Im dritten Fall ist z. B.

beriicksichtigt.

Nach diesem Abstecher in den Bereich der klassischen transzendenten Funktionen kehren wir ein
weiteres Mal zu theoretischen Uberlegungen zuriick.
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Man gelangt unter Verwendung des verallgemeinerten Mittelwertsatzes zu einem Resultat, das ein
merkwiirdiges ,,Zwitterdasein“ fithrt. Zum einen scheint es eine eher zuféllige Beobachtung zu sein, zum
anderen aber fiithrt es zu tiefliegenden Erkenntnissen iiber Grenzwerte von Funktionen. Man nennt die
Formeln auch die HOsPITAL-schen Regeln (auch wenn der Marquis de ’'Hospital- oder DE L’HOPITAL -
wahrscheinlich das ,,copyright “ fiir sie einem der Bernoullis ,abgekauft“ hat).

Satz 14.29 Es seien f, g : (a, b) — R differenzierbare Funktionen auf dem Intervall (a,b) C R :=
RU{oo, —00}, d h. —oc0o<a<b< oo, essei g(x) #0 firalle x € (a,b), und es gelte entweder
lim, o f(2) =limgn, g (2) =0 oder limg 4 | g (z)| = co. Existiert dann

A = lim (@)
a\a g'(z)

im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne (d. h. A € R ), so existiert auch (im eigentlichen oder unei-
gentlichen Sinne) der Grenzwert

lim 1@ =

w\a g (x)

Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir den Grenziibergang x© /' b .

Bemerkung. Man beachte, dafl man im ersten Fall auch fiir ¢ € R wegen limg\ g (z) = 0 die einfachen
algebraischen Grenzwertsétze nicht anwenden darf.

Beweis. Wir behandeln nur einige der moglichen Falle??. Der einfachste ist der, da ¢ € R und
lim, oy f () = limg—qy g () = 0. Dann gibt es fiir beliebiges = € (a, b) ein £ mit a < £ < z,

s. d.
flx) _ fl=) - fla) _ (&

g@)  g@) —gla) g€
wobei wir f und ¢ nach a durch f(a) = g(a) = 0 stetig fortgesetzt haben. Mit x geht dann auch
& gegen a, womit die Behauptung aus dem Folgenkriterium folgt.

Den Beweis unter der Voraussetzung lim,_,, | g (z)| = oo fithren wir nur fiir a, A € R und iiberlassen
dem Leser die Miihe, sich die Einzelheiten fiir a, A = £ 0o selbst zu erarbeiten. Es sei

(@)
lim 7 () =AeR.

Dann gibt es zu jedem € > 0 ein §; > 0, s. d.

‘ﬂ@_4<a

g' (&) 2

2
fir alle £ mit 0 < £ —a < ;. Liegen = und y mit = < y in diesem Bereich, so ist nach dem
verallgemeinerten Mittelwertsatz auch

f@) = fly) €
o= 4 <5
Nun ist (bei festem y ) nach Voraussetzung
10
fle) _ flx) = fy) gx) _ fl@) - [
9@ 9@ =g [ == g@) -9y
f ()

22Einen vollstindigen Beweis findet man z. B. in [9], Satz 50.1.
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Hélt man also y fest und wihlt man 0 < § <y — a < §; geeignet, so ist

PLp CES YD
gx) g — g 2
fir alle x mit 0 < x —a < . Somit ist fiir diese =
19 < :

Mit diesen Regeln lassen sich unglaublich viele interessante Grenzwerte bestimmen. Zuerst leiten
wir in den folgenden Beispielen zwei der uns schon bekannten Grenzwertformeln erneut her.

et —1 e’
Beispiele. 1. lim = lim — =1
r—0 x—0 1
sin x cos T
2. lim = lim =
z—0 I z—0 1
tan x 1 tan? z
3. lim — lim —— —1
x—0 x x—0 1
e ae”
4. lim — = lim = oo fiir positives a.
Tr—00 x r—00

Hieraus ergibt sich sofort per vollstdndiger Induktion:

X x

. € .
5 lim — = lim = 00.
z—o0 ™ z—oo na™!

Mit anderen Worten: Die Ezponentialfunktion wichst stirker als jedes Polynom fir x — oo.

Wegen e [z = (e(@/)% /2)b bei positiven a, b impliziert 4. eine noch stirkere Aussage:
6&(13
6. lim — = oo fiiralle a, b> 0.
r—oo I
In Worten: Jede noch so kleine (positive) Potenz von e* geht fiir © — oo schneller gegen Unendlich
als jede noch so grofie Potenz von =z .

Hieraus folgt unmittelbar

7. lim P(z)e " = 0 fiir jedes Polynom P (x) und jedes a > 0.

xTr— 00
. Inzx . 1/x . 1 . .
8. lim —— = lim / = lim —— = 0 fiir jedes positive a.
rz—oo % z—oo qro—1 z—o00 q X%

Hieraus ergibt sich wie beim Ubergang von 4. zu 6.:

b
9. lim (27

r—00 €T

= 0 fiir alle positiven a, b.

In Worten: Jede noch so grofie Potenz von In = geht fiir  — oo langsamer gegen Unendlich als jede
noch so kleine (positive) Potenz von z.

Den Grenziibergang 2 \, 0 kann man durch die Substitution y = 1/x auf den Grenziibergang y — oo
zuriickfithren. Hiermit gewinnt man z. B. aus 9. die Aussage:

— In y)"™
10. lim z%(In )" = lim (Elyr
r—0t Yy—00 Yy

=0 fir a>0 und n € N.
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11. lim z® = lim exp(zlnz) = exp(lim xlnx) =¥ =1.

z—0t z—0t z—0t

In den folgenden beiden Beispielen mufl man die Regeln sogar zweimal anwenden.

1 T I 1 T

— CoS — — sin — — Ccos — 1

12, lim —2 = lim 2—2 — jm 4 2 — -
z—0 1 — cos x z—0 sin x z—0 COS & 4
. 1 1 . x —sinx . 1 —coszx . sin x

13. lim - ——J=lm ———— = lim ——— = lim - =
z—0 \ sinz =z z—0 xsinx 2—0 x cos T + sinxz  z—0 z(— sinz) + 2 cos x

Zum Amusement des Lesers hier noch einige weitere Beispiele, die dem Buch [124] entnommen sind.

1
m/2 — arcsin V1—22 2 — s

14. lim ———— = lim = lim

z—1— V1 — =z z—1— 1 z—1— 1+
2V1 — =z
n

1 m 1 m—1 m
5. g MO Ry MOy, T e
z—oo  In am g—oo g™ + 1 na™~1l  z-00 n(z™ + 1) n
In(l — in’ —1 in®
16. lim sin(7mz) In(l —z) = lim In(l = 2) = lim sin_(m2) = — lim sin” (n) =
a1 a1 1 a—1- (1 — z)m cos (mx) T oa—l- 1 —x
sin (7x)
-1 lim 27 sin (mx) cos (mx) _0.
T z—l- -1
In(1 t 1 1
17, lig AP arctan ) g S =1
z—0 T z—0 1 4+ arctanx 1 + z

Daraus folgt unmittelbar

1
lirr%) (1 + arctan z)'/* = lin%) exp ( In (1 + arctan x)) =e =ec.
T— r— x

1
-1
1 1 1 1) —
< )_.on(x+) x lim z+1 _

18. lim

r—0 il

m — =
z  In(z+1) zln(zx + 1) =0 | 1
n(r+ 1)+ 1

. -z -1
im =
a—0 x + (x + 1) In(z + 1)

1
=lm ——— = — =
Nach diesem Feuerwerk der verschiedensten Grenzwerte von Funktionen wenden wir uns kurz dem
Begriff der Konvezitdt zu.

Definition. Eine Funktion f : I — K, I ein beliebiges Intervall in K, heiflit konvex, wenn fiir alle
a,bel, a<b, gilt:

F@ < fa)+ @ - ol O

Jedes solche x schreibt sich auch in der Form z =ta + (1 — ¢)b, t € [0, 1], so daB die Konvexitéts-
bedingung sich auch wie folgt umschreiben 148t:

x €la,b].

f) — f(a)
b—a
Hierin ist t = (b — z)/(b — a), so dafl die Konvexitétsbedingung auch noch gelesen werden kann in der

Form

Flta+ (1 —8)b) < fla)+ (ta+ (1 —1t)b— a) =tfla)+ (1 -t f(b), telo,1].

b — —
f@) < == f(a) + T—

Mit diesen Voriiberlegungen ist es ein Leichtes, das folgende Lemma herzuleiten. Sein Inhalt wird
in dem anschlielenden Bild verdeutlicht.

f), a<z<bh.
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Figur 14.16

Lemma 14.30 Fir eine Funktion f: I — K sind die folgenden Aussagen dquivalent :
i) f ist konvex ;

ii) fir jedes Paar a <b in I und alle x zwischen a und b gilt

fl@) = fla) _ f(b) = f(z)

r—a - b—x

i

iii) fir jedes Paar a <b in I und alle x zwischen a und b gilt

J@) = f@) _ f0) = f@) _ f0) - @

T — a - b—a - b—x

Beweis. Aus der Definition der Konvexitét ergibt sich unmittelbar die Ungleichung

fl@) = fo) < (@ — o) L8 =S @)

T2 — I1

also die Hilfte der Behauptung in iii). Die andere Hilfte folgt ganz entsprechend. Offensichtlich
impliziert iii) die Aussage ii). Ebenso leicht gelangt man von ii) nach i). O

Ist nun f sogar differenzierbar auf dem Intervall I, so erhilt man hieraus leicht ein differenti-
elles Kritertum fiir Konvexitit. Wir setzen im folgenden Satz wieder voraus, dafl im Korper K der
Mittelwertsatz gilt.

Satz 14.31 Eine differenzierbare Funktion f: I — K ist genau dann konvex, wenn die Ableitung f’
monoton wachsend ist.

Beweis. a). Es seien a < b zweil Punkte in . LBt man dann in der Formel iii) des vorigen Satzes z
gegen a bzw. b gehen, so ergibt sich

b). Es seien nun a, b,  drei Punkte in dem Intervall I mit a < z < b. Nach dem Mittelwertsatz gibt
es dann Punkte & € (a, x) und & € (z, b) mit

F@) = 1@ ey g L0 @)

T —a b—x

= f(&)-
Da & < & und f/ monoton wéchst, hat man fiir jedes solche Tripel von Punkten

flz) = fla) _ [(b) = f(=)

x —a - b—x ’

woraus nach ii) in Lemma 30 die Konvexitit von f folgt. ]

Eine unmittelbare Konsequenz hieraus ist die
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Folgerung 14.32 Ist f: I — K auf einem nichttrivialen Intervall I C K zweimal differenzierbar und
ist f'" >0, so ist [ konvex, sofern K dem Mittelwertsatz geniigt (also isomorph zu R ist).

Beweis. Wegen des Mittelwertsatzes ist die Ableitung f’ monoton wachsend. |

Bemerkungen. 1. Selbstverstédndlich braucht eine konvexe Funktion nicht differenzierbar zu sein, wie
das Beispiel f (z) = |z | zeigt.

2. Strenge Monotonie von f’ bzw. Positivitit der zweiten Ableitung implizieren natiirlich strenge
Konvexitét.

3. Eine Funktion f heiBt (streng) konkav, wenn die Funktion —f (streng) konvex ist.

Wir wollen die Bedeutung auch dieses Konzeptes durch den Beweis einiger wichtiger Ungleichungen
hervorheben. Zunéchst bemerken wir, daf eine der moglichen Definitionen der Konvexitét einer Funktion
wesentlich verallgemeinert werden kann.

Lemma 14.33 (Jensen’sche Ungleichung) Ist f: I — R eine konvexe Funktion, so gilt fiir je n
Elemente z; € I und n nicht negative reelle Zahlen A\; mit \i+---+X, =1 die folgende Ungleichung:

Ist f streng konvex, so gilt hier sogar die strikte Ungleichung, aufler wenn x1 =--- = x,, .

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollsténdige Induktion nach n > 1, wobei fiir n = 1 nichts zu
zeigen ist. Sind uns dann n+ 1 Punkte und Zahlen gegeben, die ohne Einschrinkung alle positiv seien,
so setzen wir A := X\ +---+ \,, und
A1 An
T = 7321 +-- 4+ Tm"
Man sieht sofort, dafl auch = € I. (Das ist nichts anderes als die ,Konvexitit“ aller Intervalle). Dann
ist aber auch

n+1

P N+ Asaznsn ) = FO@ + A znsn) € A @) + At [ (ne) < 30N ().
j=1

j=1
Gilt jedoch Gleichheit fiir streng konvexes f, so ergibt sich aus der letzten Beziehung aber & = z,41

und per Induktion auch z; =---=a, =2 =241 . O

Da der natiirliche Logarithmus wegen (In z)” = —1/2% < 0 streng konkav ist, erhélt man aus der
Jensenschen Ungleichung die folgende Abschitzung:

In(Mzy + 4 Anxn) > AN In(zy) + - + A In(xy,) .

Durch ,,Exponieren“ folgt hieraus eine Ungleichung, die eine weitreichende Verallgemeinerung der Un-
gleichung zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel darstellt. Sie wird aus nahe-
liegenden Griinden die Ungleichung zwischen dem gewichteten arithmetischen und dem gewichteten
geometrischen Mittel genannt.

Satz 14.34 Sind x1,...,xz, beliebige positive reelle Zahlen und Ai,..., A, beliebige nicht negative
reelle Zahlen mit Ay +---+ X, =1, so gilt :

xi\lxﬁ < MNx1 + 0+ ATy -

Das Gleichheitszeichen steht nur dann, wenn 1 =--- =z, .



280 Teil II: Grundlagen der Analysis

Zum Abschluf} dieses Abschnitts sollen noch Beweise der HOLDERschen und der MINKOWSKIschen
Ungleichung angegeben werden, die haufig Anwendung in der hoheren Analysis finden.

1 1
Satz 14.35 Fir reelle Zahlen p, g > 1 mit — + — =1 und beliebige Vektoren z, w € C™ gilt :
p q

n
Dolzwil < Nzlp-lwl

Jj=1

wobei fir einen Vektor z = (z1,...,2,) € C" sein p—Norm erklirt ist durch

" 1/p
hzllo = (D 1)
j=1

Beweis. Wir kénnen ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen, daff die beiden beteiligten Vekto-
ren von Null verschieden sind. Dann ist nach der Ungleichung zwischen dem gewichteten arithmetischen
und geometrischen Mittel

sl Lzl 1wl
Izlpllwlle = pllzlp g llwll
woraus schon die Behauptung durch Aufsummieren folgt. O

Bemerkung. Offensichtlich geht fir p = ¢ = 2 die Héldersche in die CAUCHY - SCHWARZsche
Ungleichung iiber.

Die Minkowskische Ungleichung ist nichts anderes als die Dreiecksungleichung fiir die p—Norm. Sie
ist eine Konsequenz aus der Holderschen Ungleichung.

Satz 14.36 Fir p > 1 und alle z, w € C™ gilt :
Iz +wlp, <zl + lwlp.

Beweis. Fiir p = 1 ist nichts zu zeigen. Es sei also p > 1 und ¢ > 1 so gewéhlt, dal 1/p+1/g=1.
Mit s; := |25 + w; [P~ st |z; + wi|P = sj|z; + wj| < |zj]s; +|w;|s;, so daB die Holdersche
Ungleichung zu

(%) Iz +wly < [ =lpllslle + wlyllslle

fiihrt. Wegen ¢ = p/(p — 1) ist aber sJ:=|z; + w; [P, und damit ist

" 1/q ~ 1/q .
Islla = (X 0sil?) " = (X lz +w ) =1z +wlp™,
j=1

Jj=1

woraus mit (x) die Behauptung folgt. O

Wir haben oben schon erwihnt, dafl die Dreiteilung des allgemeinen Winkels mit Zirkel und Line-
al nicht moglich ist. Dies schreckt jedoch Laien nicht davon ab, immer wieder neue Konstruktionen
zu ersinnen, die das Problem zwar nicht l6sen, aber im besten Falle doch sehr gut approximieren.
Eine solche Losung hat kein Geringerer als OSKAR PERRON in seinem Artikel Die Winkeldreiteilung
des Schneidermeisters Kopf, Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Jahrgang
1929, 341-343, vorgestellt. (Siehe auch vom selben Autor Eine neue Winkeldreiteilung des Schneider-
meisters Kopf, ibid., Jahrgang 1933, 439-445). Wir zitieren die ersten Absitze:

wHerr Eugen Kopf, Schneidermeister in Ludwigshafen a. Rh., behauptet, dal eine von ihm ersonnene
Konstruktion mit Lineal und Zirkel die genaue Dreiteilung des Winkels leiste. Die Behauptung ist
natiirlich falsch, und was Herr Kopf zu ihrer Begriindung anfiihrt, steht auf keinem hoéheren Niveau
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als man es sonst bei Winkelteilern und Kreisquadrierern gewohnt ist. Um so iiberraschender ist es, dafl
mit der Konstruktion selbst ihr Entdecker doch eine wirklich gliickliche Hand bewiesen hat; denn durch
rechnerische Nachpriifung fand ich, daf} sie im Verhéltnis zu ihrer Einfachheit eine ganz erstaunlich gute
Niherung liefert. Der Fehler ist fiir spitze Winkel im ungiinstigsten Fall nur 8 12", liegt also unter der
Genauigkeitsgrenze der besten handlichen Zeichnung.

Die Konstruktion findet sich nicht in den einschligigen Biichern von Enriques und Vahlen; die dort
mitgeteilten Konstruktionen sind zum Teil viel ungenauer und nicht einfacher, zum Teil nur wenig
genauer und dann bedeutend komplizierter, so dafl die Kopfsche Konstruktion entschieden hiibscher ist.
Man darf aus diesem Umstand wohl mit ziemlicher Wahrscheinlichkeit schlieffen, daf3 die Konstruktion
neu ist. Aber selbst, wenn sie irgendwo in einem vergessenen alten Schmoker stehen sollte, was man bei
derlei Dingen nie wissen kann, ist sie immerhin wert, der Vergessenheit entrissen zu werden.

Die Konstruktion verlduft, wenn man sie von den unnétigen Linien befreit, folgendermaflen (in der
Figur sind gar keine Hilfslinien unterdriickt, nicht einmal solche, die lediglich zur Konstruktion eines
rechten Winkels dienen):

Man zeichne einen Halbkreis und den zu seinem Durchmesser AB senkrechten Radius M C'. Durch
C zeichne man den Kreisbogen C'D mit dem Mittelpunkt B . Schlieflich markiere man auf der
Verlingerung von AB den Punkt F so, dal CE = AB ist. Ist nun <AMF = z der gegebene
spitze Winkel, so bringe man die Gerade F'B mit dem Kreisbogen C'D zum Schnitt in G. Verbindet
man dann G mit E, so ist <AEG =y die Kopfsche Naherung fiir den dritten Teil von z .

C
F |
G j
/
/
/
| X X2~ [y
|
Al D M /B E
\ | // //
\ | / //
\\ | / e
N } P
\\\\_}_éc/////
Figur 14.17

Wir wollen die Behauptungen Perrons nachvollziechen, wobei wir uns seinem Gedankengang fast
wortlich anschliefen.
Mit Hilfe der Zeichnung und mit dem Sinussatz erhélt man sofort

sin (z/2 —y) V3 -1

sin y V2
woraus sich mit dem Additionstheorem fiir den Sinus sofort
V3 — 1+ V2 cos(z/2)
V2 sin (2/2)

coty =

und damit

V2 sin (2/2)
V3 — 1+ V2 cos(x/2)

y = arctan

ergibt. Der absolute Fehler ist dann
x
f(z) = 3 Y
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Man stellt sofort fest, dal f(0) = 0 und (durch Inspektion der Zeichnung) auch f(7/2) = 0 (oder
durch Nachrechnen: Fiir = = 7/2 ist
V2 sin (7/4) 1

tan y = V3~ 1t V3 cos (/) = 7 da sin(7/4) = cos(w/4) =

und damit y = 7/6, da sin (7/6) = 1/2, cos (7/6) = v/3/2).
Durch Differenzieren dieser Beziehung findet man unmittelbar (indem man noch mit /3 + 1 erwei-
tert):

V2,

N |

F(z) = 1 V3 + 1 4+ V2 cos (z/2)
-3 4(V3 4+ V2 cos(z/2)

Durch nochmaliges Differenzieren kommt
B — sin (z/2)
42 (V3 + V2 cos (x/2))2

so dafl die Fehlerfunktion streng konkav und insbesondere im Inneren des Definitionsintervalls stets
positiv, d. h. der Kopfsche Winkel stets zu klein ist. Des weiteren mufl die Ableitung der Fehlerfunktion
zuerst streng monoton steigen und dann nach Annahme ihres Maximums wieder streng monoton fallen.
Die Extremalstelle £ berechnet sich aus der Ableitungsformel sofort implizit zu

£ 3-V3 B N
= also cos & =11 — 63 und s1n27 3v3 —5.

Der maximale Fehler kann damit vollig explizit angegeben werden in der Form

1 3v3 —5
M = fumax = 3 arccos (11 — 6/3) — arctan W

Mit einer sehr guten trigonometrischen Tafel findet man die entsprechenden Winkel zu

f(x)

<0, O0<z<m7/2;

€ =52°3437" und n = 17°23'20,6" ,

so dafl der maximale Fehler in etwa 0°8' 12" betrdgt. Nimmt man zusétzlich an, da§ der vorgegebe-
ne Winkel grofler als 45° ist, was man ja immer durch Verdoppelung und anschlieBende Halbierung
erreichen kann, so ist iibrigens der relative Fehler in grober Abschéitzung maximal in etwa gleich

8,2
60 - 15

= 0,91111... %.

Die letzte Argumentation zur Abschétzung des maximalen Fehlers ist nicht vollig befriedigend, auch
wenn sie ohne grofle Miihe bei etwas genauerer Schlufiweise zu einer tatsichlichen oberen Schranke
fiir den Fehler fiihrt. Bei weniger Miihe gewinnt man eine grobere, nédmlich ca. doppelt so grofe)
Abschitzung leicht wie folgt: Da der Arcuscosinus eine konkave Funktion ist, liegt er im Intervall von
1/2 bis v/3/2 oberhalb der Sekante

V3+9 V3 +1

T —

24 12

T

Nun ist offensichtlich 1/2 <11 -6 V3 < \/5/ 2. Hiermit berechnet man

23 — 93

arccos & > m 7

und damit
<™ 136 — 783
- 2 12-24
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Der letzte Ausdruck ist mit Sicherheit kleiner oder gleich 0° 16’ 53" .

Zum Abschluf} dieses Kapitels wollen wir uns mit der Interpretation und Ausgestaltung der Taylor—
Formel beschéftigen. Ist die Funktion f an einer Stelle a differenzierbar bis zur Ordnung n, so kann
man ihr das sogenannte Taylor—Polynom n—ter Ordnung an der Stelle a zuordnen:

n ) (g
Tf () ==Y ! k,( ) (z — a)*.

k=0

Man rechnet sofort nach, dafl dieses Polynom die Eigenschaft besitzt, dafl

dk
= wf(l‘)

r=a

dk

%T}L’a(x) s k':O,...,TL.

r=a

Selbstversténdlich ist das Taylor—Polynom durch diese Bedingungen auch eindeutig bestimmt.

Differenzierbarkeit bedeutet per definitionem gerade, dafl der Graph der Funktion f von dem Gra-
phen der Tangente bertihrt, also besser als linear approximiert wird. Wir kénnen nun erwarten, dafl
das Taylor-Polynom n—ter Ordnung den Graphen der Funktion nahe der Stelle a besser als von n—ter
Ordnung beriihrt. Dies ist in der Tat der Fall, zumindest, wenn die Funktion f nicht nur eine Funktion
mit () ist, sondern sogar n—mal stetig differenzierbar ist.

Satz 14.37 Ist f: I — R differenzierbar bis zur Ordnung n auf dem nicht trivialen Intervall I C R,
und ist die n—te Ableitung f im Punkte a € I noch stetig, so gilt

o) = T.(z) = ¢ (2) (z — a)"

mit einer Funktion ¢ : I — R, die im Punkte a stetig ist und dort verschwindet. Das Taylor—Polynom
ist das einzige Polynom hdchstens n—ten Grades, das diese Figenschaft besitzt.

Beweis. Nach der Taylor-Formel mit Restglied nach Lagrange ist
PO e

n!

(@) = TP, (@)

wobel € = £ (z) zwischen a und z liegt. Man hat daher eine wie im Satz geforderte Darstellung, wenn

- F(€) ~ f"(a)
— a

¢ () = p

setzt. Da mit = auch & gegen a geht, ist die Funktion ¢ tatséchlich stetig an der Stelle a, wo sie
nach Definition auch verschwindet. Die Eindeutigkeitsaussage erhilt man durch Bildung der Differenz

aus zwei solchen Darstellungen als Korollar zu dem folgenden Lemma. [J

Lemma 14.38 Gilt fiir ein Polynom P hdochstens n—ten Grades, dafy P(xz) = ¢(xz)a™ in einer
Umgebung von 0 mit lim,_,o ¢ (x) =0, so ist P das Nullpolynom.

Beweis. Es sei P(x) =ap + a1 + -+ + a, 2™ und fiir ein £k € N mit k& < n schon nachgewiesen,
da ap =--- =ap_1 = 0. Dann gilt fiir z #0:

P (x

T(k) =ap + agy17 + o+ a2z = p ()" k.
Da die rechte Seite mit  — 0 immer noch gegen Null geht, mufl auch ax = 0 sein. O

Bemerkung. Das Restglied in der Taylor-Formel kann in ganz unterschiedlicher Weise ausgedriickt

werden. Die Integral-Form
1 T
Ryia(z) = E/ ( — )" fD(e) at
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werden wir spéter noch herleiten. Aus dieser folgt {ibrigens die Lagrange—Form unter Beriicksichtigung
des Mittelwertsatzes der Integralrechnung.

Wir wollen hier noch eine weitere Form des Restgliedes angeben, das auf SCHLOMILCH zuriickgeht.
Es enthélt als Spezialfille die Lagrange-Form (p = n + 1) als auch die sogenannte Cauchy—Form

(p=1).

Satz 14.39 Erfillt die Funktion f die Bedingung des Taylorschen Satzes, so gibt es zu jedem p € N*
und jedem x € I ein 9 € (0, 1), so daf

(@ + 9 — a)
nlp

fa) = Tf.(z) = Rppa(x) = (1 =) (@ — )"t

18t.

Beweis. Die angegebene Formel ist offensichtlich im Punkte x = a richtig. Wir kénnen uns daher auf
den Fall a < x beschrinken und betrachten wie im Beweis von Satz 16 bei fixiertem z die Funktionen
F(t) mit t € [a, x]. Die Funktion g¢(t) := (x — t)? besitzt in dem fraglichen Intervall die Ableitung
g'(t) = —p(x — t)P~! und ist damit auf jeden Fall von Null verschieden fiir a < t < z. Somit kénnen
wir den zweiten Mittelwertsatz auf die Funktionen F' und g anwenden. Leichte Rechnungen ergeben
F(x)=g(z) =0 und

F (a) Z

7=0

(J)

Jf—a)j, gla) = (& —a)”.

Ferner berechnet man wie frither F’(t) = —f*+D(¢) (z — t)*/n!. Somit gibt es nach dem zweiten
Mittelwertsatz ein £ zwischen a und z, so dafl

"G (g ,
Y e

T @9
(x — a)p o ple -t
Schreibt man ¢ in der Form a + ¢(r — a) mit einem geeigneten ¢ € (0,1), so ist
x— & = (1 — ) (x — a), und die Behauptung ergibt sich sofort aus der vorstehenden Identi-
tat. O

Als letzte Anwendung in diesem Kapitel charakterisieren wir schliellich die sogenannten analyti-
schen Funktionen. Hierbei ist K € {R, C}.

Definition. Es sei U C K eine offene Menge, f : U — K eine Funktion und ¢ € U. f heifit in
xo analytisch, wenn es eine Umgebung B (xg, ) C U von zy und eine in B (xg, r) konvergente

Potenzreihe
oo
Z an, (x — )"
n=0

gibt, die dort gegen f konvergiert. Sie heifit analytisch schlechthin, wenn sie in jedem Punkt zy € U
analytisch ist.

Bemerkung. Die Potenzreihenentwicklung einer analytischen Funktion f um einen Punkt zy ist ein-
deutig bestimmt. Wir haben weiter oben ja schon gesehen, daff - wenn wir ohne Einschréinkung zy =0
annehmen - aus f (z) = > " a,z" die Entwicklung

Z (n+1)apsq 2™

folgt, aus der man durch vollstéindige Induktion fiir jedes natiirliche &k die Formel
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()& fP () = i ;:,k)! Utk "
n=0 )

gewinnt. Setzt man hier speziell z = 0 ein, so hat man f*)(0) = k!ay , also
1
ar = o ®)(0) .

Die Potenzreihenentwicklung an der Stelle zg = 0 und damit auch an jeder beliebigen Stelle x( ist
daher notwendigerweise die sogenannte Taylor-Entwicklung

flay = Y B e
n=0 :

Wegen der nicht zu unterschétzenden grundlegenden Bedeutung sei diese Aussage als Satz formuliert.

Satz 14.40 Ist f in a analytisch, so ist f in einer Umgebung von a beliebig oft differenzierbar, und
die Potenzreihenentwicklung von f in a stimmt mit der Taylorentwicklung tiberein :

© ) (g
fay =3 D g
n=0 :

n

Aus dem Satz von der Taylor—Formel leitet man unmittelbar das folgende hinreichende Kriterium
dafiir ab, daf} eine beliebig oft differenzierbare reelle Funktion analytisch ist. Am Ende des Paragraphen
werden wir daraus eine weitere hinreichende Bedingung ableiten, deren Notwendigkeit man aber erst
durch den Ubergang ins Komplexe einsehen kann.

Satz 14.41 Eine C*®—Funktion f : I := (=6,0) — R ist genau dann in I durch ihre Taylor—
Reihe darstellbar, wenn die Folge der Reste Ryy1(x) in der Taylor—Formel fir alle x € I gegen Null
konvergiert.

Beispiel. Von EULER wurden 1755 fiir y = f (z) = arctan = die folgenden Formeln bewiesen:
f™(z) = (n—1)! sin (n (y + g)) cos"y, n>1.

In der Tat: Fir n =1 ist einerseits

f = 1 = 1 = cos?
Y 21522~ 1+ tan2y Y

und andererseits
sin (y + 7/2) = cos y ,

womit der Induktionsanfang erledigt ist. Ist die Formel
y™ = (n —1)! sin (n (y + g)) cos™ y

nun fiir ein n > 1 schon gezeigt, so erhilt man durch eine weitere Differentiation

Ly [cos (n(y +7/2)) cos y — sin y sin (n(y 4+ 7/2))]

y D) = ply’ cos™™
= n! cos?y cos" Ly cos ((n+ 1)y + n(r/2))
= n! cos" My sin((n+1)(y + 7/2)) .
Aus den Eulerschen Formeln folgt nun speziell mit xy = 0 auch yg = 0 und damit

0 falls n gerade,

f(n)(o) = (n—1)!'sin(nw/2) =
( ) (nm/2) (_1)(7171)/2(“_ 1)!' falls n ungerade.
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Damit erhalten wir fiir die Taylor-Reihe des arctan die (uns schon bekannte) Gestalt

i (_1)71 x2n+1 )

= 2n + 1
Um ohne Integration und den Abelschen Grenzwertsatz zu beweisen, dafl diese Reihe fiir |z| < 1 gegen
den Arcustangens konvergiert, miissen wir noch das Restglied R,,;1 fiir diese Werte von x abschétzen.
Nach den Eulerschen Formeln ist aber offensichtlich | f**1) |, < n!. Das Restglied in der Form von
Lagrange kann dann fiir alle z € R abgeschéitzt werden durch

n! Ellas

(n+1)!

|zt =

R, < S
| R (0)] < e

Hieraus folgt die Behauptung.

Wir wollen als néchstes einsehen, daf die Eigenschaft einer Funktion, analytisch zu sein, in Wahrheit
eine offene Eigenschaft ist, d. h. daf sie mit =y auch fiir alle z; in einer Umgebung von zg gilt. Dies ist
aber offensichtlich gerade der Inhalt der Folgerung 12.19, die wir hier noch einmal gesondert auffiihren.

Satz 14.42 Es sei f(z) = Y.~ an,a™ konvergent in dem Kreis B (0, R). Ist dann a € B (0, R)
und ordnet man formal um :

Z an " = Z an ((x —a) + a)" = Z an, Z <Z) a"F(x — a)k = Zbk(:v — a)k
n=0 n=0 n=0 k=0 k=0

mit -
bk = Z (Z) Ay (Lnik s
n=~k
so existieren alle by , und die Reihe > po o by (x — a)¥ konvergiert in dem Kreis B (a, R — |a|) gegen
die urspringliche Reihe (wobei v := R — |a| gleich oo zu setzen ist, wenn auch R unendlich ist).

Bemerkungen. 1. Aus diesem Umordnungssatz ergibt sich noch einmal auf andere Weise das frither
schon hergeleitete Resultat iiber die Differenzierbarkeit von Potenzreihen in ihrem Konvergenzkreis.
Subtrahiert man von der Entwicklung um den Punkt a den Wert f(a) = by, so erhilt man fiir
0< |z — a| <r die konvergente Entwicklung

fl@) = fla)=(z—a)) bp(x—a)l "
k=1
Wegen der Stetigkeit von Potenzreihen in ihrem Konvergenzkreis impliziert dies die Existenz von

f'(a) = lim flo) = fla) _ by = i naya" "t O
n=1

r—a xr — Qa

2. Der vorstehende Umordnungssatz driickt auf der anderen Seite nichts anderes aus als die Taylorent-
wicklung der durch die Potenzreihe gegebenen Funktion f an der Stelle a. Denn nach den Formeln

(X)k ist .
00 fk a oo L (k!
,;J k!()(x—a)k:kz_o k!z_:o(n!)aﬁka)(m_a)k
o (nt k)
:; Z(n!k!) anpra” ) (& = o)t
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Satz 41 wirft nun die Frage auf, unter welchen einfacheren Bedingungen eine beliebig oft differen-
zierbare Funktion f : U — K in einer evtl. kleineren Umgebung von a € U durch ihre formale
Taylorreihe

> ) (g
Tfa(x) = Z ! !( )(x —a)"

n

an der Stelle a € U dargestellt wird, wann also gilt, dafl

Tralz) = f(2)?

Bemerkungen. 1. Die Zuordnung f +— T, kann man auffassen als einen K-Algebra—Homomorphismus
von der Algebra der sogenannten Keime von C*°~Funktionen in a in die Algebra der formalen Potenz-
reihen in a:
Cxa — K{{z — a}}.
Nach einem Satz von E. Borel?? ist die Abbildung surjektiv, d. h. zu vorgegebenen a,, € K gibt es eine
C*°—Funktion f (in ganz K) mit
F(0) = an .
Wihlt man hier speziell a, = (n!)?, so sieht man, daf die Taylor-Reihe (auBer in 0) nicht zu

konvergieren braucht.

2. Die Abbildung f — T}, ist nicht injektiv, d. h. kerT" ist nicht das Null-Ideal. Man hat tatséchlich
,viele“ Funktionen f € kerT', also Funktionen mit f()(0) = 0 fiir alle n € N, insbesondere nichttri-
viale Funktionen (man nennt diese dann ,flach“ in 0). Ein typisches Beispiel ist

—1/2?
f@)={e o7y
0 ,x2=0.

3. Betrachtet man nur die analytischen Funktionskeime Ok, C Cg°,, so ist T|o, , ein K-Algebra—
Isomorphismus von Ok, auf die Algebra der konvergenten Potenzreihen K{z — a}.

Satz 14.43 Es sei f: (=dg, 0p) — R eine C®—Funktion. Genau dann ist f um 0 in eine konvergente
Potenzreihe entwickelbar, wenn es ein § mit 0 < d < dy und eine Konstante M > 0 gibt, so daf

| fM ()| < Mnls™™, |z| < 6.

Bemerkung. Die Notwendigkeit dieser Bedingung kann man erst iiber den Weg ins Kompleze verstehen
(sieche den Teil dieses Manuskripts iiber (elementare) Funktionentheorie).

Beweis (da3 die angegebene Bedingung hinreichend ist). Es sei 0 < §; < § und |z | < ¢;. Dann gilt
fiir das n—te Restglied R, (z) der Taylor-Entwicklung von f um 0:

G e s\
|Rn($)\—m|$|+ SM(&) ,

und die rechte Seite konvergiert gegen Null fiir n — co. O

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir uns noch kurz mit dem Konvergenzverhalten von
Folgen differenzierbarer Funktionen beschéftigen. Offensichtlich reicht es nicht aus, wenn die Folge
der differenzierbaren Funktionen f, gleichmdflig konvergent ist, um auf die Differenzierbarkeit der
Grenzfunktion f = lim f,, schliefen zu koénnen.

23Fiir einen Beweis siehe z. B. die Note auf p. 99 von M. GOLUBITSKY, V. GUILLEMIN, Stable Mappings and Their
Singularities, Springer: New York, Heidelberg, Berlin 1973.
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Beispiel. Man mache aus der Betragsfunktion f(z) = |z| durch Ab#nderung auf dem Intervall
|z|<1/n, n>1 durch f,(z):=nx?/2+1/2n eine auf ganz R stetig differenzierbare Funktion f,, .
Die Folge f, konvergiert gleichméaflig auf R gegen die Funktion f, die aber an der Stelle 0 nicht
differenzierbar ist.

Man kann aber auf die Differenzierbarkeit der Grenzfunktion (im Wesentlichen) schon dann schlie-
Ben, wenn die Folge der Ableitungen gleichmdj$ig konvergiert. Einen sehr einfachen Beweis werden wir im
iiberndchsten Kapitel unter der starkeren Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit der Funktionen
mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung gewinnen.

Satz 14.44 Essei f, : [a, b] = R eine Folge differenzierbarer Funktionen, die an einer einzigen Stelle

xo € [a, b] konvergiert, und deren Ableitungsfolge (f)) auf [a, b] gleichmifSig konvergiert. Dann ist

auch die Folge (f,) gleichmdfig konvergent, und ihre Grenzfunktion f =lim f,, ist differenzierbar mit
@) = lim fi(x), w€la,b].

n—oo

Bemerkungen. 1. Auf die Konvergenz an einer einzigen Stelle xg € [a, b] kann man selbstverstindlich
nicht verzichten, wie das Beispiel f, =n zeigt.

2. Auch wenn die Funktionenfolge gleichméfig gegen eine differenzierbare Grenzfunktion konvergiert,
braucht die Folge der Ableitungen nicht konvergent zu sein. Ein Beispiel hierfiir ist die Folge

sin n2z

fn(x) =

3. Unter den Voraussetzungen des vorigen Beispiels kann die Folge der Ableitungen sogar konvergent
sein, aber nicht gegen die Ableitung der Grenzfunktion. So konvergiert die Folge

n

:L.n
folz) = — w
auf dem Einheitsintervall [0, 1] gleichmiBig gegen die Grenzfunktion f (x) = x. Die Folge der Ablei-

tungen f’(z) = 1 — 2"~ ! konvergiert punktweise in diesem Intervall, aber nicht im Punkte zo = 1
gegen f/(1)=1.

4. Die Funktionenfolge f,(x) = nz(1—x)™ ist an den Stellen x =0, 1 trivialerweise und an den Stellen
0 <z <1 wegen lim, . na™ =0 fir |a| <1 gegen 0 konvergent. Die Grenzfunktion f =0 ist also
stetig (und sogar beliebig oft differenzierbar). Dennoch konvergiert die Folge (f,) nicht gleichmdifig
gegen f . Dies sieht man z. B. wie folgt: Man betrachte zu jedem n € N die Stelle x,, :=1/(n+1) € I.
Man berechnet dann sofort

fre) = (1= L) (1 L)
nn) = n+1 N n+1 ’

und die rechte Seite konvergiert gegen e~!. Setzt man dann gq := (2¢)71, so ist f,, (z,,) > g0 fiir fast
alle n. Damit kann die Folge (f,) auf I nicht gleichmiBig gegen Null konvergieren. Die Punkte
sind, wovon man sich sofort iiberzeugt, die Stellen, an denen die Funktion f, jeweils ihr Maximum
annimmt, welches nicht nach Null konvergiert. Dennoch konvergiert die Folge (f,) gegen Null, da die
Folge (z,) gegen den rechten Endpunkt des Intervalls konvergiert. Das hier auftretende Phénomen
wird aus naheliegenden Griinden als wandernder Buckel bezeichnet.

Bevor wir mit dem Beweis von Satz 44 beginnen kénnen, miissen wir unser fritheres Ergebnis zur
Stetigkeit von Grenzfunktionen (Satz 12.14) verallgemeinern.

Satz 14.45 Es sei f; : D — R eine gleichmdfig konvergente Folge, D C X, und a € X sei ein
Haufungspunkt von D . Existiert dann

lim f; (z) firalle j,

r—a
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so existieren auch die Grenzwerte

lim lim f; (z) = lim lim f; ().

j—o0 T—a T—a j—oo

Beweis. Wir setzen f (x) :=lim;_,o fj(z) und «; :=lim,_, f;(z). Nach dem CauchyKriterium gibt
es zu vorgegebenem ¢ >0 ein N = N (¢), s. d. fiir alle j, k > N und alle z € X gilt:

| fi(@) = fr(z)| < e.
Bei festem j, £ kann man in dieser Ungleichung x gegen a gehen lassen, so dafl
oy — | < e fiiralle j, k> N(e).
Damit ist (¢;);jen eine Cauchy-Folge in R, womit der Nachweis der Existenz des Grenzwertes

lim lim f; (z) = lim a; = «
j—o0 T—a j—o0

erbracht ist. Es bleibt noch zu zeigen, daf

lim f(z) = «.

r—a

Dazu betrachten wir die Abschéitzung

[ (@) —al < |f(2) = f;(@)| + [[i(z) = aj| + ]y —a

Bei gegebenem e > 0 koénnen wir N so grofl wéhlen, dafl

| f(z) — fn(z)| < fiir alle z € D

Wl M

und |ay — af < % . Nach Definition gibt es ferner ein § = (¢) > 0, so da8

| fn(z) — an| <§ firalle z€ B(a,d)ND.

Somit ist
|f(z) —a| <e firale ze€B(a,d)ND

und folglich
lim f(z) = «. O

r—a

Wir wenden diesen Satz an, um die scharfe Version des Satzes {iber die Differenzierbarkeit von
Grenzfunktionen herzuleiten.

Beweis (von Satz 44). Wir ersetzen die Funktionen f; durch f; — f;j(zo), so dafl also ohne Ein-
schrankung f;(zo) = 0 angenommen werden kann. Fiir die gleichméBige Konvergenz der Funktionen-
folge (f;) bemiihen wir das Cauchy-Kriterium und den 1. Mittelwertsatz: Zu jedem x € I gibt es ein
¢ zwischen xg und z mit

| fi(z) = fu(@)| = | F{(€) = fi©] 12 — a| < sup|fi(z) — fr(@)| [z —a] < (b~ a)
fir alle j, k > N = N (¢) . Somit existiert f = Lim f; . Selbstversténdlich ist f stetig auf I. Es bleibt
zu zeigen, dal f an jeder Stelle ¢ € I differenzierbar ist. Wir betrachten dazu auf D := I\ {£{} die

Funktion
filw) = fi(&)

gj(w) = ==—— ¢



290 Teil II: Grundlagen der Analysis

Es folgt erneut aus dem 1. Mittelwertsatz und dem Cauchy-Kriterium, dafl die Folge g¢; auf D
gleichméBig konvergiert. Selbstversténdlich ist

Nun existieren aber nach Voraussetzung die Grenzwerte

: i) = f5(8) )
lim, g; (@) = lim == fi(8)
so dal aus dem zuvor bewiesenen Satz alles Weitere folgt:
o f@) - ) - .
lim == = lm lim g;(2) = lim T g;(z) = Jim f(). =



Anhang: Weitere Charakterisierungen der reellen Zahlen

Wir fassen in diesem Anhang kurz die Aussagen zusammen, die wir im vorangehenden Kapitel als
dquivalent zu der Vollstdndigkeit des angeordneten Kérpers K eingesehen haben. Es handelt sich dabei
also erneut um Axiome der reellen Zahlen.

(XXXV) Satz von Rolle

(XXXVI) Verallgemeinerter Mittelwertsatz

(XXXVII) Mittelwertsatz

(XXXVIII) Taylor-Formel mit Restglied nach Schlémilch

(XXXIX) Taylor—Formel mit Restglied nach Lagrange

(XL) Taylor-Formel mit Restglied nach Cauchy

Charakterisierung von
(XLI) polynomialen Funktionen
durch f(+1) =0

(XLII) /=0 = f = const.

(XLIIT) f'>0 = f monoton wachsend

(XLIV) f" >0 = f konvex
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Die Aquivalenz von (XXXV), (XXXVI), (XXXVII), (XLI) und (XLII) mit K = R haben wir schon
in Satz 16 bewiesen. Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz folgt die Taylor—Formel mit dem
Schlomilchschen Restglied, die (XXXIX) und (XL) impliziert. Die letzten beiden Aussagen haben aber
die Charakterisierung (XLI) der Polynome zur Folge. (XLIII) folgt aus dem Mittelwertsatz, impliziert
aber seinerseits wieder (XLII), da sich mit f’ = 0 auch f’ > 0 und (—f)" > 0 und daraus die
wachsende Monotonie von f und —f ergibt. Also muf§ f konstant sein. Auch (XLIV) gewinnt man
auf bekannte Weise aus Eigenschaften des reellen Zahlkorpers. Ist umgekehrt (XLIV) erfiillt und f eine
differenzierbare Funktion mit f’ =0, so ist f auch zweimal differenzierbar mit f”” = 0. Nach (XLIII)
muf} dann sowohl f als auch —f konvex sein; also ist f eine affin-lineare Funktion: f(z) = dx + c.
Da aber die erste Ableitung verschwindet, ist notwendig d = 0 und damit f = ¢ konstant. Somit ist
wiederum notwendigerweise (XLII) erfiillt. O

Bemerkung. Verlangt man die Richtigkeit z. B. des Zwischenwertsatzes oder des Mittelwertsatzes nur
fiir Polynome anstelle von stetigen oder differenzierbaren Funktionen, so st68t man auf die weit groflere
Klasse der von Emil Artin und Otto Schreier eingefiihrten und intensiv studierten reell abgeschlossenen
Korper.



15 Kompakte Rdume und stetige Funktionen

Beschriinkte, abgeschlossene Intervalle [a, b] C R werden, wie wir im vorletzten Kapitel schon an-
gemerkt haben, auch als kompakt bezeichnet. Stetige Funktionen verhalten sich besonders angenehm
auf solchen Intervallen; sie sind nicht nur beschrinkt und nehmen ihr Maximum und Minimum an,
sondern lassen sich auch sehr gut durch Treppenfunktionen approximieren, was die Grundlage fiir die
Riemannsche Integrationstheorie darstellt. Dies liegt an einer Uberdeckungseigenschaft, die man auch
im allgemeineren Rahmen von normierten Vektorrdumen (und sogar topologischen Rdumen) studieren
kann und sogar muf}, wie wir spéter noch sehen werden. All dies soll in diesem Paragraphen untersucht
werden. Wir werden wieder (scheinbar) in beliebigen angeordneten Kérpern arbeiten, um bei den Bewei-
sen deutlich herauszuheben, welches Axiom der reellen Zahlen wir jeweils benutzen. Im Anhang werden
wir jedoch sehen, dafl diese zentralen Sétze der Analysis (wenn wir uns gegebenenfalls auf archimedisch
angeordnete Korper oder solche mit nichttrivialen Nullfolgen beschrinken) tatsdchlich nur im Kérper
der reellen Zahlen gelten.

Als erstes wollen wir in diesem Kapitel die eingangs angesprochene Kompaktheitsaussage exakt
formulieren und beweisen. Wir werden anschliefend an mehreren Folgerungen (insbesondere durch
erneuten Beweis von Satz 13.17) demonstrieren, welch weitreichende Konsequenzen diese Eigenschaft
nach sich zieht. - Wir benétigen zuerst einige neue Begriffe.

Definition. Eine (offene) Uberdeckung einer Teilmenge M C K ist eine Familie (U,),c; von offenen
Mengen U, C K mit
Mc|Ju..
ved
Eine Menge M heifit kompakt, wenn man aus jeder offenen Uberdeckung (U,),c; von M eine endliche

Teiliiberdeckung auswihlen kann, d. h.: Es gibt zu jeder solchen Uberdeckung mit Indexmenge J eine
endliche Teilmenge Jy C J, so daf3

Mc|Ju.

veJo
Kompakte Mengen unterliegen starken Einschrankungen. Es gilt z. B. das folgende
Lemma 15.1 Kompakte Mengen M in angeordneten Korpern K sind beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Es ist M C K = {J,gx, (=7, 7). Ist M kompakt, so reichen endlich viele solcher Intervalle

mit Radien r;, j =1,...,n, zur Uberdeckung aus. Setzt man R := max rj,soist M C (—R, R).
Somit ist M beschrinkt.

Um zu beweisen, dafl M abgeschlossen ist, mufl man per definitionem zeigen, dal das Komplement
K\ M offen ist. Es sei also ¢ ein Element des Komplements. Fiir jedes m € M ist dann e, :=
|m — ¢| > 0 und damit das System der

Un ={2z€K: |z — m| < &,/2}

eine offene Uberdeckung von M . Da M kompakt ist, gibt es endlich viele Punkte m;, j=1,...,n,
in M, so daf} die endlich vielen offenen Mengen U; := U,,; das Kompaktum M iiberdecken. Ist
e:=(1/2) ming;, gj : =&, ,s0ist U:={x€K: |z —c| < e} CK\ M, d. h. das Komplement ist
offen. O

Bemerkung. Man kann leicht zu jedem (halb)offenen (oder unbeschrinkten) Intervall in einem archi-
medisch angeordneten Korper K abzihlbare offene Uberdeckungen (U,),eny angeben, aus denen man
keine endliche Teiliiberdeckung auswihlen kann. Z. B. ist

o0

(0,1] = [J(1/n, 1].

n=0
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Die obigen Konzepte und Ergebnisse lassen sich im abstrakteren Rahmen einfiihren und herleiten.

Definition. Ein Ko-metrischer Raum X heiBt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt. Dieser Begriff ist auch fiir beliebige topologische Ridume X sinnvoll.
Man verwendet ihn dann aber nur, wenn X zusétzlich hausdorffsch ist. Eine Teilmenge M C X wird
kompakt genannt, wenn M in der Relativtopologie kompakt ist. Dies ist offensichtlich genau die oben
gegebene Definition im Fall X =K.

Man erhélt sofort mutatis mutandis den folgenden Satz.

Satz 15.2 Kompakte Mengen M in topologischen (hausdorffschen) Riumen X sind notwendig ab-
geschlossen. Ist X sogar ein Ko-metrischer Raum, so sind kompakte Mengen auch beschrinkt (und
folgenabgeschlossen, wenn Ko nichitriviale Nullfolgen besitzt).

Wir gehen im folgenden genauso wie bei den zusammenhéingenden Mengen vor, indem wir zeigen,
daf} das abgeschlossene Einheitsintervall in R tatséchlich kompakt ist und stetige Bilder von kompakten
Mengen wieder kompakt sind.

Satz 15.3 Erfillt der angeordnete Korper K das (schwache) Intervallschachtelungsprinzip, so ist das
FEinheitsintervall I = [0, 1] kompakt.

Beweis. Es sei U U, D I eine offene Uberdeckung, aus der man keine endliche Teilitberdeckung

vedJ
auswiihlen kann. Dies bleibt dann richtig fiir mindestens eines der beiden Intervalle [0, ] und [3, 1].
So fortfahrend findet man eine Intervallschachtelung I = Iy D I; D I D ---, so dafl kein I; von
endlich vielen U, iiberdeckt wird. Es sei nun xg € ﬂ I; . Dann gibt es ein (o € J mit xo € U,, und
j=0
damit auch ein jo mit I;, C U,, . Widerspruch ! g

Bemerkung. Der gleiche Beweis funktioniert auch fiir beliebige Intervalle [a, b]. Man kann diesen Fall
(wobei man a < b voraussetzen darf, da einpunktige Intervalle offensichtlich immer kompakt sind) aber
auch auf den ersten zuriickfithren, indem man das folgende Lemma anwendet.

Lemma 15.4 Ist M C K kompakt und f : M — K eine stetige Funktion, so ist das Bild f (M)
kompakt.

Beweis. Ist (V,) eine offene Uberdeckung von f (M), so existieren offenen Mengen U, in K, so daf
YU (M)NV,) = MNU,. Also ist, wie man sofort einsieht, (U,) eine offene Uberdeckung von M ,
aus der man ein durch Jy indiziertes endliches Teilsystem auswéhlen kann, das M schon tiberdeckt.
Es folgt

rancr(Usrto)e Urotvny e U 0

L€Jy t€Jo Le€Jo

Folgerung 15.5 Ist ein einziges nichttriviales beschrinktes abgeschlossenes Intervall I in dem ange-
ordneten Korper K kompakt, so auch jedes andere solche Intervall.

Denn jedes abgeschlossene beschrankte Intervall ist stetiges Bild von I. |

Bemerkungen. 1. Ein bewerteter Korper K heifit lokalkompakt, wenn die Null in K eine kompakte
Umgebung besitzt, also eine kompakte Menge K , in der eine offene Menge U liegt mit 0 € U C K .
Die obigen Aussagen implizieren, dai R lokalkompakt ist (esist 0 € (=1, 1) C [—1, 1]). Wir werden
weiter unten einsehen, dafl R der einzige lokalkompakte Korper unter den angeordneten Korpern ist.
Man beachte aber, dafl es eine Klassifikationsliste aller bewerteten lokalkompakten Korper gibt, die
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nicht nur den reellen Zahlkorper enthélt.

2. Aus der vorigen Folgerung kann man Satz 13.17 erneut (in seiner verschirften Fassung in Form von
Folgerung 13.18) gewinnen. Denn ist K der reelle Zahlkérper, so ist jedes Intervall I = [a, b] sowohl
kompakt nach Satz 3 als auch zusammenhéngend nach den Ergebnissen in Kapitel 13. Also ist das Bild
f(I) unter einer stetigen Funktion f : [a, b] — K kompakt und zusammenhiingend, also insbeson-
dere ein beschrianktes Intervall. Da kompakte Intervalle in archimedisch angeordneten Koérpern aber
weder halboffen noch offen sein kénnen, wie wir oben angemerkt haben, ist notwendig f (I) = [¢, d]. O

Aus der Lokalkompaktheit eines angeordneten Korpers kann man eine niitzliche ,Gleichméfig-
keitsaussage“ ableiten, die Auswirkungen auf das Verhalten von stetigen Funktionen auf kompakten
Intervallen hat.

Definition. Wir sagen, in dem angeordneten Kérper gelte das Lebesguesche Lemma, wenn es zu jedem
Intervall I =[a, b] C K und jeder offenen Uberdeckung

ICUUL

LeJ

von I eine Zahl § > 0 gibt (die auch Lebesguesche Zahl der Uberdeckung genannt wird), s. d. es zu je
zwei Elementen 1, 22 € [a, b] mit |21 — x2| < J ein ¢ € J gibt mit a1, 20 € U, .

Satz 15.6 Gibt es in dem angeordneten Korper K mnichttriviale kompakte Intervalle, so erfillt er die
Aussage des Lebesgueschen Lemmas.

Beweis. Das Intervall I = [a, b] werde von den offenen Mengen U, , ¢ € J, iiberdeckt. Jedes U, ist
Vereinigung von Intervallen {|z — xo| < o}, do := ¢ (zo), mit

{lz —z0| <28} CU,.

Da das Intervall [a, b] kompakt ist, wird es von endlich vielen solchen Intervallen iiberdeckt:

[a,0] € J{le — =51 <&}, {lz -] <25} CU,.

j=1
Es sei nun § := min (01,...,0,) und z € [a, b], also |z — x;| < 0; fiir ein j, und 2’ ein weiteres
Element mit |2 — 2/| < §. Dann folgt |2’ — z;| < |2/ — 2| 4+ |z — 2;] < 0 + §; < 26; und
insbesondere z, 2’ € U, . O

Das Lebesguesche Lemma hat in archimedisch angeordneten Korpern zur Folge, daf stetige Funk-
tionen f: I =[a,b] — K sogar gleichmdfig stetig sind. Dieser Sachverhalt ist (in einer #iquivalenten
Formulierung) die Grundlage der RIEMANNschen Integrationstheorie fiir stetige Funktionen auf kom-
pakten reellen Intervallen.

Satz 15.7 Ist K ein archimedisch angeordneter Korper, der dem Lebesgueschen Lemma gentigt, so gibt
es fiir jede stetige Funktion f : [a,b] — K und zu jedem ¢ > 0 eine endliche (sogar dquidistante)
Unterteilung ap =a < a1 < --- < an =b von [a, b], s. d. fir alle x;, & mit a;_1 < x;, & < a; gilt

[ fx) = F(&)] <e.

Beweis. Es sei € > 0 vorgegeben. Dann gibt es zu jedem zy € [a, b] ein dg = & (z0), s. d. aus
|z — x| < do, x € [a, b] die Ungleichung | f (z) — f (zo) | < /2 folgt. Essei 6 > 0 die Lebesguesche
Zahl zu der Uberdeckung

U {|$-l‘0|<60},

zo€[a,b)
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und n € N sei so gewahlt, dal
1
n

N

(b—a) <

Fiir die Zerlegung a; = a + 1 (b—a), j=0,1,...,n, ist die Behauptung dann erfiillt. O
n

Hieraus folgt unter den gegebenen Voraussetzungen die gleichmdf$ige Stetigkeit von f auf I. Wir
geben hierzu gleich eine allgemeine

Definition. Es sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Man nennt f
gleichmdfig stetig, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so da8 fiir x, 2’ € X mit dy(z,2') < ¢
stets dy (f (z), f (")) < e folgt.

Bemerkung. Setzt man speziell ' = a fiir einen festen Punkt a € X, so sieht man sofort, dafl jede
gleichméfig stetige Funktion insbesondere an jeder Stelle a stetig ist. Die Umkehrung gilt nicht, wie
man an dem Beispiel der Funktion f (z) := 1/z auf dem Intervall (0, 1] sieht.

Lemma 15.8 Gibt es zu einer stetigen Funktion f: I = [a, b] — K fiir jedes € > 0 eine endliche
Unterteilung ap =a < a; < --- < an =0b von [a, b], s. d. fir alle x;, & mit aj_1 < x;, & < a; gilt :

| fz) = f(&)] <e,
so ist f gleichmajig stetig. Die Umkehrung gilt auf jeden Fall, wenn K archimedisch angeordnet ist.

Beweis. Wéhle zu vorgegebenem ¢ > 0 die Unterteilung so, da8 | f (z;) — f(&)| < €/2. Ist dann
d := min (a; — a;_1), so sind je zwei Elemente z, ' € I mit |z — 2’| < § in demselben Intervall
I; :==[aj_1, a;] oder in benachbarten Intervallen I; und I;4; enthalten. Es folgt auf jeden Fall

[f(x) = f@)] < 1f(2) = fla)] +1f@) = fla)] <e.

Ist umgekehrt f gleichmiiig stetig, so wihle man zu vorgegebenem e > 0 erst das zugehorige d und
anschlieend n € N so gro88, da8 (b—a)/n < §. Fiir die Zerlegung a; = a+j (b—a)/n, j=0,1,...,n,
ist die Behauptung erfiillt. |

Das vorstehende Lemma konnen wir noch in einer anderen Weise formulieren, die auf die Bediirfnisse
der Integrationstheorie zugeschnitten ist.

Definition. Eine Funktion ¢ : I = [a, b] — K heifit eine Treppenfunktion, wenn es eine endliche
Unterteilung ag =a < a3 < --- <a, =b von I gibt, so dal ¢ eingeschrinkt auf die offenen Intervalle
(aj-1,a5), j =1,...,n, konstant ist. (Uber die Werte von ¢ an den Stellen a; setzen wir nichts
voraus).

Bemerkung. Treppenfunktionen kann man auf elementare Weise ein Integral zuordnen. Das Ziel der
Integrationstheorie ist es, diesen Integralbegriff auf gréflere Funktionenklassen auszudehnen. Daf dies
fiir stetige Funktionen gelingt, liegt an dem folgenden Satz.

Lemma 15.9 Unter der Voraussetzung des vorigen Lemmas lifit sich die stetige Funktion f: I — K
(in der Supremumsnorm) beliebig genau durch eine Treppenfunktion approzimieren.

Beweis. Wird zu vorgegebenem ¢ > 0 eine endliche Unterteilung ap = a < a; < --- < a, =b von [
gewdhlt, so dal

[ f(z5) = f(&)] <&,
fir alle z;, § mit aj—1 < 25, & < aj, so wird z. B. durch ¢ (a;) = f(a;), ¢(z) = f(§) fir
x € (aj_1, a; ) mit jeweils fest gewdhltem ¢, in diesem Intervall eine Treppenfunktion ¢ definiert,
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fir die |p(x) — f(z)]| < e fir alle z € I gilt. O

Wir fassen noch einmal zusammen: Ist [ = [a, b] C R ein abgeschlossenes reelles Intervall, so ist
dieses kompakt, es gilt das Lebesquesche Lemma fiir I, und stetige Funktionen f : I — R sind sogar
gleichmdfig stetig und lassen sich beliebig genau durch Treppenfunktionen approzximieren.

Bevor wir noch einige Folgerungen herleiten und (im Anhang) weitere dquivalente Charakterisierun-
gen fiir den Korper der reellen Zahlen angeben, halten wir hier kurz inne, um uns zu fragen, welche der
vorigen Resultate verallgemeinerungsfiihig sind. Wir iiberlassen der Leserin und dem Leser die (leichte)
Miihe, sich an Hand des obigen Beweises von der Richtigkeit der folgenden Aussage zu iiberzeugen.

Satz 15.10 Ist f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Hausdorff-Rdumen und ist
M C X kompakt, so auch das Bild f(M)CY .

Ist f: X — R eine stetige reellwertige Funktion auf dem kompakten Raum X | so ist die Bildmenge
f(X) € R kompakt, also beschrinkt und abgeschlossen; sie nimmt somit ihr Supremum an. Ist X
(zudem) zusammenhéngend, so auch die Bildmenge, die dann nach fritheren Sitzen ein (kompaktes)
Intervall sein mufl. Wir erhalten somit als eine wesentliche Verscharfung fritherer Sétze {iber stetige
Funktionen auf kompakten Intervallen, insbesondere als Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes:

Satz 15.11 Stetige reellwertige Funktionen f auf kompakten Riumen X nehmen ihr Mazimum und
Minimum an. Ist X zusammenhdngend, so wird jeder Wert zwischen zwei beliebig gewdhlten Funkti-
onswerten f angenommen.

Wir beweisen auflerdem noch einmal direkt den folgenden Satz, den wir weiter oben in einem Spe-
zialfall durch Kombination zweier Ergebnisse gefunden haben.

Satz 15.12 Ist f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen, von denen X kom-
pakt ist, so ist f gleichmdjfig stetig.

Beweis. Es werde ¢ > 0 fest gewéhlt. Dann gibt es zu jedem a € X ein § = d(a), so daB
dy (f (x), f(a)) < /2, wenn dy (z, a) < 6. Nach Voraussetzung besitzt die offene Uberdeckung

(Ua)an , U, =18 (af’ d (a)/z)

eine endliche Teiliiberdeckung. Wird diese durch die Punkte ay,...,a, indiziert: U; := Ug,, und
schreiben wir ¢; := d (a;)/2, so ist mit 0 := min d;, = € U; und dy(z, 2’) < ¢ offensichtlich auch
x’ € Uj, und damit folgt fiir solche z, ' sofort

dy (f (), f(2') < dy(f(2), f(a3)) + dy (f (&), f(a;)) < 2(/2) = €. 0

Die Frage nach der Angabe aller kompakten Teilmengen eines angeordneten Korpers 143t sich nicht
so leicht beantworten wie im Falle der zusammenhingenden Mengen. - Wir geben als erstes ein

Beispiel. Ist X ein hausdorffscher topologischer Raum und (z;) eine konvergente Folge in X mit
Grenzwert a, so ist die Menge M := {z; : j € N} U{a} kompakt. Den einfachen Beweis iiberlassen
wir dem Leser.

Bevor wir ein wenig genauer auf die kompakten Teilmengen von R eingehen, leiten wir ein hinrei-
chendes Kriterium in topologischen Rdumen her (notwendige Bedingungen haben wir schon in Satz 2
kennengelernt).

Lemma 15.13 Ist X ein Hausdorff-Raum, und sind A und K eine abgeschlossene bzw. kompakte
Teilmenge von X mit A C K, so ist auch A kompakt.
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Beweis. Ist (U,y) eine offene Uberdeckung von A, so ist K C (X \ A) U J,c; U, eine offene
Uberdeckung von K . Wihlt man aus dieser eine endliche Teiliiberdeckung von K aus und liBt gege-
benenfalls, wenn vorkommend, die Menge X \ A fort, so kommt zu einer endlichen Teiliiberdeckung
von A, die aus Elementen der urspriinglichen Uberdeckung besteht. O

Folgerung 15.14 In einem Kq-metrischen Raum (X, d) sind die folgenden Aussagen dquivalent :
i) alle abgeschlossenen Kugeln B (a, R) sind kompakt ;
ii) die kompakten Teilmengen von X sind genau die beschrinkten und abgeschlossenen Mengen.

Beweis. Ist ii) erfiillt, so miissen die beschriinkten und abgeschlossenen Kugeln B (a, R) kompakt sein.
Ist andererseits i) erfiillt und K eine beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge von X, so ist sie
insbesondere in einer offenen Kugel B (a, R) und damit auch in der abgeschlossenen Kugel B (a, R)
enthalten. Nach dem vorigen Lemma ist K kompakt. Umgekehrt ist jede kompakte Teilmenge in X
notwendig beschrinkt und abgeschlossen. O

In R ist die Aussage i) der vorigen Folgerung wegen der Kompaktheit aller Intervalle [—R, R]
erfiillt. Es ergibt sich damit sofort:

Satz 15.15 (Heine - Borel) Eine Teilmenge in R ist genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und
abgeschlossen ist.

Beispiel. Eine sehr interessante kompakte Menge hat CANTOR konstruiert. Man setze fiir ein beliebiges
kompaktes Intervall T = [a, b], a < b:

Iy :=[a,a+ (b—a)/3], LL:=[a+2(0b—a)/3,0]

und induktiv fiir jq,...,Jk € {0, 2}:

Dann ist bei festem k
" = U Ijy,..n

Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Teilintervallen von I, also insbesondere eine kompakte
Menge, und es gilt I D I(®) 5 1) 5 ... Der Durchschnitt

o0

C = ﬂ 1)

k=0

ist dann ebenfalls abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt. Man nennt C' das CANTORsche Dis-
kontinuum oder auch die 1/3-Menge. C' hat die folgenden merkwiirdigen Eigenschaften:

1. C hat dieselbe Méchtigkeit wie R, ist also insbesondere iiberabzéhlbar;

2. C liegt nirgends dicht in I,d.h. CNJ ist niemals dicht in J fiir beliebige nichttriviale Intervalle
JCI;

3. C ist total unzusammenhéingend;
4. jeder Punkt von C' ist Hiufungspunkt von C';
5. C ist eine LEBESGUEsche Nullmenge, d. h. zu jedem & > 0 gibt es abzihlbar viele Intervalle

If =[as, b5 ] mit C | JI5 und Y (b5 —af) <.

Jr g
J J
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Hier ist eine Bildfolge zum Entstehungsprozef} eines zweidimensionalen Analogons zur Cantor—-Menge
(siehe [11]), die sowohl die weitere Bezeichnung als CANTORsche Wischmenge beleuchtet als auch eine
wesentliche Eigenschaft solcher Fraktale verdeutlicht, ndmlich ihre Selbstihnlichkeit:

I

Figur 15.1

Tatséchlich besteht die Cantor—Menge C' genau aus den Zahlen der Gestalt

xzzg—z mit a, € {0, 2} .
n=1

Die durch
= a
n
O3 o) = 3 o
n=1
definierte CANTOR—Funktion ¢ : C — I := [0, 1] ist monoton wachsend, stetig und surjektiv. Sie

besitzt eine stetige Fortsetzung © : I — I, die auf jedem der offenen Intervalle, in die I\ C zerfiillt,
konstant ist.

Ein (natiirlich zum Scheitern verurteilter) Versuch, die Cantor—Funktion graphisch darzustellen,
moge den Leser erfreuen und ihn zumindest fiir kurze Zeit den hohen Abstraktheitsgrad des vorliegenden
Kapitels vergessen machen.
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Figur 15.2

Wie ist nun die Situation im R™ (mit der iiblichen euklidischen Topologie)? Eine kurze Analyse des
Beweises von Satz 3 zeigt, dafl auch die folgende Aussage richtig ist:

Satz 15.16 Sind I,...,I, C R kompakte Intervalle, so ist auch der Quader Q := I} X --- x I,
kompakt in R™ . O

Dieselbe Beweisidee fiihrt ohne grofie Schwierigkeiten sogar zu einem noch viel allgemeineren Satz.

Satz 15.17 Sind X und Y kompakte topologische Rdume, so ist auch das kartesische Produkt X xY
mit der Produkttopologie ein kompakter Raum. ]

Nach Folgerung 14 ist damit eine Menge K C R™ genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
ist und in einem abgeschlossenen Quader, insbesondere also z. B. in einem Wiirfel mit Mittelpunkt
0 enthalten ist. Nun ist aber jede (euklidische) Kugel mit Mittelpunkt 0 in einem solchen Wiirfel
enthalten. - Wir konnen also festhalten:

Satz 15.18 (Heine - Borel) Eine Teilmenge K C R™ ist (in der wblichen Topologie) genau dann
kompakt, wenn sie in der euklidischen Norm beschrinkt und abgeschlossen ist. O

Bemerkung. Da auf R™ alle Normen dquivalent sind (siehe den Anhang zu Kapitel 17), kann man in
dem vorigen Satz die euklidische Norm auf R™ auch durch jede andere ersetzen.

Warnung. Trotzdem darf man die Begriffe kompakt einerseits und beschrdinkt und abgeschlossen
andererseits nicht gleichsetzen. In einem normierten R—Vektorraum V' ist niimlich die Bedingung i) in
der obigen Folgerung 14 nur dann erfiillt, wenn V' endlich-dimensional ist. (Siehe hierzu den Anhang
zu Kapitel 17).

Der Satz von Heine—Borel liefert ein sehr einfaches Kriterium, um Kompaktheit zu testen. Oft werden
Teilmengen A C R™ beschrieben in der Form

A={zeR": filz) == frlz) =0, gi(z) 20,...,9:(x) = 0}

mit stetigen Funktionen f1,...,fr, g1,...,9s : R™ — R. Aus dem Folgenkriterium folgt sofort, daf3
A in R™ abgeschlossen ist. Kann man noch die Beschrdnktheit von A nachweisen, so ist A kompakt.
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Beispiele. 1. Offensichtlich ist jedes endliche Produkt Iy x --- x I, C R™ von kompakten Intervallen
I; =[aj,b;] CR von dieser Bauart.

2. Fiir jedes r >0 ist B, = B(r, 0) :{xGR":r2—Zx? >0}.
j=1

n
3. Entsprechend ist S, = 0B, = {z € R": r* — Z 7 =0}.
j=1

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir noch einige Eigenschaften kompakter Mengen und weitere
Kompaktheitskonzepte in Kg—metrischen Riumen X diskutieren. Wir setzen iiberall in diesem Ab-
schnitt voraus, dafl der angeordnete Korper Ko der Bedingung () geniigt, d. h. nichttriviale Nullfolgen
besitzt.

Vollig banal ist die folgende Bemerkung, die auch in beliebigen topologischen Rdumen giiltig ist und
nur der Vollstédndigkeit halber hier aufgefiithrt sei.

Satz 15.19 Sind Ai,..., A, C X kompakte Teilmengen, so auch A = U Aj.
j=1

Des weiteren haben wir:

Satz 15.20 Ist A C X eine kompakte Teilmenge, so ist A (als metrischer Raum) vollstindig und
beschrinkt. Zudem ist A C X (folgen—) abgeschlossen.

Beweis. Wir werden anschlieBend in Satz 21 zeigen, daf3 bei der General-Voraussetzung an K, jeder
kompakte Ky—metrische Raum wollstindig ist. Setzen wir dies hier voraus, so ergibt sich sofort die
(Folgen—) Abgeschlossenheit: Ist z; € A, lim 2; = € X, so ist die Folge (z;) eine Cauchy-Folge in
X und damit auch in A. Da A vollstindig ist, mufl x in A liegen.

Nach Voraussetzung besitzt Ky auch monoton aufsteigende, (nach oben) unbeschrinkte Folgen 0 <
No <Ny <Ny <---.Essel a € X fest und U; = B(a, N;); dann gilt Uy C Uy C --- und

Acx =] U;.
j=0
Wegen der Kompaktheit von A existiert ein £ mit A C Uy = B (a, Ny). O

Definition und Bemerkung. Ein Ko—metrischer Raum X heifit prdkompakt oder auch total beschrinkt,
wenn er fiir jedes ¢ > 0 eine endliche Uberdeckung mit Kugeln vom Radius & gestattet. Dies ist
offensichtlich dquivalent dazu, dafl es zu jedem € > 0 eine endliche Teilmenge E C X gibt, so daf§ fiir
alle x € X gilt: dy (z, F) := mingep dy (2, y) < €. Man beachte, dal im Gegensatz zur Kompaktheit
der Begriff der Prikompaktheit kein rein topologischer Begriff ist.

Wir leiten jetzt den zentralen Charakterisierungssatz fiir kompakte metrische Rdume her.

Satz 15.21 Es sei (X, d) ein Ko-metrischer Raum, wobei Ko nichttriviale Nullfolgen besitze. Dann
sind dquivalent :

0) X ist kompakt ;

i) X ist abzéhlbar kompakt, d. h. jede abzihlbare offene Uberdeckung von X besitzt eine endliche
Teiliiberdeckung ;

ii) X ist folgenkompakt, d. h. jede Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge ;

ili) X ist vollstdndig und prakompakt, d. h. zu jedem € > 0 gibt es endliche viele Punkte x1,..., 2z ,

N
s.d. X = U B (z;, ¢).
j=1
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Unter diesen Bedingungen gilt zusdtzlich :
iv) X besitzt eine abzihlbare dichte Teilmenge ;

v) X besitzt abzéhlbare Topologie, d. h. es gibt abzihlbar viele offene Kugeln, By, Bi,... in X mit
U= U Bj fiir alle offenen Mengen U .

j:B;CU
Beweis. 0) = 1) ist vollig banal und gilt ganz allgemein fiir beliebige topologische Riume.
i) = ii) Es sei (x;) eine beliebige Folge. Wir miissen zeigen, daf} sie einen Haufungspunkt besitzt
(denn nach Voraussetzung an K, gibt es dann auch eine konvergente Teilfolge). Setze also
RnZ{x]—:jZn}7 An:ﬁn

o0
Ist x € ﬂ A, , so sieht man sofort, dal « ein Haufungspunkt der Folge ist. Es werde also angenommen,

n=0

daf} ﬂ A, = (. Dann ist X = U U,, U, = X\ A, . Nach Voraussetzung gibt es eine endliche

n=0 n=0
Teilmenge N C N mit X = U U, und damit ﬂ A, = 0 . Dies kann aber nicht sein wegen
neN neN
(] Rn#0.
neN

ii) = iii) Sei (z;) eine Cauchy-Folge. Nach ii) besitzt diese eine konvergente Teilfolge und ist damit
konvergent. X ist also vollstindig. Angenommen, X sei nicht prakompakt. Dann gibt es ein € > 0,

N
s.d. X'\ U B(xzj, €) # 0 fir beliebige endliche Punktmengen {z1,...,z, }. Damit konstruiert man
j=1

n
eine Folge xo, 1, T2,...,8.d. 41 & U B (xj, €) . Dies gilt dann auch fir jede Teilfolge, so daff wir
§=0
annehmen konnen, dafl der Grenzwert = = lim x; existiert. Insbesondere ist (x;) eine Cauchy-Folge,
s.d. dy (vj,71) <e fiir alle j, k > N = N (g). Dann folgt aber x5, € B(zy, ¢) . Widerspruch!

iii) = 0) Wir nehmen an, daf iii), aber nicht o) erfiillt sei, s. d. also eine offene Uberdeckung U U, von
vel

X existiert, die keine endliche Teiliiberdeckung von X enthilt. Es sei ¢, eine (ohne Einschrinkung)

streng monoton fallende Nullfolge in Ky und v, := €, —ep41 > 0, n € N. Wir konstruieren induktiv

Kugeln B, = B, (zp, an) mit BoN By # 0, By N By # () ete., s. d. kein B,, von endlich vielen U,

iiberdeckt wird. Es seien ndamlich By, ..., B,_1 schon vorhanden. Nach Voraussetzung ist

Bn,1 cX = U B(.’I?mj, an)
JEJIn

mit einer endlichen Menge J,, und damit fiir eine geeignete Teilmenge J! C J,,:

B, C U B(xn,ja an) , Bn1 mB(xn,ja an) 7& 0.

Liefle sich jede der Kugeln B (zy, j, o) durch endlich viele U, iiberdecken, so auch B,,_; . Damit muf} es
eine unter ihnen geben, die auch die gewiinschte Eigenschaft besitzt. Wir nennen sie B,, = B (z,, a,) -
Wir betrachten nun die Folge (z,). Aus B, N B,y1 # 0 ergibt sich

dx(l'ny xn+l) S an + On41
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und daraus durch Induktion fir m > n > 1

dx(xnv xm) < dX (xru xn-&-l) + -+ dX (xm—la xm)

S (an + an+1) + (an+1 + an+2) + -+ (am—l + am)

IN

2 Zaj =2(en — Emt1) < 2&, .
j=n

Ist nun € > 0 beliebig vorgegeben und ¢, < ¢/2 fiiralle n > N = N (¢),soist fiiralle m > n > N:
dy (T, Tm) < €.

Folglich ist (z,,) eine Cauchy—Folge, die nach Voraussetzung konvergiert: Es existiert a = lim, o Z, .
Da a in einer der offenen Mengen U, liegt, gibt es ein a > 0 und einen Index ¢y mit

B(a,a) CU, .

Fiir geeignetes grofies N ist dy(a, z5) < /2 und ay < ey < a/2. Aus der Dreiecksungleichung
folgt dann
By = B(zy,ay) C B(a,a) C U, ,

und dies ist ein Widerspruch zur Konstruktion von B !
iii) = iv) Es sei g eine (monoton fallende) Nullfolge, und {x(()k), . 7955\2} =: M sei die zu ¢y

gehorende Punktmenge. Dann ist die Menge M := U Mj, abzahlbar, und wegen X = U B (z, ek)
k=0 €M),

ist M dicht in X .

iv) = v) Essei M C X abzéhlbar und dicht in X, und die & > 0 seien wie oben gew#hlt. Dann ist

das System der offenen Kugeln
B(z,er), z€M, keN,

abzihlbar. Es sei nun U offen und 2’ € U. Es geniigt dann zu zeigen, da8 es ein B (x, ) gibt mit
2’ € B(z, e,) C U. Nun ist auf jeden Fall B (2, ¢) C U. Wikle dann ein k£ mit g, < £/2 und ein
x € M mit dy (x, ') < &) . Bei dieser Wahl ist

2’ € B(z,ex) C B(2',e) C U. O



Anhang: Weitere Charakterisierungen der reellen Zahlen

Wir wollen noch zeigen, daf} alle wichtigen Sétze des vorliegenden Paragraphen dquivalent zu den uns
schon bekannten 44 Axiomen der reellen Zahlen sind. Wir sind damit in der Lage, weitere 6 Charakte-
risierungen beizusteuern.

Stetige Funktionen auf [a, b]
(XLV) sind durch eine natiirliche Zahl

n nach oben beschriankt

K erfillt (x)

&

(XLVI)
Stetige Funktionen auf [a, b]

sind beschrinkt

(XLVII) [0, 1] ist kompakt

K ist archimedisch
(XLVIII) &

Lebesguesches Lemma

K ist archimedisch
&

(XLIX)
Stetige Funktionen auf [a, b]

sind gleichméBig stetig

Stetige Funktionen auf [a, b]
(L) kénnen durch Treppenfunktionen

beliebig genau approximiert werden

Beweis. Wir haben gesehen, dafi das Intervallschachtelungs—-Axiom (IV) die Aussagen (XLV) und
(XLVI) impliziert.

Um von (XLVI) nach (XLVII) zu gelangen, brauchen wir nur einzusehen, dafl lokalkompakte angeord-
nete Korper archimedisch sein miissen. Oder anders gewendet: Ist der angeordnete Korper K nicht
archimedisch, so gibt es nicht kompakte Intervalle [0, K ]. In diesem Fall gibt es ,unendlich kleine*
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positive Elemente in K, also Elemente € > 0 mit ¢ < 1/n fiir alle n € N*, und damit auch ,unendlich
grofle“ Elemente K, d. h. K > n fiir alle n € N. Die Mengen

Un = {z € K: x =m oder |z —m| unendlich klein}, m e N*,

sind offen (und paarweise disjunkt), da mit ¢ und & auch ¢ + & unendlich klein ist: Ist ndmlich
x € Up, und |z — 2’| < e fiir ein unendlich kleines positives €, so ist auch z’ € Uy, . Wir behaupten,
dafl die (notwendig offene) Vereinigung der U, aber auch abgeschlossen ist, also die Offenheit des
Komplementes
Uy := K\ U U, .
meN*

Ist ndmlich x € Uy und & > 0 unendlich klein, so sieht man wie oben, daf3 das gesamte Intervall
(x—e¢,x+4+¢) in Uy enthalten sein mufl.

Fiir jedes unendlich grofie K > 0 ist somit U U,, eine offene Uberdeckung von [0, K |, aus der man

meN
kein einziges Element fortlassen darf.

Genauso sieht man, dafl auch (XLVII) nur in archimedisch angeordneten Kérpern richtig sein kann. Ist
nédmlich K nicht archimedisch, so definiert man zu den eben konstruierten Mengen eine Funktion f

durch
m, X S Um,a
fla) =
0, sonst.
Dann ist f stetig, nimmt aber auf dem Intervall [0, K] kein Maximum an. Somit haben wir auch die
Implikation (XLVII) = (XLVIII) gezeigt.

Fiir den Schluss von (XLVIII) nach (XLIX) geniigt die (sogar tiefere, aber nicht schwere) Einsicht, dafl
aus der Voraussetzung das Archimedische Axiom folgt: Fiir positives a € K ist die Funktion f(z) = ax
stetig auf dem Intervall [0, 1]; folglich ist a = f (1) < n mit geeignetem n € N.

Um von (XLIX) nach (L) zu kommen, braucht man sich nur zu vergewissern, daf§ die Approxima-
tionsaussage das Archimedische Axiom nach sich zieht. Nach Voraussetzung gibt es insbesondere
fiir die stetige Funktion f(z) = z auf [0, 1] und zu unendlich kleinem & > 0 eine Unterteilung
ap=0<a; <---<ay,=1 und Elemente c¢; € K mit

r—ci|<e, a-_15zx<a;.
J J J

Hieraus folgt sofort, daf alle a; und c¢; unendlich klein sein miifiten, was wegen a, = 1 nicht der Fall
sein kann.

Es bleibt damit nur noch zu zeigen, dal man von (L) zu einem der fritheren Axiome, z. B. zu dem
Prinzip der monotonen Konvergenz (II), zuriickschlieen kann. Wir nehmen dazu an, daf§ der Kérper
K die Bedingung (x) erfiillt, nicht aber (II), und konstruieren dann eine stetige Funktion f auf einem
Intervall [0, K], die nicht beschrénkt ist. Da (IT) nicht gilt, gibt es eine (ohne Einschrinkung streng)
monoton wachsende Folge ag < a7 < ---, die nach oben beschrinkt ist, aber nicht konvergiert. Wir
definieren

In={zeK:z<a}, [ ={zeK:aj_1 <z<aqa;}, j>1,

und A = U2, [;. Offensichtlich ist A auch Vereinigung der offenen Intervalle (—oo, a;1) und
damit selbst eine offene Menge. Wegen des nicht existierenden Limes der Folge (a;);cn ist aber leicht
einzusehen, dafl die Menge A in K auch folgenabgeschlossen ist.

Es sei ndmlich (bg) eine Folge in A mit Grenzwert b € K. Dann gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder
gibt es ein j, so dal by < a; fiir fast alle k. Dann ist auch b < a; und damit b € A. Oder es gibt
zu jedem j unendlich viele & mit by > a;. Hieraus folgt dann b > a; fiir alle j. Wahle nun zu
vorgegebenem ¢ > 0 ein k, so daBB by > b — €, und ein jo mit by < aj,. Dann hat man fiir alle
J=Jo:

OSb—aij—ajOSb—bk<€
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im Gegensatz zu der Voraussetzung, daf8 die Folge (a;) nicht konvergiert.

Wegen der Bedingung (x) ist die Menge A sogar abgeschlossen und damit
K\A ={zeK: z > q; firalle j}

offen (und nach Voraussetzung nicht leer). Es sei weiter eine (ebenfalls nach (%) existierende) Folge

¢; € Kmit cg=0< ¢ <cp<--- und limj_,o ¢; = 0o gegeben. Man definiere nun f : K — K durch
O, x € IQ
T —a;_ .
f(x) = Cj—1 + S (Cj — ijl); x € Ij ] > 1
a; — aj—1
0, g A.
Offensichtlich ist f stetig, aber unbeschrinkt auf jedem Intervall [0, K] mit K € K\ A. 0

Bemerkung. Man findet das Axiom (XLV) z. B. bei Steiner | 163 |. Fiir die anderen Axiome (XLVI),
(XLVII), (XLVIII), (XLIX) und (L) sind mir keine Literaturzitate bekannt aufler meiner eigenen Arbeit
[ 164 ].



16 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir formalisieren zuerst die Eigenschaften, die wir gern von einem Integral erfiillt wissen mochten, und
zeigen erst spéiter, dafl ein solches Integral tatséchlich fiir eine groe Klasse von Funktionen (die die Trep-
penfunktionen und stetigen Funktionen umfafit), existiert und selbstverstéindlich eindeutig bestimmt ist.
Alle Erweiterungen des Integralbegriffs (Riemann— und Darbouz—Integral, Lebesgues—Integral) dehnen
die Klasse der integrierbaren Funktionen weiter aus. Dabei ist die Riemannsche Erweiterung nicht weit-
reichend genug, insbesondere fiir Anwendungen der Integrationstheorie bei Fourier—Transformationen.
Deshalb werden wir uns im anschlieBenden Kapitel nicht allzulang mit diesem Begriff auseinanderset-
zen und eine kurze Einfiihrung in die Lebesguesche Integrationstheorie geben. Den vollen Ausbau der
Integrationstheorie bringen wir erst im Zusammenhang mit der Behandlung des Integrals in mehreren
Dimensionen (Teil IV).

Es sei I ein beliebiges Intervall in R und f : I — R eine zunichst véllig willkiirliche (evtl.
beschriankte) Funktion. Wir wollen f einen orientierten (mit Vorzeichen versehenen) Flicheninhalt der
Flache zwischen dem Graphen der Funktion und der reellen Achse fiir alle z zwischen zwei Grenzen
a,be I, a<b, zuordnen.

/ ”WN%>>\

+
A C
a b\\ \
-
—
Figur 16.1

Ein Integral von f ist dann eine Abbildung, die jedem Paar a,b € I, a < b, eine reelle Zahl
zuordnet, die wir mit

o (f)

bezeichnen wollen, und die die folgenden Eigenschaften besitzen soll:
L 7o (f) + () = 5 (F)
2 m< fe)<M,a<z<b= mb-a) <T°(f) < M(b-a).

Will man sich bei der Bedingung 1. (,Additivitit“ des Integrals) von der lidstigen Voraussetzung a < b
befreien, so hat man selbstverstindlich

Zi(f) =0, Zg(f) == = Z(f)

zu setzen. Hat f dann ein einheitliches Vorzeichen auf [a, b], so folgt aus 2., dafl das Vorzeichen
von 72 (f) positiv oder negativ ist, je nachdem, ob man das in Rede stehende Flichenstiick links oder
rechts liegend umrundet, wenn man zunéchst auf der z—Achse von a in Richtung b startet (und die
a2—und y—Achse in der {iblichen Weise orientiert sind). Die Aussage 2. kann man in dieser allgemeineren
Situation noch abschwéchen zu

2. Aus | f(z)| £ M fiir x zwischen a und b folgt !Ig(f)| <M|b—al.

Diese reicht fiir viele Anwendungen schon aus.
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<

k

a b

Figur 16.2

Es ist klar, dafl diese Eigenschaften das Integral schon fiir konstante Funktionen festlegt: Fiir f (z) =
« kann man m = M = « wihlen und erhélt notwendigerweise

Ig(a) =a( - a),

in Ubereinstimmung mit unserer Vorstellung eines ,orientierten® Flicheninhaltes. Aufgrund der Ei-
genschaft 2. sieht man auflerdem, dafl auch das Integral fiir Treppenfunktionen ¢ schon festgelegt
ist. Hierbei heifit ¢ auf einem kompakten Intervall [a, b] eine Treppenfunktion, falls eine sogenannte
Zerlegung Z: a=x9 <1z <---<x, =0> existiert, s. d.

ap|(z_7,_17xj) = const.

\

7

Figur 16.3

Eine Funktion ¢ auf einem beliebigen Intervall I heifit eine Treppenfunktion, wenn es ein kompaktes
Intervall [a, b] C I gibt, so da8 |}, eine Treppenfunktion im vorigen Sinne und ¢|p\[4,5) identisch
Null ist. Wir nennen dann auch Z eine Zerlequng zur Treppenfunktion ¢ . Selbstverstindlich sind solche
Zerlegungen einer Treppenfunktion a priori nicht eindeutig zugeordnet; man kann z. B. eine Zerlegung
weiter ,unterteilen®, was bei zahlreichen Uberlegungen auch erforderlich ist. Wir nennen deshalb eine
Zerlegung Z' : o/ =z < --- <z, = b feiner als Z, in Zeichen: Z’ < Z, falls es eine Teilfolge
0<ip<ip <-+<ip_1<iyp<n' gibt mit :c;j =x;, j=0,...,n. Insbesondere ist dann notwendig
[a,b] C[a, V].

Unmittelbar klar ist, dal es zu je zwei Zerlegungen Z;, Z5 eine gemeinsame Verfeinerung Z’ gibt:
2" < 21, Z5. (Man braucht nur die Vereinigung der beiden zugehérigen Punktmengen zu bilden und
deren Punkte linear anzuordnen). Sind nun Treppenfunktionen ¢; gegeben bzgl. Z;, j = 1,2, so
sind beide auch definiert zu einer gemeinsamen Verfeinerung Z’, und beziiglich der letzteren ist auch
©1+ A2, A € R, eine Treppenfunktion. - Zusammenfassend ergibt dies einen Beweis fiir das folgende
Lemma.

Lemma 16.1 Die Menge T (I) der Treppenfunktionen auf einem beliebigen Intervall I bildet bzgl. der
tiblichen Addition und Multiplikation mit reellen Konstanten einen (falls I nicht nur aus einem Punkt
besteht, unendlich—dimensionalen) R-Untervektorraum des Vektorraums aller Funktionen auf I .
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Bemerkung. Man kann 7 (I) auch auf ganz andere Weise beschreiben. Wir erinnern daran, dafl wir
mit x4 die charakteristische Funktion einer Teilmenge A C X bezeichnen wollen: y4(x) = 1, wenn
x€A,und xa(z) =0 fir x € X\ A. - Wir iiberlassen dem Leser den leichten Nachweis des folgenden
Lemmas.

Lemma 16.2 7 (I) ist das lineare Erzeugnis der Menge der charakteristischen Funktionen
Xla,b] » a,bel,a<b,

im Vektorraum aller Funktionen auf I .

Das Integral einer Treppenfunktion 148t sich ohne weiteres Nachdenken elementar geometrisch
einfithren (siehe Figur 3). Da die Einschrinkung einer Treppenfunktion auf ein kompaktes Intervall
selbst wieder eine Treppenfunktion ist, konnen wir dabei von vornherein annehmen, daf§ I = [a, b] und
@ bzgl. der Zerlegung Z mit g =a,...,z, = b gegeben ist. Wir setzen dann I := (z;_1, z; ), ¢ :=
¢(z), x€lj,und

n

To(e) = Y e(wy — wjm) .

Jj=1

Lemma 16.3 72 (¢) ist unabhingig von der gewdhlten definierenden Zerlegung Z . Hierdurch wird ein
Integral auf dem Raum aller Treppenfunktionen erkldrt.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dafl die Definition sich nicht bei Verfeinerung der gegebenen Zerlegung
verandert. Mit Bezeichnungen, die sich von selbst verstehen, ist ndmlich

n ij
/ / / _ / / / _
E (T — xp_q) = E E (T — Tp_q) =
k=1 j=1 k=ij_1+1 j
n n

Dol =l )= cw —wia).
j=1

Jj=1

’
n

Der Nachweis der axiomatischen Integral-Eigenschaften ist mit dieser notwendigen Vorbemerkung eine
leichte Ubung. (]

Die obige Definition ist in der Tat das einzig mdgliche Integral auf der Menge der Treppenfunktion.
Dies folgt unmittelbar aus dem folgenden Satz zusammen mit dem Ergebnis tiber das Integral konstanter
Funktionen. Er begriindet zudem, warum das Integral einer Treppenfunktion ¢ iiberhaupt nicht von
ihren Werten an den Stellen a, b und E N m abhéngt.

Satz 16.4 Ist f: [ — R eine beschrinkte Funktion und T2 (f) ein Integral, so ist die Funktion
Fa) =127(f), =el,
Lipschitz—stetig, also insbesondere stetig.

Beweis. Es sei | f(z)| < K, und zg, 1 € I seien beliebig vorgegeben. Dann gilt

| F(zo) = F(z)| = [25°(f) = Za* (N = | ZY (N | < Klzo — 2] 0

Folgerung 16.5 FEs gilt
lim 7,77 (f) = Z; (f)

—0

fiir beschrinkte Funktionen f .
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Bemerkung. In dem vorstehenden Satz bendétigt man lediglich eine etwas schwdichere Voraussetzung.
Es geniigt vorauszusetzen, dafl die Funktion f nur lokal beschrinkt ist: Zu jedem Punkt xzo € I gibt
es eine Konstante K > 0 und eine 6 > 0, sodal | f(z)| < K fiir alle @ € I N (zg — 6, zg + ) . Dies
ist gleichbedeutend damit, da8 f auf jedem kompakten Intervall [a, b] C I beschrinkt ist. Dann ist
das unbestimmte Integral x +— TF (f) in Abhéngigkeit von z eine stetige Funktion.

Bemerkung und Definition. Wir werden im folgenden weiterhin 7° fiir ein abstraktes Integral schrei-
ben, also fiir eine irgendwie gegebene Zuordnung, die nur den Axiomen 1. und 2. geniigt. Wenn wir
jedoch schon eingesehen haben, dal es zu einer Funktion f bzw. einer ganzen Funktionenklasse nur
ein solches Integral gibt, so benutzen wir auch das auf LEIBNIZ zuriickgehende Integral-Symbol ei-
nes stilisierten Summenzeichens. (Zur Berechtigung dieses Zeichens siehe mehr im Zusammenhang mit
unseren Ausfithrungen zu Riemannschen Summen und zum Riemann-Integral im folgenden Kapitel).

Insbesondere bedeutet also .

/ab p(z)de ==Y ez —w51)

j=1

fiir eine Treppenfunktion ¢ zur Zerlegung Z .

Das Integral auf dem Raum der Treppenfunktionen erfiillt weitere wichtige Linearitdts—
Eigenschaften, die wir wie folgt zusammenfassen.

Satz 16.6 Das Integral [ : T (I) — R ist ein lineares monotones Funktional, d. h.

b

b b
i>/<w<m>+w<m>>dxzx/ o@de +p | $@de, A\peR;

a

b
ii) aus ¢ < ¢ auf [a, b] folgt / p(x)de < Y (z)de .

Beweis. Der Beweis des ersten Teils ist ,straightforward“. Der zweite folgt unmittelbar aus der
Linearitét und Axiom 2: Offensichtlich ist ii) gleichbedeutend damit, dafl mit ¢ > 0 auf [a, b] auch

b
/ p(x)dr > 0 ist. O

Definition und Bemerkung. Wir werden im folgenden ein Integral mit der Eigenschaft i) ein lineares
Integral nennen. Die Monotonie ist dann eine automatische Konsequenz, wie aus dem vorstehenden
Beweis hervorgeht. Man beachte aber, dafi in dem iiblichen Aufbau der Integrationstheorie i. A.
abstrakte lineare Funktionale auf Funktionenrdumen untersucht werden, die nicht notwendig unseren
Integral-Axiomen 1. und 2. unterworfen sind. In diesem Fall mufl man dann die Monotonie des
Funktionals gesondert fordern bzw. gegebenenfalls nachweisen.

An Stetigkeitsstellen von f besitzt das unbestimmte Integral x — T7 (f) weit stérkere Eigenschaften
als die Folgerung 5 besagt.

Satz 16.7 Es sei IV ein Integral von f. Dann ist die Funktion
Fx)=17(f), eI, acl fest,
differenzierbar an Stellen x , in denen f stetig ist.

Beweis. Wir betrachten ohne Einschriankung nur positive h in dem Differenzenquotienten

F(JZQ—Fh) —F(Z‘o) . 1 zo+h

Da f in zo stetig ist, gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0, so dafl h < die Abschitzung

f(xo) —e < f(wo+h) < fxo) + ¢
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impliziert. Es folgt

F(zg+h) — F(x0)
h

~ Flm)| = 3 [T~ o) <<

Fiir h < 0 argumentiert man genauso. (]

Dieser Satz ist der wahre Grund fiir das Bestehen des Hauptsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung. Man nennt F' : I — R eine Stammfunktion der Funktion f, wenn F differenzierbar
mit F' = f ist. Zwei Stammfunktionen derselben Funktion unterscheiden sich auf einem Intervall
natiirlich héchstens um eine additive Konstante (Satz 14.16 vi)), und mit F ist auch F + const. eine
Stammfunktion von f.

Eine mogliche Formulierung eines Teils des Hauptsatzes ist tatsdchlich die aus dem vorstehenden
Satz resultierende

Folgerung 16.8 Ist f: I — R stetig, so gibt es hochstens einen Integralbegriff; denn dann ist fiir fest
gewdhltes, aber beliebiges a € I notwendig

F(x) = 15 (f)
die eindeutig bestimmte Stammfunktion F von f mit F(a) =0.

Beweis. Da Stammfunktionen bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmt sind, ergibt sich die
Behauptung sofort aus 72 (f) =0. O

Satz 16.9 Es gibt genau ein Integral auf dem Vektorraum
S() ={f:1—R, f stetig, f besitzt eine Stammfunktion} .

Dieses ist linear und monoton. Es ist gegeben durch

()= F| = F@) - Fa),

a

F eine Stammfunktion von f .

Bemerkungen. 1. Wir werden anschlieffend zeigen, daf§ die Bedingung des Vorhandenseins einer Stamm-
funktion tiberfliissig, also tatséchlich
S(I) =cCc()

ist. Somit bleiben alle Aussagen sogar fiir stetige Funktionen giiltig. Dies ist dann eine Fxistenzaussage
und als solche der zweite und wichtigere Teil des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.

2. Unsere Tabelle fiir (stetige) Ableitungen liefert nun sofort eine Riesenauswahl von Integralen, z. B.
ist
b

=sinb — sin a

b
/ cosrdr = sin x
a

b
/ etdr = e*
a

u. v. a. m. (Siehe auch den Anhang zu dem vorliegenden Kapitel).

Beweis des Satzes. Wegen Folgerung 8 mufl 70 (f) von der angegebenen Gestalt sein. Da sich Stamm-
funktionen nur um additive Konstanten unterscheiden, ist

Zo(f) = F(b) = F(a)
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unabhéingig von F' definiert. Die Bedingung 2 ist mit dieser Definition automatisch erfiillt. Die Linea-
ritdt folgt sofort aus der Tatsache, dal mit F| = f; und Fi = fo auch (F} + AF2) = f1 + Afa
ist. Wegen der Linearitét ist [ fdz < [ gdz fiir f < g gleichbedeutend mit [ fdz >0 fir f>0.
Wegen F’/ > f > 0 muf in diesem Fall aber F' monoton wachsen, woraus die Behauptung folgt. Die
2. Bedingung folgt aus dem Mittelwertsatz:

F(d) - F(c)

. SO =7 wd m<fE<M, csi<d. 0

Die Hauptidee der Integrationstheorie besteht darin, Grenzfunktionen von geeigneten konvergenten
Folgen ,elementar integrierbarer“ Funktionen zu betrachten und versuchsweise

/lim fijdx := lim /fj dz
j—oo j—0oo

zu setzen. Dies geht i. a. nur gut, wenn man den Begriff der Konvergenz nicht zu schwach wahlt. Wir
wollen zeigen, dafl sich jedenfalls bei gleichmdf$iger Konvergenz jeder Integralbegriff verniinftig verhélt.

Satz 16.10 Es sei I (f;) ein lineares Integral fiir die Funktionen f;: I — R, und es gelte f; => f
gleichmdflig auf jedem kompakten Intervall [a, b] C I. Dann ist

7 (f) = lim 7, (f;)

ein Integral fir f, welches tberdies von der speziellen Auswahl der Folge (f;) unabhdngig ist. Insbe-
sondere erhdlt man das urspriingliche Integral zuriick, sofern f schon integrierbar war.

Beweis. a) Zeigen wir zuerst die Eindeutigkeitsaussage. Es gelte lim f; = lim [; = [ gleichméflig auf
[a, b]. Dann ist
| fi (@) = fi(@)[ <e/(b—a)

fiir alle j > N (¢) und alle z € [a, b]. Dies impliziert (wegen der Voraussetzung der Linearitit des
Integrals)

| Zo(F) = Za ()| = | Za(f; = f)| <ed—a)/(b—a) =«

fiir alle j > N (¢) und damit lim;_. Z2 (f7) = lim; 72 (f), falls einer der beiden Grenzwerte
existiert.

b) Wie unter a) beweist man die Existenz des Grenzwertes lim;_,o Z5 (f;) =: Z0 (f) mit Hilfe des
Cauchy—Kriteriums. Ist f schon integrierbar, so folgt aus Teil a) mit der Folge f} = f, daf8 die rechte
Seite mit dem urspriinglichen Integral tibereinstimmt.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dafl 7% (f) die Eigenschaften 1. und 2. eines Integrals besitzt. Dies folgt
fiir 1. aus der Tatsache, daf} eine die Funktion f gleichmiBig auf dem Intervall [a, ¢]| approximierende
Folge integrierbarer Funktionen auch auf den Teilintervallen [a, b], [b, ¢] gleichméBig approximiert.
Es ist somit

7o (f) = lim Z0(f5) = Nm Zo(fy) + lim Z§(f;) = Zo (f) + Z5 () -

2. folgt aus der Tatsache, dafl sich aus m < f(x) < M, x € [a, b], und der gleichmiifligen Konvergenz
der Folge f; auf [a, b] gegen f sofort m — e f;(x) < M + ¢ firalle j > N (¢) und z € [a, b] und
damit

(m —e)(b—a) <I(f;) < (M +¢) (b~ a)

ergibt. Daraus folgen die entsprechenden Abschitzungen fiir den Grenzwert bei j — oo, und da diese
fiir alle € > 0 richtig sein miissen, gilt auch

mb—a) <T2(f) <MD - a). O
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Definition. Wir nennen dieses neue Integral das von dem vorgegebenen Integral induzierte (abstrakte)
Regel-Integral auf dem Raum Reg-F der abstrakten Regelfunktionen und schreiben dafiir manchmal
auch Reg-72 (f).

Bemerkung. Ist U ein lineares Integral auf einem Vektorraum von integrierbaren“ Funktionen,
so bilden auch die gleichméfligen Limites einen Vektorraum, auf dem das induzierte Regelintegral
selbst wieder linear ist. Es handelt sich bei diesem Prozefl also um die Fortsetzung eines linearen
Operators von einem normierten Vektorraum auf einen gewissen Abschluf. Wir werden diesen Vorgang
im néchsten Kapitel noch einmal genauer im Zusammenhang mit dem Riemann-Integral studieren
und dann durch einen geeigneten Kunstgriff zur Einfithrung des Lebesgue—Integrals heranziehen. Man
beachte allerdings, dafl wir auf diese Weise nicht immer zu einer grofleren Klasse von integrierbaren
Funktionen gelangen. Zum Beispiel besitzen die stetigen Funktionen ein (eindeutig bestimmtes)
Integral (siehe unten); bei dem Regel-Abschluf$ verlassen wir aber den Raum der stetigen Funktionen
iiberhaupt nicht.

Die Situation ist hiervon aber génzlich verschieden bei dem Raum der Treppenfunktionen. Aufgrund
des vorigen Satzes geben wir die folgende

Definition. Eine Funktion f : I — R heifit eine Regelfunktion (schlechthin), wenn sie sich auf jedem
kompakten Intervall [a, b] C I beliebig genau in der Supremums—Norm durch Treppenfunktionen
approximieren la8t: Fiir alle € > 0 gibt es eine Treppenfunktion ¢ : I — R, so daf3

I f— @llap <e-

Das aufgrund des vorigen Satzes existierende lineare (und damit monotone) Integral auf dem Vektor-
raum der Regelfunktionen heifit das Regel-Integral (schlechthin).

Auch wenn es fast wie eine Tautologie anmutet, notieren wir dieses Ergebnis gesondert.

Folgerung 16.11 Fliir jede Regelfunktion f existiert das (Regel-) Integral. Ist [ auf dem kompakten
Intervall [a, b] gleichmdfiger Limes einer Folge @; von Treppenfunktionen, so ist

b b
/ f(x)dr = lim pj(z)de .
a J7=0o Ja
Bemerkung. Wir haben in dem vorigen Kapitel nachgewiesen, dafl stetige Funktionen diese
Approximations—Eigenschaft besitzen. Dies wird aus dem anschlieBend zu beweisenden Charakterisie-
rungssatz fiir Regelfunktionen erneut folgen. Somit besitzen alle stetigen Funktionen auf kompakten
Intervallen das Regel-Integral. Allerdings geben uns die reinen Existenzbeweise keine approximierende
Folge von Treppenfunktionen an die Hand, so dal wir i. A. nicht in der Lage sein werden, das Regel—-
Integral auch auszurechnen. Wir notieren deshalb hier einen weiteren, sehr priziseren Sachverhalt, der
die in Rede stehende Eigenschaft fiir stetige Funktionen nicht nur ein drittes Mal impliziert, sondern
uns auch konkrete Moglichkeiten zur Berechnung von Integralen stetiger Funktionen erdffnet.

Satz 16.12 Es sei f: [a, b] = R eine stetige Funktion. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein § >0, so
daf$ sich fiir alle Zerlegungen Z: a =29 < x1 < - - < x, = b mit Feinheit

f&), ze(wjmr,25), & €laj, x;] fest,

von der Funktion f in der Maximumnorm auf [a, b] hdchstens um € unterscheidet.
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Beweis. Offensichtlich ist die Supremumsnorm der Differenz f — ¢ hochstens gleich der nur von f
und der zu ¢ gehérenden Zerlegung Z abhidngenden Zahl
po= max (M; —my),
j=1,....,n

wobei M; das Maximum von f auf dem Intervall I, := [z, x;_1] bezeichnet und m; entsprechend
das Minimum. Wir zeigen durch Widerspruch, dal p < € bei vorgegebenem ¢, sofern die Feinheit
der unterliegenden Zerlegung hinreichend klein ist. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann gibt
es ein g9 > 0 und zu jedem § = 1/n, n € N*, eine Zerlegung Z, der Feinheit < 1/n, so daff
tn = (f, Z,) > eo. Da f auf dem kompakten Intervall I; ihr Maximum und Minimum annimmt,
existieren folglich Stellen &, , &, € [a, b], so dafl

f&n) = f(&) = €0 mnd [& — &1 < 1/n.

Durch Ubergang zu einer Teilfolge der ¢, kénnen wir annehmen, daf

€ := lim &, € [a,b]

n—oo

existiert. Wegen der zweiten Bedingung ist dann auch lim, . &, = &, und mit der Stetigkeit der
Funktion f erhalten wir den offensichtlichen Unsinn

g0 < lim (f(&n) — f(&) = (&) — f(§) =0. O

Bemerkung und Definition. Das Regel-Integral einer stetigen Funktion f wird somit durch Integrale
von Treppenfunktionen der obigen Gestalt, also durch Summen der Form

n

S(f 2, (&) =Y F(&) (@5 — zj1),

Jj=1

approximiert. Man nennt diese auch Riemannsche Summen von f zur Zerlegung Z und den Stiitzstellen
&; . Sie spielen die zentrale Rolle beim Aufbau des Integrals nach RIEMANN. Schreibt man jetzt noch
Az :=x; — xj—1 und fiir ,sehr kleine“ Differenzen wie Leibniz symbolisch einfach dx , so ist es von
der Form der Riemannschen Summen bis zu Leibniz’ Schreibweise des Integrals nicht mehr weit:

/f(x)dx

Die vorige Bemerkung kann noch wesentlich genauer gefafit werden.

Folgerung 16.13 Es sei f eine stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [a, b], und Z, sei
eine Folge von Zerlegungen mit lim, . 0 (£,) = 0. Dann konvergiert jede beliebige Folge

Sn = S(f, va (EH,J))

von Riemannschen Summen gegen das Integral von f .

Beispiele. 1. Man wird sehr oft Z,, als die dquidistante Zerlegung des Intervalls [a, b] in n gleichlange
Unterintervalle wéhlen: z; = a +j(b — a)/n, j = 0,...,n. (Dies ist allerdings nicht immer die
beste Wahl; siehe Beispiel 4). Hier gilt auf jeden Fall §(Z,,) = (b — a)/n — 0. Wir betrachten als
Beispiel die Funktion f(z) = 2™, m € N, auf dem Intervall [0, a], und wihlen als Stiitzstellen zu
der dquidistanten Zerlegung Z, jeweils den rechten Endpunkt. Dann wird
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Nun ist (Ubungsaufgabe!) die Summe Z;L:l j™ ein Polynom in n vom Grad m + 1 mit hochstem
Koeefizienten 1/(m + 1) und damit

a m—+1

a m—+1 7ﬂn+1
/ ™ = lim —— ¢ —— + niedrigere Terme inn p =
0 m+1

n— oo nm+1

a
m+1"’

was nicht anders zu erwarten war und auch von ARCHIMEDES schon auf dhnliche Weise hergeleitet
wurde.

2. Man kann auf die gleiche Weise die Integrale von Sinus und Cosinus berechnen. Der Einfachheit
halber beschrinken wir uns auf ein Intervall der Form [0, a]. Fiir 2z € C definieren wir zunéchst die

Funktion F' durch " . .
F(z) := Zcoskz—i—iZsinkz = Zeikz.
k=0 k=0 k=0

Die rechte Seite ist als Partialsumme der geometrischen Reihe in ¢ := exp(iz) fir ¢ # 1, also z & 277,
gleich

qn+1 -1 q(n+1)/2 (q(n+1)/2 _ q*(n+1)/2) _ inep2 sin (n+ 1)2/2

g—-1 q/2 (¢ /2 — ¢—172) sin 22
_ nz .. mz\ sin(n+1)z/2
= (0057 +251n7> W )
Daraus folgen unmittelbar die auch fiir sich interessanten Identitéten:
k=0 2 2 sin z/2
S sinke = LA P2 _ g nz sinln+ Dz/2
k=0 2 2 sin z/2

Zur Berechnung des Integrals iiber den Cosinus mittels Riemannscher Summen nehmen wir die Folge
der dquidistanten Zerlegungen Z,, des Intervalls [0, a] in n Abschnitte und als Folge der Stiitzstellen
jeweils den linken Endpunkt. Die entsprechende Riemannsche Summe S, = S (cos, Z,, (2)j=0,...n—1)
ist dann gleich

a/2n

n—1
a a (n—1a .
Sn:(g k—)-f:Q — . 2. =
= SRy n o sin o/ sin a/2n

Wegen lim,_,(sin )/ = 1 konvergiert die rechte Seite gegen 2 cos a/2 sin a/2 = sin a.

Im Falle des Sinus als Integranden nehme man die gleiche Zerlegungsfolge, aber die rechten Endpunkte
als Stiitzstellen. Hierdurch kommt man zu der Folge

n 1 2
g = (;sme)-“zzsmW-sma/z“/”

n n sin a/2n

mit dem Grenzwert 2 sin®a/2 =1 —cos a.

3. Fiir natiirliche Zahlen p > ¢ ist

kp—1
1 p—aq (1 1 e
n;qﬁ_k(p—q) (ququ(l/ff)Jr +19—(1//f)>

eine Riemannsche Summe der Funktion f (z):=1/z auf dem Intervall [g, p] bzgl. der dquidistanten
Zerlegung mit k (p — q) ,Teilintervallen® mit dem jeweiligen linken Endpunkt als Stiitzstelle. (Da f
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monoton fillt, ist dies sogar eine Riemannsche ,,Obersumme*). Folglich ist der Grenzwert dieser Summe

fir k — oo gleich
/p dx
— =Inz
g T

a
4. Zur Berechnung des Integrals / —x, a > 1, unterteilt man das Intervall [1, a] am besten in
1 x

p

:lnp—lnq:lng.
q

T=q

geometrischer Progression: zg =1 = ag, T = Qp, Ty = a%,...,xn =al =a mit o, = Ya > 1.

1
Dannist zj11 — 2; = o, (o, — 1) < &, — 2,1, also die Feinheit der Zerlegung gleich o~ (o, — 1),
und diese geht mit n — co gegen Null. Wahlt man jeweils den linken Endpunkt der Teilintervalle als

Lotiitzstellen“, so findet man die folgenden Riemannschen Summen:

I
-

< al (o, — 1)

Sp=3 BT ) n(a-1).

J

=0 on
Nun ist (bekanntlich)
n 1 ©—1 d
Jim n(Ya = 1) = lim S = g S = A

Da die Folge der Feinheiten der Zerlegungen Z,, gegen Null geht und der Integrand 1/z in dem betrach-
teten Bereich (definiert und) stetig, also insbesondere Riemann-integrierbar ist, ist dieser Grenzwert
der Folge (S,,) gleich dem gesuchten Integral:

/“dw
— =Ina.
1 xr

Bei unseren Untersuchungen zum Regel-Integral erhebt sich aus theoretischer Sicht die Frage, ob
man einer Funktion leicht ansehen kann, daf§ sie eine Regelfunktion ist. Mit anderen Worten: Lassen sich
die Regelfunktionen durch einfache intrinsische Eigenschaften charakterisieren? Da man jedes Intervall
I durch kompakte Intervalle ausschopfen kann, geniigt die Charakterisierung auf solchen Intervallen.
Es gilt tatséchlich der folgende

Satz 16.14 Eine Funktion f: I =[a, )] — R ist genau dann eine Regelfunktion, wenn sie
i) fir alle o € (a, b] einen linksseitigen,
ii) fiir alle xo € [a, b) einen rechtsseitigen
Grenzwert besitzt.
Schérfer als oben konnen wir hiermit (erneut) konstatieren:

Folgerung 16.15 Stetige und monotone Funktionen sind Regelfunktionen und besitzen deshalb ein In-
tegral.

Beweis (des Satzes). a) Sei f eine Regelfunktion. Wir miissen z. B. nachweisen, dafl der rechtsseitige
Limes fiir alle g € [a, b) existiert. Sei also zu € > 0 die Treppenfunktion ¢ so gewihlt, dafl

If = elay < /2.

Ferner sei (xo, t) ein (offenes !) Intervall, auf dem ¢ konstant sei. Dann gilt fiir alle x, 2’ > 2o und
nahe bei zy wegen ¢ (z) = ¢ (2'), daBl

[f(@) = fED <1 f(@) —e@)]+ o) - f)] <e.
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Mit dem Cauchy—Kriterium folgt dann sofort die Existenz des rechtsseitigen Grenzwertes

Jim f ()
b) Besitzt umgekehrt f rechts— und linksseitige Grenzwerte, aber keine ep—approximierende Trep-
penfunktion fiir ein g9 > 0, so konstruiert man durch Intervallhalbierung eine Intervallschachtelung
I=1y>I1 DI D>...,s0dal f|;, auch keine gp—approximierende Treppenfunktion besitzt. Ist aber
£enl, und ¢; bzw. ¢, der links— bzw. rechtsseitige Grenzwert von f in &, so gibt esein § > 0, so
daf
| f(x) — | <eg fiir z€[€—6,¢),

[f(x) —c| <eo fir ze€(&&+0].
Fiir hinreichend grofies n ist aber I,, = [an, by] C [ =6, £+ 4], und die durch

Cy, xe[an7€)

Cr, .’EE(f, bn]

definierte Treppenfunktion auf I,, wire doch eine eg—Approximation von f|;, . Widerspruch ! g

Aus der Definition der Regelfunktionen folgt unter anderem, dafl sie wie die zu ihnen gehoérenden
monotonen Funktionen nur abzidhlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzen kénnen.

Folgerung 16.16 Jede Regelfunktion (insbesondere jede monotone Funktion) ist mit Ausnahme
hdchstens abzdhlbar vieler Stellen stetig.

Beweis. Die Gesamtheit aller Unstetigkeitsstellen einer approximierenden Folge von Treppenfunktionen
ist hochstens abzahlbar. Auferhalb dieser Menge sind alle Funktionen stetig und, da sie gleichméfig
konvergieren, ist auch die Grenzfunktion an diesen Stellen stetig. g

Fiir das Integral auf dem Vektorraum der Regelfunktionen konstatiert man leicht (wir haben wei-
ter oben schon eine viel allgemeinere Aussage formuliert und sie wegen ihrer Einfachheit nicht eines
expliziten Beweises fiir wiirdig befunden):

Satz 16.17 Das Integral auf dem Vektorraum der Regelfunktionen ist linear und monoton :

/ab(af(x) + B () dv = /abaf(x)dz +/abﬂg(x)dx7

b b
/f(x)dxg/ g(@)dx, falls f < g auf [a,b].

Insbesondere ist dies alles richtig fiir den Untervektorraum der stetigen Funktionen auf I, und in
Verbindung mit Folgerung 8 schlieflen wir unmittelbar:

Folgerung 16.18 Stetige Funktionen auf (beliebigen) Intervallen in R besitzen Stammfunktionen.

Bevor wir uns der reichen Ernte widmen, die uns dieser Satz erdffnet, geben wir noch einen
alternativen Beweis fiir die Existenz von Stammfunktionen stetiger Funktionen, der allerdings auf dem
WEIERSTRASSschen Approzimationssatz beruht und daher an dieser Stelle noch nicht vollstandig ist.
(Der fehlende Beweis wird am Ende von Kapitel 19 nachgeliefert). Es sei also f: I — R stetig. Wir
wahlen dann einen festen Punkt zg € I und schreiben I als aufsteigende Vereinigung kompakter
Intervalle, die xy enthalten. Da es auf jedem solchen Intervall héchstens eine Stammfunktion von f
gibt, die in xg verschwindet, kénnen wir uns auf die Existenz von Stammfunktionen stetiger Funktionen



318 Teil II: Grundlagen der Analysis

auf kompakten Intervallen I konzentrieren. Nach dem Weierstrafischen Approximationssatz gibt es
nun eine Folge P, von Polynomen, die auf I gleichméflig gegen f konvergiert. Die P, besitzen
aber Stammfunktionen @, , die nach Satz 14.44 auf I gleichmé#Big gegen eine (stetig) differenzierbare
Grenzfunktion F konvergieren mit F’ = lim, @), = lim, P, = f. |

Damit kénnen wir tatséchlich, wie am Anfang behauptet, alle Integrale iiber stetige Funktionen
im Prinzip vermittels von Stammfunktionen berechnen. Aus diesem Grunde schreibt man fiir eine
Stammfunktion F' von f oftmals auch

[ riads

und nennt dieses Symbol ein unbestimmtes Integral von f. Der Grund hierfiir liegt natiirlich in der
Tatsache begriindet, daf3

b
/ f(x)de = F(b) — F(a).

Um die Mehrdeutigkeit von Stammfunktionen anzudeuten, schreibt man manchmal auch

/f(x)dx—FC.

Es ist iiblich, den Zusammenhang zwischen Integralen und Stammfunktionen bei stetigen Funktionen
als den Hauptsatz der Differential— und Integralrechnung zu bezeichnen. Wir wollen ihn zur Sicherheit
noch einmal formulieren.

Satz 16.19 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) FEs sei f eine stetige Funktion
auf dem kompakten Intervall I = [a, b]. Dann existiert die Funktion

F(:L'):/wf(x)dz, zel

und definiert eine Stammfunktion von f. Umgekehrt gilt fir jede Stammfunktion F von f, dajf
b
/ f(@)de = F(b) — F(a).

Aufgrund des Hauptsatzes kénnen Sétze der Differentialrechnung in solche der Integrationstheorie
auf die einfachste Weise ,,umgemiinzt* werden. Als Beispiele beweisen wir den Satz iiber die partielle
Integration und die Substitutionsregel. Der erste ist schlicht eine Umformulierung der Produktregel.

Satz 16.20 (Partielle Integration) Sind u, v stetig differenzierbare Funktionen, so gilt

/u’vdm = uv — /uv’dm.

Beweis. Der Hauptsatz, angewandt auf die stetige Funktion (uv)’, ergibt
uv:/(uv)’dx:/(u'v—l—uv')dx:/u’vd:c—l—/uv’dm. O
Beispiele. 1. Setzt man u (z) = e”, v (x) = z, so erhiilt man
/ace”dx =ze’ —e¥ = (x —1)e”,
was man auch durch Differenzieren sofort verifiziert, und speziell also

1 1
/xexz(sc—l)ez = =1.
0 0
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Ganz entsprechend findet man Rekursionsformeln fiir die Integrale

/ e dx .

2. Etwas komplizierter ist die Situation, wenn man «'(x) = 1, also u(z) = z und v (z) = V1 — 22
im Intervall (—1, 1) setzt. Dann folgt

z? dz
V1 —a22dr =21 — 22 + —_—
/ V1 — 22

1 — 2?2

dx
Y
/\/1—x2 V1 — 22 v

zvV1 — 22 +

und somit

1
/\/1—x2dm:§ 1—w2+§arcsinx, |z <1.

2

Aus Stetigkeitsgriinden gilt diese Formel auch noch in den Randpunkten z = 4+1. Ganz entsprechend
leitet man die folgenden Beziehungen ab:

/\/1+x2d1‘= (a:\/1+x2+Arsinhx> , x€ER,
/\/foldx: (1:\/:1:27 fArcoshx) , x€[l,00).

N = DN =

3. Wir leiten eine Rekursionsformel fiir die Integrale I := / sin® z dz ab, mit deren Hilfe wir die

Produkt-Darstellung von /2 durch WALLIS endlich begriinden kénnen. Fiir k > 2 setzen wir v/ = sin
und v = sin®*~!, womit wir sofort

I, = —coszsin® ta + (k- 1) / cos? z sin® "% z da
= —cos xsin" 'z 4+ (k — 1) /(1 — sin?z) sin* 2z dx

= —cosxsinf a4 (k-1 o — (k- 1)1,

erhalten. Diese Gleichung kann man nach I auflésen:

1 k-1
I, = — T cos z sin* 'z + % Ij_o .
Da Iy = / sin®zdz = x und / sin x dx = — cos x, kann man damit [, rekursiv fiir alle natiirlichen

Zahlen k berechnen.

Es sei nun Ay das bestimmie Integral foﬂ/Q sin xdz. Es ist Ay = m/2 und A; = 1; nach der zuvor
hergeleiteten Rekursionsformel gilt dann fiir alle & > 2 die Beziehung k Ay = (k — 1) Ax_2, so daB
wir schliefllich alle Werte der Integrale I} angeben kdnnen:

2k —1)(2k —3)-...-3-1
(2k)(2k—2) ... 4-2

(2k)(2k —2)-...-4-2
2k+1)(2k—1)-...-5-3 °

9 A2k‘+1 —

Aoy, =

bl 3

Weiter ist Agpio < Aopir < Agi wegen sin?* T2z < sin?**1 2 < sin?* z auf dem Intervall [0, 7/2].
Mit A k A
. . 2k +1 . . 2k+1
lim 252 — ) =1 istauch lim 22t — 1
hebe  Agy | kb 2k 4 2 At I Ao

)
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so daf} schliellich aus

Aggn  (2k)-(2k)-...-4-4-2-2 2
Ao, (2k+1)-(2k—1)-...-3-1 7

die schon frither erwdhnte WALLISsche Produktformel
T - 4 k2
2 kl:[l 4k2 —1

folgt.

Die Substitutionsformel ist entsprechend eine Umschreibung der Kettenregel.

Satz 16.21 (Substitutionsformel) Es sei f: D — R eine stetige Funktion mit Stammfunktion F,
und die Funktion ¢ : [a, b] — D sei stetig differenzierbar. Dann ist F o ¢ eine Stammfunktion von
(fop)y', und es gilt somit

b ©(b)
/ F (o (@) ¢ (2) de = / ) de
a v(a)

Beweis. Nach der Kettenregel ist (F o) = (F'op)¢ = (f op)p’. Dies ist der Inhalt der ersten
Behauptung. Mit dem Hauptsatz folgt

b b
/ fle (@) ¢'(z)de = / (Fog)(z)dr = (Foyp)(b) - (Fop)(a) = F(e(b) - F(p(a))

©(b)
- / £t
»p(a)

was zu beweisen war. O

Bemerkung. Man ,substituiert“ also in dem rechts stehenden Integral t:= ¢ (). Man mufl dann aber
auch das ,Differential“* dt substituieren durch dt = ¢’(z) dz, was man sich formal aus der Leibnizschen

Schreibweise U do ()
_ eplx '
de  dx ¥ (@)
ableiten kann. Das Substituieren der Integrationsgrenzen mufl man dagegen von links nach rechts
vornehmen; selbstverstéindlich ist die entsprechende Regel ebenfalls vollig natiirlich, denn wenn x das

Intervall von a nach b durchlduft, lauft ¢ = ¢ (z) von ¢ (a) nach ¢ (b).

Beipiele. 1. Ist f () # 0 in dem betrachteten Intervall, so ist

P e — 1 1o
[ FEw=mir@l.

wie man unmittelbar durch Differentiation verifiziert. Man gewinnt dasselbe Resultat auch aus dem
Integral iiber 1/¢ mit der Substitution ¢ = f (x). Als Spezialfall hat man z. B.

cos x
/cotxdxz/ dr = 1In|sinz|.

sin x

2. Ganz entsprechend erhilt man die Formeln

/ 1 2(y f'(z) _ -
[ s @ =S, [ =2 Te,

wobei im zweiten Fall f (z) > 0 vorausgesetzt werden muf.
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3. Ist f eine ungerade Funktion, also f (—t) = —f (t), so liefert die Substitution ¢:= —s, dt = —ds,

die Beziehung
0

Fitydt = —/aof(—S)ds — [ e

—a

und damit

’ f(t)dt = ’ f(t)dt—i—/af(t)dtzo
—a 0

—a

fiir alle a > 0.

4. Ist f: R — R periodisch mit Periode p, so folgt mit der Substitution ¢ := z + p sofort, daf} das
Integral von f iiber ein Intervall [0, a] mit dem iiber [p, a + p] iibereinstimmt, und dies wiederum

impliziert
a+p a P a+p P
dr = — d d dx = dx .
/a f (@) de / /(@) x+/0 f () x+/p f (2) da / f (@) da

Es gibt auch eine offensichtliche Verbindung zwischen dem Integral einer Funktion und dem ihrer
Umkehrfunktion, die sich in dem folgenden Bild manifestiert:

4

A

Figur 16.4

Satz 16.22 Die Funktion f: [a, b] — R sei stetig differenzierbar und streng monoton wachsend, und
g:[f(a), f(b)] = R seiihre Umkehrfunktion. Dann gilt

b O
[ r@as [ Coway =050 —ar@
Beweis. Es ist verlockend, vielversprechend und in der Tat erfolgreich, auf das zweite Integral die
Substitutionsregel mit y = f(z) anzuwenden. Damit vergewissert man sich der Formel auf einen
Schlag:

b £(b) b b
z)dx dy = T z f(z))dr = z f(z)) dx
/afu */f@ g () dy /a(f()+ (@) /G(f())

rf@) | =br0) —ar),

was zu beweisen war. O

Beispiele. Anwendungen der Formel sind ,straightforward“. Es ist z. B. mit f (z) = /7, g(y) = y*:

b Vb
/ \/deJr/ yv>dy = bVb — av/a
a Vva

und
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und damit insgesamt

b b 3/2 _ 3/2
2 b
/a Vxdr = 3 (b\/g — a\/&) oder /a 2 2dx = TQG

1
Ebenso einfach findet man z. B. / arcsin xdx =w/2 — 1.
0

Man interessiert sich insbesondere fiir Klassen von Funktionen, die sich elementar integrieren lassen,
d. h. die Stammfunktionen besitzen, die Quotienten sind von Linearkombinationen aus Potenzfunktio-
nen, der Exponentialfunktion und den trigonometrischen Funktionen und deren Umkehrfunktionen. Die
letzteren pflegt man auch als elementare transzendente Funktionen zu bezeichnen. - Aus dem Satz iiber
die Partialbruch—Zerlegung (Satz 6.22) folgt unmittelbar

Satz 16.23 Die rationalen Funktionen sind elementar integrierbar.

Beweis. Man braucht nur Stammfunktionen fiir die in dem o. a. Satz auftretenden Partial-Briiche
anzugeben. Fiir die Linearfaktoren und ihre Potenzen ist uns das Ergebnis schon wohlbekannt:

dz dz 1 1
=In|z — al, —_— = — , m>2.
T —a (x — a)™ m—1 (x — a)m!

Fiir die quadratischen Anteile 22 4 bz + ¢ ohne reelle Nullstellen, also mit 4c — &% > 0, und ihre
Potenzen ersetzt man zunéchst den linearen Zahler Bx 4+ C im Falle B # 0 durch Bz + (Bb/2) +
(C — (Bb/2)) und gewinnt damit unter Heranziehung der Substitutionsregel die Formeln

Eln(ﬁ—kbm—i—c), m=1,
[ PR T
(22 + bz + )™ v 2 (22 + bx + )™ -B

2(m — 1) (22 + bz + ¢)m—1 "’

m> 2.

Diese Formeln sind auch bei B = 0 noch korrekt, auch wenn sie uns dann nicht weiterhelfen. Es
verbleiben somit noch die entsprechenden Integrale mit konstantem Zahler C' = 1. Hier verifiziert man
schnell fiir m > 2 die folgende Rekursionsformel:

/ dx B 20+ . 2(2m —3) / dx
(22 4+bz+c)m  (m—1)(4c—b2) (22 + bx + c)m1 (m—1)(4c—b2) | (224 bz +c)m=1"’

und mit
/ dz = 2 arctan L—’—b
224+ br+c Ve — b2 Nz
sind alle Félle abgehandelt. (Il

Bemerkung. Wir wollen kurz aufzeigen, wie man die soeben formulierte Rekursionsformel auch durch
geschickte partielle Integration herleiten kann. Wir schreiben @ = @ (z) fiir das quadratische Polynom
2% + bz + ¢ und bemerken, daf§

Qm—l Qm - 2 Qm + Q’m
Mit partieller Integration kann man eine Stammfunktion des ersten Ausdrucks auf der rechten Seite
schreiben in der Form

b
1 22 +br+ec Tz 2x + b §x+c

—x
2(m — 1)Qm!

plus eine Stammfunktion von

1 1
2(m — 1) Qm-1~’
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die man auf die linke Seite bringen kann. Es verbleibt auf der rechten Seite noch der zweite Ausdruck,
der uns schon zu der gewiinschten Rekursionsformel fithrt, wenn b = 0. Ist jedoch b # 0, so formt man

ihn um zu
92x—|—b 146—[72

iTgr TaTor

woraus ebenfalls die erwiinschte Rekursionsformel folgt.

Beispiele. 1. Das Integral [ (e* — 1)/(e* + 1)dx wird durch die Substitution t := e”, dt = tdx
tibergefiihrt in das Integral mit dem rationalen Integranden
t—1 2 1
tt+1) t+1 ¢t

Somit ist

=2Ine® +1) —z.

t=e®

v
/Zw+ dr = (2In(t + 1) — In ¢)

2. Entsprechend wird mit der Substitution ¢ := /z, dt = dx/2t:

_ 2 _ _
de:/wdt:/wdtzg/ t_2+i dt
T+ \x 2+t t+1

= ( — 4+ 4l + 1)) | Lm T AVE A (Va1
t=vx

3. Das letzte Beispiel 148t sich zu einer Methode zur Behandlung einer ganzen Klasse von Integralen

ausbauen. Wir bezeichnen im Folgenden mit R = R (s, t) eine rationale Funktion in den zwei reellen

Variablen s und t, also den Quotienten zweier Polynome in s, ¢t. Dann lassen sich Integrale der Form

/R(:L’, Vaxr + b)dr, a#0,

stets auf ein Integral mit einem rationalen Integranden (in einer Verdnderlichen) zuriickfithren, und
zwar durch die offensichtliche Substitution
t" — b nt" ldx

t = Vax +b, x= , dx =

a a

4. Eine weitere Klasse dieser Art sind Integrale der Form
/ R (sin z, cos z)dzx ,

die sich stets mit der Substitution

t = tan =
= tan —
2
in ein rationales Integral umformen lassen. Es ist nédmlich
dt 1/2 2dt
— = %, also dx =
dx 1 + tan®(z/2) 1+ t2
und wegen e cos?(z/2) auch
9 z 1 — 2 . 9 x 2t
cosx =cos2— = —— sinz =sin2—- = .
2 1+1t27 2 14

Man sollte aber, bevor man die vorgeschlagene Substitution gedankenlos anwendet, erst priifen, ob
nicht eine ndherliegende Substitution wie z. B. ¢ := tan x schneller zum Ziel fiihrt.
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Weitere Beispiele findet man in umfangreicheren Lehrbiichern wie z. B. [9] oder [14]. Eine schéne
Methode zur Bestimmung von Integralen fiihrt {iber das Komplexe: Einzelheiten zum Residuensatz
und seinen Anwendungen gehéren zu jedem Standardtext der Funktionentheorie (siehe z. B. [82]).

Wir wollen an dieser Stelle des Kapitels noch einige theoretische Anwendungen des Hauptsatzes
ergiinzend anfiigen. Hierzu gehoren ein (einfacherer) Beweis von Satz 14.44 {iber die Differenzierbarkeit
von Grenzfunktionen in einer spezielleren Situation und die Darstellung des Restglieds in der Taylor—
Formel in Integralform, die auf dem Mittelwertsatz der Integralrechnung beruht.

Wir setzen voraus, daff die Funktionen f; : I = [a, b] — R nicht nur differenzierbar, sondern sogar
stetig differenzierbar sind. Ist dann die Folge (f;) an einer einzigen Stelle zyp € I konvergent und die
Folge der Ableitungen ( f]’) gleichméBig konvergent auf I, so ist die Grenzfunktion f := lim; f; nach
Satz 14.44 differenzierbar mit

f1= (lim f) = Jim fj.

Der ganz rechts stehende Limes ist aber unter der zusétzlichen Voraussetzung ebenfalls stetig, so dafl
die Grenzfunktion f sogar stetig differenzierbar ist.
Wir wollen fiir diese letztgenannte Konsequenz einen einfachen Beweis geben und setzen zu diesem
Zwecke
f* = Lim, f; .

Nach Voraussetzung ist die Funktion f* auf I stetig und besitzt daher die Stammfunktion
x
F e o) + / P dt
xo

Insbesondere ist F'(vg) = f(wo) und F' = f* = lim; f;. Es braucht daher nur noch gezeigt zu
werden, daf die Folge der f; selbst gleichméBig auf I gegen F' konvergiert. Nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung ist aber

fi(@) = f(x0) + / o s

und durch Subtraktion von der obigen Definition von F' ergibt sich

x

F(z) — fi(2) = f(x0) — fi(x0) + / (F(0) — F1(0)) dt

Zo

Hieraus folgt die Behauptung sofort unter Verwendung der Standardabschétzung von Integralen. [

Satz 16.24 (Integralform des Restglieds) Fiir eine n+ 1-mal stetig differenzierbare Funktion f :
I — R kann man das Restglied R,1 bei der Taylor—Entwicklung an einer Stelle a € I schreiben in

der Form

Roji(2) = — / = D @yt

n!

Beweis. Wir fithren vollstédndige Induktion nach n. Der Induktionsanfang n = 0 ist nichts anderes als
die schon mehrfach verwendete Version des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung:

f(x)=f(a)+/xf’(t>dt-

Ist die Aussage fiir eine Zahl n schon bewiesen, die Funktion f aber sogar n + 2-mal stetig differen-
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zierbar, so erhélt man mit partieller Integration sofort

Raa(a) = - I@?—thm+DUNﬁ::—‘/Ifm+”@)d (ﬁf—tﬁ*)

nl J, dt \ (n+1)!
+1|T x n+1
_ gy BT / @ =" s 4y gy
L s ST TR Ay o s A
= gy @O Gy ) om0
! ' Ja
woraus die Behauptung folgt. O

Beispiele. Wir berechnen erneut In 2 und 7/2, diesmal ohne Verwendung des Abelschen Grenzwert-
satzes (siehe Kapitel 12). Dazu geniigt der Nachweis der folgenden Aussage:

Die Reihenentwicklung
s k+1

— kX
In(l+z) = kZ:O( 1) T
ist gleichmdfig auf jedem Intervall der Form [—1446,1], §>0.

Beweis. Es gilt

L — i (_1)k‘ tk + (_1)”-‘1—1 ﬁ
I+t =~ 1+t
und damit
Tt - zhtt Tt
1n1+x:/7: ~1)* ——1"/ .
(1+2) o 1+t kzzg( Py Y o 1+t
Kiirzt man die Summe auf der rechten Seite mit s,(x) ab und schreibt man I := [—144, 1], so folgt

sup|In(1 + 2) — 5, ()] < sup

T ogntl 1 v nal 1
dt | < = t dt | < —— — 0. O
zel zel 0 1+t 1) 0 1) (TL + 2) n—00

Mit einem #hnlichen Argument erhilt man wegen

T t2(n+2) J 1
——dt| < — 0
/0 1+ ¢ ‘_2n+3n—>oo

auch die gleichmdfige Konvergenz der Reihenentwicklung

sup
|z|<1

o0 L 22
tanz = Y (-1
arctan kZ:O( ) 1

auf dem kompakten Intervall [—1, 1].

Fiir die letzte Anwendung bendtigen wir noch den Mittelwertsatz der Integralrechnung, der auch
per se interessant ist und zu zahlreichen weiteren Anwendungen Anlaf} gibt.

Satz 16.25 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Es seien f, ¢ : I =[a, b] — R stetige Funk-
tionen und @ > 0. Dann existiert ein & € I mit

/ab f (@) ¢ (@) ds = £(©) /ab o (2)do.

Im Spezialfall ¢ =1 hat man insbesondere

b
/ f(@)de = £(€) (b - a)

firein £€1.
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Beweis. Es sei m das Minimum und M das Maximum von f auf . Somit gilt me < fp < Mo,
und wegen der Monotonie des Integrals ist

m/ dx</f dx<M/abg0(m)da:

Also existiert eine Zahl g mit m < p < M, so daf

/f cm—M[}@ww

Nach dem Zwischenwertsatz ist aber p = f(§) firein £ € I. O

Bemerkung. Aus der Integralform des Restglieds gewinnt man erneut die LAGRANGEsche Version unter
Verwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung (dies ist die oben angekiindigte) Anwendung;:

Rn+1(l‘) = — / f(n+1 ( )dt _ f(n+1)(§) /m (337—1%)" dt

S A (9 nt1
= ) (x — a)" ™.

(x — t)n+t

= =" (n+1)!

t=a

Trotz der unglaublichen Fiille von Integralen, die wir mit dem Hauptsatz bestimmen konnen,
entziehen sich schon ganz einfache Funktionen dem ,Regelansatz“. So sollte z. B. die Funktion
f(x) := sin 1/z auf jedem Intervall [0, A], unabhingig von dem Funktionswert an der Stelle 0,
ein Integral besitzen, da wegen der Beschrianktheit von f der Grenzwert

A
lim sin —dx
eNo Jo x
existiert (siehe Folgerung 27 weiter unten). Die Funktion f ist aber auf keinen Fall in den Nullpunkt
hinein als Regel-Funktion fortsetzbar !

Mbogliche Auswege aus diesem Lemma sind die Bereitstellung eines leistungsféhigeren Integrals (im
vorigen Beispiel reicht schon das RIEMANN—Integral; siehe néchstes Kapitel) oder, wie wir in unserer
Argumentation schon haben anklingen lassen, die Verwendung von sogenannten uneigentlichen Inte-
gralen. Wir wollen hier einige Anmerkungen zu dem letzteren Konzept im Rahmen einer allgemeinen
Integrationstheorie im Sinne unserer Axiome 1 und 2 machen. Wir betrachten also wieder eine Funkti-
on f oder eine Funktionenklasse auf einem Intervall I C R und verlangen die Existenz eines Integrals
TP (f) fiir jedes kompakte Intervall [a, b] C I. Beim uneigentlichen Integral stellen wir uns die Frage,
wie sich diese Integrale bei Annidherung von a an das Infimum von I bzw. von b an das Supremum
des Intervalls verhalten. Durch Zerlegung des Intervalls kénnen wir uns auf die Annidherung an eine
der beiden Grenzen beschrénken; es sei dies im folgenden die rechte und damit ohne Einschrinkung
I=Ja, B) mit B€ RU{oco}. Wir schreiben dann

I (f) = lim 75 (f)

oder bei Benutzung des iiblichen Integralzeichens

T

a b/B

sofern der rechts stehende Grenzwert existiert. Dies ist auf jeden Fall richtig, wenn B € R und f nahe
B lokal beschriinkt ist (siche Folgerung 27). Ist insbesondere B € I und f in B lokal beschrinkt,
so existiert der Grenzwert und stimmt mit dem Integral ZZ (f) in der alten Bedeutung iiberein
(Folgerung 5).
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Definition. Der Grenzwert 72~ (f) = bh/r% 72 (f), B € RU{oo}, heiBt ein an der oberen Grenze

B uneigentliches Integral. Ist B endlich, so reservieren manche Autoren diese Bezeichnung nur fiir
die Situation, dafl f bei Anndherung an B von links nicht beschrinkt ist (denn im anderen Fall
existiert der Grenzwert immer). Entsprechend definiert man an der unteren Grenze und an beiden
Grenzen uneigentliche Integrale. Man sagt dann auch, das entsprechende uneigentliche Integral existie-
re oder konvergiere. Im anderen Fall spricht man auch von einem divergierenden uneigentlichen Integral.

Bemerkung. Da nach der zuvor gemachten Bemerkung keine Verwechslungen zu befiirchten sind, schreibt
man oft fiir ein an der oberen Grenze B uneigentliches Integral auch
B B—
/ f(x)dz anstelle von f(x)dx.
a a
Diese Konvention ist insbesondere angebracht, wenn B = oco. Entsprechende Notationen werden fiir

die anderen Typen von uneigentlichen Integralen verwendet.

Bemerkung. Die Existenz solcher uneigentlicher Integrale ist offensichtlich unabhéngig von der Auswahl
des Punktes a. Man beachte, dafl man im Falle eines beidseitig uneigentlichen Integrals die beiden
Grenziibergénge unabhdingig voneinander durchfithren muf:

T3 (f) = lim T30 (f) + lim 75, (F)

was man im Falle A, B € R auch schreiben kann in der Form
Iy (f) = lim 75, (f) + lim 277 (f)
At N0 Ate eN\.0 *o ’
und diese Formulierung impliziert insbesondere die Gleichheit
B— . B_
iy (f) = g{% Tare (f),

die jedoch im Allgemeinen keinesfalls gleichbedeutend mit der Konvergenz des uneigentlichen Integrals
57 (f) ist.

R
Beispiele. 1. Da sin xdr =1 — cos R fiir R — oo nicht konvergiert, existiert keines der beiden
0
uneigentlichen Integrale
oo oo
/ sin x dx / sin x dzx .
0 —00
Der sogenannte Hauptwert
R
lim sin x dx
R—oo —R

ist aber gleich Null.

1
d
2. Das Integral / —gf , § >0, ist uneigentlich bei 0. Es gilt
o T

—Ine, s=1

/1 dx
s = 1—s |1
s 1
= 7 - (1 - 61_8) )

1-s]|, 1—s

s#1.

Somit konvergiert das uneigentliche Integral gegen 1/(1 — s) fiir s < 1, und es divergiert fiir s > 1.
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3. Wie in 2. rechnet man nach, daf§ das uneigentliche Integral
/°° dx , R dr
— = lim —
1 xs R—o0 1 xS
konvergent fiir s > 1 gegen 1/(s — 1) und divergent fiir 0 < s <1 ist.

L . > dx
4. Insbesondere existiert niemals / — fir s> 0.
0

]

Figur 16.5

ist an beiden Endpunkten uneigentlich. Es berechnet sich einfach als das

/1 dx
—1 \/]_ — $2

5. Das Integral
Doppelte von

1—¢
d 1—¢
i lim <arcsin x’ ) = lim arcsin(1 — ¢) = T
0 e\.0 2

1
X
——— = lim —_— =
/0 V1 — 22 eNo0 Jo V1= x2 e\.0

Hiermit kann man auch das eigentliche Integral / V1 — 22 dx berechnen, also den Flicheninhalt
des oberhalb der z—Achse liegenden Teils des Elnheltbkrelses um den Nullpunkt:

1 a a
dx
\/1—x2dajzlim/ V1-—22dr = lim | = 1—a2+ )
/_1 a1 —a a1 (2 —a \/]_—xz

Selbstverstindlich kann man das schneller erledigen mit den Substitutionen x :=sin ¢t und z := cos t:

/ Md@"—/

—7/2

1\3\>I

2 T
cos? tdt + / sin®tdt .
0

Nun ist die Funktion cos?t periodisch mit der Periode 7, so daf sich schlieBlich, wie nicht anders
erwartet, die erwiinschte Formel einstellt:

V1 — 22dx = %/ (6082t+sin2t) dt = g
0

1

-1

Figur 16.6
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6. Das uneigentliche Integral

/ < dr
oo 1+ 22
berechnet man wie oben zu
R T
2 lim |(arctan x ‘ =2 lim arctan R =2—- = 7.
R—o 0 R— o0 2
L arcsin z

7. Das Integral dzx ist uneigentlich bei x = 1. Die Substitution ¢ := arcsinz, dt =

0o V1 — 22
dx/v/1 — z? macht hieraus

. B w/2 2
AT dz = lim tdt = / tdt = % .
0

o V1 —2x2 B—w/2 Jo

Durch Substitution kann ein uneigentliches Integral also durchaus in eigentliches umgewandelt werden.
* Int
8. Das Integral / = dt konvergiert gegen 1, wie man sofort mit der Substitution ¢ := e® sieht.
0

9. Fiir 0 < a < b ergibt sich mit der Substitution ¢ := (x — a)/(b — a), dafl das an beiden Grenzen
uneigentliche Integral

/b dz B /1 dt

o« V(@ —a)b—x) o V@ —1t)’

also unabhéngig von a und b ist, sofern es konvergiert. Bei dem rechts stehenden Integral bietet sich
die erneute Substitution ¢ = sin®u mit dt = 2sin 2udu an. Damit berechnet man leicht

2sin 2u du _ 2/”/2 du = 1
0

1 di /2
/0 Vil —1t) _/0 sin u cos u
10. Noch raffinierter ist die Berechnung des an beiden Endpunkten uneigentlichen Integrals
/2
J = / In (sin z) dx .
0
Wir setzen zuerst x := 2t, woraus sich
/4 T w/4 /4
J:Z/ ln(sin2t)dt=§ln2—|—2/ 1n(sint)dt+2/ In (cos t) dt
0 0 0

ergibt. Das ganz rechts stehende Integral wird durch w:=7/2 — ¢t zu
/2
/ In (sin u) du ,
/4

so daB man nach erneuter Umbenennung der Variablen zu der Gleichung
J = gln2+2J, alsozu J = —gln2
gelangt.

Wir iiberlassen es dem Leser, sich selbst die algebraischen Regeln fiir uneigentliche Integrale zu er-
arbeiten. Wir stellen nur noch einige allgemeine Konvergenzkriterien auf. Man hat viele Sdtze iiber un-
eigentliche Integrale, die nicht nur formal wie bei unendlichen Reihen aussehen. Z. B. gilt das CAUCHY—
Kriterium in diesem Kontext in der folgenden Form.
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B—
Satz 16.26 Das bei B € RU{o0} uneigentliche Integral / f (z)dx konvergiert genau dann, wenn

es zu jedem € > 0 ein By mit a < By < B gibt, so daf flilir alle 8, 3 mit By < B < ' < B gilt:

‘/:f(x)dx

Beispiel. Durch partielle Integration findet man fiir 0 < a < b die Beziehung

< e€.

2

b b
—_— — / L sin 22 dx
2.1 2V |,y o \ 27T '

Wihle nun zu vorgegebenem & > 0 die Zahl R := ¢~ 2. Dann ist fiir alle R < a < b wegen der
Tatsache, dafl die unter dem zweiten Integralzeichen stehende Ableitung durchweg negativ ist,

b b . I
1
/ Vz cos 22 de = / —— (22 cos 2°) dz = S

b b /
1 1 1
x cos 22 dx | < +—+/ sin 22 () dxr
’/be T 2ya  2vh a| | 2Vx
| () |- L
—_— —_— — T | = — €.
~2Va 2V o \2V7T va

o0
Also ist das uneigentliche Integral / vV cos x? dz konvergent. Dieses Beispiel zeigt im Ubrigen, daf

man die Analogie zwischen dem Ver%alten von uneigentlichen Integralen und unendlichen Reihen nicht
zu weit treiben darf. In einer konvergenten Reihe mufl zum Beispiel die Folge a, der Reihenglieder
gegen Null gehen. In dem vorliegenden Beispiel geht aber der Integrand keineswegs bei x — oo gegen
Null; ganz im Gegenteil ist der Integrand sogar auf keinem Teilintervall [a, co) beschrinkt.

Aus dem Cauchy—Kriterium folgt nun die schon frither erwihnte Tatsache, dal man an sich einer
endlichen Stelle nicht um die Konvergenz uneigentlicher Integrale kiimmern braucht, sofern der Inte-
grand dort lokal beschrinkt ist. In der Tat werden wir im nachfolgenden Kapitel zeigen, dafl im Rahmen
der RIEMANNschen Integrationstheorie das Problem in dieser Situation vollig obsolet ist.

Folgerung 16.27 Ist die Funktion f : [a, B) — R, B € R, beschrinkt nahe B, und existiert das
B B
Integral / f(x)dz fir ale a < 6 < B, so konvergiert das uneigentliche Integral / f(z)dx.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dal f dem Betrage nach auf dem gesamten
Intervall [a, B) kleiner oder gleich M ist. Nach Satz 4 ist dann das Integral als Funktion der oberen
Grenze LIPSCHITZ—stetig mit Lipschitz—Konstante M :

‘/aﬁ/f(:z:)dx/aﬁf(x)dx '/:/f(x)dx

Der Rest ergibt sich aus dem Cauchy—Kriterium. O

<M|p - pB].

Eine direkte Folgerung aus dem Prinzip der monotonen Konvergenz ist das Monotoniekriterium.

Satz 16.28 (Monotoniekriterium) Die Funktion f : [a, B) — R sei nicht negativ und auf allen
kompakten Intervallen [a, b] C [a, B) integrierbar. Genau dann konvergiert das uneigentliche Integral
TEB=(f), wenn die Menge der Integralwerte T2 (f), a < b < B, nach oben beschrdnkt ist.

Man kann in diesem Zusammenhang auch iiber absolut konvergente uneigentliche Integrale und das
Majorantenkriterium reden. Wir setzen fiir diesen Teil des Kapitels voraus, dafl sowohl die Funktion
f:I=]la, B)—= R, BeRU{oo}, als auch ihr Absolutbetrag | f| auf jedem kompakten Teilintervall
[a, b] C I ein Integral besitze, das zudem als monoton vorausgesetzt sei.
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Satz 16.29 (Absolute Konvergenz fiir uneigentliche Integrale) Eristiert unter den zuvor ge-
machten Voraussetzungen das uneigentliche Integral T2~ (| f|), so konvergiert auch das uneigentliche
Integral B~ (f), und es ist

|z~ (DI <77 (fD-

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Cauchy—Kriterium und der wegen —| f| < f <
| f] nach Voraussetzung giiltigen Abschitzung

1 Z8 (N <225 - 0

Ist zusétzlich zu den obigen Voraussetzungen g > 0 eine weitere ,integrierbare“ Funktion, so ergibt
sich hieraus ohne weitere Miithe das Majorantenkriterium in der folgenden Fassung.

Satz 16.30 (Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale) Ist | f| < g und existiert das
uneigentliche Integral 72~ (g), so ist TP~ (f) absolut konvergent.

Beispiel. Es ist sin ¢ < z fiir « > 0 und folglich

in 1 1
S /x<—2 fir z>1.
x x

Da das uneigentliche Integral iiber 1/z? existiert, konvergiert auch

/°° sin (1/x) I
1

X

Wie im Falle der Reihen kann man hieraus ganz entsprechend ein Minorantenkriterium gewinnen.

Folgerung 16.31 (Minorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale) Ist f (z) > g(z) >0 fir
alle a < x < B und divergiert das Integral T2~ (g), so auch T2~ (f).

Durch gleichzeitige Anwendung des Monotoniekriteriums und des Satzes iiber absolute Konvergenz
kann man das folgende kleine hinreichende Kriterium fiir Integranden in Produktgestalt herleiten.

Lemma 16.32 FEs scien f, g: [a, B) — R stetig, f sei beschrinkt, und das uneigentliche Integral

/QB_ g (z)dx

sei absolut konvergent. Dann konvergiert auch

B—
/ f(@)g (@) da
absolut.

Beweis. Nach dem Monotoniekriterium reicht zu zeigen, dafl die Funktion
o [ IF@gldt, wclaB).

beschrénkt ist. Nun ist aber G (z) := [ |g(t)| < M und | f(z)| < K fiir alle a < z < B, so daf
K M eine geignete Schranke ist. O
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Bemerkung. In dem vorigen Lemma kann die Voraussetzung der absoluten Konvergenz des Integrals iiber
die Funktion g nicht abgeschwicht werden. Wir werden unten sehen, dafl das Integral fooo (sin z)/x dx
tatséchlich konvergiert. Es ist aber nicht absolut konvergent, da das Monotoniekriterium verletzt ist:

nmw n km n km n
1 2 1
dzzg / deE —/ |sinx|dx:—§ —.
/o = J—1)x =R Je—1)r Tk

Ebenso leicht sieht man, da$f auch das Integral [* (sin®x)/2 dx divergiert.

sin x sin x

x x

Von den vergleichsweise einfach zu beweisenden Konvergenzkriterien notieren wir noch das folgende.

Satz 16.33 (Grenzwertkriterium) Sind die Funktionen f, g durchweg positiv auf dem Intervall
f(x)

[a, B) und existiert der Grenzwert lirg @ =: a € Ry, so ist mit IP~(g) auch TP~ (f) konver-
r—B— g\

gent.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es zu ¢ =1 ein § < B, so daf§ fiir alle x mit g <z < B gilt:

Somit ist fiir diese = auch 0 < f(x) < (o 4+ 1) g(x), woraus die Behauptung unter Verwendung des
Majorantenkriteriums folgt. O

Bemerkung. Ist im obigen Satz der Grenzwert « positiv, so ist natiirlich das uneigentliche Integral

TZE=(f) genau dann konvergent, wenn dies auf 72~ (g) zutrifft. Der Beweis zeigt iibrigens, dal man
die Voraussetzung iiber die Existenz des Grenzwertes « noch abschwéchen kann.

Wir unterbrechen unsere theoretischen Uberlegungen an dieser Stelle zu einigen kurzen Bemerkungen
iiber die I'—Funktion. Nach EULER definiert man

T (x) ::/ et dt
0

und zeigt den folgenden

Satz 16.34 1. T'(z) konvergiert fiir alle © > 0;
2. firalle x>0 gilt T(x + 1) = 2T (z);
3. fir alle n € N* ist I'(n) = (n — 1)!.

Bemerkung. Die T-Funktion ist somit eine (wie wir spéter zeigen werden, sogar beliebig oft differen-
zierbare) , Interpolation® der nur auf den natiirlichen Zahlen definierten Fakultiit.

Beweis des Satzes. An der unteren Grenze ist das I'-Integral nur fiir < 1 uneigentlich. Nun kon-
vergieren die Integrale fol t~*dt fir s < 1. Nach dem Grenzwertkriterium konvergiert daher auch das
Integral

1
/e_tt’”_ldt fir 1—2z<1, also z>0.
0

Die Konvergenz an der oberen Grenze wird von dem Majorantenkriterium bestétigt: Es ist bei festem
x > 0 ab einer Stelle t, wegen limy . e *t*+!l =0 stets

0<ett*™ 1 <« =
t2
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Die Funktionalgleichung der I'-Funktion erhélt man durch partielle Integration:

oo

o0
+ / e tat* 1 dt
t=0 0

o
:c/ ettt dt = 2T (2) .
0

F(x—i—l)z/ ettt dt = — e tt”
0

Die dritte Formel folgt hieraus durch vollstéindige Induktion nach n und dem Wert
1“(1):/ e tdt = 1. O
0

Auch die tiefer liegenden Konvergenzsiitze iiber Reihen lassen sich auf die Situation von (unei-
gentlichen) Integralen iibertragen. Wir formulieren und beweisen als Beispiel das Analogon zu dem
DirRICHLET-Kriterium.

Satz 16.35 Ist f stetig und g stetig differenzierbar auf dem Intervall [a, B), B € RU{oo}, ist

F(z) = / Fb)dt

in [a, B) beschrinkt, und strebt g monoton gegen 0 fir t — B—, so existiert das uneigentliche
Integral

B—
/ f(t)g(tyde.

> sin t

Beispiel. Das Integral dt ist tatsdchlich nur an der oberen Grenze uneigentlich, da der

Integrand sich stetig dulpch 1 in den Nullpunkt hinein fortsetzen lafit. Wir kénnen uns also z. B.
auf das Intervall I := [7/2, co) beschrinken. Die Funktion f(¢) := sin td¢ ist stetig auf I, und
F(x) = f:/2 f(@)dt = — cos x ist dort beschrinkt. Ferner ist ¢ (¢) := 1/t stetig differenzierbar
und monoton fallend auf I, so daB das anfangs genannte Integral wegen des Dirichlet—Kriteriums
konvergiert. Sein Wert ist iibrigens 7/2. Wir werden am Ende des Kapitels zeigen, dafl dieses Integral
nicht absolut konvergiert.

Beweis (des Dirichlet-Kriteriums). Fiir beliebige [a, 5] C [a, b) findet man vermdge partieller Inte-
gration, die im Fall der unendlichen Reihen der Abelschen partiellen Summation entspricht,

B 8 3
[ t@e@d=Fg| - [ F@)g@a.

Aufgrund der Voraussetzungen geht der ,ausintegrierte* Anteil gegen Null fiir 8 — b. Es braucht also
nur noch gezeigt zu werden, dafl das uneigentliche Integral iiber F' ¢’ existiert. Hierzu benutzen wir
das Cauchy—Kriterium, wobei wir noch annehmen diirfen, dafl ¢ monoton wéchst und damit wegen der
Stetigkeit von ¢’ {iberall ¢’ > 0 gilt. Ist nun M eine Schranke zu F', so gibt es zu vorgegebenem
e > 0 ein By < B, so daB fiir alle x € [fy, b) gilt: g(z) < &/2M . Dann ist fiir alle Intervalle

[a, B] C [P0, b)

‘/jF(m)g/(x)dx S/jF(x”g/(x)deMgiSE. -

Man kann das vorstehende Resultat auch verwenden zum Nachweis der folgenden Aussage:
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Folgerung 16.36 Ist [ : [a, co) — R stetig differenzierbar mit monoton wachsender Ableitung f’
und lim, o f'(z) = 0o, so konvergiert das uneigentliche Integral

/00 sin f (z)dz .

Beweis. Wegen der Grenzwertaussage fiir die Ableitung von f ist ab f’ ab einer geeigneten Stelle
positiv und damit f von da ab streng monoton wachsend. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
konnen wir also annehmen, dafi dies schon auf dem Definitionsintervall [a, co) der Fall ist. Wegen
xh_)rxgo f(x) = 00 besitzt f eine (streng monotone) Umkehrfunktion g : [ f (a), oo ). Wir substituieren

dx
x=f(t),also t =g (x) und dt = ——— und gewinnen daraus
" ) (g @)
o *©  sinx
sinf(t)dtz/ —— dz .
/o fay (g ()
Das umgeformte Integral ist nach dem vorher bewiesenen Kriterium konvergent. |

Beispiel und Bemerkung. Insbesondere existieren gemif dieser Folgerung die sogenannten FRES-

oo o0
NELschen Integrale / sin 22 dzr und / cos 2 dx . Man beweist in der Funktionentheorie, daf
0 0

oo oo T
/ sin 22 dx = / cos 22dr = /= .
0 0 8

Mit der gleichen Methode wie beim Dirichlet—Kriterium gelangt man auch beim Abelschen Kriterium
zum Ziel, weshalb wir auf einen Beweis verzichten.

Satz 16.37 Es sei f stetig und g stetig differenzierbar auf dem Intervall [a, B), B € RU{o0}, es
ezistiere das uneigentliche Integral
B—
[ i@,

und g sei monoton und beschrdinkt. Dann existiert auch das uneigentliche Integral
B—
[ f@g@a.
a

Es gibt ferner noch einen wunderbaren Vergleichssatz zwischen Reihen und uneigentlichen Integralen,
den man in beiden Richtungen verwenden kann.

Satz 16.38 Die Funktion f : [0,00) — R sei positiv und monoton fallend (und damit iber jedes
kompakte Intervall integrierbar im Sinne des Regel-Integrals). Dann gilt : Das uneigentliche Integral

/000 f(z)dx

> fn)
n=0

konvergiert genau dann, wenn die Rethe

konvergiert.
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Beweis. Im Intervall n <z <n+1 gilt nach Voraussetzung f(n) > f(x) > f(n+1) >0, so da8

n+1

ﬂn+nf;/ f(@)dz < f(n)

n

ist und
N+1 N+1 N
EjﬂMS/' fayds < S f(n)
n=1 0 n=0

fir alle N € N. Wegen f(n) > 0 ist aber die Reihe Z f(n) genau dann konvergent, wenn die
n=0
Folge ihrer Partialsummen beschréinkt ist. Nach dem Vorhergehenden ist dies wiederum &quivalent zur

N+1
Beschrianktheit der monoton aufsteigenden Folge der Integrale / f (x) dzx, also zur Konvergenz des
0

uneigentlichen Integrals / f(x)de. O
0

oo

Beispiel. Wir haben oben gesehen, daf§ das uneigentliche Integral / 2 fir s > 1 existiert. Da der
xS

Integrand die Voraussetzungen des vorigen Satzes erfiillt, kann man hieraus erneut schlieffen, daf fiir
alle s > 1 die RIEMANNSCHE (—Funktion

= 1
C(s) = Z e
n=1
konvergiert.
Wir beenden dieses Kapitel mit einigen Resultaten iiber das Verhalten von uneigentlichen Integralen

bei konvergenten Funktionenfolgen. Bei gleichmdffiger Konvergenz herrschen die alten Verhiltnisse,
sofern das betrachtete Intervall endlich ist. Dies besagt der folgende Satz.

Satz 16.39 Die Funktionenfolge f; : [a, B) — R, B € R, sei gleichmdfig konvergent gegen eine
Grenzfunktion f . Existieren die uneigentlichen Integrale

B— B—
fi(x)dz, so auch f(z)dx,
und es gilt
B— B— B—
lim fi(x)de = / lim fj(z)dx = f(z)de .
J—0o0 a a J—0o0 a
b—
Beweis. Wir beweisen zuerst mit dem Cauchy—Kriterium, da8 die Folge I; := fj(x)dx der un-

eigentlichen Integrale konvergiert: Es existiert zu vorgegebenem ¢ > 0 ein N e N, so dafB§ fiir alle
j, k> N und alle = € [a, b) die Abschétzung

[ fi(@) = )| < 5=

besteht. Fiir diese j, k£ und alle 8§ < b hat man dann weiter die Abschitzung

’ fi(z)dx — ’ fr(z) dz
[

woraus sich unmittelbar

B
g/ i) — fu()] dx < e,

B B
1= 0l = | [ @) - Ao [ @ = ftenae | < e

= lim
B/b
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ergibt. Also existiert
b—

A = lim fi(z)dz

]—700 a

Wegen der gleichméafligen Konvergenz der Funktionenfolge (f;) auf [a, b) ist die Grenzfunktion f auf
jedem kompakten Intervall [a, 3] C [a, b) integrierbar. Es ist noch zu zeigen, daf

bf
=1
" )i ﬁ%/f

Nun gibt es zu beliebigem € > 0 ein N € N mit

b—
fu@) — Ade | < = und | fy(@) - f(z)] <

3 fir alle z € [a, b)

€
3(b— a)

‘ a

da die Folge der f; gleichméflig auf [a, b) gegen f konvergiert. Ferner gibt es ein Gy < b, so dafl

B b—
’ / fn(z)de — fn(x)dx fiiralle By < 8 <b.

€
< =
-3

Dann gilt fiir alle diese (3:

’/aﬁf(x)dx_A‘ < ‘/aﬁf(ff)dx—/ff]\,(x)dx

B b—
+ ‘ / fn(z)dx — fn(z)dx

b—

+ ' fn(@)de — A

A 2
g/ |fN(a:)d:cff(:c)|dac+§€§6,
und die Behauptung ist bewiesen. O

Bemerkung und Beispiel. Die vorstehende Aussage ist i. A. nicht richtig fiir unbeschrinkte Intervalle: Es

gibt stetige und sogar C*°—Funktionen g: R — R, die auflerhalb des Intervalls (—1, 1) verschwinden,
1

auf diesem positiv sind und (damit) ein positives Integral / g(x)dx =: A > 0 besitzen. Eine solche
-1

stetige Funktion ist g(z) = 1 — |z, |z| < 1, g(x) = 0 sonst, oder im differenzierbaren Fall die

durch Null fortgesetzte Funktion g (x) := exp , |&] < 1.Betrachte nun die Funktionenfolge

1_ 22
folx) == g(x—1), fu(z) == 27" fo(27" (x — n)). Damit ist f,(x) =0 fur x < n, so dafl die Folge
(fn) auf R punktweise gegen 0 konvergiert. (Die folgenden Skizzen sind iiberhoht).

\ /X/;( \
4 | 7

Figur 16.7

Die Konvergenz ist sogar gleichmiifig, da sup f, = 27" sup fo. Mit der Substitution ¢ :=27" (x — n)
rechnet man aber sofort nach, daf3

/ fo(x)dx = A und damit lim falz)de = A >0 = / lim f,(z)dx
0 0

n—oo 0 n—oo
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Man kann auch auf (0, co) z. B. die (bei m > 0 nirgends verschwindenden) Funktionen f,(z) =
n e~/ (22%) /23 betrachten. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung findet man sehr
leicht

oo

/ fo(z)dx = e/ (22%) =1.
0

=0

Andererseits besitzt die Funktion f,, den maximalen Wert 3v/3e~3/2/y/n, und dieser geht gegen Null.
Also ist die Funktionenfolge gleichméBig auf (0, co) gegen Null konvergent.



Anhang: Tabelle der wichtigsten Stammfunktionen

Zur Bequemlichkeit des Lesers stellen wir hier eine Tabelle von einigen der bisher gewonnenen Stamm-

funktionen zusammen.

" dx

/
[
[

dx
x

/ In xdz
/ sin x dx
/ cos rdx
/ sinh x dz
/ cosh x dx

/ dzx
cos? x

/ dx
sin? x

/ dxr

cosh2

sinh? x

f
[ i
/

cot xdz

/tanh rdr
/coth T dx
/ dx

1+ 22
/ dzr

1 — a2
/ dx

1 — 22

$”+1
n+1’
xa+1

a+1’

x

Ina’

n |z,

z(nz — 1),

—cos x,

sin x ,

cosh x ,

sinh z ,

tan z ,

—cot x ,

tanh x|

—coth =,

—1In|cosz|,

In|sinz|,
In cosh z ,
In | sinh z |,
arctan x ,
Artanhzx ,

— In
2

1 1 +x
1—=z

neZ\{-1},
acR\{-1},
reR,a>0,
x € R* = R\ {0},
x>0,
reR,
r€eR,
zeR,
reR,

r# 72477,
cE€nl,
reR,

r € R*,

zeR,
lz| <1,

;e # 1,



16 Anhang: Tabelle der wichtigsten Stammfunktionen

[V P
[T P
[V iw
/dix
i
/dix
V2 — 1
/diﬂf
V2 — 1
/L
Vit
/arcsinxda:
/arctanxdm

(ﬂc 1 — x2 + arcsin a;) ,
(517 \/H—IQ + Arsinh ;z:) ,
(x \/5527— — Arcosh x> ,

Nl —= NI N

arcsin z ,

Arcoshz = In(z + \/ﬁ) ,
— Arcosh (—z)

Arsinhz = In(z + V1 + 22),
z arcsin x + /1 — 22,

1
z arctan x — 3 In(1 + 2?).
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17 Differenzierbare Abbildungen, Kettenregel und Taylor-
Formel

Stetige Funktionen f in einer reellen Verinderlichen nehmen ihre Eztrema auf kompakten Interval-
len I = [a,b] an. Ist f iiberdies differenzierbar, so liefert das Verschwinden der Ableitung f’ eine
notwendige Bedingung fiir die Stellen, an denen das Extremum angenommen wird. Wir haben in Ka-
pitel 15 gesehen, dafl die erste Aussage auch fiir reellwertige Funktionen auf metrischen (oder sogar
topologischen) Rédumen X richtig bleibt, wenn man das kompakte Intervall I durch eine kompakte
Menge K C X ersetzt. Um die entsprechenden differentiellen Kriterien herleiten zu kénnen, miissen
wir uns iiberlegen, in welchem generellen Rahmen man iiber das Konzept der Differenzierbarkeit fiir
Abbildungen f: X — Y verfiigen kann. Verfolgt man das Konzept des Differentialquotienten, so hat
man wie in Kapitel 15 nur die Wahl, f als Abbildung von (einer Teilmenge eines bewerteten Korpers)
K in einen normierten K—Vektorraum W zuzulassen. Verfolgt man jedoch das Konzept der linearen
Approximation, so kann der Definitionsbereich U der Abbildung f auch eine (geeignete) Teilmenge
eines weiteren normierten K—Vektorraumes V' sein, wie wir anschlieBend genauer erldutern werden.

Es sei also im folgenden K ein bewerteter Korper (vorzugsweise K = R, C) mit Bewertungskorper
Ko, und V, W seien normierte K—Vektorrdume; ferner sei f: U — W, U C V, eine Abbildung,
wobei zunéchst iber U nichts weiter gesagt sei. Der uns am meisten interessierende Fall ist der, daf}
U eine offene Teilmenge von V :=R™ und W = R™ , speziell also m =1 und damit f eine Funktion
in n reellen Verdnderlichen ist:

Figur 17.1

Als erstes Konzept fithren wir nun durch eine geeignete ,,Reduzierung“ der Parameter die sogenann-
ten Richtungsableitungen ein. Es sei a € U und v € V' ein Vektor. Wir betrachten die parametrisierte
Gerade

Kot — () =a+tv

und nennen die Menge U in a bzgl. der ,Richtung® v zulissig, wenn 0 € K ein Haufungspunkt der
Menge v~ 1(U \ {a}) ist. Man sieht, dal dann v # 0 sein muf} und die Bedingung auch automatisch
fiir alle Vielfachen Av, X # 0, erfiillt ist (somit also nur von der nichtorientierten Richtung von v
abhéngt oder, anders ausgedriickt: nur von der v zugeordneten nichtparametrisierten Geraden). Ist
U offen, so ist U in jedem Punkt bzgl. jeder Richtung zuléssig.

Definition. Unter der obigen Voraussetzung heif3t

0.1 (a) = iy LUV =T — 2 poniny|

die Richtungsableitung von f in Richtung v an der Stelle a, sofern dieser Grenzwert existiert.
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Bemerkung. Aus der Kettenregel des Kapitels 14 folgt sofort: Existiert 0, f (a), so auch 9y, f (a) fiir
alle A € K, und es ist

Oof(a) = A0uf(a), A#0.

Selbstverstindlich gilt immer 9y, f (a) = 0. Ist speziell U C R™, so kann man insbesondere v gleich
dem j-ten Einheitsvektor e; wéhlen. Man schreibt dann

aof -
T(a) = 0;f(a) == D’ f(a) = 3ejf(a)
Ly
und nennt diesen Ausdruck die partielle Ableitung von f an der Stelle a nach der Variablen
zj, j=1,...,n. Andere Bezeichnungen fiir die partiellen Ableitungen sind auch f, (a) oder f ;(a).

Wir stellen jetzt die folgende Frage: Unter welcher Voraussetzung an f in a folgt aus der Existenz
der partiellen Ableitungen O1f (a),...,0nf (a) die Existenz aller Richtungsableitungen mit

Of (a) = Zvj%(a), v = (v1,...,0,) €EV =R"?
=1 !

Dieses sicherlich erwiinschte lineare Verhalten der Richtungsableitungen hat tatsidchlich mit linearer
Approzimierbarkeit der Abbildung f bei a zu tun. Wir verallgemeinern dazu unsere friithere Definition
fur Funktionen. Es seien dazu V., W und a € U C V wie oben gegeben, U sei hierbei stets eine
offene Menge.

Definition. f: U — W heifit in a total differenzierbar, wenn f dort (stetig) linear approximierbar
ist, d. h. wenn es eine stetige Linearform L: V — W gibt mit

fla+v)=f(a) + L(v) + @), ve€V nahe 0,

wobel lo@)|
v
lim P
o e,

Bemerkungen. 1. Eine Linearform L : V — W ist genau dann stetig, wenn es eine Konstante C' gibt

mit || L (v) [l;,, < C|v],, (siehe Satz 1). Dies ist immer richtig, wenn V' endlich-dimensional ist.

2. Ist f total differenzierbar in a, so ist insbesondere ¢ stetig in 0 und damit f stetigin a.

3. Die Linearform L : V — W ist eindeutig bestimmt. Denn sonst wiirde die Differenz zweier solcher
Formen eine Linearform ¢ sein mit

v
@y
v=0 v,
Wire ¢ (v) # 0 fiir ein v # 0, so wére
ey ey 40
[Avlly, vl

und damit der Grenzwert der linken Seite fiir A — 0 nicht gleich Null.

Man schreibt oft auch (Df)(a) oder D,f fiir L und nennt (Df)(a) das totale Differential von f
an der Stelle a.

Bevor wir weiter gehen im Studium differenzierbarer Abbildungen, wollen wir erst die Bemerkung 1
begriinden.
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Satz 17.1 Es seien V. und W normierte Vektorraume, F : V — W sei eine lineare Abbildung. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent :

i) F st stetig in O;
i) F ist stetig ;

ili) F ist Lipschitz—stetig, d. h. es gibt eine Zahl L >0, s. d. ||F (v) — F(w)|| < L|jv — w]| fir
alle v, weV;

iv) F ist gleichmdfig stetig ;
v) F st beschrinkt auf der Finheitskugel {veV : ||v| < 1};
vi) es gibt eine Zahl C >0, s. d. | F(v)| < C||v] fir alle ve V.

Beweis. Es gilt mit Sicherheit (mit L = C') vi) = iii) = iv) = ii) == i). Wir brauchen daher nur
noch i) = v) = vi) zu zeigen. Ist £ =1, so gibt es unter der Voraussetzung i) ein § > 0, so daf} aus

[[v] <8 folgt: ||F(v)|| <1.Istnun ||v] <1,s0ist ||[§-v] =]|d]|||v] <6 und damit
1 1
1Fe)1 = F(500) [ = s1FE00< 5 =c.

Ist andererseits diese Ungleichung fiir alle v in der Einheitskugel erfiillt, so ist vi) mit der gleichen
Konstanten richtig fiir alle v € V', denn fiir v # 0 ist

linF(v)zF<HZ>gc. O

Bemerkungen und Definition. 1. Obwohl lineare Abbildungen niemals im eigentlichen Sinne beschriankt
sind, d. h. niemals || F (v) | < C fiir alle v € V' gilt, aufler wenn F = 0 ist, nennt man lineare Abbil-
dungen mit einer der obigen dquivalenten Eigenschaften i) bis vi) doch beschrinkt linear. Dies ist also
immer zu lesen als linear und beschrinkt auf der Finheitskugel. Man nennt C wie oben eine Schranke
fur F'.

2. Sind V und W endlich-dimensional, so sind alle Aussagen fiir jede lineare Abbildung erfiillt.
In diesem Falle stimmen also die Begriffe Linearitdt und stetige Linearitit tiberein. Fiir unendlich—
dimensionale Vektorrdume ist dies jedoch nicht der Fall. (Siehe hierzu ein Beispiel im Anhang zu diesem
Kapitel).

3. Es ist tibrigens klar, dafl der Graph einer total differenzierbaren Abbildung gut linear approximiert
werden kann: Ist f: U — W in a € U C V total differenzierbar und L : V — W das zugehorige
totale Differential, so approximiert der affine Raum

{(z, ) eUxW:y = f(a) + L(z —a)}

den Graphen
{(z, ) eUxW:y = f(2)}

,besser als linear“. Wir nennen ihn den Tangentialraum an den Graphen von f an der Stelle a.

Wir wollen als néchstes den Zusammenhang zwischen totaler Differenzierbarkeit und der Existenz
von partiellen Ableitungen bzw. allen Richtungsableitungen aufkléren. Eine Richtung ist sehr einfach.

Lemma 17.2 Ist f in a total differenzierbar, so existieren alle Richtungsableitungen, und es ist

9,f (a) = L(v).
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Ist insbesondere U C V = R™, so gilt

fir v = (v1,...,0p).

Beweis. Es gilt

lim flattv) = fla) :limM = L(v) + lim P (tv) = L(v),
t—0 t t—0 t t—0 t
da
t
H plty) H LA T P g 0
t W ||tv||v t—0

Kurz gesagt, impliziert also totale Differenzierbarkeit in einem Punkt die partielle Differenzierbar-
keit. Die Umkehrung gilt nicht, wie man sich leicht an geeigneten Beispielen klar machen kann. Man
kann sogar Beispiele konstruieren, bei denen alle Richtungsableitungen in einem Punkt existieren und
trotzdem die Funktion dort nicht total differenzierbar ist.

Beispiele. 1. Die Funktion in zwei Verdnderlichen

Yy ..
R fir (z,y) # (0,0),

flz,y) =
0 fiir (z,y) = (0,0)

ist offensichtlich an allen Stellen (z, y) € R?\ {(0, 0)} stetig partiell differenzierbar mit

OF (4 ) = y* - o 0f (2, ) = x (2% — y°)

o @+ 22 0 oy (22 + y2)? 7
und auch im Nullpunkt existieren beide partiellen Ableitungen:

af . f(z,0) — f(0,0) af

o (0,0) = lim - 0, 5, (0:0)=0

Der Graph dieser Funktion sieht (ausschnittsweise) in etwa wie folgt aus:

Figur 17.2

Die Funktion f selbst ist aber im Nullpunkt nicht einmal stetig, kann insbesondere also dort auch
nicht total differenzierbar sein: Schrinkt man die Funktion nidmlich auf die Gerade y = cx ein, so
ist dort f(z,y) = ¢/(1 + ¢?), und der Grenzwert fiir z — 0 ist nur dann gleich 0, wenn ¢ = 0.
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Die Funktion f besitzt auch keine Richtungsableitungen im Nullpunkt (auBler denen in Richtung der
Koordinatenachsen): Mit einem beliebigen Vektor (vq, v2) € R? mit vy vg # 0 ist

av v f(07 O) = lim f(tvl’tUQ) — f(07 0) = lim M
(01,02) t—0 t t—0 t

= t+00.

Mit einem &hnlichen Argument sieht man ein, daf3 die partiellen Ableitungen 0;f, Jof im Nullpunkt
nicht stetig sind.

2. Die Funktion
2

o T () £ 0.0,
z,y) =

0 fiir (z,y) = (0,0)

besitzt im Nullpunkt sogar alle Richtungsableitungen. Fiir (vy, vo) € R? ist wegen f (tvy, tvg) =
lff (’Ul7 ’UQ) :
8(’[}1,1}2) f(O? 0) = f(rula /UQ) b)

insbesondere also 01 f (0, 0) = 02 (0,0) = 0. Wire aber f in 0 total differenzierbar, so miifite fiir
das totale Differential Dfy = 0 gelten, was fiir alle Vektoren v = (v, v2) € R? den offensichtlichen
Unsinn  f (v1, v2) = (Df)o(v) = 0 nach sich ziehen wiirde. Wie im vorigen Beispiel rechnet man
leicht die partiellen Ableitungen auflerhalb des Nullpunkts aus und stellt fest, dal diese im Nullpunkt
nicht stetig sind.

Eine hinreichende Bedingung fiir totale Differenzierbarkeit kann man nun leicht fiir Abbildungen
f:U—=R™ U CR" eine offene Menge, angeben. Man beachte, daf} in diesem Fall f als ein m—tupel
von Funktionen aufgefafit werden kann: f = *(f1,..., fm), und (Df)(a) identifiziert sich, wenn man
Vektoren in V und W als Spaltenvektoren auffafit, mit der Funktionalmatriz oder Jacobi-Matrixz von
f an der Stelle a:

22! of

8x1(a) = 8xn(a)

0fa 0 fo

3x1 (a) o 8(En (CL) afj

(Df) (a) = :Qmu)im _____

fm Afm

37331 (a) - o1, (a)

Es ist klar, dafl f genau dann stetig partiell differenzierbar ist, wenn dies fiir die Funktionen f1,..., fi,

gilt. Eine entsprechende Aussage ist auch fiir totale Differenzierbarkeit richtig; dies folgt unmittelbar
aus der Aquivalenz der Normen auf R™ (siehe Anhang 1 zu diesem Kapitel). Man kann sich daher,
wie auch bei vielen weiteren Uberlegungen, auf den Fall m = 1 beschrinken.

In séimtlichen , pathologischen “ Beispielen waren die partiellen Ableitungen an den fraglichen Stellen
unstetig. Schlieft man diese Moglichkeit aus, so ist die Welt wieder in bester Ordnung.

Satz 17.3 Essei f: Q >R, Q =(—a,a)™, a> 0, in jedem Punkt von @ partiell differenzierbar,
und die partiellen Ableitungen O0f/0xj, j=1,...,n, seien stetig im Ursprung. Dann ist f in 0 total
differenzierbar.

Folgerung 17.4 Ist f: U — R, U eine offene Menge in R™ | stetig partiell differenzierbar, so ist f
in jedem Punkt a € U total differenzierbar.
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Beweis (Satz 3). Es sel « = (x1,...,2,) € @ ein fest gewdhlter Punkt. Dann sind auch die Punkte
=g, 2D = (2, 2,1, 0), 272 = (21,...,2,2,0,0),...,29 =(0,...,0) =0 € Q.
Betrachte die Funktionen

g](t) = f(xl,...7$j,1,t,0,...,0), |t|<a
Diese Funktionen sind differenzierbar fiir |¢| < a mit

dgj ., _ Of
p (t) = oz, (r1,...,2-1, ¢ 0,...,0).

Aus dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt dann mit einem geeigneten Wert ¢; zwischen

0 und z;, daf

FE) = 1) = gy = 0,0) = 5 (0)e = 56

mit gj = 53(33) = (ZEl, ey L1, tj, 0, . ,0) . Setze nun

by(a) = (f:,j;(@(x»;

dann gilt

n

F@) = f(0) =3 (f @) = f@U70) = D (@) e,

=1

und die Funktionen ; sind in 0 stetig, da mit 2 gegen 0 auch ;(x) gegen 0 geht. Setzt man
n
¢; =;(0) und ¢ (z) = Z(wj(x) — 1,(0)) x; , so ist

@) = 1O + Y ey + o),

und ¢ (z)/ ||z ||s geht gegen Null fiir z — 0. O

Offensichtlich haben wir am Ende des Beweises noch den folgenden Zusatz gezeigt:

Satz 17.5 FEine Funktion f: U — R istin a € U C R™ genau dann total differenzierbar, wenn es
(i. a. nicht eindeutig bestimmte) Funktionen v¢; : U — R, j=1,...,n, gibt, die in a stetig sind, und
fiir die gilt:

fx) = fla) + Y (@) (25 — aj) .
j=1

Die [ in a zugeordnete totale Ableitung (Df), ist dann gegeben durch
(Df)a(v) =Y i(a)v;, v = (v1,...,00) ER™.
j=1

Insbesondere ist of
%j = 1;(a) .

Bemerkung. Im Komplexen ist Differenzierbarkeit, wie wir frither schon angemerkt haben, eine
viel stiarkere Eigenschaft als im Reellen. Dies zeigt sich auch in mehreren Verénderlichen: Ist
fiDix---xDy=:D — C partiell komplex differenzierbar, D; C C eine offene Kreisscheibe, so sind
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die partiellen Ableitungen 0f/0z;, j =1,...,n, automatisch stetig, und f ist an jeder Stelle a € D
total (komplex) differenzierbar. Es gilt sogar, dafi f in jedem Punkt analytisch (oder holomorph)
ist, d. h. um jeden Punkt in eine konvergente Potenzreihe in n komplexen Verénderlichen entwickelt
werden kann.

Wir kommen nun zu den algebraischen Eigenschaften des Begriffs der totalen und partiellen Diffe-
renzierbarkeit.

Satz 17.6 Es scien die Abbildungen f, fi, fo : U — W total differenzierbar in a, und das gleiche
gelte fiir ¢: U — K. Dann sind auch die Abbildungen

fi+f, cf

total differenzierbar in a , und es gilt
Da(fl + f2) = Dafl + Daf2 ) Da(cf) = C(a)'Daf + Dac'f(a) .

Insbesondere gilt

d(fr + f2) _Ofi df2
813]' (a N 8xj (a) 8xj (a)7
d(cf) _ of Oc
o (0) = () o () + 5 (@) o)

Die letzten Gleichungen bestehen natiirlich auch fir den Fall, daf8 die betreffenden Funktionen in a nur
nach x; partiell differenzierbar sind.

Der Beweis verlduft vollig analog zu dem Fall einer Verdnderlichen und sei deshalb dem Leser
iiberlassen. 0

Von grofler Wichtigkeit ist die Verallgemeinerung der Kettenregel auf mehrere Verdnderliche.

Satz 17.7 (Kettenregel) Fs secien f und g verkniipfbar, f sei in a und g in b = f(a) total
differenzierbar. Dann ist go f in a total differenzierbar, und es gilt

Da(go f) = Dygo Daf
wobei auf der rechten Seite die Verkniipfung von linearen Abbildungen steht.

Beweis. Wir setzen
fla+v)=f(a)+ L) + e ,

g+ w) =g + M(w) + ¢ (w)

mit stetigen Linearformen L und M und
[ )l _

fim L@ gy, @Iy
v—=0  |[v]] w=0 [lw]|

Daraus ergibt sich fiir F'=go f:
Fla+v)=g(fla+v) =90+ L+ eW)
=g(b) + M (L) + ¢(v) + ¢ (L(v) + ¢ (v))
— F(a) + (MoL)(v) + ®(v)

mit

®(v) = M(pv) + ¢ (L) + ¢(v).
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Hieraus folgt wegen der Stetigkeit von M :

L IM e ) _

lim lim || M <('0(U)) H =0.
=0 v v—0 [l
Fiir den zweiten Ausdruck setzen wir w := L (v) + ¢ (v). Es ist klar, da w — 0 mit v — 0. Damit
folgt
L
I E@ el )] Le) e
v—0 ol w=0  fJwl]] =0 ol
(Man beachte, dafl ¢ (L (v) + ¢ (v)) =0, falls w =L (v) + ¢ (v) =0). O

Folgerung 17.8 In dem wvorigen Satz seien V = R"™ und W = R™ endlich-dimensional, es sei
f = Yf1,..., fm) eine Abbildung V. — W, f; = fi(z1,....2n), und g = g(y1,...,Yym) sei eine
Funktion. Dann gilt

8Ik . aika

09 (fi(x1,- s xn)se vy fm(T1, . 20)) - 09 . of; .
=3 Gy ) g ).

Wir wollen noch eine notwendige Bedingung dafiir ableiten, daf§ eine gegebene Abbildung f, die
in a total differenzierbar ist, in b = f (a) eine total differenzierbare Umkehrabbildung g besitzt. In
diesem Fall mufl mit F'=go f =id gelten:

F(a)+ (MoL)(v) + ®(v) =id(a+v) =a+v, a= F(a),

also
(MoL —id)(v) + ®(v) =0

und damit M o L = idy . Entsprechend folgt L o M = idy , so dafl insbesondere L : V — W ein
linearer Isomorphismus sein mufl. Ist speziell V = R™, W = R™, so mul damit m = n und die

Jacobi-Matrix of
1. = (52 @)
Oy, 1<j,k<n

invertierbar sein. Wir werden spéter zeigen (Kapitel 25), dafi diese Bedingung auch (lokal) hinreichend
ist.

Satz 17.9 (Umkehrsatz) Es sei f ="(f1,...,fn): U — R", U offen in R™, stetig partiell diffe-
renzierbar, und
(Df)a € M (n xn, R)

sei an einer Stelle a € U invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung Uy C U wvon a und eine
offene Umgebung Uy von b= f(a), so daff

f|U0 : Uo —_— U1

bijektiv und die Umkehrabbildung
(flog) ™" : Uh — Ug

stetig differenzierbar ist.

Wir wollen uns jetzt mit hoheren Ableitungen und der Taylorformel in mehreren Verdnderlichen

beschéftigen. Wir setzen
or 9 (9
8Ij 8Ik o 8xj al‘k
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sofern diese Ableitung (an einer Stelle) existiert, und schreiben dafiir auch
Ojrf oder DD*f  oder fujz, oder  fp .

Man kann einfache Beispiele dafiir angeben, dafl zweite partielle Ableitungen nicht zu vertauschen
brauchen: 1. A.ist Ojrf # Ok;f .

Beispiel. Die Funktion f: RZ2 — R sei definiert durch
2 _ 2
Ty v L

— fir (z,y 0, 0),
oy = o (z,y) # (0, 0)
0 fir (x,y) =(0,0).
Dann ist f iiberall zweimal partiell differenzierbar; es gilt aber

0*f 0*f
oxdy oydx

0,0)=1+# —1 = (0, 0) .

Unter recht einfachen Voraussetzungen tritt dieses unangenehme Phénomen aber nicht auf.

Satz 17.10 Es sei U C R™ offen, f : U — R sei stetig partiell differenzierbar, und es ezistiere
0% f 0z Oxy, . Ferner sei diese zweite Ableitung an einer Stelle a € U stetig. Dann ezistiert auch
0% f 0z, Ox; an der Stelle a, und es gilt

0% f o?f
a) = (a) .
&L'k 8l’j 8xj 8xk
Beweis. Ohne Einschrinkung sei n = 2 und (4, k) = (1, 2); ferner sei a =0 und Q =[—-6,] C U.

Betrachte die Funktion (wir schreiben (z1, z2) = (z, y)):

g(@,y) = f(v,y) — f(x,0), (z,y9)€Q.

Dann ist nach dem 1. Mittelwertsatz

F(x’y) :f(x7y)_f(x’0)_f(07y)+f(0’0) :g(x,y)—g(O,y) :x%(&y)

L (or oF o) _ . O
—o (Fen-Feo)—ayl e

mit § = &, zwischen 0 und = und n = 7, zwischen 0 und y. Nach Voraussetzung gibt es zu
€>0 ein § >0 (evtl. kleiner als das schon gew#hlte) mit

0% f 0% f
@ =t 0.0 <
fir || < d, |y| < 0. Mit der obigen Gleichung ist dann
F(z,y)  0°f
‘ o ayax(0,0) <e, || <d, |yl <o.
Nun ist
F(x,y):1{f(x,y)—f(x,())_f(O,y)—f(0,0)}
zy x y y ’

. . 1 [(of of N -
und dieser Ausdruck geht mit y — 0 gegen = \ay (z,0) — e (0, 0) ) . Also ist fiir alle hinreichend
kleinen x: 2¢/8 5¢/8 o2

x Oy Oz

und damit
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0% f _O*f
Oz Oy (0,0) = Oy Oz (0,0 =

Definition. Sei U C R™ offen. Eine Funktion f: U — R heiflt k—mal stetig differenzierbar, wenn alle
Ableitungen
81181kf, il,...,ikE{l,...,’rL}7
in U existieren und stetig sind. Wir schreiben dann f € C* (U). Nach dem vorigen Satz ist dann jede
Ableitung 0;, --- 0;, f unabhéngig von der Reihenfolge der Differentiationen; m. a. W.: Es gilt stets
81‘1 . 31kf = DMD* . . . Da"f s

wobei «a; die Anzahl der i, bezeichnet, die gleich j sind, j =1,...,n. Ferner setzt man
cxU) =) k).
k=0

Funktionen in diesem Vektorraum heiflen unendlich oft partiell differenzierbar.

Man kann leicht die Taylor-Formel auf mehrere Verdnderliche iibertragen, wobei letztendlich nur
Schreibarbeit zu bewéltigen ist. Man betrachtet f € C¥*1(U) und Punkte a, x € U, deren Verbin-
dungsstrecke in U verlduft. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn U konvez, also z. B. eine Kugel ist, oder
wenn U sternformig bzgl. a ist. Durch Betrachtung von F (t) := f(a+th), h=x—a, t € [0, 1],
kann man das ganze Problem auf den Fall einer einzigen Variablen t¢ zuriickfithren. Wir setzen im
folgenden

al == ol oyl |al = a4 4@, und Df =900 f fir o = (oq,...,a,) €N

und
h=ht-...-hS fir h = (hy,...,hy,) ER™.

Mit diesen Bezeichnungen gilt der folgende
Satz 17.11 Zu jedem © = a + h mit a + th € U, t € [0, 1], existiert ein ¥ € [0, 1] mit

la|<k o loo|=k+1 a

Insbesondere ist

= 3 ZLE e oqngpn.

|| <k+1
Hierbei steht o (|| h||**1) fiir eine Funktion ¢ (h) mit
h
lim olh)

Beweis. a) Wir betrachten die Funktion
F(t) = fa+th), telol],

und zeigen, daf sie (k4 1)-mal stetig differenzierbar ist mit

d'F
W(t): Z aje-...-ﬁjlf(a+th)hj1~...-hjé,

0!
> = Dfla+th)h*, 0<L<k+1.
(o
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Die erste Formel erhélt man leicht durch Induktion nach ¢ > 1, wobei der Fall / = 1 gerade die

Kettenregel ist:

dF d "
—m = o flan+ th o an + thy) = > 0if(a+th)h;.

j=1

Ist die Formel nun fiir £ > 1 schon bewiesen, so ergibt sich wiederum mit der Kettenregel

A F d

=3 (X 0 flat th by, )y

8j2+1~...-8j1f(a+th)hjl-...-hjzﬂ .

|
(]

J1seede+1=1

Kommt nun unter den Indizes (ji,...,j¢) der Index 1 genau aj;—mal vor, der Index 2 genau as—mal
etc., so ist wegen des vorigen Satzes

Ojp -0 fla+th)hy -...-hj, = Df(a + th)h".
Es gibt aber genau #!/aq!- ... ay,! ¢—tupel (ji1,...,7¢) von Zahlen 1 < jy <n, bei denen die Zahl v

genau v—mal vorkommt.

b) Wegen der Taylor-Formel in einer Veréinderlichen gibt es ein 9 € (0, 1) mit

k . .
flath)=F1)=Y FO©)  FW) S DY@ ey DYt 0

! ! ! !
— 2! (L+1)! = o o1 al
¢) Nach dem Vorstehenden ist
Df(a) o a
flat+h = > S+ > ra(h)h
|| <k+1 |al=k+1

mit 1
rolh) = L (D°fa + 9B) — D*f (@) .

Wegen der Stetigkeit von D*f an der Stelle a fiir |a| < k+1 ist limp_g r4(h) = 0. Nun ist in der
Maximumnorm von R”™ offensichtlich fiir |o| =k +1:

L LT R |
AT T TR Rl T

Somit ergibt sich

¢ (h) k+1
Lim T[T =0, also ¢ =o([|h[")

mit
la|=k+1

Fiir Anwendungen beschrinken wir uns auf den Fall £ = 1. Es ist klar, dal in a € U hochstens
dann ein (lokales) Extremum vorliegen kann, wenn alle partiellen Ableitungen f; in a verschwinden,
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denn dann muB ja auch die Funktion f(a + te;) ein lokales Extremum bei ¢ = 0 besitzen.

Definition. Ist f: U — R in a € U partiell differenzierbar, so heifit der Vektor

wad,f = (g @, gt (@)

der Gradient der Funktion f an der Stelle a. Manchmal schreiben wir auch grad f (a) oder Ahnliches.

Bemerkung. Weiter unten werden wir den Gradienten einer Funktion auch geometrisch deuten.

Hier konnen wir zunéchst anmerken:

Lemma 17.12 Eine notwendige Bedingung fir ein lokales Extremum einer partiell differenzierbaren
Funktion f: U — R an der Stelle a in der offenen Menge U ist das Verschwinden des Gradienten :

grad,f = 0.

Fiir Funktionen in einer Verénderlichen konnten wir mit Hilfe der Taylor—Formel hinreichende Be-
dingungen dafiir angeben, wann an einer Stelle mit verschwindender Ableitung tatséchlich ein lokales
Minimum oder Maximum vorliegt. Auch fiir Funktionen in mehreren Verénderlichen gibt es solche Kri-
terien, die die entsprechenden Bedingungen in einer Verénderlichen verallgemeinern. Nach dem Vorigen
hat man ndmlich an Stellen a mit verschwindendem Gradienten fiir kleine h die Darstellung

n 2
flatn=f@+g > 2L

- (@) e+ o (|l h]?) -

Definition. Die (symmetrische) quadratische Matrix

2
m_(3f<@
Ox; 0wy, Jk=1,..n

heifit die HEsSEsche Matriz von f an der Stelle a. Die zugehorige quadratische Form

h — H(h) := (h, Hyh) Z
j,k=1

a)hjh
Oz axk k

heifit die Hessesche Form von f an der Stelle a.

Definition. Es sei S = (a;i) € M (n x n, R) symmetrisch, d. h. ar; = aj;, fir alle j, k=1,...,n. Die
zugehorige quadratische Form q(h) = qg(h) := Y aj i hj hi heifit

a) positiv definit, wenn q(h) > 0, h #0;
b) positiv semidefinit, wenn g (h) > 0, h € R™;

¢) indefinit, wenn es h’ und h” gibt mit q(h') > 0 > q(h").

Ein niitzliches Kriterium ist das folgende:

Satz 17.13 Fir die quadratische Form q = qq sind die folgenden Aussagen dquivalent :
i) g = qg tst positiv (semi-) definit ;
ii) die Eigenwerte der Matriz S sind (simtlich reell und) positiv (nicht negativ) ;

iii) alle Hauptunterdeterminanten der symmetrischen Matriz S sind positiv (nicht negativ).
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Zum Beweis siche das Ende dieses Kapitels im Anschlufl an den Beweis des Satzes iiber die Hauptach-
sentransformation. O

Bemerkung. Das Kriterium iii) wird oft HURWITZ zugeschrieben, findet sich aber schon in einer fritheren
Arbeit von JACOBI.
Satz 17.14 Es sei f € C2(U), a € U, und grad,f = 0. Dann gilt :

a) Ist die Hessesche Form H = H, positiv definit, so besitzt f in a ein (lokales) isoliertes Minimum.

b) Ist H negativ definit, so besitzt [ in a ein (lokales) isoliertes Maximum.
c) Ist H indefinit, so besitzt f in a kein lokales Extremum.

Beweis. Selbstverstindlich folgt b) aus a) durch Ubergang zu —f. Wir zeigen also a). Im folgenden
bezeichnet || - || die euklidische Norm von R™. Nach Voraussetzung gilt

h(a+h)=f(a)+%<haHh>+s0(h) mit ¢ (h) = o(|[h]?).

Somit gibt es zu jedem & > 0 ein § > 0, so daf aus ||| < § die Ungleichung |¢ (k)| < e[ h|?
folgt. Ist nun H positiv definit, so existiert

o :=inf{(h, HR) : h € S" '} > 0.
Fiir h#0 sei A:=1/||h|| und damit g:= Ah € S"~!. Dann ist
1 1
(h, Hh) = 15 (g, Hg) > y5 a = a| |,
(Diese Ungleichung gilt natiirlich auch fiir A = 0). Wéahle jetzt 6 =6 (a/4), so daB

a N
le ()] < 7 IIR]? fir [A]l <4

1
Da andererseits 3 (h, Hh) > — || h||*, ergibt sich

o
2
>

flath) = fla)+ T2 > fla) fix 0<[h] <4,
¢) Fiir indefinites H sei £ € R™\ {0} ein Vektor mit (&, HE) = o > 0. Fiir kleine reelle Zahlen ¢

ist dann )

fla+18) = f(@) + 5 (& HE) +9(t8) = @) + 5 +008).

2
Ist ¢ hinreichend klein, so ist | (t&)] < % t? und folglich f (a 4+ t€) > f(a). Entsprechend erhilt
man fir n € R™ mit (n, Hn) < 0,daB f(a + tn) < f(a) fir kleine ¢. O

Bemerkung. Ist H nur semidefinit, so kann man keine Aussagen {iber f nahe a mit grad, f = 0

machen. Es ist z. B.
2 0
=5 0)

flz,y) = 2%, 22 +¢°, 2° +y*

positiv semidefinit fiir die Funktionen

an der Stelle a = 0 = (0, 0) € R?. Im ersten Fall hat man ein (nicht isoliertes) Minimum in a, im
zweiten Fall kein Extremum und im dritten Fall ein isoliertes Minimum.

Wir kommen nun zu der oben schon angekiindigten geometrischen Deutung des Gradienten einer
Funktion f in n reellen Verinderlichen. Als erstes notieren wir:
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Satz 17.15 Die Funktion f : U — R, U C R"™ offen, sei in dem Punkt a € U stetig partiell
differenzierbar. Dann ist der Gradient grad,f der eindeutig bestimmte Vektor v € R™, so daf$ fiir alle
Vektoren v € R™ die Richtungsableitung O, f (a) von f in a geschrieben werden kann in der Gestalt

avf(a) = <’75 U) :

Beweis. Eine Richtung haben wir schon gezeigt: Ist f in a total differenzierbar, so besitzt f dort alle
Richtungsableitungen, und es ist

Ovf (a) = Z a—‘f(a)vj = (grad,f, v) furalle v = (vy,...,v,) € R".

Ist umgekehrt 9, f (a) = (v, v) fir alle v € R™, so gilt speziell mit v:=e;: 9;f (a) = (7, ;) =5,
also v =grad, f. |

Als ni#chstes miissen wir ganz allgemein orientierte Winkel in euklidischen Vektorrdumen
einfiithren®®. Wir erinnern dazu zunichst daran, daf wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung in
euklidischen Vektorriumen® V mit Skalarprodukt (-, -) fiir zwei von Null verschiedene Vektoren
v, w € V die Zahl
c(v, w) := v w)

Fo 1wl
dem Betrage nach stets < 1 ist. Ist A € End (V) eine lineare Abbildung, die das Skalarprodukt
invariant 148t, also eine orthogonale Abbildung oder euklidische Drehung um den Nullpunkt, so bleibt
auch c¢ (v, w) invariant: ¢ (Av, Aw) = c(v, w). Da offensichtlich

ot =y g )

konnen wir ferner annehmen, dafl v und w die Lénge 1 besitzen. Durch eine geeignete euklidische
Bewegung A 148t sich offensichtlich weiter erreichen, dafl v = ey ist und w in der von e; und eq
aufgespannten Ebene liegt. Ist nun ¢, 0 < ¢ < 7, der (orientierte) Winkel zwischen der e;—Achse und
w, also w = (cos p)e; + (sin p)es, soist (v, w) = cos ¢ wegen (e;, €x) = Ojk .

Lemma 17.16 Durch
<U? w> 0 S SO

IN

cos p = T,

lollwl

wird je zwei von Null verschiedenen Vektoren v, w eindeutig thr orientierter Zwischenwinkel ¢ zuge-
ordnet. Es gilt

(v, w) = (cos @) [[v][fw] -

Bezeichnen wir nun mit ¢ := ¢, diesen Winkel zwischen v und dem Gradienten v von f in
a, 0 <o <7, soist nach den obigen Darlegungen

(7, v) = (cos @) [lo [yl
und damit 9, f (a) am grofiten, wenn cos ¢ = 1 ist und folglich v und grad,f in dieselbe Richtung

zeigen.

Folgerung 17.17 Die Richtung des Gradienten grad,f ist die Richtung des steilsten Anstiegs der
Funktion f im Punkte a .

247u diesen Bemerkungen vergleiche auch die ausfiihrlicheren Darlegungen im Anhang zu Kapitel 19.
25Siehe loc. cit.
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Man kann dieses Ergebnis auch noch anders deuten. Auf einer sogenannten Niveau—Menge

Ni(e) = fH(e) = {z€U: f(z) = ¢}

steigt die Funktion f iiberhaupt nicht an. Ist speziell n = 2, so sind diese Niveau—Mengen im Allge-
meinen Kurven, die man auch als Héhenlinien bezeichnet. Die Funktion f I8t sich dann aus ihrem
Héhenportrait, also einer Landkarte mit Hohenlinien, rekonstruieren.

Nun weifl jeder Bergwanderer, dafl der steilste Anstieg auf den Berg senkrecht zu den Hohenlinien
verlauft. Wir konnen diese alltégliche Erfahrung mathematisch vollig exakt formulieren und beweisen.

Lemma 17.18 FEs sei f: U — R eine in dem Punkt a € U C R" total differenzierbare Funktion,
und «: I = (—e,e) = U sei eine differenzierbare Kurve mit o (0) = a, deren Bild o (I) ganz in der
Héhenlinie Ny(f (a)) liegt. Dann gilt

(grad,f, a/(0)) = 0.

Beweis. Die Bedingung « (t) € Ny(f (a)) ist gleichbedeutend damit, dafl die Zusammensetzung f o o
identisch f (a) auf dem Intervall I ist. Der Rest ist nur noch eine direkte Anwendung der Kettenregel:

=0. ]
t=0

L @aj0) = 2 (foa)

P 1
T
O O00000o o o
» wWhRORMW B v

I

.
o
3]

Figur 17.3

Zum Abschluf} dieses Kapitels wollen wir uns mit einer Verfeinerung des notwendigen Kriteriums fiir
lokale Extrema von Funktionen in mehreren Verénderlichen beschiftigen, dem sogenannten Kriterium
fiir ein (lokales) Extremum mit Nebenbedingung. Wir behandeln hier nur den einfachsten Fall und stellen
das allgemeine Resultat zuriick, bis wir es im Rahmen der Theorie der Untermannigfaltigkeiten von R"™
(siehe Kapitel 25) in seine natiirliche Form bringen und vollstéindig erkliren koénnen.

Ein Beispiel dieser Art haben wir schon frither behandelt: Man suche das Rechteck grifsten Fldachen-
inhalts mit vorgegebenem Umfang 2L . Mit anderen Worten: Man maximiere die Funktion F (z, y) :=
xy auf RY x R unter der Nebenbedingung f(x,y) = 2L = const., wobei f(z,y) := = + y. Die
Losung des speziellen Problems ist sehr einfach: Man ldst die Gleichung f (z, y) = 2 L nach einer der
Variablen auf, z. B. also y = 2L — x, und setzt in die Funktion F ein. Dies liefert eine Funktion in
einer einzigen Variablen, deren Maxima und Minima man mit der Differentialrechnung der Funktionen
in einer Variablen zu bestimmen versuchen kann.

Im Allgemeinfall haben wir es also mit zwei (stetig differenzierbaren) Funktionen f, F' auf einer
offenen Menge U C R™ zu tun.

26In dem zweiten sehr schematisierten Beispiel werden einige Leser vielleicht die hchste Erhebung in Spanien erkennen.
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Definition. Ein Punkt a € U heifit ein lokales Maximum von F wunter der Nebenbedingung f = 0,
wenn es eine Umgebung V' von a in U gibt, so dal F () < F (a) fiir alle € V' mit der zusétzlichen
Bedingung x € N;(0), d. h. f(x) = 0, gilt. Analog erklirt man die Begriffe des lokalen Minimums
und zusammenfassend des lokalen Eztremums von F an der Stelle a unter der Nebenbedingung f =0.

Das Problem der Bestimmung einer notwendigen Bedingung fiir die Existenz eines solchen Extre-
mums in einem Punkt a 148t sich auf den ,absoluten Fall der Bestimmung von lokalen Extrema einer

Funktion in m — 1 Variablen zuriickfithren, wenn man die Gleichung f (x1,...,z,) = 0 nach einer der
Variablen zi,...,z, nahe a aufldsen kann, wenn es also z. B. offene Mengen V' Cc R*™', V/ C R
mit

ae V' xV"'cU

und eine Funktion ¢ : V" — V' gibt, so da8
{zecV' xV": f(x) =0} ={z=(2/,2")eR" ' xR: 2" = p(2')},

wenn also die Nullstellenmenge von f in der Produktumgebung V' x V" von a der Graph der Funktion
¢ ist. Denn dann besitzt F genau dann ein lokales Extremum in a := (a’, a”) € R*~! x R unter der
Nebenbedingung f = 0, wenn die zusammengesetzte Funktion F (z1,...,Zp—1, ¢ (Z1,...,Zp—1)) In
n — 1 Veriinderlichen ein lokales Extremum (ohne Nebenbedingung) in dem Punkt o’ € V' C R*~!
annimmt.

Erstaunlicherweise braucht man unter einer Zusatzvoraussetzung weder nach der Auflésung der
impliziten Gleichung f = 0 zu suchen noch diese, wenn man sie kennt, einzusetzen. Der Schliissel des
Geheimnisses ist der leicht aus dem Umkehrsatz deduzierbare Satz tber implizite Funktionen (siehe
Kapitel 25), der besagt, daf man die Funktion f lokal bei einem Punkt a € N;(0) immer dann nach
x; auflésen kann, wenn 0 f/0x; (a) # 0.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(z1,...,2,) = 2% + -+ + 22 — 1. Das Nullstellengebilde
dieser Funktion ist die Einheitssphdre S™~!, die sich an allen Stellen 2’ := (z1,...,2,_1) € R"™ mit
22 + .-+ 22_, < 1 als Graph der (differenzierbaren) Funktion ¢ (z') := \/1 — (22 +- 422 )
oder der Funktion —¢ darstellen 14t, und offensichtlich ist eine Auflésung von f =0 nach z,, nur an
diesen Stellen moglich. Andererseits verschwindet die Ableitung 0 f/0x, = 2z, auf S"~! genau in
den Punkten (x1,...,2,-1, 0) mit 23 +---+22_, = 1.

Figur 17.4

Eine (lokale) Auflosung der Gleichung f =0 in der Néhe von a € U mit f(a) =0 ist also immer
dann moglich, wenn grad, f # 0. Unter dieser Voraussetzung erhalten wir aber auch eine notwendige
Bedingung fiir die lokale Existenz von Extrema unter der Nebenbedingung f = 0, ohne tatsdichlich die
Auflosung vornehmen zu miissen.
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Satz 17.19 Es secien F, f : U — R stetig partiell differenzierbare Funktionen, und a € U sei eine
Stelle mit grad,f # 0. Besitzt dann F ein lokales Extremum in a unter der Nebenbedingung f =0,
so ist notwendig

grad, F' = Agrad, f

mit einer Konstanten A € R.

Definition. Man nennt die (a priori unbekannte) Zahl A einen LAGRANGE-Multiplikator.

Beispiel. Wir kommen noch einmal auf das Beispiel F (z, y) = zy und f (z, y) =z + y — 2 L zuriick.
Hier ist grad,f = (1, 1) # 0 an allen Stellen des Definitionsbereichs. Die Lagrange-Bedingung fiir ein
lokales Extremum der Funktion F unter der Nebenbedingung f = 0 liefert dann die Bedingung

(ag, a1) = grad, F' = Agrad,f = (A, A),

und obwohl wir den Lagrange—Faktor A\ nicht kennen, folgt hieraus schon (ae, a;) = (A, A), al-
S0 a1 = A = as, und aus der Nebenbedingung ergibt sich das uns schon bekannte Resultat a; = a2 = L.

Beweis von Satz 19. Wir koénnen ohne Einschrinkung annehmen, dafl 0 f/0x, an der Stelle
a = (a’,a”) von Null verschieden ist und die Gleichung f (z1,...,2,) = 0 nahe a nach z, =
o (x1,...,2n—1) aufgelost werden kann. Dann ist f (z1,...,Zn—1, ¢ (z1,...,2n—1)) = 0 in einer Um-
gebung des Punktes @’ € R"!, und aus der Kettenregel folgt durch Differentiation nach i, J =

1,...,n—1:
0 of o
ajj (a) + ax]; (@) 5 (@) =

Auf der anderen Seite besitzt die zusammengesetzte Funktion
F (zla cees -1, P ('Tla s 7:6”—1))

ein lokales Extremum in «a’. Damit mufl der Gradient dieser Funktion in a’ verschwinden, und dies
liefert erneut mit der Kettenregel die Gleichungen

oF oF oy ,, .
- - — = =1,...,n—1.
S @)+ @ 2 @) =0, =l
. OF af , \\7"' . .
Mit A\ = oz, (a) (8:% (a)) folgt aus diesen Gleichungen
OF of .
67%(@)—/\67%(@)’ J=1....,n,
also grad,F = Agrad,f. O

Bemerkung. Unter der Bedingung grad, f # 0 ist die Menge N := N¢(f (a)) tatsichlich eine (n—1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ (zu diesem Begriff sieche Kapitel 25). Insbesondere besitzt
sie einen Tangentialraum Ty, , der als Vektorraum erzeugt wird von den partiellen Ableitungen

Op oo

wenn ¢ (z'), ' € U’ C R eine Auflésung der Niveaumenge N z. B. nach der Variablen w,
bezeichnet. Die Bezeichnung Tangentialraum verdient sich T , zu Recht aufgrund der Tatsache, dafl
er genau aus allen Tangentialvektoren o'(0) von Kurven «: (—¢, ) — N mit «(0) = a besteht. (Zu
allen diesen Behauptungen vgl. loc. cit.). Hiermit kann man Lemma 18 umformulieren zu
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Lemma 17.20 Es sei f: U — R eine in dem Punkt a € U C R™ total differenzierbare Funktion mit
grad, f # 0. Dann steht der Gradient grad,f senkrecht auf dem Tangentialraum T, der Hohenlinie

N = N¢(f (a)

Als besonderen Hohepunkt dieses letzten Abschnitts deduzieren wir einen zentralen Satz der linearen
Algebra: den Satz iber die Hauptachsentransformation symmetrischer Matrizen bzw. quadratischer
Formen, samt einiger niitzlicher Folgerungen, die wir im Zusammenhang mit der Bestimmung lokaler
Extrema von Funktionen in mehreren Verdnderlichen schon erwidhnt hatten.

Wir erinnern daran, daf} eine quadratische Form auf R"™ eine Funktion des Typs

n
q(z) = Z Qjp Tj T

J,k=1

ist. Nach Vertauschung der Indizes j, k& und Anwendung des Kommutativ—Gesetzes erhilt man auch

n 1 n n
q(x) = g Qpj T ) = 3 E (ajr + anj)xjx) = g Qjl Tj Ty
jk=1 jik=1 j k=1

mit o = (1/2) (ajr + ax;) = ox; . Wir konnen daher und werden von vornherein annehmen, dafi die
Matrix S := (a;x) symmetrisch ist. Wir schreiben von nun an

q(x) = qs(x) == (z, Sz).

Ist umgekehrt S € M (n x n, R) symmetrisch, so ist

(z,y)g = "2y

eine symmetrische Bilinearform auf R™ und

q(x) = q5(x) = (=, )g

die zugehorige quadratische Form. Mit dieser Beziehung kann man allgemein quadratische Formen ¢ auf
reellen Vektorrdumen mit Hilfe von symmetrischen Bilinearformen b erklidren durch ¢ (x) = b(z, z),
wobei umgekehrt die quadratische Form ¢ ihrerseits die sie definierende symmetrische Bilinearform b
bestimmt durch die sogenannte Polarisationsformel:

bry) = 5 (4l +9) — ale) — aly).

Es ist nicht schwer, den Gradienten einer solchen quadratischen Form auszurechnen. Man bekommt
sofort

aq n n n n
B = O Gk (Ojems + i 0k) = D aman + Y ajen; =2 aje;
¢ Jik=1 k=1 j=1 j=1
und damit die einfache Formel
gradgg = 2S5z .
In dem Spezialfall S := E,, ist gg nichts anderes als das Quadrat der euklidischen Norm: ¢, () =
| z ||§ Nun ist aber die Einheitssphiire S"~! kompakt, so daf fiir jede symmetrische Matrix S die

quadratische Form ¢g auf S7~1 z. B. ein Maximum annimmt. Mit anderen Worten: Es existiert ein
(globales) Maximum der Funktion ¢g unter der Nebenbedingung ¢, — 1 = 0. Somit gibt es nach
Satz 18 eine Stelle v; € S"~! | so daB mit einem geeigneten \ € R gilt:

1 A
Sv = ggradqs(vl) = Egraqun(vl) =AE,v1 = \v; .

Wir haben somit unter Verwendung analytischer Methoden bewiesen:



17  Differenzierbare Abbildungen, Kettenregel und Taylor—Formel 359

Satz 17.21 Jede reelle symmetrische Matriz S = (a;) besitzt einen Eigenvektor mit reellem Figen-
wert \.

Wa&hlt man in der Situation wie zuvor eine Hyperebene H durch den Ursprung, die senkrecht steht
auf dem Eigenvektor vy, so liefert ein dhnliches Argument die Existenz eines weiteren Eigenvektors
vy € 8"~ N H mit reellem Eigenwert. Induktiv so fortfahrend, beweist man den

Satz 17.22 (Hauptachsentransformation) Zu jeder reellen symmetrischen Matriz S = (ajik) €
M (n x n, R) gibt es ein Orthonormalsystem v1,...,v, von Figenvektoren mit reellen Figenwerten.

Selbstverstindlich ist unter der Voraussetzung des vorigen Satzes das System der Vektoren
v1,...,V, eine Basis von R". Bezeichnet ) die Matrix mit den Koordinaten der Vektoren v; relativ
zu der Standardbasis ey, ..., e,,soist ‘Q@Q = E, , da die Spaltenvektoren ein Orthonormalsystem bil-
den. @ ist somit eine orthogonale Matrix, also eine Matrix, die das euklidische Skalarprodukt invariant
148627

(Qz,Qy) = '(Q2)(Qy) = 2 ('QQ)y = "zy = (z,y).
Mit den iiblichen Argumenten der Linearen Algebra folgt hieraus, daf die Matrix 'Q S Q Diagonalgestalt
besitzt: ‘QSQ = diag(A1,...,An), wobei die Ai,..., )\, die Eigenwerte der Matrix S bezeichnet.
Satz 22 kann also auch wie folgt umformuliert werden:

Satz 17.23 (Hauptachsentransformation: Zweite Fassung) Zu jeder reellen symmetrischen Ma-
tric S = (aj5) € M (n xn, R) gibt es eine orthogonale Matriz Q € M (n x n, R) und reelle Zahlen
A, An mit 'QSQ = diag (A,..., \n) .

Mit einer anschlieenden geeigneten Homothetie e; — aje; mit a; > 0 laBt sich dann jede qua-
dratische Form iiber den reellen Zahlen in die Gestalt (x, Sx) bringen, wobei die Matrix S = S, ./
die Normalform

Spp = diag(1,...,1,~1,...,-1,0,...,0)
—— ———

P p’
besitzt. Durch eine lineare Transformation kann also jede quadratische Form in die Gestalt

gla) =) 2 =) ap,

j=1 j=1

gebracht werden.

Bemerkung. Die Eigenwerte einer Matrix S € M (n x n, R) sind Invarianten des S zugeordneten
linearen Endomorphismus; oder mit anderen Worten: Die Matrizen S und Q'S Q, Q € GL(n, R),
besitzen das gleiche charakteristische Polynom und damit die gleichen Eigenwerte. Die symmetrische
Matrix einer quadratischen Form transformiert sich jedoch auf andere Weise; es wird namlich S bei
Basiswechsel zu der symmetrischen Matrix ‘Q S Q, @ € GL (n, R). Dies hat zur Folge, daf die soeben
formulierte Aussage im Allgemeinen ihre Giiltigkeit verliert (es sei denn, daff man nur orthogonale
Transformationsmatrizen @ zulédft). Immerhin besagt aber der SYLVESTERsche Trigheitssatz, dafl die
Anzahlen p, p’ der positiven bzw. negativen Eigenwerte einer quadratischen Form eindeutig zugeordnet
sind:
Satz 17.24 Es sei q eine quadratische Form und S die darstellende symmetrische Matrix bzgl. einer
Basis. Dann sind die folgenden Zahlen Invarianten von q (also unabhingig von der Basis) :

p = Anzahl der positiven Eigenwerte von S ,

/

p' = Anzahl der negativen FEigenwerte von S,

r = Rang von S .

27Die Gesamtheit der reellen orthogonalen nxn—Matrizen bildet eine Gruppe, die iiblicherweise mit O (n) bzw. genauer
mit O (n, R) bezeichnet wird.
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Beweis. Siehe z. B. FISCHER [42], Lineare Algebra, Satz 5.7.4. O

Man nennt dann auch r den Rang, p den Inder und p — p’ die Signatur von q. Hat ¢ den Rang
r, den Index p und die Signatur s, so besitzt g eine beschreibende Matrix der Gestalt

1 0
p
0 1
-1 0
p=r—p
0 ~1
0 0
n—r
0 0

und esist s=p—(r—p)=2p—r.
Ebenso ist der Wert det S der Determinate von S der quadratischen Form g¢g nicht eindeutig
zugeordnet. Wegen

det (‘\Q SQ) = (det Q)2 - det S

ist aber das Vorzeichen von det S eindeutig bestimmt, sofern nur det S # 0, d. h. wenn die Form
q nicht ausgeartet ist. Wir sagen kurz, die quadratische Form ¢ habe positive Determinante, wenn
det S > 0 fiir eine und damit fiir alle alle darstellenden Matrizen S, d. h. wenn r =n und p’ = 0mod 2.

Man kann nun einfache Kriterien dafiir angeben, dafl eine quadratische Form ¢ positiv definit ist.

Satz 17.25 Es sei q eine quadratische Form auf dem (euklidischen) Vektorraum V . Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent :

i) q ist positiv definit ;
ii) es gibt eine (Orthonormal-) Basis (vi,...,v,) von V und positive Zahlen \; >0, s. d.

n
Q< Gj“i) =D Na;
j=1

J

n
=1

iii) es gibt eine (Orthogonal-) Basis (uq,...,u,) von V , so dafs
a( Y ) =3 af.
j=1 j=1

D. h. mit anderen Worten : Es sei S eine symmetrische Matriz. Dann sind dquivalent :
i) tzSx > 0 firalle z #0 ;
ii)" es existiert Q €O (n), s. d. '\QSQ = diag(Ai,...,\n), Aj>0,5=1,...,n;

i)’ es existiert Q' € GL(n,R), s. d. ‘Q'SQ" = E,, d. h. es existiert T € GL(n, R), so daf
S =1tTT.
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Beweis. i) = ii). Wegen des Satzes iiber die Hauptachsentransformation kann man S diagonalisieren:
es gibt @ € O(n), so daB
QS Q = diag(A,..., \) .

Mit = # 0 ist auch Qx # 0, also
0<'(Q2)S(Qx) ="2'QSQz =Y Na?.
j=1
Daraus folgt aber A; >0 fiir j =1,...,n durch Einsetzen von = =e¢;.

ii) = iii). Man ersetze @ durch

' O ding [ —— L
Q =Q dlag(\/x,...,\/E).

ili) = i) Essei « # 0 und y = Q’flm. Dann folgt y # 0 und
n
thxztth’SQ’y:tyEnyzz:y?>0. O
j=1
Das HURWITZ—-Kriterium fiir positive Definitheit 148t sich nun wie folgt formulieren:

Satz 17.26 Es sei q eine quadratische Form auf dem endlich—dimensionalen R—Vektorraum V der
Dimension n. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent :

i) q ist positiv definit ;
it) fiir jeden linearen Unterraum U C 'V hat qu positive Determinante ;
iii) es gibt eine vollstindige Fahne von Untervektorriumen
{0} =UycUy Cc---CUp1CU, =V,

d. h. eine ineinandergeschachtelte Folge von Untervektorrdumen U; C V. mit dim U; = j, so
daf$ qu, positive Determinante besitzt fir j =1,...,n.

Die klassische Form dieses Satzes ist nur eine Umformulierung.
Folgerung 17.27 Es sei S € M (n x n, R) eine symmetrische Matriz. Dann ist
4s(@) = 'a Sa
positiv definit genau dann, wenn alle Hauptunterdeterminanten
ain - ay

S = det , j=1,...,n,

der Matriz S positiv sind.

Beweis von Satz 26. i) = ii). ¢y ist nach Definition auch positiv definit. Man braucht also ii) nur fiir
U =V zu beweisen. Wegen Satz 25 ist aber E,, eine beschreibende Matrix fiir ¢ in einer geeigneten
Basis; somit besitzt ¢ positive Determinante.

il) = iii) ist trivial.

iii) = 1) wird per Induktion nach n bewiesen: Fiir n = 1 ist die Aussage trivialerweise richtig. Sei
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sie also fiir Vektorrdume der Dimension n — 1 schon als richtig erkannt. Dann kénnen wir sie auch auf
qu,_, anwenden und finden eine Basis (up,...,up—1) von U,_1, so daB

qaruy + -+ ap1un_1) = a® +---+ ai_l .

In dieser Basis gilt dann fiir die zugehorige Bilinearform b:

b(uj, ur) = 61, 1<j,k<n—-1.

Es sei nun (ug,...,un—1, v,) eine Basis von V', und man setze
Up = Uy — b(ur, vp)ur = = b(Up—1, Vn) Un—1 .
Dann ist auch (uq,...,u,) eine Basis von V', und es gilt fir j <n — 1:

b(u;, un) = b(uy, vy) Z b (ug, vn) b (uj, ug) = b(u;, vy) Z 8kb (ug, vy) =

Infolgedessen hat b in dieser Basis Diagonalgestalt:
diag (1,...,1, b (up, un)) -

Da ¢ nach Voraussetzung positive Determinante besitzt, mufl auch b (u,, u,) > 0 gelten, und folglich
ist ¢ positiv definit. O



Anhang: Die Aquivalenz von Normen auf endlich - dimensiona-
len Vektorraumen und Anwendungen

Man nennt zwei Normen | - || und | - H* auf einem Vektorraum V dquivalent, wenn sie dieselbe
Topologie erzeugen. - Man sieht sofort, daf folgendes richtig ist:

Lemma 17.28 Die Normen || - || und || - ||* auf dem Vektorraum V sind genau dann dquivalent,
wenn es Konstanten C1, Co > 0 gibt, so daf fir alle v €V gilt :

* *
Cilloll < vl < Caffo] .

Beweis. Wenn die Ungleichungen erfiillt sind, sind die beiden Normen offensichtlich dquivalent. Umge-
kehrt ist die offene Kugel Bj(0) bzgl. der ,gesternten“ Norm notwendigerweise auch offen in der Norm
I - || - Infolgedessen gibt es eine positive reelle Zahl r, so dafl B,.(0) C B;(0); mit anderen Worten: Ist

[v|l <7, soist ||v||* < 1.Fur v #0 ist aber

*

rv rv

—— € B,(0) C Bf(0) und somit H — <1,
2[ vl ! 2|l
also . ,
Cllvll < |lv| mit C:zﬁ.
Die andere Ungleichung gewinnt man durch Vertauschung der Rollen der beiden Normen. (|

Bemerkung. Es ist eine leichte Ubungsaufgabe zu zeigen, daB Aquivalenz von Normen tatsichlich eine
Aquivalenzrelation ist. Aquivalenz von Normen impliziert natiirlich die Aquivalenz der induzierten
Metriken. Bei Normen ist diese Eigenschaft jedoch viel stiarker als bei Metriken.

Beispiel. Im R™ gilt offensichtlich

[vllee < Ny < Vallvlly -

Also sind die euklidische und die Mazimum—Norm &quivalent.

Dies ist kein Zufall, denn es gilt der viel allgemeinere Satz, dafl alle Normen auf endlich—
dimensionalen Vektorrdumen dquivalent sind. Wir werden weiter unten an Beispielen sehen, daf} dies
im unendlich—dimensionalen Fall nicht richtig ist.

Satz 17.29 Je zwei Normen auf einem endlich—dimensionalen reellen Vektorraum V' sind dquivalent.
Damit sind topologische Begriffe wie Offenheit, Abgeschlossenheit, Beschrinktheit und Kompaktheit
von Mengen und Konvergenz, Cauchy—-Bedingung, Haufungspunkt etc. bei Folgen unabhdngig von der
gewdhlten Norm. Insbesondere ist V' bzgl. jeder Norm vollstindig.

Beweis. Ist V' 2 R" | so induziert jede Norm auf V' eine Norm auf R™ und umgekehrt. Wir kénnen
uns daher im folgenden auf den Fall V' = R™ beschrinken und werden beweisen, dafl jede beliebige
Norm || - || auf R™ zu der Mazimumnorm

n
v vl = max ], v= > ajv;,
..... =
dquivalent ist. Hierbei bezeichnet (vi,...,v,) eine beliebige Basis von V &= R".

Eine Richtung ist sehr einfach. Es gilt ndmlich

n n
loll = | S as || < X laslliesll € (o max ool = Cllol,
j=1 =1

j=1,...,n
J:
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Man hétte auch aus der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung eine Abschétzung

n
> Il
j=1

[vll < Crllvlly mit Gy =

bekommen konnen.

Fiir die umgekehrte Richtung geben wir drei Beweise, von denen nur die ersten beiden den Kompakt-
heitsbegriff bendtigen.

Wir beachten als erstes, dafl aus der Dreiecksungleichung nach unten sofort

ol = oo lll < lv = woll < Cllv =0l
folgt. Somit ist jede Norm || - || : V — R eine stetige Funktion auf V' sowohl bzgl. der von || - || selbst
als auch der von || - ||, induzierten Topologie.
Es ist nun der Rand 0Q = {veV : |v|, = 1} des Einheitswiirfels Q = {veV: ||v|, <1} =
Ix---xICR", I =][-1,1], eine kompakte Menge, auf der jede stetige Funktion ihr Maximum

und Minimum annimmt. Wegen der obigen Uberlegung gibt es also ein vy € 0Q , so daB
o] > [Jvo] > 0 fiiralle veoq.

Ist nun v € V' beliebig, aber von Null verschieden, so besitzt Av, A = 1/[|v|,, , die Eigenschaft, da8
Aol = [A|||v]l, = 1. Es folgt

1 ~ L=
lvll = 5 IAvl = Cllvlle mit C:= v > 0.

2. Hier noch eine Beweisvariante: Es sei 0Q wie zuvor definiert. Wir nehmen an, daf§ v := inf { || v | :

v € dQ} nicht positiv sei. Dann gibt es eine Folge v; € 9Q mit lim ||v; || = 0. Dafiir 0Q C Q@ = {v:

lv|lo < 1} der Satz von Bolzano und Weierstra$ gilt, kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen,

dafB die Folge v; in der Maximumnorm gegen a € Q) konvergiert: ||v; — a|, — 0. Da die Norm
J—00

|| - || stetig beziiglich || - ||, ist, wie wir oben gesehen haben, folgt

oo

lvjill — llall #0 wegen a#0.
j—oo

Widerspruch !

3. Fiir den dritten sehr elementaren Beweis fithren wir Induktion nach n, wobei wir fiir » — 1 schon
annehmen diirfen, dafl auf jedem Vektorraum W mit dim W = n —1 alle Normen #quivalent sind und
W deshalb vollsténdig ist (der Fall n = 1 ist trivial). Angenommen, es gébe keine Konstante C' > 0
mit

loll < Clloll.

Dann muB es eine Folge v; € V' geben, so daf3

105l > Gl 1l

Durch Multiplikation mit geeigneten Konstanten A; # 0 konnen wir erreichen, daf fiir alle j € N die
Vektoren v; in der Supremumsnorm normiert sind: || v; ||, = 1, und damit

1 . *
(%) losl < 5 J€N,

gilt. Wir kénnen die Normierungseigenschaft nach evtl. Multiplikation mit dem Faktor —1 dahingehend
verschérfen, dafl es ein m € {1,...,n} und eine aufsteigende unendliche Folge {j} natiirlicher Zahlen
gibt, so daf} in den Darstellungen

v = P 4+ 2,
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bzgl. einer Basis wi,...,w, von V stets m§,’f) =1 gilt. Es ist damit

vy, =0, — Wy, €W i={veV:z, =0}

1 L .
() ||vij<jTg mit j; < jo < -+ — 00.

!

Aus diesem Grunde ist die Folge (v},) in W eine Cauchyfolge bzgl. der Einschrénkung der Norm || - ||
auf W

v = bl = I (o5 = wm) = (03— wm) | = oz, =03 € + + = < = <&
JE Je Jk
fir £ > k > N (). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein v € W mit
jim ol =
bzgl. dieser Norm. Es folgt
1Ln010 vj, =V + wy

in V bzgl. || - ||. Dies widerspricht aber (xx), da von daher

| Jim v, || = 0
sein miifite, andererseits aber offensichtlich ||v' + wp, || > 1 gilt. O

Beispiele. 1. Auf dem (unendlich-dimensionalen) Vektorraum C°(I), I = [a, b], a < b, wird durch

b
1l :=/ | f ()| da

eine Norm erkldrt. Wir zeigen tatsichlich in Kapitel 18, dal man auf dem Raum aller Funktionen auf I
eine ,,Pseudo—Halbnorm “ definieren kann, die bei stetigen Funktionen mit der eben gegebenen Definition
iibereinstimmt. Selbstverstéindlich kann der Norm—Wert fiir eine stetige Funktion niemals unendlich sein,
und ist f # 0, so ist der Absolutbetrag | f| > 0 und auf einem ganzen nichttrivialen Teilintervall
von I echt grosser als eine feste positive Konstante. Nach allgemeinen Gesetzen der Integrationstheorie
(siehe Kapitel 18) ist dann || f |, > 0 fiir jede stetige Funktion f # 0. Selbstverstindlich gilt auch
die Abschitzung:

[fllg <@ —=a)lfll -

Diese impliziert insbesondere, dal das Integral der Grenzfunktion einer gleichm#fig konvergenten Folge
von stetigen Funktionen gleich dem Grenzwert der entsprechenden Integralfolge ist. Fine Abschiitzung
in der umgekehrten Richtung kann es jedoch nicht geben. Eine solche wiirde zur Konsequenz haben,
daB jede Folge f; nichtnegativer stetiger Funktionen auf I, deren Folge der Integrale gegen Null geht,
gleichméBig gegen Null konvergieren miifite. Man kann aber leicht Funktionenfolgen angeben, die der
ersten Bedingung geniigen, jedoch konstante Supremumsnorm besitzen. Durch geeignete Modifikation
findet man Beispiele von solchen Funktionsfolgen, die sogar unbeschrdnkt in der Supremumsnorm sind.
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£f f

21

A\ 4

Figur 17.5

2. Der (unendlich-dimensionale) Vektorraum C'(I), I = [a, b], a < b, besitzt neben der Supre-
mumsnorm || - ||, zum Beispiel auch die folgende Norm (es sei dem Leser iiberlassen, die Norm—Axiome
nachzupriifen):

LA =11 Nl 0 = a) + [ f(@)], feCD).

Aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ist

f(x) = f(a) +/ fi(t)dt und damit || fl, < [[f]l-

Wiire aber umgekehrt || f || < C| f || ; so wére der Grenzwert f jeder gleichm#Big konvergenten Folge
(f;) von stetig differenzierbaren Funktionen f; auf I automatisch wieder stetig differenzierbar. Denn
dann wire sowohl die Folge (fj(a)) konvergent als auch die Folge der Ableitungen f; gleichmifig
konvergent auf I gegen eine (stetige) Grenzfunktion ¢, und dies hitte nach Satz 14.44 die stetige
Differenzierbarkeit von f zur Folge. Wir wissen aber aufgrund von Beispielen aus dem gleichen Kapitel,
dafl diese Behauptung nicht zutreffend ist.

3. Die Abbildung
Cl([O, 1)) — R
D:
f — f'(0)

ist linear, aber wenn C' mit der Supremumsnorm versehen wird, nicht stetig. Z. B. bilden die
Funktionen f;(x) = (sin j%z)/j, j > 1, eine Nullfolge, aber die Folge (f;(0))jen~ divergiert.

Als erste Anwendung des Satzes iiber die Aquivalenz von Normen auf endlich-dimensionalen Vek-
torrdumen beweisen wir den Satz von TSCHEBYSCHEF iiber Bestapproximation in Banachrdumen. Man
beachte, daf} ein entsprechendes Ergebnis in Skalarproduktrdumen viel einfacher zu beweisen ist, da
man stets von einem Vektor das Lot auf einen endlich—dimensionalen Unterraum féllen kann. Dies ist
letztendlich das ganze Geheimnis der Theorie der Fourier—Reihen, auf die wir spéter noch zu sprechen
kommen (siehe Kapitel 19 samt Anhang). Ohne den Begriff des Senkrechistehens ist aber ein so schneller
Zugang nicht moéglich. In der Tat haben wir es hier mit einem reinen Fxistenzproblem zu tun, das sogar
im Allgemeinen nicht mehr eindeutig 16sbar ist.

Satz 17.30 Es sei V' ein normierter Vektorraum, U C V ein endlich-dimensionaler Untervektor-
raum, und ferner sei v € V.. Dann gibt es eine (i. A. nicht eindeutig bestimmte) Bestapproximation

ug € U von v, d. h. einen Vektor ug € U mit

— = inf — .
lo = wll = inf flv—u]



17 Anhang: Die Aquivalenz von Normen auf endlich-dimensionalen Vektorriumen 367

Beispiel und Bemerkung. In R? mit der Mazimumnorm besteht die Menge aller Bestapproximation des
Vektors v = (1, 1) in dem von ug = (1, 0) erzeugten Untervektorraum U , wie man sofort nachrechnet,
aus den Vektoren Awug mit 0 < A < 2. Man zeigt leicht, da dieses Phénomen allgemeingiiltig im
folgenden Sinne ist: Die Gesamtheit aller Bestapproximationen eines Vektors v bildet stets eine
konvexe Teilmenge von U .

Beweis von Satz 30. Es sei ohne Einschrinkung v ¢ U und « := inf,cp ||v — u]|. Dann gibt es eine
Folge u; € U mit o = lim;_. ||v — u; ||. Wegen

luj —wuoll < llu; — vl + luo — o]

ist die Folge (u;) in U beschrankt und damit wegen der Aquivalenz aller Normen auf U ohne
Einschrinkung (nach Auswahl einer Teilfolge gemifl Bolzano—Weierstrafl) konvergent: Es existiert
lim w; =: u. Wegen der Stetigkeit der Norm ist dann aber fiir alle u € U:

[v—ull=lm [[v—-ul =a<|v-ul. O
Jj—0o0

Wir formulieren eine erste Anwendung des Satzes von Tschebyschef, um seine starke Kraft an einem
sehr einfachen Beispiel zu demonstrieren. Man beachte, daf3 hier absolut nichts mehr zu beweisen ist,
wenn man sich klar gemacht hat, welche Rdume die Rolle von V' und U spielen sollen.

Folgerung 17.31 Es sei I C R ein Intervall, f : I — R sei eine stetige Funktion, und die Zahl
n € N sei vorgegeben. Dann gibt es ein Polynom Py vom Grad <n, so dafs

I1f =Pl <I1f = Pl

fir alle P € R[z] mit deg P < n.
Beispiel. Die TSCHEBYSCHEF—Polynome

To(z) =1, T,(z) := cos (n arccos ), n € N*|

2n71

sind normiert und vom Grad n. Dies folgt aus der trigonometrischen Formel
cos(n + 1) + cos(n — 1) = 2 cos nd cos ¥

und der daraus resultierenden Beziehung

n—1

cos nd = 2" teos™ 9 + E Ak.n cosk 9 .
k=0

Diese Polynome lésen ein noch allgemeineres Approximationsproblem: Unter allen reellen Polynomen
mit Grad n und héchstem Koeffizienten 1 approzimiert T,, auf dem Intervall [0, 1] das Nullpolynom
am besten. Man beachte, dafl wir hier keine Bestapproximation in einem Untervektorraum suchen.
Immerhin bilden die zur Konkurrenz zugelassenen Polynome eine konvexe Teilmenge in dem endlich—
dimensionalen Unterraum der Polynome vom Grad < n, die das Nullpolynom nicht enthélt.

Als weitere und weit wichtigere Anwendung beweisen wir den schon zitierten Satz iiber die Charak-
terisierung endlich-dimensionaler Vektorrdume:

Satz 17.32 Es sei V ein normierter Vektorraum mit Norm || - ||. Dann gilt : die abgeschlossene
FEinheitskugel
{veV:|v| <1}

ist genau dann kompakt, wenn dim V' < co.
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Beweis. Ist die Kugel B := {||v|| < 1} kompakt, so wird sie insbesondere iiberdeckt von endlich
vielen Kugeln

B; .= B(u;,1/2), j=1,...,n,
vom Radius 1/2. Wir setzen U = span (uq,...,u,) und werden zeigen, da} V = U ist. Wiire dies
némlich nicht der Fall, so gibe es ein v € V' \ U mit Bestapproximation @ € U :

O<a=l|v—-—aul <||lv—ul| firalle veU.
Setze ~
~ v — U
Vi= =,
[v—al

so daf also || v|| = 1. Nach Voraussetzung existiert ein j, so da8 [|[v — u;| < 1/2. Mit
v=u+|lv—-ullv=u+||v-ulu + [|v—ul|@®— u)

und @ + ||v — ulju; € U folgt

—_

a<|llv—ul-fv-ul <o

[\

Widerspruch! 0

Zum Abschlufl dieses Anhangs machen wir noch einige Bemerkungen iiber stetige lineare Operatoren.
Wir wissen, daf lineare Abbildungen A : V' — W normierter Vektorrdume stets stetig sind, wenn V'
und W endliche Dimension besitzen. Im unendlich-dimensionalen Fall ist dies nicht immer richtig
(siehe das obige Beispiel). Man bezeichnet nun generell mit L (V, W) den Vektorraum der stetigen
linearen Abbildungen der normierten Vektorrdume V, W . Man nennt lineare Abbildungen V — W in
der Physik auch lineare Operatoren und Elemente in L (V, W) stetige oder beschrinkte Operatoren.
Nach Voraussetzung ist fiir A € L(V, W) die Zahl

[A] = sup{[[Av] : veV, [v] <1}

endlich. Sie heifit die Operatornorm von A. Man kann || A || geometrisch als den gréfiten ,,Dehnungs-
koeffizienten“ der Abbildung A interpretieren.

Satz 17.33 1. Die Operatornorm ist tatsichlich eine Norm auf L (V, W).
2. Esgilt ||Av|| < ||A| v fir alle ve V.
3. Ist zusdtzlich B € L (U, V), so gilt
[ABI < Al -1BI.

Die Beweise sind nicht schwer und seien deshalb dem Leser iiberlassen. O

Beispiel. Sind speziell V =R" und W = R™ jeweils mit der Mazimumnorm versehen, und identifiziert
man L (V, W) mit Hom (R, R™) = M (n x m, R) & R™*™  repriisentiert man also die (stetigen)
Operatoren durch die darstellenden Matrizen bzgl. der Standardbasen, so berechnet man leicht

JAl = max (3 [as, ) -
T k=

Insbesondere gilt
I Allog = max [aj, | < [[A]l < n Al -

Man nennt in diesem Fall die Operatornorm || A || aus ersichtlichen Griinden auch die Zeilensummen—
Norm.



18 Das Darboux-, Riemann- und Lebesgue-Integral

Unsere Forderungen an eine ,integrierbare“ Funktion, die wir bisher gestellt haben, scheinen doch zu ein-
schriankend gewesen zu sein, zumal wir nicht einmal der Funktion f (z):=sin(1/x), z #0, f(0) =0,
ohne Verwendung eines weiteren Grenzwertbegriffes, dem uneigentlichen Regel-Integral, einen verniinf-
tigen Integralwert zuordnen konnten. Abhilfe schafft hier der Begriff des RIEMANN—Integrals, also der
Approximation des Integrals durch RIEMANNsche Summen, dem wir schon indirekt im letzten Kapitel
bei der Integration stetiger Funktionen begegnet sind. Wir wollen diesen Begriff aber auch hier zunéchst
nicht direkt einfithren, sondern iiber einen scheinbaren Umweg, der von DARBOUX stammt. Wir kénnen
dabei sehr viel deutlicher sehen, worin die Verallgemeinerung bzgl. des Regel-Integrals liegt und wie
wir zu dem noch wesentlich weiter gehenden Konzept des LEBESGUE—Integrals gelangen.

Unser ,, Fehler“ bei der Einfiihrung des Regelintegrals beruht offenbar darin, dal wir einen zu starken
Grenzwertbegriff fiir Folgen integrierbarer Funktionen, nédmlich den der gleichmdiffigen Konvergenz (auf
kompakten Intervallen), verwendet haben. Aber tatsdchlich wollen wir ja nicht die zu integrierende
Funktion beliebig genau approximieren, sondern ,nur“ ihr Integral. Wir betrachten dazu das Beispiel 4
nach Satz 44 in Kapitel 14 der Funktionenfolge f,(z) := nz (1 — )™ > 0 auf dem Einheitsintervall
[0, 1]. Diese Folge ist punktweise, aber nicht gleichméfig konvergent gegen die Grenzfunktion fo =0.
Man berechnet aber sofort

1 1 CL‘nJ'_l xn+2
L= | fulz)de = 1 — z)a"do = -
/0 fn(x)dx /0 n( x)a" dx n(n+1 n+2)

so da} lim, .o [, =0=1I,.

Zur Erlauterung des DARBOUXschen Ansatzes nehmen wir gleich wieder eine abstraktere Haltung
ein. Wir starten wieder mit einem allgemeinen linearen Integral % (f) auf einem Vektorraum F von
Funktionen f: I — R und versuchen, einen grofleren als den ,, Regelabschluf3“ zu konstruieren. Da wir
zunéchst das Integral iiber ein festes kompaktes Intervall [a, b] zu erkldren haben, nehmen wir an, dafl
v < f <4 auf [a, b] fiir eine beliebige Funktion f: I — R und Funktionen ¢, ¢ € F gelte; dann
sollte, da wir nach Moglichkeit das Integral zu einem linearen und damit auch zu einem monotonen
Funktional fortsetzen wollen, die Ungleichungskette

1
n

0_ (n+1)(n + 2)

b

o () < To(f) < Th ()

bestehen. Es ist daher naheliegend, die folgende Definition zu geben.

Definition und Bemerkung. Man nennt

b

To(f) == inf{Z, () : f<v auf [a,b], YeF}

das DARBOUXsche Oberintegral von f. Es existiert stets im uneigentlichen Sinne, wobei TZ (f) =0
gesetzt wird, wenn die rechts stehende definierende Menge leer ist, wenn es also kein ¢ € F gibt mit
f < auf [a, b]. Entsprechend definiert man das Unterintegral

0 (f) = sup{Z;(p) : ¢ < fauf [a,b], peF}.
Bei Verwendung des Integralzeichens schreibt man auch

b

/abf(x)da: oder /a*b f(z)dz und /abf(:v)dm oder / f(x)dx

*a

oder Ahnliches.

Die Funktion f heifit DARBOUX—integrierbar (bzgl. 7 ), wenn das Ober— und das Unterintegral (reell

sind und) iibereinstimmen:

Z.(f) =2, (f) € R.
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Der gemeinsame Wert heifit selbstverstéindlich das DARBOUX—Integral von f und wird mit Darb-7% (f)
oder kiirzer D-7% (f) oder wieder einfach mit 7% (f) bezeichnet.

Man kann sich intensiv mit den Eigenschaften der Ober— und Unterintegrale beschéftigen. Wir
wollen uns aber damit nicht lange aufhalten, sondern sogleich die Darboux—integrierbaren Funktionen
in Augenschein nehmen. Die zentrale Charakterisierung ist die folgende einfache Bemerkung.

Lemma 18.1 Eine Funktion f: I — R ist genau dann DARBOUX—integrierbar bzgl. T, wenn es zu
jedem € > 0 und zu je zwei Elementen a < b in I Funktionen o, ¢ € F gibt, so daf

0 < f < auf [a,b] und T8 (b — ) < €.
Sind ¢;, ¥; € F zwei Folgen mit ©; < f <1b; auf [a, b] und limj_ o I (¥; — ;) =0, so ist
Darb-7{ (f) = lim T (¢;) = lim Tg (v5) .
j—o0 j—o00

Beweis. Ist f Darboux—integrierbar und ist J sein Integral auf [a, b], so gibt es zu vorgegebenem
e > 0 eine Funktion ¢ € F mit ¢ < f auf [a, b] und J — Z%(p) < &/2. Entsprechend findet
man eine Funktion ¢ € F mit f < ¢ auf [a, b] und 72 (¢)) — J < &/2. Zusammen ergibt sich
unter Einbeziehung der Linearitdt des zugrunde liegenden Integrals das gewiinschte Kriterium. Die
Umkehrung und die letzte Behauptung folgen ebenso einfach. ([l

Wir bezeichnen im folgenden mit Darb-F den Darbouzschen Abschiufl von F, also die Menge aller
Funktionen, die Darboux—integrierbar sind. Selbstverstéindlich ist F C Darb-F, und die Funktionen
in F ,behalten® ihre Integrale. Eine unmittelbare Konsequenz aus dem vorstehenden Lemma ist die

Folgerung 18.2 Darb-F ist ein Vektorraum, und das Darbouz—Integral ist ein lineares Funktional.

e1+ 92 < fi+ fo <Y1+ b und TY (Y1 +¥2) — (01 +92)) = T8 (b1 — 1) +T0 (Y2 — 1) < €1 + e,
so dafl mit f; und fs auch ihre Summe in dem Darboux—Abschlufl liegt. Noch einfacher ist der
Nachweis, dafl mit f auch A f, A € R, Darboux—integrierbar ist. Also ist Darb-F ein R—Vektorraum.
Die Linearitéit des Darboux—Integrals ergibt sich aus den Grenzwertsédtzen fiir konvergente Folgen:
Nach Definition gilt fiir jede Folge ¢; < f < t; mit lim; o Z8(1; — ;) = 0, daB 78 (f) =
Darb-7% (f) = lim;_, Z% (f;) . Hieraus gewinnt man sofort die Einsicht, da§ das Darboux—, Integral
zumindest ein lineares Funktional ist. O

Beweis. Aus Ungleichungen ¢; < f; < ; und Z%(¥; — ;) < &, j = 1,2, folgt sofort

Es bleibt noch zu zeigen, dafl das Darboux—Integral tatsédchlich ein Integral in unserem abstrakten
Sinne ist und das Regel-Integral fortsetzt. Dies kénnen wir zumindest unter einer sehr schwachen
weiteren Voraussetzung herleiten. Wir erinnern daran, dafl wir schon frither den Regel-Abschluf$ Reg-F
von F eingefiihrt hatten.

Satz 18.3 Der Vektorraum F enthalte zu je zwei Elementen a, b€ I mit a <b eine Funktion x,, ,
die auf dem kompakten Intervall [a, b] identisch gleich 1 ist. Dann ist F C Reg-F C Darb-F
eine Kette von (Unter—) Vektorrdumen. Das Darbouxsche Integral auf Darb-F ist ein lineares Integral,
welches das Regel-Integral fortsetzt.

Beweis. Es ist zuerst zu zeigen, dafl der Raum Reg-F der Regel-Funktionen in Darb-F enthalten ist.
Es sei also f € Reg-F; dann gibt es zu jedem kompakten Intervall [a, b] C I und jedem & > 0 eine
Funktion x € F, so dafl | f — x|ap < €/2, also —¢/2 < f(x) — x(x) < ¢/2 fir alle x € [a, b].
Nach Voraussetzung ist ® := (¢/2) x,, € F und folglich

p(r) = x(@) - @) < f(z) < x(@) + @(2) = ¢(z) firale z¢cla,b].

Wegen 9 (x) — ¢ (z) = 2® (z) ist aber 72 (v — ¢) = Z2(2®) = e (b — a), womit auch die Inklusion
Reg-F C Darb-F gezeigt ist, von der man sofort einsieht, daf sie eine Inklusion von Vektorrdumen ist.
Ist f eine Regelfunktion, so zeigt der erste Teil des Beweises, dal wir f beliebig genau in der Su-

premumsnorm von [a, b] durch zwei Funktionenfolgen ¢; und v; € F approximieren kénnen mit
©0; < f <v; und Z8(1p; — ;) — 0. Es folgt fiir f € Reg-F, daB
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Reg-75 (f) = limj o0 T4 (¢;) = Darb-75 (f) .

Wir miissen weiter nachweisen, dafl das Darboux—Integral tatsdchlich unseren Integral-Axiomen geniigt.
Das erste Axiom gewinnt man wie folgt: Fiir beliebige a < b < ¢ und ¢; < f < 9, auf [a, ¢] mit
I8 (Y; — ¢j) < e ist auch ¢; < f <4, auf [a, b] und

o (W — @) < Th (W — @5) + Ti (b — @5) = T4 (W5 — @) < &

und entsprechend fiir das Intervall [b, ¢]. Damit sind die Folgen ¢; und v, approximierende Folgen
fiir f im Sinne des Darboux—Integrals auf jedem der beiden Teilintervalle, so daf§ wir als Konsequenz
das erste Axiom bestéitigen kénnen:

7o (f) = Jlim T (¢y) = Nim (Zo () + T (9y)) = Jim Zo () + lim T5 () = Za (f) + Z5 () -

Ist schlieBlich f Darboux-integrierbar und f > m auf [a, b], also auch f(x) >mx,,(z), = € [a, b],
soist f — mx,, =0 auf [a, b], und wegen der Linearitéit des Darboux—Integrals brauchen wir noch
zu zeigen, da aus f > 0 auf [a, b] auch Darb-7° (f) > 0 folgt. Dies ist aber klar, da in diesem Fall
das Integral 7% (0) = 0 in der Menge der Integrale liegt, deren Supremum das Unterintegral und damit
das Integral von f liefert. O

Bemerkung und Definition. Die zusétzliche Voraussetzung an den Funktionenraum JF ist zum Beispiel
dann erfiillt, wenn er die konstanten Funktionen oder den Raum 7 (I) der Treppenfunktionen auf I
enthélt. Insbesondere ist der obige Satz also anwendbar im Fall, da§ F =7 (I) ist. In dieser Situation
sprechen wir von dem Raum Darb (I) der DARBOUX—integrierbaren Funktionen auf I (schlechthin).
Wir haben also stets die Inklusion von Vektorrdumen

T (I) C Reg(I) C Darb(I) .

In der Tat ist der Raum Darb (I) echt grifler als der Raum der Regelfunktionen. Z. B. ist das
anfangs erwiihnte Beispiel sin (1/2) mit beliebig fest gewéhltem Wert bei 0 eine Darboux—integrierbare
Funktion. Dies ist eine Konsequenz aus dem folgenden viel allgemeineren Lemma. Wir erinnern daran,
dafl eine Menge D C I diskret ist, wenn ihr Durchschnitt D N [a, b] mit einem kompakten Intervall
[a, b] C I stets nur endlich viele Punkte besitzt.

Lemma 18.4 Ist f: I — R eine (lokal) beschrinkte Funktion, die auferhalb einer diskreten Menge
D Darbouz—integrierbar ist, so ist f selbst Darbouz—integrierbar.

Beweis. Wir brauchen nur zu zeigen, daf§ das Darboux—Integral von f {iber jedem kompakten Intervall
[a, b] existiert. Da DN [a, b] endlich ist, kénnen wir durch eine endliche Unterteilung erreichen, dafl
nur jeweils hochsten einer der Endpunkte der Teilintervalle zu D gehort. Sei dies ohne Einschrankung
der rechte, und das Teilintervall selbst gleich [a, b]. Da die Funktion f nahe bei b beschrinkt ist, gibt
es eine positive reelle Zahl M und ein § < b, sodafl |f(z)| < M fir alle z mit 8 <z <b. Wihle
dann zu vorgegebenem e > 0 ohne Einschrinkung [ so nahe an b, dafl 2M (b — ) < /2. Nach

Voraussetzung ist f auf dem Intervall [a, 5] Darboux—integrierbar. Folglich gibt es Treppenfunktionen
8
@, ¥ auf diesem Intervall, so da§ dort ¢ < f < und / (W — ) < g gilt. Man setze nun diese

beiden Treppenfunktionen auf (3, b] durch —M bzw. M ?ort. Dies liefert Treppenfunktionen auf dem
ganzen Intervall [a, b], die die Funktion f ,einhiillen“ und deren Integraldifferenz kleiner als e ist.
Nach der Definition des Darbouxschen Integrals ist die Funktion f integrierbar. Die letzte Behauptung
ist wegen der Standardabschétzung fiir Integrale trivial: Liegt § so nahe bei b, daB f auf [, b] dem
Betrage nach durch M beschréinkt ist, so folgt
b
/ f(z)dx
B

b f(z)de — ’ f(z)da
/ /

<b-p)M. O
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Bemerkung. Im Rahmen der LEBESGUE-Theorie kann man eine intrinsische Charakterisierung der
Darboux—integrierbaren Funktionen gewinnen: Eine Funktion f : I — R ist genau dann Darboux—
integrierbar, wenn die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen eine LEBESGUE-Nullmenge ist. Zur Definition
dieses Konzeptes siehe weiter unten; z. B. sind hochstens abziahlbar unendliche Mengen Nullmengen
im Lebesgueschen Sinne.

Beispiel. Hiernach ist die nirgends stetige DIRICHLETsche Funktion X — nicht Darboux—

integrierbar. Dies kann man aber auch direkt ohne tiefliegende Hilfsmittel einsehen, denn es ist
offensichtlich das Unterintegral dieser Funktion gleich 0 und ihr Oberintegral gleich 1.

Ist I = [a, b] ein kompaktes Intervall, so ist f : [a, b] — R genau dann eine Treppenfunktion,
wenn  flg, und flp Treppenfunktionen sind fiir ein ¢ (oder auch fiir alle ¢) mit a < ¢ < b.
Man macht sich schnell klar, daf} eine entsprechende Aussage auch fiir Regelfunktionen giiltig ist, und
fiir Darboux—integrierbare Funktionen folgt sie aus der einfachen Tatsache, daff man zwei Treppen-
funktionen auf den Intervallen [a, b] und [b,c] durch geeignete Festlegung des Funktionswertes bei
b zu einer Treppenfunktion auf [a, ¢] ,zusammenfiigen“ kann, ohne die Additivitit des Integrals zu
beeintrichtigen.

Lemma 18.5 Fiir eine Funktion f: [a, c] = R, a < ¢, sind die folgenden Aussagen dquivalent :
i) f ist Darbouz—integrierbar ;
ii) fiir alle b mit a <b <c sind flp und flp, Darbous—integrierbar ;
iii) es gibt ein b mit a <b <c, so daf8 flap und f|p, Darbouz—integrierbar sind.
Beweis. Man zeigt 1) = 1i) = iii) = 1). O

Wir wollen weiter zeigen, dal mit f notwendig auch | f | Darboux—integrierbar ist. Diese Eigenschaft
erfiillt auch sowohl der Vektorraum der Treppenfunktionen als auch derjenige der stetigen Funktionen.
Allgemein gilt die folgende Charakterisierung solcher Funktionenverbdinde.

Satz 18.6 FEs sei F ein Vektorraum von Funktionen f: I — R. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent :

i) Aus f € F folgt stets | f| € F;
ii) aus f € F folgt stets fT :=max(f, 0) € F;
iii) aus f, g € F folgt stets max (f, g) € F .

Beweis. Die Schlulkette i) = iii) = ii) = 1) verlduft iiber die offensichtlichen Identitédten

2max(f, g) = f+g+[f—gl, fT=max(f,0), [~ =max(-f0), [fl=f"+f. O

Satz 18.7 Der Vektorraum Darb (I) der Darbouz—integrierbaren Funktionen auf einem Intervall I ist
ein Funktionenverband.

Beweis. Nach dem vorstehenden Satz brauchen wir nur nachzuweisen, dafl mit f auch f* Darboux—
integrierbar ist; ferner konnen wir annehmen, da§ I =[a, b]. Sind dann ¢, ¢ Treppenfunktionen mit
@ < f <1p,soist auch o < f+ <4*. An Stellen, an denen 1) negativ ist, verschwinden ¥+ und ¢*
so daf8 dort ¢+ —pt =0 < 1y — ¢, und an den anderen Stellen ist ebenfalls ™ —pT <Yt —p =9 —¢.
Insbesondere gilt

b b
/ (W () — ot (@) de < / (6 (2) - (@) da . 0
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Satz 18.8 Es seien f, g : [a,b] — R Darbouz—integrierbare Funktionen, und p sei eine positive
natirliche Zahl. Dann sind auch | f [P und f-g Darbouz—integrierbar.

Beweis. 1. Nach dem zuvor bewiesenen Satz diirfen wir voraussetzen, dafl f =| f| > 0. Da Darboux—
integrierbare Funktionen notwendig lokal beschrénkt sind, konnen wir ferner annehmen, dafl auf dem

kompakten Intervall [a, b] C I die Funktion f nach oben durch 1 beschrinkt ist. Wihlt man nun zu
b

vorgegebenem & > 0 Treppenfunktionen ¢ und ¢ mit ¢ < f < und / (¥ — p)dx < €/p, so

kann man ohne Einschrankung ¢ > 0 und ¥ < 1 verlangen. Fiir die Treppe%funktionen ©P und P
ist dann auch ¢P < fP <P . Nun hat man fiir 0 < a < <1 die Ungleichung

[P — P

5 =P T et a? < p,

dzP
die man auch vermoge des Mittelwertsatzes aus der Beziehung e pazP~! ableiten kann, so dafl
i

b b
/ (@) — (@) dx < p / (6 (2) — p(@)de < .

2. Es ist 1
frag=1[0F+9" (-9,
Hieraus folgt die Behauptung aus dem ersten Teil mit p = 2. |

Warnung. Selbstverstéindlich ist im Allgemeinen

/abﬂx)-g(x)dx# (/:m)dx).(/:g(x)dx) .

Bemerkung. Auch fiir das LEBESGUE—-Integral / f(z)dz hat man notwendig die Integrierbarkeit

R
von | f|. Dies hat einen gewissen Nachteil gegeniiber dem uneigentlichen RIEMANN—Integral iiber R
sin z

(oo}
zur Konsequenz. So existiert / dzr im uneigentlichen Riemannschen Sinne, aber nicht im

x
Lebesgueschen, da sonst auch dagolntegral iiber den Betrag des Integranden im Lebesgueschen wie
auch im uneigentlichen Riemannschen Sinne existieren miifite. Das Lebesgue-Integral 18t im Ubrigen
so viele Funktionen zur Integration zu, daB die direkte Ubertragung der zweiten Aussage iiber das
Produkt von zwei integrierbaren Funktionen falsch wird.

Die Substitutionsformel oder Transformationsformel kénnen wir fiir das Darboux—Integral in der
folgenden Fassung herleiten.

Satz 18.9 Ist a: J — I eine stetig differenzierbare Abbildung zwischen reellen Intervallen mit o > 0,
soist mit f: I — R auch auch (foa)-o' : J — R Darbouz—integrierbar, und es gilt fiir alle a, b € J:

b a(b)
[ et -awie= [ @

a a(a)
Beweis. Die Aussage folgt offensichtlich fiir Treppenfunktionen auf I wegen der Linearitit des Integrals
aus der Substitutionsregel fiir stetige Funktionen. Ist nun f Darboux—integrierbar, so ist fiir alle a, b €
J mit a < b das Bildintervall gleich [« (a), a(b)] (nach Voraussetzung ist a monoton steigend).
Nach Voraussetzung gibt es Folgen von Treppenfunktionen ¢;, ¢; mit ¢; < f <1p; auf dem Intervall
K :=[a(a), a(b)], und es konvergiert [,.(¢; — ¢;)dx — 0, so da

a(b) a(b)
/ f(z)de = lim / p;(x)dz .

(a) 7= Ja(a)



374 Teil II: Grundlagen der Analysis

Nun sind die Funktionen (¢joa)-a/, (¢;0a) o’ auf jeden Fall Regelfunktionen und damit Darboux—
integrierbar auf [a, b]. Ferner ist dort ¢joa < foa < ;o und folglich, aufgrund der Voraussetzung
o >0,auch (pjoa) o <(fowa) o < (¢joa)-a’. Wegen

b a(b)

(%5 — @) 00) o) dz = / (W — @;)dw — 0

/ab (00 "~ (pyo0) o) do = [ B

a

ist dann f Darboux—integrierbar auf [a, b], und es folgt

b b o(b) a(b)
/ (foa)(z) o (x)dr = lim (pjoa)(z) o' (x)dx = lim vj(z)dr = / f(z)dz. O

j—oo Jo j—o0 a(a)
Hieraus leitet man unmittelbar ab:

Folgerung 18.10 Ist o : J — I bijektiv mit einer stetig differenzierbaren Umkehrabbildung, so ist die
Funktion f: I — R genau dann Darboux—integrierbar, wenn foa: J — R Darboux—integrierbar ist.

Beweis. Man braucht nur eine Richtung zu zeigen: Mit f ist auch f o a Darboux—integrierbar;
denn die Umkehrung folgt hieraus durch Anwendung auf die Umkehrabbildung von «. Ist nun «,
wie vorausgesetzt, ein Diffeomorphismus, so ist an allen Stellen o' # 0 und folglich o' iiberall
positiv oder iiberall negativ. Insbesondere ist 1/a’ eine wohldefinierte stetige Funktion auf .J, also
insbesondere Darboux—integrierbar. Nach dem ersten Teil ist, wenn wir ohne Einschrinkung o’ > 0
annehmen, (fo«)-a’ auf J Darboux—integrierbar. Da das Produkt von Darboux—integrierbaren Funk-
tionen wieder Darboux—integrierbar ist, folgt hieraus durch Multiplikation mit 1/a’ die Behauptung. O

Im folgenden Abschnitt werden wir nachweisen, dal der Zugang von DARBOUX mit dem von
RIEMANN identisch ist. Dazu miissen wir den Begriff des RIEMANN—Integrals erst einmal sorgfiltig
formulieren. Der Leser wird bemerken, dafl die abstrakte Definition wesentlich komplizierter ausféllt
als die des Darboux-Integrals. Wir widerstehen der Versuchung, die oben bewiesenen Resultate iiber
das Darboux—Integral noch einmal fiir das Riemann-Integral zu formulieren.

Definition. Eine Funktion f : I — R heifit RIEMANN—integrierbar, wenn es zu jedem kompakten
Intervall [a, b] C I eine Zahl RY gibt derart, daf zu jedem & > 0 ein § > 0 existiert mit

|Rb —S(f)| <e
fiir alle Riemannschen Summen S (f) = S(f, Z, (§;)) zu fljap bzgl. Zerlegungen Z des Intervalls
[a, b] der Feinheit § (Z) <§.

Bemerkung. Aus der Definition geht unmittelbar hervor, dal die Zahlen R® eindeutig bestimmt sind.
Man nennt R’ natiirlich das RIEMANN-Integral von f iiber [a, b] und schreibt wie iiblich

b
Rt =/ f(x)dx .

Wenn wir wissen, daf§ eine Funktion Riemann—integrierbar ist, so brauchen wir zur Berechnung des
Riemann—Integrals nur eine geeignete Folge Z, von Zerlegungen des Intervalls [a, b] und zu jeder
Zerlegung Z, geeignete Stiitzstellen (§,;) auszuwéhlen. Konvergiert dann die Folge § (Z,) der Fein-
heiten gegen Null, so ist automatisch

b
| r@dn = lim S (Flan. 2o ().

Beispiel. Wir haben im vorigen Kapitel nachgewiesen, dafl die stetigen Funktionen Riemann-—
integrierbar sind und ihre Riemann-Integrale mit den Regel-Integralen iibereinstimmen. Selbst-
verstidndlich ist dies auch fiir die Treppenfunktionen richtig.
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Man kann alle relevanten Eigenschaften des Riemann—Integrals direkt ableiten, also insbesondere,
dafl die Menge Riem (I) der Riemann—integrierbaren Funktionen einen Vektorraum bildet und das
Integral iiber jedem kompakten Intervall [a, b] C I ein Integral in unserer abstrakten Definition und
zuséatzlich linear ist, also insbesondere ein monotones Funktional darstellt. Wir konnen uns aber diesen
Nachweis ersparen, wenn wir zeigen - was wir anschlieend ausfithren werden:

Satz 18.11 Es gilt Darb (I) = Riem (I) .

Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten. Im ersten benétigen wir, dal Riemann—integrierbare Funktio-
nen stets lokal beschréinkt sind. (Dies ist der Grund, warum in zahlreichen Texten das Riemann—Integral
von vornherein nur fiir beschrinkte Funktionen auf kompakten Intervallen entwickelt wird).

Lemma 18.12 Fine Riemann—integrierbare Funktion f : I — R st auf jedem kompakten Intervall
[a, b] C I beschrinkt.

Beweis (durch Widerspruch). Nehmen wir an, da f auf einem Intervall [a, b] z. B. nicht nach
oben beschréinkt ist, also sup,cp,y f () = oo gilt. Wir wéhlen dann eine Folge x; € [a, b] mit
lim; o f(xj) = co. Nach Ubergang zu einer Teilfolge konnen wir nach Investition des Satzes von
Bolzano—Weierstrafi annehmen, daf die Folge (x;) gegen einen Wert { € [a, b] konvergiert. Wir
kénnen des Weiteren ohne Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen, daf§ € > a ist und daf die Folge
der x; streng monoton aufsteigend gegen £ geht. Wir betrachten nun die Folge Z,, der n-—fachen &qui-
distanten Zerlegungen von [a, b]. Fiir Z,, bezeichne J, dasjenige eindeutig bestimmte Teilintervall,
in dem & liegt, aber nicht als linker Endpunkt. Wir wahlen dann zur Zerlegung Z, eine beliebige
Riemann—Summe S), fiir alle Teilintervalle aufler fiir das Teilintervall J,, . Nach Konstruktion von &
gibt es dann ein z; € J, , so daf}
b—a

>n—S .

[ (=)

Dann ist
b—a

Sn = f(zy) + S8, >n

eine Folge Riemannscher Summen von f auf dem Intervall [a, b], die nach oben unbeschréinkt ist.
Dies widerspricht aber der Riemann—Integrierbarkeit von f . (]

Wir kénnen nun den Beweis von Satz 11 in Angriff nehmen und beginnen mit der Inklusion
Riem (I) C Darb(I). In diesem Fall kénnen wir uns offensichtlich auf die Situation zuriickziehen, dafl
wir von vornherein I = [a, b] haben. Eine Riemann—integrierbare Funktion f ist dann auf I und somit
auch auf jedem Teilintervall von I bzgl. einer Zerlegung Z beschriankt. Es bezeichne M,..., M, die
jeweiligen Maxima und entsprechend my,...,m, die Minima. Werden dann bei vorgegebenem ¢ > 0
die Stiitzstellen &q,...,&, so gewdhlt, dafl M; — f (§;) < e/4(b— a), so unterscheidet sich die zugeord-
nete Riemannsche Summe von dem Integral der durch die M; definierten Treppenfunktion ¢ > f um
héchstes £/4 . Ganz entsprechend findet man die Treppenfunktion ¢ < f, deren Integral sich ebenfalls
von einer geeigneten Riemannschen Summe hochstens um e/4 unterscheidet. Ist aber die Feinheit der

benutzten Zerlegung Z klein genug, so unterscheidet sich das Riemann—Integral von f auf [a, b] von
b

jeder Riemannschen Summe ebenfalls um hochstens /4. Somit gilt / (Y (x) —p(x))de < e und f
ist als Darboux—integrierbar entlarvt. ‘

Es bleibt noch, die Inklusion Darb (I) C Riem (I) zu begriinden. Ist f Darboux—integrierbar, so gibt
es zu dem Intervall [a, b] und zu & > 0 Treppenfunktionen ¢ < fi auf [a, b] mit Integraldifferenz
héchstens gleich €/2. Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, da ¢ und ¢ bzgl. der gleichen
Zerlegung a =tg <t; < -+ < tp—1 < t;, = b definiert sind. Wir setzen dann

- 13
T 8mM’

§d=46(e) :
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wobei M eine positive obere Schranke von | f[|j44 bezeichnet, und zeigen, daf jede Riemann-Summe
S=S5(f, Z, (&)) zu einer Zerlegung Z: a =x¢ <21 < -+ < Tp_1 < T, = b mit Feinheit ¢ (Z£) < §
das Darboux-Integral von f iiber [a, b] bis auf € genau approximiert. Es sei ® die Treppenfunktion
mit ®(x) = f (&) fir zx—1 < z < zx und D (zr) = f(xg); sie besitzt das Integral S und erfiillt
die Bedingung ¢ (z) — 2M < @ (z) < ¢ (x) + 2M . Ist ferner das Intervall [x;_1, 2% ] in einem der
Intervalle (ti_1, tx) enthalten, so ist dort sogar ¢ (x) < f(x) < ¢ (z). Auf der Vereinigung dieser
Intervalle definieren wir die Treppenfunktion ¥ durch Null, und sonst sei ¥ (z) = 2M gesetzt. Dann
ist fiir alle = € [a, b]
p(2) = W(x) <B(2) < ¥(x) + V().

Nun gibt es héchstens 2m Intervalle [z_1, x|, auf denen ¥ von Null verschieden ist. Folglich ist

/b U (z)de < (2M)-(2md) <

| ™

Daraus folgt
b

/abgo(x)da:;gs—/b@(x)dx</ w(x)dx+g.

a a

Nach Wahl von ¢ und v ist aber

N ™

/abf(:c)dx - /abso(x)dx < /ab(@zz(x) — p(2))dz <

und entsprechend

/abwm)dx - /abf(x)da: ==

Zusammen mit den Ungleichungen davor gewinnt man die gesuchte Ungleichung
b
‘/f(x)dx—S’Sa. O
a

Wir fragen uns sogar noch etwas allgemeiner: Wann ist fiir einen vorgegebenen Funktionenraum
F von integrierbaren Funktionen auf dem Intervall I der Darboux—Abschlufl gleich dem Raum der
Riemann-integrierbaren Funktionen? Dazu mufl der Funktionenraum F einige notwendige Bedingun-
gen erfiillen, die wir zunéchst herleiten wollen. Aus den Inklusionen F C Darb-F C Riem (Z) folgt,
daf} die Funktionen in F notwendig Riemann—integrierbar sein miissen. Gilt umgekehrt Riem (I) C
Darb-F, so miissen insbesondere die Treppenfunktionen im Darboux—Abschlul von F liegen. Dies
fithrt zu der folgenden Bedingung:

(4) Zu jedem kompakten Intervall I’ C [a, b] und zu jedem ¢ > 0 gibt es Funktionen ¢, ¥ € F, so
da p(z) <1< y(x),zel, p(x) <0< Y(z), z€la, b]\I', und

/ (6 (z) — p(@))dz < .

Lemma 18.13 Der Funktionenraum F erfillt die Bedingung (+) genau dann, wenn T (I) C Darb-F .

Den leichten Beweis iiberlassen wir dem Leser. O

Bemerkung. Man kann die Bedingung (+) fiir viele Klassen von Riemann—integrierbaren, insbesondere
von stetigen Funktionen nachpriifen. Sie ist nach dem vorstehenden Lemma schon dann erfiillt, wenn die
Treppenfunktionen im Raum F enthalten sind. Sie ist aber auch erfiillt fiir den Raum F = C°(I) der
stetigen Funktionen auf I und den Unterraum C{,(I) C C°(I) der stetigen Funktionen mit kompaktem
Triger, also der stetigen Funktionen f : I — R, fir die es ein kompaktes Intervall [a, b] C I
gibt mit f[n (a5 = 0. Der Grund hierfiir sollte aus der folgenden Zeichnung deutlich werden. Man
kann diese Rdume auch noch verkleinern durch die Forderung, dafl die Funktionen in F eine gewisse
Differenzierbarkeitsordnung besitzen oder sogar beliebig oft differenzierbar sein sollen.
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Figur 18.1

Wir konnen nun beweisen:

Satz 18.14 Der Darbouxz—Abschluf$ des Funktionenraumes F ist genau dann der Raum der Riemann—
integrierbaren Funktionen auf I, wenn F C Riem (Z) die Bedingung (+) erfillt.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen haben wir schon erldutert. Ist die Bedingung (+)
erfiillt, so ist nach dem vorstehenden Lemma der Raum der Treppenfunktionen enthalten in dem
Darboux—Abschlufl bzgl. F . Also ist auch der Raum der Darboux—integrierbaren Funktionen enthalten
in dem Darboux—Abschlul von F, der selbst wieder aufgrund der ersten Voraussetzung in Riem (I)
enthalten ist. Wegen Satz 11 gilt {iberall Gleichheit. O

Es sollte dem Leser nicht verborgen geblieben sein, dal der mehrfach in diesem Kapitel gebrauchte
Begriff des Abschlusses eine topologische Bedeutung hat, die wir anschlielend noch etwas genauer
beleuchten werden. Insbesondere iiberlassen wir ihm den einfachen Nachweis der folgenden Aussagen,
die zur Folge haben, dafl wir sowohl den Regelabschluf} als auch den Darboux—Abschlufl nur einmal
durchfiihren kénnen.

Satz 18.15 FEine Funktion f : I — R ist genau dann eine Regelfunktion, wenn sie sich auf jedem
kompakten Intervall beliebig genau in der Supremumsnorm durch Regelfunktionen approximieren laft.
Sie liegt genaw dann im Darbouz—Abschlufs von F , wenn es zu jedem kompakten Intervall [a, b] C I
und jedem € > 0 Funktionen ¢, ¥ € Darb-F gibt mit ¢ < f < auf [a, b] und

/(w(w)—so(w))dw<8- 0

Wir wollen nun den Aufbau des (verallgemeinerten) Darboux-Integrals noch etwas umformulieren.
Dazu beginnen wir wieder mit einem abstrakten linearen Integral 7% auf einem Vektorraum F von
Funktionen f : I — R, setzen aber diesmal zusétzlich voraus, dafi mit f € F auch |f]| in F
enthalten ist, also ein Vektorverband vorliegt, und I ein kompaktes Intervall [a, b] ist. Wir setzen fiir
eine beliebige Funktion f: [a, b] — R:

117 = { [ @151 < 0 peF )

Mit anderen Worten: || f ||1}- ist per definitionem nichts anderes als das F—-Oberintegral der Funktion
| f1-
Lemma 18.16 Die Zuordnung
Abb (I, R) — R, U {oo}
{ e I

definiert auf dem Vektorraum Abb (I, R) der reell-wertigen Funktionen auf I eine Pseudo—Halbnorm.
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Bemerkung und Definition. Unter einer Pseudo—Halbnorm auf einem Vektorraum V wollen wir eine
Abbildung || - || : V — R4 U {0} verstehen, die alle Axiome einer Pseudonorm erfiillt auBer, dafl
| f1l =0 nur fir f =0 gelten darf. Selbstversténdlich soll aber ||0|| =0 sein.

Beweis. Es ist, wegen 0 € F, auch |0 ||f— =0 und damit [|0f ||f'— =0 fiir alle f € Abb(I, R). Wir

konnen daher im folgenden fiir die Betrachtung der Vielfachen A f stets A # 0 voraussetzen. Dann ist
aber

{veF: Al <y ={rp:peF ud [f] < ¢}

und folglich
b

M7 =it {3 [ e [f1 <0, peF ).

a

Nun macht man sich aber sofort klar, daf} fiir eine Menge A nicht negativer reeller Zahlen und A > 0
die einfache Beziehung inf (A A) = X inf A besteht. Infolgedessen ist

b
17 = xint { [ p@dos £ 20 0eF } = AI7IT.
a
Zum Nachweis der Dreiecksungleichung braucht man nur zu beachten, dafi aus | fi| < ¢1 und | fo] <
o die Ungleichung | f1 + fa| < @1+ @2 folgt. Also ist

{ort+e: il S, | ol @2, propeFCc{veF:|fi+tfol <9}

Damit ist die in Rede stehende Pseudo-Halbnorm von f; + fo hochstens so grofl wie das Infimum iiber
die Menge aller Integrale von Funktionen aus der links stehenden Menge. Diese Menge A von Integralen
ist aber eine Summe A; + A, der entsprechenden Mengen von Integralen fiir die Funktionen f; bzw.
f2, und wegen der leicht zu verifizierenden Beziehung

inf (Al + AQ) = inf A1 + inf A2
ergibt sich
1+ £ 07 < IAIT + 1517 0

Bemerkung. Auch bei Pseudo—Halbnormen hat man einen Konvergenzbegriff, der im Wesentlichen alle
Merkmale wie auf dem uns schon vertrauten Terrain der (Pseudo—) Normen aufweist. Allerdings geht
eine ganz entscheidende Eigenschaft verloren: Die Findeutigkeit von Grenzwerten. Dies ist allerdings
ebenso wenig dramatisch wie das Auftreten des Norm—Wertes oo im Falle von Pseudonormen, den
wir durch Einschrinkung auf den Unterraum der beschrinkten Elemente wegdiskutieren konnten. Im
Falle von Halb—Normen mufl man dagegen zu Klassen von Elementen {ibergehen, deren Differenz
die Halbnorm 0 besitzt. Man koénnte dies alles leicht im abstrakten Rahmen abhandeln; bei der
LEBESCGUEschen Integrationstheorie wird uns dieses Phinomen noch einmal konkret begegnen.

Die entscheidende Beobachtung ist nun, dafl der Raum der Darb-F—integrierbaren Funktionen nichts
anderes ist als der Abschluff von F im Raum Abb (I, R) bzgl. dieser Pseudo—Halbnorm.

Lemma 18.17 FEine Funktion f € Abb (I, R) liegt genau dann in Darb-F, wenn es zu jedem € > 0
eine Funktion ¢ € F gibt, so dafs

17—l <e.
Ist ¢; € F eine Folge mit
lim | f — ;|7 =0,
j—oo 1
S0 1st

b b
/ f(x)dr = lim fi(z)dx .

—
Jj—=0 Ja
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Beweis. Nur der erste Teil bedarf der Begriindung. Nach Definition ist f € Darb-F, wenn es zu ¢ > 0
b

Funktionen ¢, ¢ € F gibt mit ¢ < f < ¢ und / (¢ — ¢)dr < e. Dann ist aber 0 < f — ¢ <

Y — @, p—peF, und folglich ¢

b

If=¢lF < [ 6@ - pa)ds

IN
)

Ist umgekehrt

i

1 - oll7 <

W ™

b
so gibt es eine Funktion ¢ € F mit | f — ¢1| < @2 und / po(x)dx < e/2. Damit gilt

a
=1 —pa < f< o1+ =0

und

b b
/ W (xz) — ¢(z)dx = / pa(z)dr < €. 0

Folgerung 18.18 Ist F ein Vektorverband, so ist mit f auch | f| Darbouz—integrierbar bzgl. F .

Beweis. Bs gilt || f| = o] 17 < f = o] - u

Wir kénnen nun leicht einsehen, daf die Erweiterung des Integrals von Treppenfunktionen auf sowohl
die Regelfunktionen als auch die Darboux—integrierbaren Funktionen dem gleichen Prinzip folgt. Wir
werden dieses Prinzip in abstrakter Form herausarbeiten und dann anschliefend bei der Einfithrung des
LEBESGUEschen Integrals erneut zum Einsatz bringen. Im Fall der Regelfunktionen verfiigen wir iiber
den Konvergenzbegriff der gleichmdfigen Konvergenz auf dem kompakten Intervall I = [a, b], der von
der Supremumsnorm || ¢ ||, induziert wird. Fiir das lineare Funktional des Integrals auf dem Raum
F der integrierbaren Funktionen ¢ gilt dann

N[wﬁMWSHM@w—@.

Beim Darboux-Integral dagegen hat man die Pseudo-Halbnorm || ¢ ||f: . Ist F ein Vektorverband, so

hat man wegen —p < |p| < ¢ sofort auch die noch einfachere Beziehung

‘/:‘P(:L’)dx ‘ < /ab|90(a:)|dx_ ||<p||1f

b
Da auflerdem / lo(x)|de < |l¢ll, (b — a) ist, impliziert die gleichméBige Konvergenz die

Konvergenz im ﬁarbouxschen Sinne, d. h. wir sehen noch einmal in diesem Fall, da} Reg-F C
Darb-F .

In beiden Féllen geht es also insbesondere darum, ein lineares Funktional von einem Unterraum
eines Vektorraums mit einer Pseudo—Halbmetrik auf seinen Abschluf} fortzusetzen, wobei das Funktional
seinem Betrage nach ebenfalls durch die Pseudo-Halbnorm abgeschétzt werden kann. Wir wollen die
zugrundeliegenden Begriffe nunmehr herausarbeiten.

Es stellt sich zunéichst die Frage, ob jede lineare Abbildung von einem Untervektorraum V, eines
Vektorraumes V' (nach einen Vektorraum W) eindeutig fortsetzbar ist zu einer linearen Abbildung
Vi — W, wobei Vi D Vj ein beliebig vorgegebener Untervektorraum von V' ist. Nach dem allgemeinen
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Basisergénzungssatz ist eine Fortsetzung immer moglich, wobei jedoch die Fortsetzung im Falle V; # V,
niemals eindeutig bestimmt ist. Es muf3 also hier noch mehr im Spiel sein. Tatséichlich ist in unserer
Situation V' ein (pseudo—halb—) normierter Vektorraum, und V; ist der Abschlufl von Vp in V' bazgl.
der von der Pseudo—Halbnorm induzierten Topologie. Ferner ist W = R ein wvollstdindig normierter
R-Vektorraum. Uberdies ist, was wegen der Eigenschaft 2 des Integrals unmittelbar klar ist, 7 eine
stetige Linearform, und was wir tatsichlich suchen, ist eine stetige Fortsetzung nach V; = V. - Wir
miissen daher zunéchst kldren, wann eine Linearform stetig ist. Wie wir wissen, ist dies im Endlich—
dimensionalen immer richtig. Der Beweis von Satz 17.1 iibertréigt sich auch auf den Fall von pseudo—
halbnormierten Vektorrdumen.

Satz 18.19 Es seien V. und W pseudo-halbnormierte Vektorriume, F : V. — W sei eine lineare
Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent :

i) F ist stetig in 0;
i) F ist stetig ;

ili) F ist Lipschitz—stetig, d. h. es gibt eine Zahl L >0, s. d. |F(v) — F(w)|| < L|jv — w]| fir
alle v, weV;

iv) F st gleichmdfig stetig ;
v) F ist beschrinkt auf der Einheitskugel {v eV : [Jv| < 1};

vi) es gibt eine Zahl C >0, s. d. || F (v)| < C||v] fir alle ve V.

Wir benétigen jetzt noch zwei einfache Sétze.

Satz 18.20 Es sei Vo ein Untervektorraum eines pseudo-halbnormierten Vektorraums V . Dann ist
auch der Abschlufs Vi =Vy von Vy in V ein Untervektorraum.

Beweis. Es ist v € V1 genau dann, wenn v = lim v; fiir eine Folge v; € V5. Aus den algebraischen
Rechenregeln folgt die Behauptung. O

Satz 18.21 Es seien V' ein pseudo—halbnormierter und W ein vollstindig normierter Vektorraum,
Vo C V' sei ein Untervektorraum, und Vi sei der Abschluf8 von Vi in V. Dann lafit sich jede stetige
lineare Abbildung Fy : Vi — W eindeutig zu einer stetigen linearen Abbildung Fy : Vi — W fortsetzen.
Ist C eine Schranke fir Fy, so auch fir F; .

Beweis. Es sei v € V; =V, also v = lim vj, v; € Vo. Ist C' eine Schranke fiir Fpy, so ist fiir € > 0
mit 6 = d(g/C)

€
I Fo(v;) = Folwe) | = [ Folv; —ve) | < 5 C =€, vy —wel <9

Also ist die Folge (Fy(vj))jen eine Cauchy-Folge in W und damit konvergent. Sei w der Grenzwert;
wir setzen dann
Fi(v) = w

und miissen zeigen, daf Fj(v) unabhingig von der Auswahl der Folge (v;) ist und Fj alle weiteren
behaupteten Eigenschaften besitzt.

Ist z. B. (v}) eine weitere Folge mit lim v; = v und w’ = lim Fy(v}), so wird wegen

lw = w'[| < llw = Fo(j) [| + [ Folv;) = Fo(vy) || + [ Fo(vj) — w'|

und || Fo(v;) — Fo(vj) [l < Cllv; — vl die rechte Seite beliebig klein, und damit ist w = w’.
Infolgedessen ist auch F; = Fy auf V.
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Die Linearitit von Fy folgt einfach aus den Konvergenzsétzen: v = lim v; und v’ = lim 113 implizieren

av + B = lim(av; + Bv))
und damit
Fi(av + B9') = lim Fo(av; + Bo}) = lim (a Fo(vj) + B Fo(v)))
= alim Fy(v;) + B lim Fy(v)) = a Fi(v) + BF1(v) .
Schlielich ist mit || Fo(v;) || < Clv; ||, v =limw;, auch

[ F1(v) || = [ Tim Fo(v;) [| < Tim Clv; || < O] . 0

Damit kénnen wir sowohl das Regel- als auch das Darboux—, also das Riemann—Integral unter
dem einheitlichen Aspekt des Abschlusses des Raums der Treppenfunktionen unter einer geeigneten
(Pseudohalb—) Norm verstehen.

Um zu begriinden, warum wir uns mit dem Riemann-Integral nicht zufrieden geben kénnen, kehren

wir noch einmal zu der Dirichlet-Funktion y := X@m[o 1 zuriick. So problematisch es erscheinen mag,
sie iiberhaupt als Funktion zu akzeptieren, ist sie doch von einer sehr einfachen Bauart, wenn wir

den Prozef} der punktweisen Konvergenz von Funktionen mit beriicksichtigen. Ist ndmlich Q@ N[0, 1] =
{ao, a1, ag, ...} eine Abzéhlung und A, :={a;: j=0,...,n}, so bilden die x,, := X, eine monoton

aufsteigende Folge von Riemann—integrierbaren Funktionen mit

1
/ Xn(z)dz =0,
0

die punktweise gegen x konvergiert. Nun gilt tatséchlich der folgende Satz, den wir nicht beweisen
wollen, da uns die LEBESGUE—Theorie ein stirkeres Mittel an die Hand geben wird.

Satz 18.22 Es seien f, f; : [a, b] — R Riemann—integrierbare Funktionen, und die Folge f; sei
punktweise monoton aufsteigend konvergent gegen f . Dann gilt

b b b
lim fi(x)dr = / lim f(z)dx = / f(z)dx .
]*}OO a a j*?Oo a

Warnung. Die entsprechende Aussage ist falsch, wenn man nur punktweise Konvergenz (und nicht
monotone Konvergenz) voraussetzt.

b
Unter den vorigen Voraussetzungen ist die Folge I; := fj(x)dx der Integrale selbst monoton

aufsteigend und daher schon konvergent, wenn sie nach oben beschrinkt ist. Wir wiirden daher eigentlich
erwarten, dafl der monotone Limes f = lim; f; unter dieser leichten Zusatzvoraussetzung automatisch
integrierbar ist. Das Lebesgue-Integral erfiillt uns diesen Wunsch.

Zur Einfithrung des Lebesgue—Integrals folgen wir dem von KONIGSBERGER gewihlten Weg, der auf
STONE zuriickgeht. Wir betrachten hierbei grundsétzlich Funktionen, die auf ganz R definiert sind:
f: R— R.Ist f a priori nur auf einer Teilmenge A C R definiert, so setzen wir sie stets trivial zu
einer Funktion f4 nach ganz R fort:

fA(ac) _ { fx), z€A,

0 , zeR\A.
Um solche Funktionen iiberhaupt ,einfangen* zu kénnen, mufl man den Raum der Treppenfunktionen

in gewisser Weise ersetzen durch den Raum der verallgemeinerten Treppenfunktionen mit hdchsten
abzéhlbar vielen Treppen.
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Definition. Eine Hiillreihe ® zu einer Funktion f: R — R ist eine unendliche Reihe
‘I’:Z%Cijv Xi =X
=

mit (evtl. auch zu einpunktigen Mengen entarteten) kompakten®® Intervallen I; := [a;, b;] und reellen
Zahlen c¢; > 0, so da8

[f@)| < @@) = ) ¢

jixel;

fiir alle € R. Der Inhalt I(®) der Hiillreihe ® wird gegeben durch

I(®) =Y ¢;(bj — aj) € Ry Ufoo}.
j=0

Bemerkung und Definition. Jede Funktion f : R — R besitzt eine Hiillreihe, ndmlich ®__ :=

> jX[ - Damit existiert die Zahl
—5.

Il f ||L1 = inf { I (®): ® ist Hiillreihe zu f} € Ry U{oo}.
Man nennt sie die L'~Norm von f und schreibt meist auch kiirzer || f ||1 .

Diese Bezeichnung ist nicht voll gerechtfertigt. Es gilt nur, was wir dem Leser zur Uberpriifung
lassen, das folgende

Lemma 18.23 | f HL1 ist eine Pseudo—Halbnorm auf dem Vektorraum aller Funktionen f: R — R.

Die Beziehung dieser Halbnorm zu der das Riemann-Integral beherrschenden Halbnorm ist schnell
aufgeklart.

Lemma 18.24 Fs sei I :=[a, b] ein kompaktes Intervall und f: I — R eine Funktion. Dann gilt
I < 7,
L, < A

Ist f eine Treppenfunktion auf [a, b], so besteht hier sogar Gleichheit, und es ist

b
17, = [ 1@ lde < 17100 - ).

Beweis. Man kann jede Treppenfunktion mit nicht negativen Funktionswerten als eine Hiillreihe
auffassen, deren Inhalt mit dem Integral der Treppenfunktion {ibereinstimmt. O

Definition und Bemerkung. Eine Funktion f: R — R heifit Lebesgue—integrierbar, wenn es eine Folge
von Treppenfunktionen ¢; gibt, so dafl

I =wil,, — 0.

Da || - HL1 eine Pseudo—Halbnorm ist, bildet die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen einen
Vektorraum.

Wegen des vorstehenden Lemmas hat man die

28Man kann hier genauso gut auch beschrinkte offene Intervalle verwenden. Zu den Einzelheiten siche die mehrdimen-
sionale Integrationstheorie.
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Folgerung 18.25 Ist f: I = [a, b] — R Riemann—integrierbar, so ist die Fortsetzung f! Lebesque—
integrierbar.

Zur Einfithrung des LEBESGUE—-Integrals bendtigen wir das folgende
Lemma 18.26 Ist f Lebesgue—integrierbar mit approzimierender Folge ¢; von Treppenfunktionen, so
ist die Folge
bj
I = / w;(x)de = / pi(x)dr, @;(x) = 0 auferhalb [a;, b;],
R agj
der Integrale konvergent. Der Grenzwert der Folge I; ist unabhdngig von der Auswahl der Folge ¢; .

Beweis. DaB die Folge I; der Integrale eine Cauchy-Folge ist und ihr Grenzwert nicht von der Auswahl
der ¢; abhingt, ergibt sich unmittelbar aus der folgenden Ungleichung fiir Treppenfunktionen ¢, 1:

‘/cpdz/wdx

Definition und Bemerkung. Man setzt unter der vorigen Voraussetzung

/Rf(fv)dx = jlijgo/%(x)dx

und nennt diese Zahl das Lebesque—Integral von f.Ist f: [a, b] — R Riemann—integrierbar, so ist die
Fortsetzung f!: R — R Lebesgue-integrierbar mit

/Rff(x)dx = /ab f(x)dx .

Selbstversténdlich ist das Lebesgue-Integral ein lineares und monotones Funktional auf dem Raum
aller Lebesgue—integrierbaren Funktionen.

< [lo-vld=llg=vl, <le= 7, +1f-vl,. O

Weiter hat man die Verbandseigenschaft des Vektorraums der Lebesgue—integrierbaren Funktionen.

Satz 18.27 Mit f ist auch | f| Lebesque—integrierbar, und es gilt

‘/Rf(x)da:

Beweis. Es sei ¢; eine Folge von Treppenfunktionen, die in der L'-Pseudo-Halbnorm gegen f kon-
vergiert. Wegen || f| — |y, || <|f — ¢;| ist dann auch

£ = Teill, < 1F — el -

< [1f@la =111, -

Infolgedessen ist | f| integrierbar mit

‘/Rf(x)dx

Um die Gleichung auf der rechten Seite einzusehen, beachten wir die aus der Dreiecksungleichung fiir
die L'-Pseudo-Halbnorm entspringenden Ungleichungen

1FIL, = 1 = el < Heill, < IFI, + 1F = sl -

lim /goj(x)d:c
R

J—00

<t [ Jpio)lde = [ |7 @)]ds.
R R

J—00

Wegen
lesl, = [ leso)do|ds
R

implizieren diese, wie gewiinscht, die Ungleichungen
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11, < [ 1@l <51, o

Im Gegensatz zu den Verhéltnissen bei dem Darboux—Integral kann man fiir Produkte integrierbarer
Funktionen nur zeigen:

Satz 18.28 Sind f, g Lebesque—integrierbar, und ist g beschrinkt, so ist auch das Produkt f - g
Lebesgue—integrierbar.

Beweis. Es sei M eine positive obere Schranke fiir g. Wir wihlen dann zu vorgegebenem & > 0 eine
Treppenfunktion ¢ mit || f — g0||1 < g/2M und eine Treppenfunktion ¢ mit ||g — Hl < e/2M,

wobei M eine positive obere Schranke von |¢| bezeichnet. Aus der Ungleichung |fg — p¢| <
[f —gllgl + |¢|lg — ¢]| erschlieit man

1fg—evll, < MIf—el, +Mlg-vl <e. O

Ist f: R — R eine beliebige Funktion und A C R eine Teilmenge, so setzt man

[ @i = [ fax, @,

sofern das rechts stehende Integral existiert. Dies ist aufgrund von Satz 27 immer dann richtig, wenn f
Lebesgue-integrierbar und A = [a, b] ein kompaktes Intervall ist. Es gilt dann selbstversténdlich auch

(z)dx + (x)dx = f(z)dx .
[a,b] [b,c] la,c]

Mit anderen Worten:

Folgerung 18.29 Das Lebesgue—Integral auf dem Raum der Lebesgue—integrierbaren Funktionen f :
R — R ist tatsdchlich ein Integral im Sinne von Kapitel 16.

Dafl wir es sowohl in der Riemann— als auch in der Lebesgue-Theorie nur mit Halbnormen zu tun
haben, also Grenzwerte nicht eindeutig bestimmt sind, &uflert sich in der Tatsache, dafl man Funktionen
auf ,nicht zu grofen“ Teilmengen abéindern kann, ohne den Wert des Integrals zu beeinflussen. Im
Falle des Riemann-Integrals sind dies endliche Mengen. Im Falle des Lebesgue-Integrals kénnen solche
Mengen sogar dicht in R liegen. Um dieses Phanomen genauer unter die Lupe nehmen zu koénnen,
notieren wir als Folgerung aus der Definition (man setze alle Treppenfunktionen ¢; =0):

Folgerung 18.30 Funktionen f mit verschwindender L'-Halbnorm ||f||L1 = 0 sind Lebesgue—in-

tegrierbar mit verschwindendem Integral. Ist die Differenz zweier Funktionen von diesem Typ, so sind
beide integrierbar oder beide nicht integrierbar, und im ersten Fall stimmen ihre Integrale iiberein.

Beispiel. Die charakteristische Funktion Xg der rationalen Zahlen und damit auch die Dirichlet—

Funktion XQn sind Lebesgue-integrierbar (aber nicht Riemann—integrierbar).

[0,1]

Dies folgt sofort aus dem weiter unten formulierten Satz von Beppo Levi iiber die monotone Kon-
vergenz, &8t sich aber auch unmittelbar mit der soeben notierten Folgerung begriinden. - Wir notieren
gleich etwas allgemeiner:

Lemma 18.31 Ist A C R eine hichstens abzihlbare Teilmenge, so gilt

Ix, I,
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Beweis. Wir numerieren die Menge A durch: A = {xq, 21,...}, und wihlen zu vorgegebenem ¢ > 0
kompakte Intervalle I; = [aj, b;] mit z; € I; und (b; — a;j) = £/27*1 . Dann ist

ACUIJ und XAS(I):ZXIj
j=1 =0
Wegen I (®) = e ist folglich || X, HLI <e. O

Der Beweis dieses Lemmas {ibertrigt sich unmittelbar auf eine allgemeinere Situation.

Definition. Eine Teilmenge A C R heifit eine LEBESGUE-Nullmenge oder eine Menge vom Lebesgue—
Maf Null, wenn es zu jedem € > 0 abzdhlbar unendlich viele kompakte Intervalle I; = [a;, b;] gibt
mit

AC UIj und Z(bj—aj)gs.
=0 =0

Beispiele sind abzéhlbare Mengen, aber auch die CANTOR-Menge.
Das vorige Lemma ist also auch in der folgenden, sogar schéirferen Form giiltig:

Lemma 18.32 Fine Teilmenge A C R ist genau dann eine Lebesguesche Nullmenge, wenn

Ix, I,

Ist f:R — R Lebesgue-integrierbar und A eine Menge vom Mafl Null, so beweist man sofort, dafl

auch || fXA HL1 = 0 und damit
/ f(x)de =0.
A

Man kann sogar beweisen, dafl jede beliebige Funktion iiber Nullmengen integriert werden kénnen und
das Integral Null besitzen und somit integrierbare Funktionen auf Nullmengen beliebig abgeéndert
werden konnen, ohne daf3 das Integral affektiert wird.

Wir kommen auf diese Fragen spéter noch einmal zuriick, und stellen jetzt nur noch die wichtigsten
Konvergenzeigenschaften des Lebesgue-Integrals zusammen. Die Beweise erbringen wir in Analysis 3
gleich fiir die mehrdimensionale Integration. Die erste ist der nach BEPPO LEVI benannte Satz von der
monotonen Konvergenz.

Satz 18.33 Es sei f; eine monoton aufsteigende Folge integrierbarer Funktionen f;: R — R derart,
daf$ die Folge der Integrale
[ si@ydo
R

nach oben beschrinkt ist. Dann gibt es eine Teilmenge A C R vom Lebesque—Mafl 0, so daf die Funk-
tionenfolge f; auf R\ A punktweise nach oben beschrinkt ist, also insbesondere dort eine Grenzfunktion
[ besitzt, und setzt man f irgendwie (z. B. durch f(x):=0, x € A) zu einer Funktion auf ganz R
fort, so ist f integrierbar mit

[ f@ar = i [ .
R

J—0 JRr

Die Haupteigenschaft des Lebesgue—Integrals in dieser Hinsicht ist der von LEBESGUE selbst stam-
mende Satz iber die majorisierte Konvergenz.
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Satz 18.34 Es sei f; eine Folge integrierbarer Funktionen f; : R — R derart, die fast dberall, d. h.
auferhalb einer Menge A vom Lebesque—Mafs O, punktweise gegen eine Grenzfunktion f konvergiere.
Ferner gebe es eine Funktion F mit | F ||1 < 00, also z. B. eine integrierbare Funktion F', so dafs fast

dberall | f;| < F gelte. Setzt man f irgendwie zu einer Funktion auf ganz R fort, so ist f integrierbar
mit

/ f(x)dx = lim / fi(z)dz

R Jj—oo JR

Als Anwendung des Lebesgueschen Konvergenzsatzes beweisen wir noch die auflerordentlich wich-
tigen Vertauschungssitze von Grenzwerten bei Integralen. Wir formulieren und beweisen einen dieser
Sétze ohne Umschweife fiir Funktionen in n Verédnderlichen, die von weiteren ¢ Parametern abhédngen
diirfen, indem wir die Existenz des mehrdimensionalen Lebesgue—Integrals und die Richtigkeit des ana-
logen Konvergenzsatzes voraussetzen. Diese fehlenden Beweisstiicke werden spiiter nachgeliefert.

Satz 18.35 Es sei eine Teilmenge X x T C R? x R™ wund eine Funktion f: X xT — R gegeben, so
daf fir alle x € X die Integrale
= / [z, t)dt
T
existieren.

a) Ist zusdtzlich f(x,t) bei festem t € T eine stetige Funktion in x und ferner ®(t), t € T, eine
integrierbare Funktion mit | f (x, t)| < ®(t) fir alle (x,t) € X x T, so ist auch F (z) stetig auf X,
d. h. es gilt

lim [z, t)dt = / lim f(x,t)dt.
r—a T T r—a

zeEX zEX

b) Ist X offen in R™, f stetig partiell differenzierbar nach x; bei festem t, und gilt

of

| <o, @oexxT.

mit einer integrierbaren Funktion ® (t), so ist F' nach x; stetig partiell differenzierbar, und es gilt

9 _ [ of
a:cj/Tf(a:,t)dt—/Taxj (2, 1) dt

Beweis. a) Es gelte limg_.o 2x = a; man setzt dann f(¢) := f (zk, t) und hat punktweise Konvergenz
limg 0o fx(t) = f(a, t). Ferner ist | fx(¢t)] < ®(t). Nach dem Satz von Lebesgue folgt

= / fla, t)dt = / lim fi(t)dt = lim fe(®)dt = lim f(zg, t)dt.
T T k—oo k—oo Jp k—oo Jp
b) Wir setzen mit einer Nullfolge hy # 0:

f(a+ hrej, t) — f(a, t)
hy '

gk (t) =
Aus dem Mittelwertsatz folgt

lgr(t)| < @ (1)

und damit die Existenz von

ai(a) lim —— /f (a + hiej, t)dt — /f (a, t)dt ) = hm f (@ + hiejy t) = fla ) dt
&cj hk

—_— t)dt
T k—oo hk T 6563 (a’ ) ’

:/ lim f(a+ hrej, t) — f(a, t) & = of
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was zu beweisen war. O

Bemerkung. Die Konklusion des Teils a) kann schon dann getroffen werden, wenn 7' C R ein kompaktes
Intervall und f eine stetige Funktion auf X x T ist. Denn da die Aussage lokal bzgl. a € X ist,
konnen wir ohne Einschrinkung X als kompakte Teilmenge annehmen, so dal f auf X x T sogar
beschrdnkt ist. Somit ist & = M Xy mit geeigneter Konstanten M eine Majorante wie im Satz.
Entsprechende Bedingungen findet man auch fiir die Differenzierbarkeitsaussage. In diesen Fillen
existieren alle Integrale auch im Riemannschen Sinne.

Die vorstehende Bemerkung findet eine unmittelbare Anwendung auf sogenannte Doppelintegrale
oder noch allgemeiner auf n—fach iterierte Integrale stetiger Funktionen, die man als Ausgangspunkt in
die mehrdimensionale Integrationstheorie verwenden kann, auch wenn wir spéater einem anderen Weg
folgen werden.

Wir betrachten der Einfachheit halber im folgenden eine stetige Funktion in zwei Verdnderlichen
x, y auf einem Produkt von kompakten Intervallen:

fila, bl x[e,d] = R.

Nach Satz 35 und der soeben festgehaltenen Bemerkung ist dann die Funktion

b
F(y) ::/ f(z,y)d

stetig auf [¢, d] und kann also ihrerseits integriert werden. Man bezeichnet

d d b
/ F(y)dy :=/ (/ f(%y)dx)dy
als ein Doppelintegral.

Unter den soeben gemachten Voraussetzungen existiert aber auch das Doppelintegral bei Vertau-
schung der Reihenfolge der Integrationen:

/:(/Cdf(m,y)dy)dx.

Fiir die Integrationstheorie von stetigen Funktionen in mehreren Verdnderlichen ist zweifelsohne un-
erlafllich, dal sich unabhéingig von der Reihenfolge der eindimensionalen Integrationen stets derselbe
Wert einstellt.

Satz 18.36 Ist f: [a, b] x [¢,d] — R eine stetige Funktion, so gilt

/cd</abf(x’y)dm)dy:/ab</cdf($7y)dy>d:c.
v = [ ([ 1)

Esist ®(a) = 0, und wegen Satz 35 ist ® differenzierbar mit

v = [ ([ rena )= [ 1w

Also ist mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

/j(/;f(a:,y)dx)dyz@(b)z(l)(b)—@(a):/ab@’(w)dm:/ab (/Cdf(x,y)dy>dx. 0

Beweis. Man definiere
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Wir wollen dieses Kapitel beschliefen mit einigen Anmerkungen zu dem Hauptsatz der Differential—
und Integralrechnung. Dieser beantwortet in der iiblichen Fassung partiell eine Frage, die wir bisher noch
gar nicht gestellt hatten, die aber - auch historisch - eine der zentralen Motivationen fiir die Konstruktion
des Integrals war: Unter welchen Voraussetzungen kann man eine differenzierbare Funktion f aus ihrer
Ableitung [ rekonstruieren?

Angesichts der frither schon notierten Tatsache, daf§ Ableitungen von differenzierbaren Funktionen
nicht notwendig sehr ,,angenehme* Eigenschaften besitzen, aber auch nicht vollig willkiirliche Funktio-
nen sind, ist zu vermuten, daf} die prdzise Antwort auf diese Frage interessant sein sollte, wenn auch
nicht einfach zu gewinnen. Immerhin wissen wir schon aufgrund des Hauptsatzes, dal das (Regel-)
Integral diese Aufgabe 1ost, wenn [’ stetig ist, denn dann ist ja

f@ - = [ roa.

Es ist nicht schwer zu sehen, dafl diese Aussage sinngeméifl immer noch gilt, wenn f’ zumindest eine
Regel-Funktion ist. Allerdings kann i. A. nicht einmal das umfassendere Riemann—Integral das Problem
erledigen, da es differenzierbare Funktionen f : [0, 1] — R mit beschrinkter, aber nicht Riemann—
integrierbar Ableitung f’ gibt. VITO VOLTERRA konstruierte 1881 sogar ein Beispiel dieser Art, bei dem
f' auf einer Teilmenge von positivem Maf} unstetig ist. In seiner Thesis 1902 verwies LEBESGUE hierauf
als Motivation zu seiner Integrationstheorie, die tatséchlich Differentiation und Integration wieder als
inverse Operatoren in einer grofien Klasse von Funktionen etabliert??. Tatsichlich kann man als erste
teilweise Antwort den folgenden Satz festhalten.

Satz 18.37 Ist f: [a, b] — R differenzierbar und besitzt die Ableitung f' eine Lebesgque—integrierbare
Majorante, so ist sie selbst Lebesque—integrierbar. Es gilt dann der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung :

b
Fb) ~ fla) = / f(@) de

Einen Beweis fiir diese Behauptungen findet man in [11], Band 2, Satz 8.6. Wir begniigen uns hier
mit dem Fall, da3 die Ableitung beschrdinkt ist. Wir betrachten fiir hinreichend grofie k¥ € N die
Funktionenfolge fx : [a, b] — R mit

flz+1/k) — f(2)
fe(z) = 1/k

0 sonst.

fir z € [a, b — 1/k]

Dies sind Regelfunktionen; ihre Folge konvergiert punktweise auf [a, b) gegen die Ableitungsfunktion
f'. Aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung ist die Folge gleichmifig beschréinkt durch
eine Schranke M zu | f’|. Folglich ist f’ Lebesgue—integrierbar mit

/ab f(@)de = Jim /ab Fol) da -

Die Integrale auf der rechten Seite kann man aber weiter auswerten:

/: Fulz) do = k(/ail/kf(x)d:v - /ab_l/kf(:v)dx) - k:(/:l/kf(a:)dx— /aaH/kf(x)dx) .

Da f stetig ist, folgt aus dem klassischen Hauptsatz, daf3

29 Als Literatur fiir die im folgenden teilweise nur zitierten, aber nicht bewiesenen Ergebnisse seien zusitzlich zu unserer
Literaturliste genannt:
J. J. Benedetto, Real Variable and Integration. B. G. Teubner: Stuttgart 1976.
E. Hewitt, K. Stromberg, Real and abstract analysis. Springer: Berlin—Heidelberg—New York 1965.
D. E. Varberg, On absolutely continuous functions. Amer. Math. Monthly 72, 831-841 (1965).
K. Floret, Mafi— und Integrationstheorie. B. G. Teubner: Stuttgart 1981.
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b
| r@ds=10) - fa). 0
Bemerkung und Beispiel. Man darf allerdings nicht annehmen, dafl die Ableitung einer Funktion stets

Lebesgue—integrierbar oder gar beschréinkt ist. Die Funktion

1
?sin — fir 0 <z <1,

f(z) = v
0 fir x =0,
besitzt tatséchlich eine nicht Lebesgue—integrierbare Ableitung.

Dagegen existiert die Ableitung der Funktion

1
23/2gin — fiir 0 < z < 1,
T

fla) =
0 fir x =0,

iiberall auf [0, 1], ist unbeschrinkt, aber trotzdem Lebesgue—integrierbar.

Bemerkung und Beispiel. In Satz 37 darf man, wie es im Rahmen der Lebesgueschen Integrationstheorie
nahezuliegen scheint, die Existenz der Ableitung f’ nicht ersetzen durch die schwichere Voraussetzung,
daf} diese nur fast tiberall vorhanden ist. Wir erinnern daran (siehe Kapitel 15), dafl die auf der CANTOR~
Menge C C I =10, 1] definierte CANTOR-Funktion eine monoton wachsende, stetige und surjektive
Fortsetzung © : I — I besitzt, die auf jedem der abzéhlbar vielen disjunkten offenen Intervalle, in die
I'\ C zerfillt, konstant ist. Folglich ist © fast iiberall differenzierbar mit ©" = 0 und daher

/1 O'(z)dr =0<1=0()—06().
0

Immerhin steht dieses Beispiel noch im Einklang mit dem LEBESGUEschen Differenzierbarkeitssatz.

Satz 18.38 Ist die Funktion f : [a, b] — R monoton wachsend, so existiert die Ableitung [’ fast
dberall. Sie ist Lebesque—integrierbar, und es gilt die Abschdtzung

b
/ Fx)de < () — (a).

Definition und Bemerkung. Eine Funktion f: [a, b] — R heifit von beschrinkter Variation, wenn
sup v (2) < o0,

wobei fiir eine Zerlegung Z: a = 29 < 21 < -+ < x, = b die Variation v (Z) definiert wird durch
n
v(Z) =) I f(x) = flaj-n)]
j=1

Selbstverstindlich ist eine monotone Funktion von beschrankter Variation.

Dariiberhinaus gilt der JORDANsche Zerlegungssatz:

Satz 18.39 Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann von beschrinkter Variation, wenn sie
Differenz zweier monoton wachsender Funktionen ist.

Folgerung 18.40 Funktionen f: [a, b] — R wvon beschrinkter Variation sind Lebesque—integrierbar.
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Es ist nun zwingend erforderlich, nach Eigenschaften von f selbst zu fragen, die die Lebesgue—
Integrierbarkeit von f’ und damit die Giiltigkeit des Hauptsatzes nach sich ziehen. Hierbei ist die
ungemein gldttende Eigenschaft des Integrals zu beriicksichtigen
Definition und Bemerkungen. Eine Funktion f: [a, b] — R heifit absolut stetig, falls fiir alle € > 0

ein 6 > 0 existiert, so daf fiir jede endliche Menge von paarweise disjunkten Intervallen [a;, b;), j =
1,...,n, in [a, b] mit

gilt:
DoIFby) = flag)] <e.
j=1

Absolut stetige Funktionen sind automatisch (gleichméiflig) stetig und von beschriinkter Variation.
Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt unmittelbar, daf§ differenzierbare Funktionen
mit beschriankter Ableitung absolut stetig sind. Es gibt aber stetige Funktionen, die keine beschrinkte
Variation besitzen.

Aufgrund der vorstehenden Bemerkungen ist das folgende Resultat, das ebenfalls auf VITALI und
LEBESGUE zuriickgeht, vielleicht keine Uberraschung mehr.

Satz 18.41 Es sei f: [a, b] — R differenzierbar. Genau dann ist f' Lebesgue—integrierbar, wenn f
absolut stetig ist. In diesem Fall gilt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung :

| rwa=tw - .
Ohne Beweis. O
In der Tat gilt viel mehr:

Satz 18.42 Ist f: [a, b] — R absolut stetig, so ist [ fast iberall differenzierbar, die Ableitung f' ist
Lebesgue—integrierbar, und es gilt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung :

@)~ fla) = / Ftydt, e [ab].

Ohne Beweis. O

Es bleibt aber noch, eine weitere Frage zu beantworten: Es sei g : [a, b] — R Lebesgue—integrierbar
und

G(z) := /zg(t)dt, x € [a, b].

An wievielen Stellen in [a, b] ist die Funktion G differenzierbar? - Die (naheliegende) Antwort wird
durch den folgenden Satz gegeben:

Satz 18.43 Ist g: [a, b] = R Lebesgue—integrierbar und

G(z) = /wg(t)dt, x € [a,b],

so ist G absolut stetig und fast iberall differenzierbar mit G' = g.
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Ohne Beweis. O

Man kann nun die absolut stetigen Funktionen f: [a, b] — R nach BANACH und ZARIZKI auf die
folgenden #quivalenten Weisen charakterisieren, wobei wir f eine Nullfunktion nennen, wenn sie jede
Lebesgue—Nullmenge N C [a, b] in eine Lebesgue-Nullmenge iiberfiihrt:

Satz 18.44 Fir Funktionen f: [a, b] = R sind dquivalent :
i) f st absolut stetig ;
i) f st stetig, von beschrinkter Variation und eine Nullfunktion ;

iii) f st eine stetige Nullfunktion und die Ableitung [’ existiert fast diberall und ist Lebesgue—
integrierbar.

Unter einer und damit jeder dieser Voraussetzungen gilt der Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung :

f(x)—f<a>:/ Fdt, =elab].
Ohne Beweis. U

FaB3t man alle bisherigen Aussagen zusammen, so sieht man, dal genau die absolut stetigen
Funktionen dem Hauptsatz der Differential— und Integralrechnung geniigen.

Beispiel und Bemerkung. Es mag iiberraschen, daf} es stetige Funktionen von beschrankter Variation
geben soll, die keine Nullfunktionen sind. Wir kennen aber schon ein Beispiel, ndmlich die Cantorsche
Funktion © : [0, 1] — [0, 1]. Sie ist nicht nur stetig, sondern auch monoton wachsend und damit von
beschriankter Variation. Da sie aulerhalb der Cantor—Menge C nur abzihlbar viele Werte annimmt,
ist das Bild von [0, 1]\ C unter © eine Nullmenge. Infolgedessen besitzt das Bild der Nullmenge C
unter © das Maf} 1.

Wir zitieren schliellich noch die ultimative Fassung der Substitutionsformel.

Satz 18.45 Ist «: J — I eine monoton wachsende, absolut stetige (und damit fast iberall differen-
zierbare) Abbildung zwischen reellen Intervallen, so ist mit f: I — R auch (foa)-o' : J—R (fast
dberall definiert und) Lebesque—integrierbar, und es gilt fir alle a, b€ J :

b a(b)
a(t)) o) dt = z)dx .
/af(()) (1) /a@ f (@)

Bemerkung. Es gibt noch weitere Integralbegriffe wie die von DENJOY, PERRON und seit kiirzerem auch
von KURZWEIL und HENSTOCK. Wir kénnen in diesem grundlegenden Band nicht auf diese speziellen
Integrale eingehen. Den besonders physikalisch interessierten Lesern sei aber vor allem eine andere
Verallgemeinerung, ndmlich die von STIELTJES, ans Herz gelegt.



Anhang: Die letzten 5 der 55 Charakterisierungen des reellen
Zahlkorpers

Der definitiv letzte Kreis unserer Axiome beschéftigt sich mit der (Darbouxschen) Integrationstheorie
und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Wir zeigen die Aquivalenz der folgenden
Aussagen zu den fritheren. Es ist stets f eine stetige Funktion f : [a, b] — K. Der Hauptsatz hat
hierbei die folgende Formulierung: Jede stetige Funktion f : [a, b] — K besitzt eine Stammfunktion,
und je zwei Stammfunktionen unterscheiden sich additiv um eine Konstante.

K erfiillt (*)
&

(LD) Fiir stetiges f existiert das
b
Oberintegral / f(z)dz

a

K erfiillt (x)
&
(LII) Fiir stetiges f existiert das

b
Darbouxsche Integral / f(z)dx

(L) Fiir stetiges f > 0 existiert eine Stammfunktion,
und jede Stammfunktion ist monoton wachsend
(LIV) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Beweis. Aus dem Axiom (XLVI) folgt, daB es zu jeder stetigen Funktion f: [a, b] — K Treppenfunk-
tionen ¢, ¥ : [a, b] = K mit ¢ < f < gibt. Damit ist die Menge

b
{/ Y(x)de: f < Treppenfunktion}

/ab o (z)dx

beschriankt. Also existiert wegen (XXI) das Oberintegral

nicht leer und nach unten durch

b b
/ f(z)dx = inf {/ Y(x)de: f <, ¢ Treppenfunktion}
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und dann auch das Unterintegral wegen

/abf(fv)dfv - - /ab(f)(w)dfv-

Ist umgekehrt (LI) oder (LII) erfiillt, so ist jede stetige Funktion f : [a, b] — K notwendig (nach
oben) beschrinkt, also das Axiom (XLVI) giiltig und folglich K = R. Insbesondere gibt es wegen (L)
zu jeder stetigen Funktion f: [a, b] — K und jedem e > 0 Treppenfunktionen ¢, ¢ mit ¢ < f <

und sup, ;) (Y — ¢) < ﬁ. Somit ist

o<KwMM—f¢MM<a

und es ergibt sich mit (XXI) sofort
b b
| t@de= [ fds,

also (noch einmal) die Implikation (LI) = (LII).

Von (LII) nach (LIII) schliet man wie folgt: Nach Voraussetzung existiert fiir alle x € [a, b] das
Darbouxsche Integral

F(z) = /zf(ﬁ)dﬁ-

Mit dem iiblichen Beweis ergibt sich die Differenzierbarkeit von F' mit F’ = f. Da das Integral additiv
ist, gilt fiir =1 < xo:

F(xg)—F(xl):/:f(x)da;:/:f(x)dxzo,

da ¢ : [21, 2] — K mit o (z) = 0 eine Treppenfunktion mit ¢ < f|;, 5, ist. Ist G eine weitere
Stammfunktion, so ist (G—F) =G —F' = f— f =0 und wegen (XLII) G — F = const. Insbesondere
ist auch G monoton wachsend.

(LIIT) = (LIV) Jede stetige Funktion f schreibt sich in der Form f = f* — f~ mit den stetigen
Funktionen

ff =max(f,0), f = —min(f,0).

Da f™ und f~ nichtnegativ sind, besitzen sie Stammfunktionen F* und F~,und F := F* — F~
ist eine Stammfunktion von f. Sei G eine weitere Stammfunktion von f, so ist H := G — F eine
Stammfunktion von 0. Also ist H' =02>0 und (—H)' =0 > 0. Nach (LIIT) miissen dann sowohl H
als auch —H monoton aufsteigend sein, woraus sofort H = const. folgt.

Ist schlieBlich (LIV) erfiillt, so folgt aus f' =0 =10", daB f = const. Dies ist aber gerade die Aussage
(XLII). O

Bemerkung. In [171] wurde Axiom (LII) in der Form

K erfiillt ()
&
(LID) Fiir stetiges f existiert das

b
Riemannsche Integral / f(z)dx
a
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formuliert, wobei aber in der Argumentation das Riemann—Integral mit dem Darboux—Integral gleich-
gesetzt wurde. Bei Verwendung der Definitionen des vorliegenden Textes ist die Aquivalenz mit diesem
Axiom (LII)" daher nicht nachgewiesen, zumal unser Beweis fiir die Gleichheit der beiden Integral-
Begriffe ganz erheblich von Eigenschaften der reellen Zahlen Gebrauch macht. Auf jeden Fall geht der
Beweis (man benotigt nur Lemma 12) aber durch, wenn man den Korper K in den Korper der reellen
Zahlen einbetten kann, d. h. wenn K archimedisch ist.

K ist archimedisch

&
(LV) Fiir stetiges f existiert das

b
Riemannsche Integral / f(z)dx

Ich weifl im Ubrigen nicht, ob man bei den beiden den Hauptsatz betreffenden Axiomen die jeweiligen
Zusétze fortlassen darf, also nur zu verlangen braucht, daf§ jede stetige Funktion f auf Intervallen
[a, b] C K eine Stammfunktion besitzt.
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Wir wollen zunéchst iiber die Wellengleichung sprechen. Dazu stellen wir uns eine unendlich lange
Saite (oder besser ein Seil) vor. Man kennt dann das Phénomen, daf sich Wellen mit konstanter Ge-
schwindigkeit entlang des Seiles ausbreiten kénnen (entsprechend Schall in Luft, Licht im Vakuum, etc.)

Es bezeichne zur Zeit ¢t = 0 die Funktion F'(z) die Auslenkung an der Stelle € R in y—Richtung.
Sei weiter die Ausbreitungsgeschwindigkeit (in positiver z—Richtung) von der Grofle ¢. Dann wird der
gesamte raumzeitliche Vorgang beschrieben durch die Funktion

y=¢(x,t)=F(x — ct).

Figur 19.1

Als Grundprinzip der Physik sollte gelten, daf alle dynamischen Vorgénge durch partielle Diffe-
rentialgleichungen beschrieben werden. Nehmen wir also der Einfachheit halber an, dal F (stetig)
differenzierbar ist. Dann gilt:

Op O(x — ct)
Py —ct) = Pl —
e (x — ct) e (x — ct)
Op O(x — ct)
— =F(z—ct)————*~ = —cF'(z —ct) .
5t (x — ct) 5 cF'(z — ct)
Wir haben es also mit der partiellen Differentialgleichung
o9 . Op _
a + C% =0

zu tun. Nun lehrt die Erfahrung, dafl Wellen auch in negativer Richtung mit gleichem Geschwindig-
keitsbetrag laufen kénnen. Also sollten wir durch die Substitution ¢ — —c wieder eine Losung erhalten,
was aber nicht der Fall ist. Da wir alle Moglichkeiten durch ein einziges Gesetz erhalten wollen, dif-
ferenzieren wir noch einmal und erhalten in beiden Féllen, wenn iiber die Losung hinreichend gute
Differenzierbarkeits—Voraussetzungen (ndmlich zweimalige stetige Differenzierbarkeit) gemacht werden:
0% 0 Oy a Oy 5 0%
() To _ 000 000 _ n0%
ot2 ot Ox Ox Ot 0x?
Dies ist die eindimensionale Wellengleichung. In hoheren Dimensionen hat man entsprechend die Wel-
lengleichung

0%
a — A
mit dem Laplace—Operator
0? 0?
A= 2 L. L 2
Ox? o ox2

(Dies ist natiirlich keine verniinftige physikalische Ableitung der Wellengleichung. Selbstversténdlich ist
auch der von uns vermittelte Eindruck falsch, daf§ die Welle wandert. Tatséichlich bewegen sich nur die
einzelnen Teilchen harmonisch um eine Ruhelage).

Die Vorstellung, daf§ eine momentane Stérung der Ruhelage sich bei Vorliegen von () wie eine Welle
ausbreiten wird, driickt sich gut in den beiden folgenden Sétzen aus:
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Satz 19.1 Jede zweimal stetig differenzierbare Lisung von () ist von der Gestalt
o(x,t) = F(x —ct) + Gz +ct), F,G <€ C*R).

Satz 19.2 Jede Lisung ist vollstindig bestimmt durch die Ausgangslage ¢ (x, 0) und die Anfangsge-
schwindigkeit %: (z,0).

Beweis (von Satz 1). Wir setzen zur Vereinfachung ¢ =1 und

w(§7 T) = SO(§+7', 5_7-) )
fiihren also die Substitution x =& + 7, t = £ — 7 durch. Dann impliziert die Kettenregel:

%_Bﬁ@(f—kr)_’_aﬁ@(f—r)_aw Op

o6 Oz O¢ ot o6  Or ot

und damit
0% B 0%p 0%p 0%p 0%y B

9r0f 022  otox | owoi | o
Dies bedeutet aber, dafl ¥ Summe zweier Funktionen in jeweils einer der Verénderlichen sein muf:
Y =F(r)+G().

Macht man jetzt die obige Substitution riickgéngig, so ergibt sich

fz%(w—i—t), T:%(Jc—t) und damit ¢ (z,t) = F(z —t) + G(z + t). O

Beweis (von Satz 2). Aus ¢ (x,t) = F(x — t) + G(z + t) ergibt sich ¢ (z,0) = F(x) + G (z) und

0
6—? (2, t) = —F'(z — t) + G'(z + 1),

also %f (x,0) = —F'(z) + G'(z). Damit sind F + G und —F + G (vermittels Integration bis
auf additive Konstanten) durch die Anfangsbedingungen bestimmt, also auch F' und G und damit ¢ .

Bemerkung. Man kann sich ohne Schwierigkeiten Wellenpakete vorstellen, die keine differenzierbare Ge-
stalt haben. Diese kénnen in einem strengen Sinne natiirlich niemals Losung einer Differentialgleichung
wie die Wellengleichung sein. Die Theorie der Distributionen stellt aber den Begriff von verallgemeiner-
ten Lésungen bereit, mit dem dann alle Funktionen der Gestalt

ox,t) =F(x —ct) + Gz + ct), F,G stetig

als Losungen angesehen werden diirfen.

Figur 19.2
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Spezielle Losungen der eindimensionalen Wellengleichung sind offensichtlich die Funktionen
oz, t) = Acos(w(z — ct)), w > 0. Fiir festgehaltenes 2 = 1z stellen sie harmonische Schwin-
gungen mit der Frequenz cw dar. Also ist jede Frequenz zuléssig, wie wir auch aus Erfahrung wissen:
Wir horen Tone beliebiger Hohe (mit Einschrinkungen, die nicht prinzipieller Natur sind, sondern nur
von unserer - leider auch altersabhiingigen - Physiologie bestimmt werden), das Vakuum kann Licht
aller Wellenléngen transportieren usw.

Dies alles dndert sich dramatisch, wenn man die Saite (das Seil, die Luftsidule) ,einspannt® wie
z. B. bei einem Musikinstrument (Klavier, Geige, Flote) ! Mathematisch bedeutet dies, dafi wir jetzt
Randbedingungen zu erfiilllen haben, wodurch die Losungen tatséchlich drastisch reduziert werden.
Bei geeigneter Normierung kénnen wir natiirlich annehmen, dafl diese Bedingungen von der folgenden
Gestalt3? sind:

0(0,t) = p(m,t) =0 firalle teR.

Figur 19.3

Wir setzen dann wieder ohne Einschriankung ¢ = 1 und versuchen unser Gliick zunéchst mit einem
Separationsansatz

y=¢(@t)=v(@w(t), v0) =uv(r)=0.
Losungen von dieser Gestalt nennt man aus naheliegenden Griinden synchrone Schwingungen oder
stehende Wellen. Aus dem Ansatz folgt wegen

aQy - . aQy o
Py @i, 2 @

durch Differenzieren nach  bzw. ¢ sofort die Beziehung (wir benutzen die NEWTONsche Konvention,
Ableitungen nach der Zeit mit einem Punkt statt einem Strich zu kennzeichnen)

mit einer reellen Konstanten A. Also erfiillen v und w die Eigenwertgleichungen fiir den Operator
D?:
v+ Av =0, w+Aw=0,

die nach fritheren Uberlegungen die Lésungen
v(z) = Acos(wax — B), w(t) = acos(wt — b)

mit der Konstanten w = VA besitzen. Dabei muB w reell, d. h. A positiv sein, denn anderenfalls
yexplodieren“ die Losungen, was wegen der Randbedingungen nicht sein kann.

Wir geben fiir die letzte Feststellung noch ein physikalisches Argument: v (z) ist nicht konstant,
da sonst v(z) = 0 und y(z,t) = 0 wire, was die ruhende Saite beschreibt und wegen absoluter
Langweiligkeit nicht weiter verfolgt zu werden braucht. Deswegen ist v’(x) nicht identisch Null, so daf}
mit partieller Integration folgt:

™

/\/ v2dx:—/ vo''de = — v +/ (v’)Qdarz/ (v)?dx > 0.
0 0 0 0 0

30Fiir einige Blasinstrumente sind diese Bedingungen jedoch nicht die richtigen, wenn 7 die Linge des Instruments
angibt.
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A ist aber noch weit stirkeren Einschriankungen unterworfen: Mit
0 =v(0) = A cos (\f)\-()fB) = Acos B
folgt, wenn man ohne Einschrinkung B = /2 wéhlt,

v(xz) = A cos (\F)\mf g) :Asin(ﬁx>.

ann 1st aber 0 = v (m) = sin ), also ST =NnNT, neE , so daby nur die = A\, mit
Dann ist aber 0 Asin (V) also VA N* | so daB nur die A = \,, mi

Ap = n?

moglich sind. Insgesamt erhalten wir damit durch den Separationsansatz Losungen der Form:
up(z, t) = sin nx - (a, cos nt + b, sin nt) .
Diese repriisentieren die sogenannten Grundschwingungen oder (akustisch) Grundtine.

Nun ist die Wellengleichung linear. Dies impliziert, dal Losungen addiert oder mit Konstanten
multipliziert werden koénnen, d. h. da die Losungen einen R-Vektorraum bilden (Uberlagerung von
Wellen). Man kann sogar vermuten, dafl jede Losung als unendliche konvergente Reihe in den Grund-
schwingungen

oo o0
(%) u(z, t) = Z up(x, t) = Z sin nx - (A, cos nt + By, sin nt)

n=1 n=1
dargestellt werden kann. Setzen wir zunéchst voraus, dafl wir eine solche Reihe vorliegen haben und
dafl ihre Konvergenz (und evtl. die von formal abgeleiteten Reihen) gleichmiifig ist. Wir konnen also
differenzieren und ¢ = 0 setzen:

g(z) = wu(zx,0) = Z A, sin nx
n=1
h(z) = du (z, ) = i sin nx - (—nA, sin nt + nB,, cos nt)
B T e " " =0

o0
= E nB, sin nx .
n=1

Wir wissen schon von frither, da8 die Losung w (x, t) durch die Anfangsbedingungen g und h ein-
deutig bestimmt ist. Damit eine Losung in der Form () darstellbar ist, brauchen wir also (fiir zweimal
differenzierbare Funktionen) gleichmiiflig konvergente Entwicklungen der Form

g(x) = Z Apsinnz, h(x) = Z nB,, sin nx
n=1 n=1

(diese sind natiirlich nur méoglich, falls g (0) = g () = 0 und entsprechend fiir ).
Wenn solche trigonometrische Reihen auf [0, 7] konvergieren, dann auch auf ganz R, und die
dargestellten Funktionen ¢ und h sind ungerade:

g(=2) = —g(x), h(-z) = —h(z).

Da eine beliebige Funktion diese Bedingungen nicht erfiillt, wird man von vornherein allgemeinere
trigonometrische Reihen betrachten, wie z. B.
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ap > .
() f(z) = 5 T ;(an cos nz + by sin nx)

(wobei die Koeffizienten a,,, b, andere als frither sind). Wenn eine solche Reihe iiberall konvergiert,
so stellt sie automatisch eine 27—periodische Funktion dar: f (z + 27) = f(x) fiir alle f € R, so daf§
wir nur ihre Eigenschaften auf dem Intervall [0, 2] zu studieren brauchen (von anderen Autoren wird
das Intervall [—m, 7] bevorzugt, was aber keinen Unterschied macht).

Als erstes zeigen wir, daf} eine gegebene Funktion f (unter milden Voraussetzungen) ihre Fourier—
Koeffizienten a,, b, eindeutig bestimmt. Es seien nidmlich f (z) cos mz und f(x) sin mz fir alle
m Riemann-integrierbar, und die in Frage stehenden Reihen seien gliedweise integrierbar; dann folgt
mit den Orthogonalitits—Relationen fiir die Sinus— und Cosinusfunktionen (die wir weiter unten im
Komplexen ableiten werden):

27 o 2m
@o
/ - Cos Mz dr + E G, / cos nx cos mz dx
0 0

n=1
0 27
+ E by, / sin nx cos mx dx
n=1 0

27

(z) cos mx dx
0

ag
9 © 2T 0om + AT Omn = Am T .

(Diese einheitliche Formel ist der Grund dafiir, daf§ der ,nullte* Koeflizient mit ao/2 angesetzt wurde).
Ebenso erhilt man eine Formel fiir die Koeffizienten b, . Zusammenfassend hat man also notwendiger-
weise L e L e
A = — (z) cos mzdx, b, = — (z) sin mx dx .
T Jo ™ Jo

Die f vermoge dieser Fourier—Koeffizienten zugeordnete trigonometrische Reihe (%) heifit die
Fourier—Reihe von f . Fragen, die sich sofort stellen, sind: Wo konvergent diese Reihe, wo konvergiert
sie gegen f, wo ist sie gleichméfig konvergent ?

Es gilt z. B. der folgende Satz, dessen Beweis wir spéiter nachtragen. (Man beachte, dafl unter den
Voraussetzungen des Satzes die Fourier—Koeffizienten existieren, da wegen der Stetigkeit von f alle
Funktionen f (z) cos mz etc. Riemann-integrierbar sind).

Satz 19.3 Es sei die Funktion f stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Dann konvergiert ihre
Fourier—Reihe gleichmdfSig gegen f .

Kehren wir wieder zuriick zu dem Problem der schwingenden Saite. Wir haben dabei vorgegebene
Anfangsbedingungen

g (x) zweimal stetig diffenzierbar auf [0, 7], ¢(0)=g(r)=0,
h(z) einmal stetig diffenzierbar auf [0, 7], h(0)=h(m)=0.
Setze g nach R durch g(—z) = —g(x) auf [—m, 0] fort zu einer 27—periodischen Funktion und

verfahre ebenso mit h. Nach dem obigen Satz konvergieren die Fourier-Reihen dieser Fortsetzungen
dann gleichméfig gegen g bzw. h. Da die Fortsetzungen nach Konstruktion ungerade sind, sind die
Fourier—Reihen reine Sinus—Reihen; z. B. gilt fiir die Koeflizienten a,, von g:

2m ™ 0
Ta, = / g (x) cos nxdx = / g (x) cos nxdx + / g (x) cos nxdx
0 0

—T

- /Oﬂ g (z) cos nxdr — /07r g (—) cos n(—z)d(—x)

:/ g(a:)cosnxdxf/ g(z)cosnxdr = 0.
0 0
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Einsetzen in (xx) ergibt dann eine gleichmifBige konvergente Reihe, die allen Bedingungen geniigt.

Hinweis. Man kann offensichtlich so auch die gezupfte Saite behandeln: g (z) ist hierbei nicht zweimal
stetig differenzierbar, aber zumindest stickweise von dieser Giite. Das Resultat erfiillt dann die Wel-
lengleichung nicht unmittelbar, aber doch in einem friither schon angedeuteten verallgemeinerten Sinne,
der jetzt mit Hilfe der Fourier—Reihen leicht zu interpretieren ist.

v

Figur 19.4

FEine Lésung fiir den oben gezeichneten Fall ist gegeben durch

2b (o) N
oz, t) = - ; (511;112na sinnx) cosnt, 0<a<m.

Das Herumschleppen von cos und sin in der Fourier—Theorie ist etwas mithsam. Man kann sich das
Leben vereinfachen, wenn man im Komplezen arbeitet. Wir erinnern daher zunéichst an die EULERschen

Formeln: ) ) ) )
eznm + efznm e’L’I’LZIJ _ e*’LTLZIJ
ancosnx—i—bnsinnx:anf + b, 5
i

1 : 1 :
= 5 (an = ibp)e™ + 5 (an + ibp)e” "

Umgekehrt ist (mit komplexen A4,, A_,):
Ape™ + A, e = A, (cos nz + i sin nz) + A_,(cos nx — i sin nz)
= (A, +A_,) cos nz + i(A, — A_,) sin nx .
Wir betrachten daher im folgenden komplezwertige Funktionen
f:R—=C, f(z+2nm)=f(2).
Setzt man f = u + ‘v, wobei u = Re f, v = Im f, so folgt natiirlich auch
u,v: R— R, wu(x+27) =u(x), v+ 2r) =v(x).
Wir kénnen also allgemeiner nach einer Entwicklung
f(x) = i cne™ ., ¢, eC,

fragen (die natiirlich dquivalent ist zu reellen Fourier-Entwicklungen von u (z) und v (x), f = u+iv).
Um die komplexen Fourier—Koeffizienten ¢, bestimmen zu kénnen, benétigen wir das (RIEMANN—
)Integral fiir komplezwertige Funktionen f = u + iv:

/abf(x)da: = /abu(a:)dx—i—i/abv(x)dm,
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d. h.
Re/abf(a:)dx - /abRef(x)dx, Im/abf(x)dx - /abImf(x)dat.

Wir berechnen (fiir n # 0):

/ei"zdx = /(cos nx + ¢ sin nz)dr = /cos nrdxr + i/sin nz dz

1 i 1 . 1
= —sinnxr — — cosnx = — (cosnx + isinx) = —e
n n in in

nT

und finden also erneut die gleichen Formeln wie im Reellen. Daraus folgt sofort fiir m, n € Z:

2 . 2 ) 2 27T, m=mn,
T pimaz Jp — einT —ImT g ez(nfm)w dr =
0 0 0 0, m#n.

Man bekommt auf diese Weise sofort (bei geeigneten Integrier— und Summierbarkeits—Bedingungen):

1 2m 1 21 . 1 o 0o 4
o/, flx)emsde = o/, f@)e ™ de = 2y Z cn €T Ay = ¢y

n=—oo

Wir fithren jetzt auf dem Raum der auf [0, 2] Riemann—integrierbaren komplexwertigen Funktio-
nen f das iibliche Skalarprodukt (bis auf einen Normierungsfaktor) ein vermoge:

2

(f,9) = % ; f(x)g(z)de .

Dann gelten auf diesem Raum die Axiome eines hermiteschen Skalarproduktes®!:
(Mf+pg, h) = X(f h) +7i(g h)
(fiXg + ph) =A(f,9) + p(f h)
(fi9) = (9, f)-

Insbesondere folgt ( f, f) = (f, f),d. h. (f, f) € R. Genauer ist

2w 27
2n(f.f) = [ fTde = [ |f@Pde = 0.
0 0
Ist f stetig, so folgt aus (f, f) = 0 sogar, da f =0. (. a. ist f jedoch nicht =0). Wir setzen

1/2

110 = V7T = (52 / )

Der normierte Vektorraum (C°([0, 27 ]), || - ||,) ist iibrigens nicht vollstindig. (Man vervollstéindigt
ihn zum Raum der sogenannten L2-Funktionen wie man den rationalen Zahlkérper Q zum Korper
der reellen Zahlen vervollstindigt).

Betrachte nun die Funktionen

er: R—C, ex(z) =c¢

31Siehe auch den Anhang zu diesem Kapitel.
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Diese sind 27—periodisch, stetig, und erfiillen bzgl. des oben definierten Skalarproduktes
(ek, er) = Oke
bilden also ein sogenanntes Orthonormal-System. Sie bilden jedoch keine Basis des Vektor-Raumes
{feC’R,C) : fist 2r — periodisch } .

(Dies wiirde ansonsten bedeuten, daf sich jede solche Funktion endlich aus den ey, linear kombinieren
lieBe, d. h. daB jede solche Funktion ein trigonometrisches Polynom wire).

Definition. Eine Folge f, : [0, 2r] — C von Funktionen konvergiert im quadratischen Mittel gegen
f:10,2r] — C, falls

27

B [ fo— fl, =0, dh lm [ |f@) ~ ful@)Pdr =0

n—oo 0
Bemerkung. Ist die Folge f, gleichmdfsig konvergent gegen f, dann auch im quadratischen Mittel.

Warnung. Die Umkehrung dieser Aussage ist nicht richtig; ja nicht einmal punktweise Konvergenz kann
aus der Konvergenz im quadratischen Mittel geschlossen werden.

Satz 19.4 Sei f: R — C Riemann—integrierbar iber [0, 2w| und 2w—periodisch. Seien ferner ¢, =
(e, f) die Fourier—Koeffizienten von f und

n

fn — Z Ckeik:v

k=—n

die Partialsummen der Fourier—Reihe. Dann gilt:

Hf_anQ —>O7

d. h. die Fourier—Reihe von f konvergiert im quadratischen Mittel gegen f .

Der Beweis dieses Satzes erfolgt in mehreren Schritten.

n

2 2
Lemma 19.5 If=Fally = 0F15 = D0 lexl?.

Folgerung 19.7 Es gilt lim,_.o || f — fn |l = 0 genau dann, wenn die Vollstandigkeitsrelation (oder
BEessELsche Gleichung)

oo

Il = > lenl

erfillt ist.
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Beweis (von Lemma 5). Es ist per definitionem

n

<fa fn> = Z Ck<f7ek> = Z CkC =

k=—n

n

<fna fn> =

k,f=—n

n

2 el

k=—n k=—n

n

Z CeCr Op = Z lex |2

k=—n

Also ergibt sich, wie gewiinscht,

1f = fulls = (F = four £ = fu) = WFI2 = (Fns £) = (Fs fu) + 1 S|

n

2
=12 - Y el 0

k=—n

Lemma 19.8 Reelle 2n—periodische Treppenfunktionen erfillen die Vollstéindigkeitsrelation.

Beweis. Ohne Einschrankung sei

{1, 0<z<a,

0, a<z<2m.

(Alle anderen Treppenfunktionen entstehen, aufler an den endlich vielen Sprungstellen, durch endliche
Linearkombinationen von Translaten dieser Funktion). Es ergibt sich durch eine einfache Rechnung
co = a/27 und

o0 2 o0
s G 1 — coska
Z ek | *pJFZ T2k2
k=—00 k=1
a? | 1 cos ka
TwimlE o ml R
k=1 k=1
_a? . 1 7 1 [((m — a)? 2
C4m? w2 6 w2 4 12
a 1 2 2 2
= — = — dr = . |
=5 | P@d =11

Nun zum Beweis von Satz 4 durch Ableitung der Vollstindigkeitsrelation. Wir setzen

f=u+iv, c = (e f), ar = (ex,u), b= (exv),

so dafl ¢ = ap + ibx . Dann folgt

/|f|2dx:/|u|2dx+/|v|2dm,

und, da u reell, ist, ergibt sich per definitionem
(ex,u) = {(u,e_p) = (e_g,u), also ar = a_ und entsprechend by = b_y, .

Daraus folgt wegen o
lew > = [an|* + b [* + i (brax — axby)
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sofort
o0 oo o0

SDodeal = D0 JalP+ D bl

k=—o00 k=—o0 k=—o00

Also kénnen wir ohne Einschréinkung f als reell (und dem Betrage nach kleiner oder gleich 1) annehmen.
Wegen der Definition der Riemann—Integrierbarkeit findet man dann zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen
w,P,so0dafl -1 < o < f < <1 und

/O%(w —p)dz <

13

Setzt man noch g := f — ¢, so folgt
lgP =1f -0l <@ -9? <200 -9,

da ¥ + ¢ < 2, und damit

Sind nun f,, ¢n, g, jeweils die n—ten Partialsummen der Fourier—Reihen von f, ¢ bzw. ¢, so mufl
gn = fn — pn gelten. Nach den Lemmata 5 und 8 ist aber

()

2
2 2 € .
lg = auly <lgly < 5o lle—pal, < 5 firalle n>N=N()

und damit schliellich

IA
N

N f=fallo=1@+¢ —(@n+en)lls <g—gnlls + 1o —enls
fiir alle n > N. O

Wir tragen jetzt noch den Beweis von Satz 3 nach. Nach Voraussetzung gibt es eine Unterteilung
Z:0=1ty <t <--- <t =21 des Grundintervalls und stetige Funktionen ¢; : [t;_1,t;] = R
mit f'(z) = @;(z) fir « € (¢j_1, t;). Es werde ferner ¢ auf dem Intervall [0, 27) erkldrt durch
©|it;_1,t;) = p; und dann als 27-periodische Funktion fortgesetzt nach ganz R. Sind v, die Fourier—
Koeflizienten von ¢, so ist nach der BESSELschen Ungleichung:

oo

2
Yool < el < o

k=—o00

Man kann nun durch partielle Integration die Fourier—Koeffizienten ¢; von f fiir k # 0 aus denjenigen
von ¢ berechnen. Wir zeigen weiter unten, dafl

i
L

Aus der Ungleichung zwischen dem geometrischen und arithmetischen Mittel ergibt sich hieraus unmit-

telbar
| | < 1 1 | ‘2
c | == + |7 .
k= 2 |l<:|2 F

oo
D e

k=—oc0

(+) Ck =

Somit ist die Reihe

absolut konvergent, so daf die Fourier-Reihe > ¢ e?*® von f absolut und gleichmifig gegen eine
(stetige) Funktion g konvergiert. Damit konvergiert die Fourier-Reihe im quadratischen Mittel sowohl
gegen f als auch gegen g. Alsoist || f — ¢g|l; = 0 und somit, da f und g stetig sind, f=g.
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Es bleibt noch (+) zu begriinden. Es ist

2 , r i .
2me = f(z)e e dy = Z / f(z)e ™ dg
0 j=1 tj—1
j —ikx

tj B ¢ e
ti1 _/t #3(x) —ik dx)

j—1

2m 27 e—ikx
Yk
— de = 27w — . O
0 /0 (@) g de = 2m o

T e—ikx
g (f@) —

e—zkx

@) —7

|
~

Bemerkung. In gewisser Weise spiegelt die ,Schnelligkeit“ der Konvergenz der Reihe Z |k | der
Fourier-Koeffizienten einer Funktion f die ,Differenzierbarkeitsordnung“ von f wider. Denn bei einer
stetig differenzierbaren Funktion ist nach dem Beweis des vorangehenden Satzes nicht nur die eben
erwahnte Reihe konvergent, sondern sogar

Zk’|ck|.

Ahnliche Aussagen spielen in der Theorie der FOURIER-Integrale eine ganz entscheidende Rolle.

Es sei noch angemerkt, daf§ im Allgemeinfall nicht einmal punktweise Konvergenz der Fourier—Reihe
gegen ihre Ausgangsfunktion stattfindet. Hat man aber eine Regelfunktion f vorliegen, so existieren
natiirlich die Fourier—Koeffizienten und damit auch die f zugeordnete Fourier—Reihe, und es gilt der
folgende Satz.

Satz 19.9 (Dirichlet) Fiir eine 2m—periodische Regelfunktion f : R — R konvergiert die Fourier—
Reihe von f an jeder Stelle x € R, an der f sowohl eine linksseitige als auch eine rechtsseitige
Ableitung besitzt, punktweise gegen den Mittelwert der Funktionswerte :

(f (z4) + f(z=)),

| =

insbesondere also gegen f(x), wenn f in x stetig ist.

Zum Beweis siehe z. B. [11], Band 1, Satz 16.3. O

Bemerkungen. 1. Aufgrund der Konvergenz der Fourier—Reihen im quadratischen Mittel ist der natiirli-
che Definitionsbereich der Fourier-Theorie der Vektorraum L2 der im Lebesgueschen Sinne quadrat-—
integrierbaren periodischen Funktionen. Wir werden auf diesen erst in den Kapiteln iiber die mehr-
dimensionale Integration eingehen konnen. Der vorstehende Satz bleibt auch dann fiir eine Stelle x
noch richtig, wenn neben den beiden Ableitungen auch die beiden Grenzwerte f(z+) und f(z—) als
existent vorausgesetzt werden (siche [9], Teil 2, Satz 136.4).

2. Wenn man den Begriff der Konvergenz einer Reihe abschwécht, so erhdlt man noch weit stirkere
o

Aussagen. Man nennt eine Reihe Z ay C—summierbar zum Wert s, wenn lim o, = s gilt fir die
n—oo
Folge k=0
S0 + e + Sn
n+1

n =

der arithmetischen Mittel der Folge (s,) der Partialsummen s, = ag + -+ + a, . Man schreibt dann

auch
o0
C - Z ap = S.
k=0

Das Symbol ,,C* steht fiir den Erfinder dieses Begriffes, ERNESTO CESARO. Ist die Reihe konvergent
gegen den Grenzwert s, so ist sie auch C—summierbar zum gleichen Wert. Die Umkehrung braucht
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o0
selbstversténdlich nicht zu gelten, wie das divergente Beispiel der Reihe Z (—1)]€ mit
k=0

C-Y (-1F = %
=0

zeigt. - Es gilt nun der folgende Satz (zum Beweis siehe loc. cit., Satz 139.3).

Satz 19.10 (Fejér) Euwistieren fiir eine 2m—periodische L?>-Funktion f an einer Stelle x der links—
und der rechtsseitige Grenzwert f(x+) und f(x—), so ist ihre Fourier—Reihe an dieser Stelle C—
summierbar zum Wert

(f (z+) + f(z=)) .

| —

Als Anwendung von Satz 3 geben wir einen Beweis des folgenden wohlbekannten Satzes, den wir
schon einmal in Kapitel 14 in einer Beweisvariante herangezogen haben.

Satz 19.11 (Weierstrafischer Approximationssatz) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R lift
sich beliebig genau in der Supremumsnorm durch Polynome approximieren, ist also der gleichméflige
Limes einer Folge von Polynomen.

Beweis. Es sei ohne Einschrdnkung [a, b] = [0, 1]. Jede stetige Funktion f : [0,1] — R a6t
sich gleichméfig durch Treppenfunktionen und damit auch, wie man sich sofort klar macht, durch
eine stetige, stiickweise lineare Funktion approximieren. Diese 148t sich aber sofort fortsetzen zu
einer 2m—periodischen stetigen, stiickweise linearen, also insbesondere stiickweise differenzierbaren
Funktion auf ganz R. Nach Satz 3 ist dann f durch Partialsummen fj ihrer Fourier—-Entwicklung
approximierbar. Die fj ihrerseits sind (endliche) trigonometrische Summen, die man auf ganz R in
Potenzreihen entwickeln kann. Durch einfaches Zusammensetzen dieser Puzzle-Stiickchen gelangt man
zu der Behauptung. |

Bemerkung. Will man die Giite der Approximation verbessern, so hat man i. A. den Grad des approxi-
mierenden Polynoms zu erhéhen. Dabei dndern sich i. A. auch die Koeffizienten in niedrigeren Graden.
Wire dies ndmlich nicht der Fall, so hitte dieser Satz zur Folge, daf} jede Funktion der gegebenen Art
analytisch wire, was bekanntlich definitiv falsch ist. Es sind eben gerade die Potenzreihenentwicklungen
analytischer Funktionen, bei denen wir zur Verbesserung der Approximation jeweils nur héhere Terme
anhdngen miissen.

Der obige Beweis des Weierstrafischen Approximationssatzes besitzt den Nachteil, dall man die
approximierende Polynomfolge nicht explizit angeben kann. Wir skizzieren daher einen weiteren Beweis,
der die BERNSTEIN—Polynome benutzt. Wir folgen dabei dem Buch von Storch und Wiebe [17]. Ohne
Einschrankung sei wieder I = [0, 1]. Nach dem schwachen Gesetz der groffen Zahlen (siche z. B.
loc. cit., p.185) ist fiir jedes = € [0, 1], jedes a > 0 und jede natiirliche Zahl n € N*

Y\ kg -k < z(1—x) < 1
Z <k>x (1-2) - a?n T 4daPn’

k _
- w|2a

keEN,

Betrachte nun zu f die Bernstein—Polynome

By(z) = ,é) f <:) (Z) 2k (1 —z)n k.

Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von f auf I gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0, so daf aus
z,y € [0,1], |z — y| < 0 die Ungleichung |f(x) — f(y)| < &/2 folgt. Beachtet man noch

()] < M und )
3 (Z) ab(1—z)"F =1,

k=0
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so ergibt sich mit n > M /62 ¢ und den obigen Abschitzungen sofort die Behauptung:

| f(z) = Bu(x)] = ‘kio(f(w) - f(i) ) (Z) ¥ (1 —z)nk ’
I O R
" keN,%;zPé ( fer =7 CCL) ) (Z> o S _x)n_k
S§+2M4512 52225_ -

Es gibt noch eine wesentliche Verscharfung des Weierstrafischen Approximationssatzes fiir stetige
Funktionen auf kompakten metrischen und sogar topologischen Rédumen, die in der Literatur als Ap-
prozimationssatz von STONE und WEIERSTRASS bezeichnet wird.

Satz 19.12 Es sei X ein kompakter topologischer Raum und D eine Teilmenge der Algebra C°(X)
der stetigen Funktionen auf X mait den folgenden Eigenschaften :

a) Fiir alle x € X gibt es ein f, € D mit f,(x) # 0;

b) fir alle x,y € X, x £y, gibt es ein f € D mit f(x) # f(y) (man sagt: D trennt die Punkte
von X ).

Dann liegt die von D erzeugte Unteralgebra A (D) dicht in C%(X) bzgl. der Supremumsnorm; d. h.
jede stetige Funktion auf X ist gleichmdfiger Limes einer Folge von Polynomen

§ . o o
Qjy,..., Jr P1 prr’ plv"'vp'r‘ED~
0<j1,..,r<n

Bemerkungen. 1. Wahlt man fiir 7 = [0, 1] die Menge D := {1, z }, so erhiilt man aus dem obigen
Satz den Approximationssatz von Weierstrafl erneut als Korollar.

2. Entsprechend erhélt man mit D = {1, z1,...,2, }, x; die j-te Koordinatenfunktion auf R™, die
entsprechende Verallgemeinerung auf den R™:

Folgerung 19.13 Fede stetige Funktion f auf einem Kompaktum K C R™ lifit sich beliebig genau in
der Supremumsnorm durch Polynome in n Verdnderlichen approzimieren.

Zum Beweis des Satzes von Stone—Weierstrafl ben6tigt man erstaunlicherweise nur einen ganz konkreten
Spezialfall des Weierstrafischen Approximationssatzes.

Lemma 19.14 Es gibt eine Folge von Polynomen p, : R — R mit p,(0) = 0, die auf [0, 1]
gleichmiflig gegen f (x) := \/x konvergiert.

(z — pi(x)) .

DN | =

Beweis des Lemmas. Man setze induktiv po(z) := 0 und pp41(z) = pn(x)

Es ist dann

_|_
VT = ps1(z) = (VT — pu(a)) (1 — = (V& + pal= )
woraus sich per Induktion

nx 2z
— < < . h. < — < —
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auf [0, 1] ergibt. Hieraus folgt

23z 2

su Tz — pplx)| < su —_— < —

0§m21|f pn()| ogx]; 2 + nyx n
und damit die gleichméfBige Konvergenz. p,(0) = 0 gilt nach Konstruktion. ([l
Folgerung 19.15 Auf jedem Intervall [—a, a] lifit sich die Betragsfunktion h(x) := |xz| beliebig

genau durch Polynome g, approximieren.

2
Beweis. Setze q,(z) = ap, (3:2) . O
a

Bemerkung. Das Iterationsverfahren im Beweis von Lemma 14 beruht auf einem Spezialfall des
BANACHschen Fizpunktsatzes (siehe Kapitel 23). Die Idee trégt wesentlich weiter (siehe loc. cit.).

Wir benétigen schliellich noch das folgende

Lemma 19.16 Es sei A eine abgeschlossene Unteralgebra von CY(X), X ein kompakter topologischer
Raum. Dann enthilt A mit f und g auch | f]|, max(f, g), min(f, g) .

Beweis. Nach unseren fritheren Uberlegungen zu Funktionenverbinden in Kapitel 18 brauchen wir nur
zu zeigen, dal mit f auch |f| in A enthalten ist. Es sel a = sup,cx | f(z)|. Nach der obigen
Folgerung gibt es zu jedem & > 0 ein Polynom p. mit p.(0) = 0, so da8

sup |[f(z)] — pe(f(2))] < €.
reX

Da mit f auch p.(f) zu A gehort (p. besitzt nach Konstruktion keinen konstanten Therm), liegt in
jeder e-Umgebung von | f| eine Funktion aus A. Alsoist | f|€ A= A. O

Es diirfte andererseits dem aufmerksamen Leser bewufit sein, daB fiir jede Unteralgebra A C CO(X)
auch der Abschlul A eine Unteralgebra der Algebra der stetigen Funktionen auf X bildet. - Wir
konnen nunmehr den Satz von Stone—Weierstral beweisen:

Es ist zu zeigen: Zu jeder beliebigen Funktion f € C°(X) und jedem e > 0 gibt es eine Funktion
ge € A(D) mit sup| f(x) — ge(x)| < €. Der Beweis erfolgt in 3 Schritten:
1. Zu je zwei Punkten x1 # x2 gibt esein h € A(D) mit h(z;) = f(z;), j=1, 2.
Seien fi, fo € D so gewahlt, da fj(z;) #0, j =1, 2. Dann liegen die Funktionen
1
F; .= ——f; in A(D)

T filay)
und erfiillen Fj(z;) =1, j=1,2, und

hi =F + Fy, — F1 Fy
liegt in A (D) und erfiillt hy(x1) = hi(x2) = 1. Ferner existiert ein hy € D, s. d. ha(x1) # ha(x2).
Wihle , ,

f(z2) — f(21) ho(z) — f(@1) ho(xa) — f(22) ha(z1) ha () ;

hQ(LCQ) — hQ(ZL'l) hz((EQ) — hg(.’bl)

dann liegt h in A (D) und erfiillt die behaupteten Identitdten h(x;) = f(x;), j = 1, 2. Auch fiir
r1 = x2 hat man eine solche Funktion, ndmlich z. B.

_ f)
Ji(z1)

h(z) =

h(z) fi(z).
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2. Zu jedem ¢ > 0 und jedem zy € X gibt es eine Funktion hg € A (D) mit ho(zo) = f(xo) und
ho(z) < f(x) + ¢ firalle x € X .

Zu jedem 7 € X gibt es ndmlich ein g; € A(D) mit g1(zo) = f(20), g1(z1) = f(x1) nach dem
1. Schritt. Fiir jedes 21 € X sei U =U (1) eine Umgebung mit gi(z) < f(z) + ¢ fiir alle z € U.
Wegen der Kompaktheit von X kann man eine endliche Uberdeckung auswéhlen, und definiert fiir die

entsprechenden g%l), e 79§L) :

— min o™
ho = min g;" .

Nach den vorigen Bemerkungen ist hg € A (D) und besitzt die gewiinschten Eigenschaften.

3. Seien schlieBlich f € C°(X) und & > 0 vorgegeben. Zu festem zg € X sei hg € A(D) wie im
zweiten Schritt konstruiert, und W = W (zg) sei eine Umgebung von z mit

ho(z) > f(z) — e, x€W(xg).

Mit dem gleichen Kompaktheitsargument wie im 2. Schritt geht man zu einem geeigneten endlichen
Maximum dieser Funktionen hq iiber, das wieder zu A (D) gehort. Wegen 2. ergibt sich sofort

sup |ho(z) — f(x)] < e. O
rzeX




Anhang: Skalarprodukt- und Hilbert-Riume

In unserer Anschauung sind die Ebene und der uns umgebende Raum nicht nur mit einer linearen
Struktur versehen; wir haben auch eine Vorstellung von Begriffen wie Lingen von Strecken und dem
Senkrechtstehen (Orthogonalitit) von Strecken oder Geraden. Uberdies reden wir auch von Winkeln
zwischen sich schneidenden Geraden (obwohl dieser Begriff, wie wir sehen werden, aus den beiden
anderen abgeleitet werden kann). Alle diese Begriffsbildungen gehéren in den Bereich der euklidischen
Geometrie, die wir hier noch einmal kurz streifen moéchten, obwohl wir vieles hiervon frither schon
benutzt haben.

Orthogonalitdt und Langenmessung sind in der euklidischen Ebene eng miteinander durch den Satz
des PYTHAGORAS verkniipft: Fiir je zwei Vektoren z, y € R? mit = L y gilt:

le +yl? =Nl + yl?.

Figur 19.5

Aber auch umgekehrt kann man mit elementarer Geometrie sofort zeigen, daf§ aus der Giiltigkeit des
Satzes von Pythagoras die Orthogonalitdt von x und y folgt.

Setzen wir nun allgemein im R™ voraus, dal wir eine Ldingenmessung
. n
-1 R* = Ry

besitzen und einen symmetrischen Orthogonalitdtsbegriff 1, so konnen wir leicht die iibliche Form
der euklidischen Norm und des euklidischen Skalarproduktes aus wenigen (unmittelbar einleuchtenden)
Axiomen ableiten. — Wir fordern:

1. Es gibt eine orthonormierte Basis (e1,...,ey), d. h. eine Basis mit | e; || =1 furalle j und e; L ey
fiir alle j # k.

2. Zwei Vektoren z und y stehen genau dann senkrecht aufeinander, wenn

le +yl* = llz|® + Iyl

3. Gilt x Ly; und = L yo, so ist auch x L y fiir alle y € span (y1, y2) -
4. Jlaz] = |al| - ||z]| fir alle a e R, x € R™.
Schreibt man nun ¢ = zi1e; +---+ x,e,, so folgt aus 1. und 3. die Relation z,e, L x1e7 +---+

Tp—1€n—1 und damit
[z = [[z1er +--+ zn_ren 1 [|* + [|znen |? .

Per Induktion ergibt sich daraus sofort

|z|]* =2 +--- + 27,
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und, da Léngen nicht negativ sein sollen,

n

el = (X a2)"

Jj=1

Weiter kann man, ausgehend von dem Axiom 2, die Orthogonalitit im euklidischen (Standard—) Raum
R™ mit Hilfe einer Bilinearform analytisch fassen. Es gilt per definitionem fiir z, y € R", dafl = L y

genau dann, wenn ||z + y||? = ||z||*> + || y||*, und dies ist seinerseits dquivalent zu
n n n
@i+ y)? =D 2+ > ¥ = (2, y) =y o+ Ty = 0.
J=1 j=1 j=1
Wir haben also die kanonische symmetrische Bilinearform (z,y) = z1y1 + - - + x,y, auf R zur

Verfiigung, so daf
lz] = (z,2)Y? und zly <= (z,y)=0.

Dieses Beispiel verallgemeinern wir sofort zu der folgenden generellen

Definition. Es sei V' ein R-Vektorraum. Ein euklidisches Skalarprodukt auf V ist eine symmetrische
Bilinearform

(.,,.y: VXV —R
mit (v, v) > 0 fiir v # 0 (also eine sogenannte positiv—definite Form). Das Paar (V, (., .)) heifit
ein euklidischer Vektorraum.
Ein Beispieln fiir einen euklidischen Vektorraum ist neben R™ mit dem obeigen Standard—Skalarprodukt
(z,y) = Z z;y; der Raum CY(I) der stetigen Funktionen f: I — R auf einem Intervall I C R
mit =

(f, 9) iz/lf(x)g(m)dx.

Die Positiv—Definitheit des Skalarprodukts ist natiirlich notwendig, um iiberhaupt eine Norm defi-
nieren zu konnen: Der Ausdruck

lvll = (v, v)"?
erfiillt Bedingung i) einer Norm, aber auch ii): Aus ||av ||? = (av, av) = a*(v, v) folgt ||av]| = |a]|-

|| v || . Die Dreiecksungleichung iii) ist eine direkte Folgerung aus der (allgemeinen) Cauchy—Schwarzschen
Ungleichung, die wir jetzt beweisen wollen.

Satz 19.17 (Cauchy - Schwarzsche Ungleichung) FEs sei V ein euklidischer Vektorraum. Dann
gilt stets

[ (o, w) | < ol flwll,

und Gleichheit besteht hier genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.
Beweis. Seien v, w abhingig, also ohne Einschrinkung w = av. Dann ist
(v, w)| = [(v,av)| = |a|-|v]* = [0 [w].

Seien umgekehrt v, w linear unabhéngig, so dafl also insbesondere v — aw # 0 fiir alle @ € R und
w # 0. Dann ergibt sich

0<{(v—aw,v—aw)=|v|*—2a{v,w)+ |a]?|w|?*.
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Wahlt man hier speziell

a = L)’ w2> ,
[Jw |

so folgt sofort

0 < fufr - Ll

oll2 = X277
[ wll?

und damit die Behauptung

[ (v, w) | < ol lwl O

Folgerung 19.18 Ist (., .) ein euklidisches Skalarprodukt auf dem Vektorraum V , so wird durch
[v] == /{(v,v) eine Norm auf V definiert.

Beweis. Es fehlt nur noch der Nachweis der Dreiecksungleichung, die sich einfach aus der Cauchy—
Schwarzschen Ungleichung ergibt:

o +wl? =(v+wv+w)=[v]*+2(v,w) + |w]|?

< ol + 20loll - Twl + [w]?
2
= (vl + lwl)™ - O
Definition. ||v| := (v, v)'/? heiBt die dem Skalarprodukt (., .) zugeordnete Norm.

In einem euklidischen Raum gilt insbesondere die Formel
lo+wl* = [lvl* + [w]* + 2(v, w),
die man auch als (allgemeinen) Satz des PYTHAGORAS bezeichnet. Somit ist der klassische Pythagoras
o+ wl* = [lv]* + [|w]?
genau dann erfiillt, wenn (v, w) = 0 ist. Deswegen definiert man auch in einem beliebigen euklidischen
Vektorraum das Senkrechtstehen oder die Orthogonalitit zweier Vektoren v, w durch

viw = (v,w) =0 <= |v+wl|®=|v|]*+ |w|*.

Man kann im euklidischen R" sogar Winkel zwischen Vektoren v, w definieren3?. Das geht
natiirlich nur, wenn v # 0, w # 0. Der Winkel sollte unabhéngig von der Lange der Vektoren sein.
Wir normieren sie deshalb durch v w

Vo = 5 Wo = 5y
v [[w]

auf die Lange 1 und versuchen eine Zerlegung
wy = wy + we, wp € span(vg), wz L g,
was tatséichlich mit wy := (wog, vo)vo, wa 1= wo — wy gelingt:

(w2, vo) = (wo, vo) — (w1, vo) = (wo, vo) — (wo, vo) {vo, vo) = 0.

Wir haben hierbei nichts anderes getan, als den Vektor wg auf vy orthogonal zu projizieren (siehe die

nachfolgende Figur). Ferner ist ||wy |2 + ||w2 > = [|wi + we ||? = ||wo||> = 1, so daB also aufgrund

der Zeichnung der Winkel 9 durch

(w, v)

cos ¥ = £|wy | = (wg, vo) =
[wll-[lv]

bestimmt ist. Nach dieser Definition sind zwei Vektoren genau dann orthogonal zueinander, wenn der

Cosinus ihres Zwischenwinkels gleich Null, der Zwischenwinkel selbst also gleich 7/2 ist, wie es unserer

Anschauung entspricht.

32Sjehe auch Lemma 17.16.
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Figur 19.6

Definition und Bemerkung. Auf exakt die gleiche Weise kann man auch in beliebigen euklidischen Vek-
torrdumen immer einen Winkel ¢ definieren, was wiederum an der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung
liegt:

0<v <.

)

Als weitere Konsequenz aus der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung notieren wir noch die

Folgerung 19.19 In einem euklidischen Raum ist das Skalarprodukt V xV 3 (v, w) — (v, w) €
R, eine stetige Funktion.

Beweis. Es gilt (v, w) — (vp, wp) = (v — vy, w) + (v, W — w, ) und damit

[(v, w) = (vn, wn) | < o = vn [ |wll + [[oalll|w — wall 0

In euklidischen Vektorrdumen ist die Norm weiteren Bedingungen unterworfen. So hat man die
folgende geometrische Beziehung, die man einfach mit dem Satz von Pythagoras in der oben allgemein
formulierten Version in einer Zeile ausrechnet.

Lemma 19.20 Fs sei V' ein euklidischer Vektorraum. Dann gilt die Parallelogramm—Gleichung :

lv+wl? + v —wl* = 2(lv]* + [[w]?) .

Figur 19.7

Auflerdem erh#lt man hieraus leicht die sogenannte Polarisationsformel:

Lemma 19.21 FEs sei V' ein euklidischer Vektorraum. Dann gilt

1 1
(vyw) =5 (o + ol = flol” = wl?) = 7 (lv+wl* = [lv = w[?) .
D. h. also: Im euklidischen Fall ist das Skalarprodukt (., .} schon durch die Norm || - || bestimmt.
— In Bezug auf die Umkehrung gilt nun der folgende Satz.
Satz 19.22 Eine Norm || - || kommt genau dann von einem Skalarprodukt her, wenn sie der

Parallelogramm~—Gleichung gendigt.
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Beweis. Nach einer der Polarisationsformeln muf fiir das gesuchte Skalarprodukt die Formel

(%) <v7w>:=i(llv+w||2—||v—wll2)

gelten. Wir bemerken sofort, da§ die durch (., .) auf einem beliebigen normierten Vektorraum V
definierte Form symmetrisch ist und die Eigenschaften

<U7U>:HUHQ7 <0,w>=0
besitzt.

Wir brauchen daher nur noch die Linearitit in dem ersten Faktor nachzuweisen, sofern die gegebene

Norm der Parallelogramm—Gleichung geniigt. Dazu setzen wir in diese die Vektoren z = v; £ 3 w

1
und y = vy *+ 3 w ein und erhalten

1 1
lor + vz = wlf? + [lor — 2| = 2o £ S w|* +2[Jva £ S w|?.
Subtraktion dieser beiden Gleichungen liefert dann die Formel

(+) <v1+vg,w>:2<vl,1w>+2(v2,%w>.

2

Setzt man hierin v; = v, vo = 0, so ergibt sich

(v, w) = 2(v, 3 w)

fiir alle v und w, was, in die rechte Seite von (+) eingesetzt, zumindest die Additivitit ergibt:
(vi + vo, w) = (v, w) + (v2, w) .
Hieraus folgt nun induktiv fiir alle n € N, daf3
(nv,w) = n{v,w),

und diese Formel bleibt wegen 0 = (0, w) = (nv + (—n)v, w) = (nv, w) + {(—n)v, w) auch fir
alle ganzen Zahlen n € Z richtig. Genauso schliefit man dann

(av, w) = a{v,w) firalle a€Q.

Da @ in dem Korper der reellen Zahlen dicht liegt, braucht man jetzt nur noch zu zeigen, dafl bei
festen v, w € V' die reellen Funktionen

pla) = (av,w), ¢(a) :=alv,w), a€eR,

stetig sind. Dies ist fiir ¥ natiirlich trivialerweise richtig. Um die Stetigkeit von ¢ einzusehen, geniigt
es wegen der Definition von (., .), die Stetigkeit der Funktion [[av + w ||*> und damit auch die der
Funktion v (a) = ||av + w || bei fest vorgegebenen v, w zu beweisen. Nun ist in einem normierten
Vektorraum stets die Ungleichung

lzll = llyll] < llz =yl
erfiillt. Damit ergibt sich sofort fiir alle a, b € R:
lv(a) —v(®)| = [llav+w| = [[ov+ w|]| <[ (a—=bv|=]a—=>bl[v],

also sogar die gleichméflige Stetigkeit von v . |
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Bemerkung. Alternativ kann man im letzten Teil des vorigen Beweises nachpriifen, dafl der Beweis fiir die
Cauchy—Schwarzsche Ungleichung zumindest mit rationalen Koeffizienten und dann durch Grenziiber-
gang auch allgemein in unserer Situation durchgeht. Wir haben némlich fiir alle v, w e V|, a € Q:

0< Jlav —wl|? = (av — w, av — w) = a®||v]? — 2a (v, w) + |w|?.

Da die rechte Seite stetig in «a ist, folgt diese Ungleichung fiir alle ¢ € R, und man kann dann wie oben
(siehe auch [42]) weiterschliefien, daB

(o, w)| < ol - [fw]l.

Ist nun a =lim; a; eine beliebige reelle Zahl, a; € Q, so gilt fiir beliebige v, w € V':

|(av, w) = aj (v, w)| = |{av, w) = (a;v, w)| = [((a = a;)v, w)]
< i@ —apvll-llwl =la —a;[ - JJollllw] = 0
und damit
ato,w) = (lm ag) {0, w) = Jim (a; (v, ) = (v, w) O
Folgerung 19.23 Die Mazimum—Norm kommt nicht von einem Skalarprodukt her.
Beweis. Man wihle z. B. v = (1, 0), w = (0, 1). O

Der R™ mit euklidischem Skalarprodukt (., .) besitzt die Orthonormalbasis (ey, ..., en):
(ej, ex) = Ojk -

Wir wollen zeigen, dafl jeder (endlich-dimensionale) euklidische Vektorraum solche Basen besitzt. Ge-
nauer gilt:

Satz 19.24 (Schmidtsches Orthonormalisierungs - Verfahren) FEs sei V ein euklidischer Vek-

torraum mit Skalarprodukt (.,.) wund Basis (ui,...,un). Dann gibt es eine Orthonormalbasis
(V1,...,0,) mit

span (uy,...,u;) = span(vy,...,v;), j=1,...,n.
Beweis. Setze U; := span (u1,...,u;j), j=1,...,n.Im Falle j =1 braucht man nur v1 = wuq /|| u1 ||

zu wihlen. Sei die Aussage fiir j < n schon bewiesen. Dann ist

Ujt1 ¢ U; = span (v1,...,v;) .

J
Es sei nun w41 die orthogonale Projektion von wjiq nach U; @ ujyq = Z<uj+1’ V)V -
k=1

Figur 19.8
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Dann steht
Ujt1 = U1 — Ut
(tatséchlich) senkrecht auf Uj :

J
<5j+17 'U£> = <uj+17 ’UZ E Uj+1, Uk; Uk7 Ué>
k=1
:<uj+1vvf> <U+1,Uz>—0 €:177J
Es ist ferner v;41 # 0, da sonst w;411 = Wj41 € span (v1,...,v;) = U; wire. Also ist
e
. J+1
(V1,...,0541) mit v = —=
[ V41
orthonormiert, und
span (vy,...,vj41) = span (vi,...,v;,Vj41) = span (vi,...,vj, Ujt1)
= span (u1,...,u;, Uj41) = Ujt1 .
Fiir j = n ergibt sich V = span (vy,...,v,), und wegen dim V' = n mufl (vy,...,v,) eine Basis von
V' bilden. (]

Das letzte Argument ist bei unendlicher Dimension nicht anwendbar. Deswegen ist eine andere
Aussage niitzlich, die aber auch fiir endliche Dimension von Interesse ist.

Satz 19.25 Es sei (v,),er ein orthonormales System von Vektoren v, # 0. Dann ist (v,),er linear
unabhdingig.

Beweis . Die Voraussetzung bedeutet natiirlich v, L v, fiir alle ¢ # £ in I und ||v, || = 1 fiir alle
¢ € I. Ist nun fiir eine endliche Teilmenge Iy C I

E a,v, =0,
vely

so multipliziert man mit einem beliebigen v, , k € Iy, und erhéalt

an = a vl = 3 afvooe) = (- av, v ) = 0. 0

€1y L€l

Bei komplexen Vektorraumen mufl man notgedrungen die ,,euklidischen“ Axiome modifizieren. Z. B.
hat die naheliegende Form
n
w) = Z 2 Wj
j=1

auf C" isotrope Vektoren (fiir n > 2), ist also ausgeartet (das Produkt von (1, 7, 0,...,0) mit sich
selbst ist gleich Null). Auflerdem ist diese Form (auch schon fiir n = 1) nicht positiv—definit. Aber nur
unter dieser Bedingung kénnen wir jedem z € C™ eine ,verniinftige* (sprich: reelle) Lénge zuordnen.
Dieses Malheur passiert iibrigens fiir jede komplexe Bilinearform, denn es ist ja stets fiir alle v € V':

(iv, ) = i*(v,v) = —(v,v),
und nur einer der beiden Ausdriicke (v, v) und (iv, iv) kann positiv sein.

Man muf} sich daher von der Linearitéit in beiden Argumenten trennen und definiert in leichter
Modifikation:
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Definition. Eine Sesquilinearform auf einem komplexen Vektorraum V ist eine Abbildung
(., ): VxV-=C,
die linear im 2. und antilinear (bzgl. Konjugation) im 1. Argument ist, d. h.:
(v, awy +bwe) = a{v, w1) + b(v, wa ),

{avy +bvg, w) = @(vy, w) + b{vg,w).

Hinweis. Manchmal wird in der Literatur auch die Antilinearitit im zweiten Argument und die
Linearitét im ersten Argument verlangt. ,,Sesqui“ heif3t in etwa ,anderthalbfach “.

Beispiele fiir solche Vektorraume mit Sesquilinearform sind:

3. 2 ={(a)en:a;€C, Y la;> < oo} mit ((ay), (b)) = ajb;.
j=0 j=0

Konzeptionell kann man die Antilinearitdt im 1. Argument noch eleganter fassen: Ist V' ein C-

Vektorraum, so bezeichne V als Menge V selbst. Die Addition sei ebenfalls genau wie in V' erklart,
die Multiplik ation mit Skalaren A\ € C aber durch

CxVa3(\v)r— XveV.

V ist dann ebenfalls ein C-Vektorraum, und eine Sesquilinearform auf V ist nichts anderes als eine
Bilinearform

VxV —C.
So betrachtet ist es klar, dafl wir auch die Symmetrie aus der Definition von euklidischen Skalarpro-

dukten im komplexen Fall nicht einfach iibernehmen kénnen.

Definition. Eine Sesquilinearform heifit eine hermitesche Form, wenn

(w,v) = (v, w) firalle v,weV.

Diese Bedingung ist jedenfalls vertridglich mit den Linearitdtsbedingungen und wird von unseren
Standardformen erfiillt. Man beachte, dafl man bei Voranstellung dieses Axioms auf die Antilinearitéits—
Bedingung im 1. Argument vollstdndig verzichten kann.

Lemma 19.26 Eine Abbildung (., .) : V xV — C ist genau dann hermitesch, wenn
i) (w,v) = (v, w),
11) <Uv awy +bw2> = CL<U7 U/1> + b<’U, w2> .

Hermitesche Formen werden relativ zu Basen per definitionem durch hermitesche Matrizen beschrie-

ben: o
(v,w) ="vHw, 'H=H,
wobei stets H = (h;i) fir H = (h;),) gesetzt wird und ¥ € C* natiirlich den Vektor ‘(z7,...,Z,)

bezeichnet, wenn v = *(z1,...,2,). Hermitesche Matrizen transformieren sich demgemifi nach der

Formel -
A=1'SBS.
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Fiir hermitesche Formen ist das Produkt von v mit sich selbst stets reell. Es ist daher sinnvoll, auch
fiir solche Formen den Begriff der Positiv—Definitheit einzufiihren:

(v,v)y >0, v#0.

Definition. Ein komplexer Vektorraum V heift unitdr, wenn er mit einer positiv—definiten hermite-
schen Form (., .) versehen ist.

Die meisten Aussagen iiber euklidische Vektorrdume iibertragen sich jetzt fast wortlich auf unitére
Vektorrdume. Z. B. hat man:

L |lv| :== (v, v)"/? st eine Norm auf V.
2. Es gilt die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung;:
(o, w)| < ol - [[w]l

3. Orthonormalisierung kann im Endlich-Dimensionalen wie iiber R durchgefiithrt werden.

4. Der Satz von Pythagoras muf} in unitédren Vektorrdumen leicht modifiziert werden. Er lautet:
lv+w|®=Jv|*+ [w]?® + 2 Re (v, w) .

5. Die Parallelogramm—Gleichung ist wie im euklidischen Fall giiltig (und folgt auch hier schlicht und
einfach durch Addition des Phythagoras fiir v + w und v — w):

lv +wl* + v —wl* = 2(|v|* + [w]|?).

Hieraus ergibt sich sofort:
4Re(v, w) = |[v + w|® = v — w]?.

5. Erinnern wir uns, dafl im euklidischen Fall das Skalarprodukt durch die Norm bestimmt ist, so
verwundert uns vielleicht diese und die vorvorletzte Formel, die nur den Realteil von (v, w) durch die
Norm auszudriicken scheint. Nun ist aber im unitédren Fall (w, v) = (v, w) und damit

Im (v, w) = —Im (v, w) = — Im(w,v) = Rei(w,v),
so dal wir leicht die folgende Formel erhalten:
4(v,w) = 4Re(v, w) + 43 Im (v, w)
= 4Re(v,w) + 4iRe i (w, v)
= 4Re (v, w) + 4i Re (—iw, v)

o+ wl|? = [lv = wl® +illo —iwl* —i]lv+iw|?,

die man wie im Reellen die Polarisationsformel nennt.

Definition. Wir sprechen im folgenden allgemein von einem Skalarprodukt—Raum, wenn er euklidisch
(und dann iiber R) bzw. unitidr (und dann tiber C erklért) ist.

Wir wollen uns als néchstes dem Problem der Bestapprozimation in solchen Skalarprodukt—R&dumen
zuwenden. Im Gegensatz zu lediglich nur normierten Rdumen ist die Situation hier wesentlich durch-
sichtiger. Es gilt der folgende Satz, den wir der Bequemlichkeit halber nur fiir den euklidischen Fall
notieren.

Satz 19.27 Es sei U ein Untervektorraum des euklidischen Vektorraums V, vy € V' sei fest vorgege-
ben. Es sei ferner ug € U . Dann gilt :
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i) wug ist eine Bestapprozimation von vy bzgl. U genau dann, wenn vy — ug L u fir alle uw e U
il) wenn eine solche Bestapproximation ug existiert, so ist sie eindeutig bestimmt ;

iti) ist U C V endlich—dimensional und {uy,...,u, } eine orthonormale Basis von U, so ist

n
ug = Z<’Uo, uj>uj
j=1

eine Bestapprozimation von vy bzgl. U .
Beweis. Ist uw € U ein beliebiger Vektor, so ist vg — u = (vg — ug) + (up — u) und
(%) lvo — ul® = [lvo — uo |* + 2(vo — w0, uo — u) + [lug — u®.

Setze nun voraus, dafl vg — ug L w fiir alle w € U und daf} ferner v € U, u # ug, fest gewahlt sei.
Da dann auch vy — v € U ist, so folgt

lvo — ul® = lloo — uol” + [luo — ul® > [lvo — uo [?.
Dies beschliefit eine Richtung in i) und (unter Voraussetzung der Umkehrrichtung, die gleich gezeigt
wird) auch die Eindeutigkeitsaussage in ii).

Sei also umgekehrt ||vg — u| > ||vo — ug| fiir alle w € U vorausgesetzt; dann folgt aus (x) die
Ungleichung
2(vo — up, ug —u) + |[up — u||> >0 firalle ueU.

Da jeder Vektor in U von der Gestalt ug — u, u € U, ist, so ergibt sich auch
(xx) 2(vo — up, u) + ||w|® >0 firale ueU.

Ersetzt man in (x*) den Vektor u durch —u, so folgt
~ 1~ ~
[ (vo — wo, w)| < §||uH2 firalle weU

und damit fiir beliebiges @ € R* und v € U:

1 1 a
(0 = w0, w) | = o7 o= un, aw)| < 5o aul? < gl

2
37a] [

LBt man hierin a bei festem u gegen 0 gehen, so ergibt sich die gewiinschte Relation (wvg —ug, u) = 0
fir alle ue U.

Will man in dem vorigen Argument den Grenziibergang vermeiden, so setze man in (#x) bei festem
uw €U, u##0, den Vektor
~ vy — Ug, U
U= — < 0 gv >
[l
ein. Es ergibt sich unmittelbar die Ungleichung

_ 2
_|<U0 u027u>| >0,
]l

aus der ebenfalls die Behauptung folgt.

Wegen i) und ii) brauchen wir fiir iii) nur zu zeigen, dafl vo — wo auf jedem Vektor u;, j=1,...,n,
senkrecht steht. Dies ist aber gerade die Aussage des Schmidtschen Orthogonalisierungs—Verfahrens. O

Diesen Satz kann man ganz erheblich verallgemeinern. Wie wir in dem Abschnitt {iber Bestappro-
ximation in normierten Vektorrdumen schon gesehen haben, spielt Konwvexitdt hier eine wesentliche
Rolle. (Zu weiteren Informationen siehe z. B. HEUSER [157]). Wir begniigen uns an dieser Stelle mit
dem Nachweis des folgenden Satzes.
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Satz 19.28 Es sei V' ein Skalarprodukt—Raum und K C V' eine nicht leere konvexe Menge, die als
metrischer Unterraum von V' wollstindig sei. Dann besitzt jedes Element vy eine eindeutig bestimmte
Bestapprozimation bzgl. K .

Bemerkung. Lineare Unterrdume sind automatisch konvex und, wenn sie endlich-dimensional sind,
wegen der Aquivalenz aller Normen auch vollstdndig. Von daher ist Satz 28 eine weitreichende Verall-
gemeinerung von Satz 27.

Beweis (von Satz 28). Es sel o = min,ex ||vo — u|| und u; € U eine Folge mit

a= lim ||vg — u;| .
j—o0

In der Parallelogramm-Gleichung ||v + wl]®> + [[v — w|? = 2(|v|* + ||w]?) setzen wir jetzt
v =g — Uj, W = vg — uj. Damit erhdlt man
u; + u
luj — u | = 2[lvo — w;[I* + 2[lvo — ur | — 4 || vo — ]Tk

IN

2||vo — u;[> + 2[[vo — up|* =4 — 0,
Jrk—00

da wegen der Konvexitit von K das Element (1/2)(u; — uy) ebenfalls in K liegt. (u;);en ist folglich
eine Cauchy—Folge in K , die nach Voraussetzung gegen einen Grenzwert ug € K konvergiert. Wegen

der Stetigkeit der Metrik ist dann ||vg — ugp| = «, also ug eine Bestapproximation. Ist g eine
weitere solche, so kann man fiir die Folge u; im obigen Beweis die Folge wuq, o, uo, Uo, ... nehmen.
Sie ist dann ebenfalls eine Cauchy—Folge, was nur moglich ist, wenn @y = ug . O

Aufgrund des zuvor bewiesenen Satzes sind Bedingungen von Interesse, wann ein Unterraum eines
normierten oder sogar nur metrischen Raumes vollstindig ist. Eine einfache Antwort gibt

Satz 19.29 Es sei (X, dy) ein metrischer Raum und Y C X ein Unterraum.
i) Ist Y wollstindig, so ist Y abgeschlossen in X .
ii) Ist X wollstindig und ist Y abgeschlossen in X , so ist auch Y wollstindig.

Der Beweis ist denkbar einfach.

i) Ist (w;) eine Folge in Y, die gegen ein Element w € X konvergiert, so ist sie eine Cauchy-Folge
sowohl in X als auch in Y und mufl deshalb gegen ein Element in Y konvergieren, das notwendig
gleich w ist.

ii) Ist (w;) eine Cauchy-Folge in Y, so ist sie auch eine solche in X und damit gegen ein Element
v € X konvergent. Da Y abgeschlossen in X ist, mufl v ein Element von Y sein. O

Wir erinnern jetzt daran, daf§ ein Skalarprodukt—Raum ein HILBERT—Raum genannt wird, wenn er
als normierter Raum bzgl. der kanonischen Norm vollstandig ist. Wir kénnen damit notieren:

Folgerung 19.30 Abgeschlossene Teilmengen eines Hilbert—Raumes V' sind vollstindig ; insbesondere
sind abgeschlossene lineare Unterrdume U C V' wieder Hilbert—Rdume mit dem induzierten Skalarpro-
dukt. Zu jedem vy € V' gibt es dann eine eindeutig bestimmte Bestapproximation bzgl. U . Dies gilt im
Besonderen fir alle endlich—dimensionalen linearen Unterrdume in V .

Beispiel. Wir haben im Anhang zu Kapitel 8 die Hilbert—-Réume der quadrat—summierbaren Folgen
@i und @f: als Vervollstdndigung der Unterrdume der Folgen ,mit endlichem Triger“ konstruiert. Da
diese Unterrdume nicht selbst schon vollsténdig sind, sind sie auch nicht abgeschlossen in dem jeweiligen
Hilbertschen Folgenraum. Aus Griinden, die sehr bald einsichtig werden, wollen wir diese Beispiele noch
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etwas verallgemeinern. Wir schreiben K fiir einen der beiden Kérper R oder C und betrachten zu
einer beliebigen Menge T den Vektorraum aller Funktionen ¢ : T — K mit ¢ (t) # 0 fiir hochstens
abzéhlbar viele t € T und

dDole®] < oo,

teT

wobei selbstverstindlich nur iiber die ¢t € T' zu summieren ist, fiir die ¢ (t) # 0. Wir schreiben ¢2(T)
oder genauer éﬂi(T ) fiir diesen Vektorraum, zusammen mit dem (wohldefinierten) Skalarprodukt

(o, 0) = S pw ().

teT

Im Spezialfall T = {1,...,n} schreiben wir auch Ei(n); dies ist natiirlich nichts anderes als der
euklidische R™ bzw. unitdre C". Im Fall T = N ist Kﬂi(oo) = Eﬂi(N) = 6]?{. - Wir iiberlassen dem
Leser den einfachen Nachweis des folgenden Satzes.

Lemma 19.31 Die Skalarprodukt—Rdume E%(T) sind vollstindig, also Hilbert—Rdume.

Wir werden im folgenden unter anderem zeigen, dafl jeder Hilbert-Raum tiber K normisomorph
zu einem der Raume é]i(T ) bei geeignetem T ist. Man beachte, dal wegen der Polarisationsformeln
ein linearer Isomorphismus zwischen Skalarprodukt—R&umen, der die Normen erhilt, automatisch auch
die Skalarprodukte invariant 1a8t.

Definition. Ein indiziertes System (us)ses in einem Skalarprodukt-Raum V' heiit ein Orthonormal-
System, wenn (us, ug ) = 0g¢ fiir alle s, s/ € S. Ein solches System heifit vollstindig, wenn es
nicht (orthonormal) vergroflert werden kann, d. h. wenn aus w L wuy fiir alle s € S stets v = 0
folgt. Fiir ein Orthogonal-System fordert man lediglich, dal (us, usy) = 0 fiir alle s # s’ in S.
Orthonormal-Systeme sind linear unabhéngig (siehe Satz 25). Der Einfachheit halber werden wir im
folgenden die Menge S mit dem indizierten System (us)scs identifizieren, d. h. S C V' annehmen.

Eine einfache Folgerung aus dem ZORNschen Lemma ist die Tatsache, dafl jeder nichttriviale
Skalarprodukt—Raum V # {0} vollstindige Orthonormal-Systeme besitzt. Es gilt sogar wesentlich
mehr.

Satz 19.32 Jedes Orthonormal-System in einem nichttrivialen Skalarprodukt-Raum V # {0} lifit
sich vervollstindigen. Insbesondere existieren vollstindige Orthonormal-Systeme in V .

Beweis. Es sei Sy C V ein gegebenes Orthonormal-System. Betrachte dann die Menge aller
Orthonormal-Systeme ', die Sy umfassen. Diese ist bzgl. der Inklusionsrelation induktiv geordnet
und besitzt daher ein maximales Element. Fiir die zweite Aussage wihlt man ein Element vg € V' mit
lvo]l = 1 und setzt Sy := {wvo}. O

Beispiel. Wir betrachten im Raum der stetigen 27n—periodischen Funktionen f: R — K die Funktionen
1 cosx sinx cos2x sin 2z
(im Falle K =R) bzw. (im Falle K= C)

inx
(&

Var

Wir haben im Hauptteil dieses Kapitels nachgerechnet, dafl diese Systeme orthonormal sind. Sie sind
aber auch vollstéindig in den zu Grunde liegenden Vektorriumen mit dem iiblichen L?-Skalarprodukt.
Ist ndmlich z. B. f: R — C stetig und 27—periodisch mit

,neZl.

2
(f en) = (2) e~ dz = 0
0
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fiir alle n € Z, so bedeutet dies, dafl alle Fourier—Koeffizienten ¢, von f verschwinden. Damit kon-
vergiert die Nullfolge im quadratischen Mittel gegen f, d. h. es ist

27
| 1@ =o.
0
woraus wegen der Stetigkeit von f sofort f = 0 folgt.

Bemerkung. (Orthonormal-) Systeme von speziellen Polynomen und Funktionen spielen in der Mathe-
matischen Physik eine grofie Rolle. So fithren die HERMITEschen Polynome
L2 d”

Hy(z) = (—1)"e e e, neN,

zu dem (vollsténdigen) Orthonormal-System der HERMITEschen Funktionen

1

\/22nl\/T

in L?(R) . Entsprechend hat man die LEGENDRE-Polynome und —Funktionen fiir L*([—1, 1]) und die
LAGUERRE-Polynome und —Funktionen fiir L?(R, ). Sie alle erfiillen wichtige Differentialgleichungen
der Physik. Auch die TSCHEBYSCHEFF—Polynome bilden (nach geeigneter Normierung) ein vollstéindiges
Orthonormal-System in dem Raum C°((—1, 1)), wenn dieser mit einem ,gewichteten“ Skalarprodukt
versehen wird:

e~ /2 H,(z), neN,

(f.g) = /_1 @) () —— ds

V1 — 22

Die klassische Fourier—Theorie legt es nun nahe, ganz allgemein Fourier—Analysis in Skalarprodukt—
Réumen V relativ zu vorgegebenen (vollstindigen) Orthonormal-Systemen S C V' zu betreiben. Wir
ordnen jedem v € V' die Fourier—Koeffizienten ¢, := (v, u) zu, wobei u € S, und fragen ganz naiv,
ob - oder wann - der Vektor v die Fourier—Entwicklung

(%) v:Zcuu

besitzt. Dies ist insbesondere dadurch gerechtfertigt, dafl fiir jede endliche Teilmenge Sy C S die
endliche Summe
S e

u€ Sy

die Bestapproximation von v bzgl. des durch Sy in V' erzeugten endlich—-dimensionalen Untervektor-
raums ist.

Nun scheint aber die Summe auf der rechten Seite von (x) keinen rechten Sinn zu ergeben aufer,
wenn die Menge S hochstens abzihlbar ist. Dies braucht selbstverstindlich nicht der Fall zu sein;
gliicklicherweise wird hier stets nur iiber eine hochstens abzihlbare Teilmenge S’ C S summiert. -
Dies ist der Inhalt des iiberndchsten Satzes. Zuvor notieren wir noch die verallgemeinerte BESSELSsche
Gleichung und Ungleichung.

Lemma 19.33 FEs sei Sy ein endliches Orthonormal-System in dem Skalarprodukt—-Raum V . Dann
gilt fiir jedes v € V' die Gleichung

2
[ o= 32 con = e = 32 1w
u€ Sy u€eSy

und damit auch die Ungleichung

Y Hoou) P < ol

u€e Sy
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Beweis. Man rechnet direkt nach, daf fiir beliebige Koeflizienten ~, die Gleichung

2
[v- S | = e = S w ¢ Y e -l

u€Sy u€So uesS

gilt. Hieraus folgt die erste Behauptung mit ~v, = ¢, , und die zweite ist eine unmittelbare Konsequenz
aus der ersten. (]

Satz 19.34 Unter den weiter oben gemachten Voraussetzungen ist bei vorgegebenem v € V  der
Fourier-Koeffizient ¢, := (v, u) fiir héchstens abzihlbar viele w € S wvon Null verschieden. Sum-
maert man nur Uber diese, so gilt auch hier stets die verallgemeinerte Besselsche Ungleichung in der

Form
Yo Hvu) P < of?.
u€S
Beweis. Bei vorgegebenem ¢ > 0 seien u1,...,u, Elementein S mit |(v, u;)| > ¢ fir j=1,...,n.

Nach der Besselschen Ungleichung in Lemma 33 ist dann ne? < ||v]|? und damit n < e72||v|%.
Es kénnen daher hochstens endlich viele solcher u; bei gegebenem e vorhanden sein. L&t man jetzt
noch e eine Nullfolge durchlaufen, so folgt die Behauptung. Die Besselsche Ungleichung gewinnt man
durch Grenziibergang aus der entsprechenden Formel bei endlichen Summen. (]

Der alles entscheidende Satz ist nun der folgende:

Satz 19.35 Ist S ein beliebiges Orthonormal-System in dem Skalarprodukt—Raum V , so konvergiert
die Fourier—Reihe

Z (v, u)u

uesS

von v (in beliebiger Anordnung der héchstens abzihlbar vielen von Null verschiedenen Summanden)
genau dann gegen v, falls die Parsevalsche Gleichung

> o u) P = flv?
u€So

besteht. In einem Hilbert-Raum V' ist diese Beziehung genau dann fir alle v € V' giiltig, wenn das
System S vollstindig ist.

Der Beweis ist nach den bisherigen Ausfithrungen nicht mehr schwer und kann dem Leser zur Ubung
iiberlassen werden. (Siehe z. B. HEUSER [157], Satz 24.1, Satz 24.3). O

Definition. Aus naheliegenden Griinden nennt man daher ein wollstindiges Orthonormalsystem in
einem Hilbert—Raum auch eine Orthonormal-Basis. Man beachte jedoch, dafl dieser Basis—Begriff im
analytischen Sinne zu verstehen ist, nicht im Sinne der Linearen Algebra.

In allen ,echten® Beispielen, die uns bisher begegnet sind, ist die Kardinalitit der Orthonormal—
Basen die von N. Dies hat mit der Separabilitit der unterliegenden metrischen Rdume zu tun. Wir

erinnern an die

Definition und Beispiel. Ein metrischer Raum (X, dy ) heiit separabel, wenn er eine abzéhlbare dichte
Teilmenge besitzt. Dies ist z. B. erfiillt fiir R™ bzgl. irgendeiner Norm, da Q™ eine solche Teilmenge ist.

Man beweist nun leicht den folgenden

Satz 19.36 Jeder separable Skalarprodukt—Raum besitzt eine hochstens abzdhlbare Orthonormal-Basis.
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Beweis. Siehe loc. cit., Satz 24.2. ]

Zum Schluf} skizzieren wir den Beweis fiir die Klassifikation der Hilbert—Rdume.

Satz 19.37 Jeder Hilbert-Raum V ist als Skalarprodukt-Raum isomorph zu einem Raum K]?((T).
Hierbei ist T eine (ansonsten beliebige) Menge von der gleichen Kardinalitit wie ein wvollstindiges
Orthonormal-System S von V.

Beweis. Wir schreiben S = {w;: t € T} und haben damit fiir jedes v € V' die Entwicklungen

v=> (v,u)u und [fvl> =" [(v,u)l*,

teT teT

Nach Satz 34 sind in diesen beiden Summen héchstens abzéhlbar viele Fourier—Koeffizienten von Null
verschieden. Die v € V' zugeordnete Funktion ¢, (t) := (v, us) von T mit Werten in K liegt damit in
éi(T) , so daf} die durch v — ¢, definierte Abbildung ®: V — éi(T) normerhaltend und trivialerweise
linear ist. Wegen der Normerhaltung ist sie automatisch injektiv, so dafl nur noch die Surjektivitit
nachzupriifen ist. Es sei also ohne Einschrinkung T’ C T so gewihlt, daB fiir ¢ € Eﬂi(T) die Werte
p(t) = 0 sind fiir ¢t € T\T' und T" ~ N. Wir schreiben dann j fiir die Elemente in 7’ und

uj, j € N, fiir die entsprechende Teilmenge von 5. Ferner sei ¢; := ¢ (j) und
n
Up = Z CjUj .
§=0

Da die u; ein Orthonormal-System bilden, gewinnt man aus dem Satz von Pythagoras fiir m < n die
Abschitzung

n
Fsn = smotl® = D le P < €2,
j=m

oo
sofern nur m > N = N (¢), da nach Voraussetzung die Reihe Z |cj|? konvergiert. Also ist
§=0

o0
> ciuy
=0

eine Cauchy—Reihe, die wegen der vorausgesetzten Vollstindigkeit von V' gegen ein Element v konver-
gent ist. Wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts folgt dann schliellich

o0 oo
(v, ug ) = <Z ¢ Uj, Uk > = Z ¢ (uj, up) = ¢k,
§=0 §=0
also die Surjektivitdt des Homomorphismus @ . O

Als Folgerung erhélt man im Falle T =N den folgenden

Satz 19.38 Alle (unendlich—dimensionalen) separablen Hilbert-Rdaume iber K sind isomorph zu K]i.



20 Gewohnliche Differentialgleichungen

Viele Fragen aus der Geometrie und der Mechanik, wie auch aus fast allen Bereichen der Theoretischen
Physik, fithren auf gewdhnliche und sogar partielle Differentialgleichungen. Wie man solche Differenti-
algleichungen im einfachsten Fall aufstellt und 16st, wollen wir an zwei Beispielen demonstrieren.
Beispiel 1. Man verschiebe die Parabel y = 22 in R? so, daf sie weiterhin durch den Nullpunkt
verlauft. Zu der hierdurch entstehenden ,Kurvenschar® bestimme man die Schar der orthogonalen
Kurven.

Die Gesamtheit aller verschobenen Parabeln wird beschrieben durch
y—b=(z—a)?, (ab)ecR?.

Damit der Nullpunkt auf einer dieser Parabeln liegt, ist notwendig und hinreichend, da8 a2 = —b. Die
zu betrachtende ,,Schar® von Parabeln ist daher gegeben durch P, : y = z(x — 2a), a € R. Durch
einen vorgegebenen Punkt (x¢, yo) € R? geht genau eine Kurve dieser Schar, wenn zg # 0, und zwar
P, mit

Figur 20.1

Wir werden uns daher im folgenden auf die Betrachtung der Menge G := R* x R = { (2, yo) € R? :
xo # 0} beschrénken (miissen). Da die Ableitung von P, nach z an der Stelle g gleich 2(z¢ —a) =
Zo + yo/xo ist, bestimmt die Schar von Parabeln auf G das ,Richtungsfeld* P (x,y) = z + y/x.
Man sieht sofort, da8 P einer lokalen Lipschitz—Bedingung geniigt3? (oder schlieBt dies daraus, daf die
Funktion P nach y stetig partiell differenzierbar ist). Also gibt es durch jeden Punkt (zo, yo) € G
genau eine Losung der Differentialgleichung

x2—|—y
Yy =Pz, y) = —

und da die betrachteten Parabeln tatséchlich Losungen sind, kénnen wir festhalten:

Die Schar der (Graphen der) P, (durchschnitten mit G ) ist identisch mit der Gesamtheit der
Lésungsgraphen der Differentialgleichung y' = P (x, y) .

Die Aufgabe verlangt die Aufstellung des zu P orthogonalen Richtungsfeldes. Nun ist aber (-0, a) or-
thogonal zu (a, 3) im euklidischen R?. Somit wird die Differentialgleichung fiir die ,,Orthogonalschar :

o — -T

33Zu dieser und den beiden folgenden Behauptungen siehe weiter unten.
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auf der Menge G’ := {(z,y) € R?: 2 #0, 22 + y #0}. Ist nun ¢ (x) eine (lokale) Losung dieser
Differentialgleichung, also (22 + ¢ (x)) ¢'(x) = —x, so ist, wie man sofort nachrechnet,

Also ist notwendig

1
o(z) + 2° — 3 = Ce 20

woraus man durch Elimination leicht eine Gleichung fiir die Umkehrfunktionen x = 1 (y) der Losungen
findet:

1
x:i\/2—y+06_2y.

Bemerkung. Betrachtet man von vornherein die Differentialgleichung fiir die Umkehrfunktionen, also
2'(y) +  + y/z = 0, so ist diese vom BERNOULLI —~Typ34. In der Literatur findet man hierzu reiches
Material; insbesondere liefert die Theorie dieses Typs ebenfalls die eben angegebenen Losungen.

Beispiel 2. Man bestimme die sogenannte Hundekurve: Ein Fluf} flieft in einem von parallelen Geraden
begrenzten Kanalbecken der Breite a mit der konstanten Geschwindigkeit ¢ in Richtung der Ufer-
befestigung. Ein (selbstverstindlich punktformiger) Hund befindet sich an einem Ufer, sein (ebenfalls
punktférmiges) Herrchen steht senkrecht gegeniiber am anderen Ufer und pfeift. Daraufthin springt der
Hund ins Wasser und schwimmt, relativ zum Wasser, mit konstantem Geschwindigkeitsbetrag || v |,
die ,,Schnauze“ (macht irgendwie keinen Sinn bei einem punktférmigen Hund, oder doch?) stets auf das
Herrchen gerichtet, zu ihm zuriick. Welche Kurve legt der Hund zuriick? Unter welcher Voraussetzung
kann der Hund - nach ausgiebigem Ausschiitteln des Felles - sein Herrchen schwanzwedelnd wieder
begriiflen?

In geeigneten Koordinaten (siehe Zeichnung) ist die Eigengeschwindigkeit des Hundes wegen der Be-
dingung, dafl seine Schwimmrichtung stets zu seinem Herrchen, der sich im Ursprung befindet, zeigt,

gleich
T R (—x, —y) mit vy := ||v] .

Die Stromungsgeschwindigkeit ist dann in der Form (0, ¢) anzusetzen.

(
r (:!’ X,Y)
Hre Al >

0,0)

Figur 20.2

34Sjehe weiter unten.
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Die Bewegungsgleichungen des Hundes sind somit (siehe auch den Anhang zu diesem Kapitel):

p) = oWy W Wy

dt /2% § 2 dt /22 + 2

Offensichtlich ist gerade der Standort (0, 0) des Herrchens eine Stelle, wo die rechte Seite nicht
definiert ist. Unsere Aufgabe besteht also darin, Losungen zu finden, die in endlicher Zeit gegen den
Ursprung konvergieren.

Aus den Bewegungsgleichungen folgt sofort, dafi die zeitliche Ableitung der z—Koordinate iiberall ne-
gativ ist und somit x = x (t) streng monoton fiillt. Also ist auch die verstrichene Zeit ¢ eine (eindeutig
bestimmte) Funktion des Ortes: ¢ = ¢ (x), und durch Einsetzen erhalten wir die Gleichung der Bahn-
kurve des Hundes als y (¢ (x)), die wegen der Kettenregel der Differentialgleichung

@_voy—c\/x2+y2:g7£ 1+(g)2
x

dx Vo X Vo T

geniigt. Dies ist eine sogenannte homogene Differentialgleichung, die man bekanntlich mit dem Ansatz
z=uy/x, z>0,16st3. Mit y = 2’z + z gewinnt man die Differentialgleichung

/

z _ 1 \ o— c
V1t 22 e’ T g
die man ohne Umschweife integriert: Arsinhz = —A\ In % . Die Anfangsbedingung z =0 fir z =a

liefert weiter C' = a und folglich die Bahngleichung

o= 2) = 5 (2 - (2))

Diese Losungen konvergieren mit « \, 0 gegen Null fiir A < 1, gegen a/2 fir A =1 und gegen oo fiir
A > 1. Der arme Hund hat also hochstens dann eine Chance, sein unbewegtes Herrchen wiederzutreffen,
wenn A < 1. Um nachzupriifen, ob er ihn tatséchlich schwanzwedelnd wieder begriifien kann, miissen
wir noch die Zeit ausrechnen, die er benétigt, um am anderen Ufer anzukommen. Diese kénnen wir
ohne Schwierigkeiten aus der ersten Bewegungsgleichung bestimmen. Wegen cosh? —sinh? = 1 erhilt

man aus dieser nédmlich
i) = —— 0
cosh (A In (a/z)) ’

woraus man durch Integration fiir die bendtigte Gesamtzeit T° die Formel

a A A
a T
20 T =/0 (xA + a)‘)dx

gewinnt. Bei A # 1 ist der Wert dieses uneigentlichen Integrals gleich

a

:171_/\ ,’L‘1+>‘
i
20 ((1 — Ve 0+ A)a*)

x

also oo fiir A > 1 und

2a .
20T = T2 fir A<1.
Hieran sieht man, dafl auch fiir A < 1, aber nahe bei 1, der Hund eine sehr lange Zeit braucht,
sein Herrchen zu erreichen. Fiir A\ = 1 ist die Bahn zwar endlich, ndmlich ein Stiick der Parabel

35Sjehe weiter unten.
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y = (a® — 2?)/2a, aber dennoch kommt der Hund niemals an dem Uferpunkt (0, a/2) an.

Bemerkung. Eine bekannte Variante dieses Problems sucht die Bahn des Hundes unter der Vorausset-
zung, daf} die Stromungsgeschwindigkeit des Flusses nicht konstant c¢g, sondern von der Form

z(a — x)

c(x) = 4c 3 , 0<z<a,
a

ist, d. h. insbesondere, dafl der Flufl am Ufer sich gar nicht bewegt und seine gréfite Stromungsge-
schwindigkeit ¢y genau in der Mitte hat.

Bezeichnet vy wie in der Losung zuvor den konstanten Geschwindigkeitsbetrag des Hundes, so lauten
jetzt die Bewegungsgleichungen

dx Vo T . dy z(a — x) Vo Y

.::7:77 ::—:4 —_—
X dt /71‘2 T y2 ) Yy dt Co a2 /7132 T y2 )

aus denen man sofort die Bahngleichung in der Form

d 2
*y:g*Q)\(a*I)\/xQer% O<z<a, \i= -2

dz x vg a2’

gewinnt. Mit dem Ansatz z = y/x folgt hieraus wieder wie oben eine Differentialgleichung mit getrenn-

ten Variablen fiir z: ,
z

V1 + 22

Durch einfaches ,,Hochintegrieren“ und unter Beachtung von z = 0 fiir * = a ergibt sich hieraus

= —-2X(a —z).

In(z + V1 + 22) = Xz — a)?

und damit ,
y+ Va2 4y = et

Bringt man y auf die rechte Seite und quadriert, so hebt sich der Term y? heraus, und man kann die
Gleichung nach y auflésen. Dabei erhélt man die folgende einfache Formel fiir die gesuchte Losung:

y = xsinh [A(z — a)?] .

Diese Beispiele sollten geniigen, um den Begriff einer (expliziten) gewdhnlichen Differentialgleichung
erster Ordnung und des zugehorigen Lisungsbegriffs herauszuarbeiten. Wir haben stets die folgende
Situation: G C R? ist ein Gebiet, d. h. eine offene zusammenhingende Teilmenge von R?, und f :
G — R ist eine stetige Funktion. Unter einer expliziten gewdéhnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung
verstehen wir eine Gleichung der folgenden Bauart:

(%) v =[x y).
Eine Losung dieser Differentialgleichung besteht in einer differenzierbaren Funktion ¢ : I — R mit
a) Iy = {(z,9):y=9(),vel}Cq,
b) ¢'(x) = f(x, ¢(x)) firalle zx €.
Eine implizite Differentialgleichung erster Ordnung ist von der Form
F(x,y,y) =0

mit einer stetigen Funktion F auf einem geeigneten Gebiet G C R3.
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Beispiel 3. In dem Spezialfall f (z,y) = f(x), bei dem also die Funktion f nicht von der Variablen y
explizit abhingt, sind Losungen gerade Funktionen ¢ mit ¢'(z) = f(x), also Stammfunktionen von
f . Somit werden die Losungen gegeben durch

@(x):/wf(t)dwryo-

Bemerkungen. 1. Aus der Bedingung b) folgt, daf jede Losung automatisch eine stetig differenzierbare
Funktion auf dem Intervall I ist. Ist die Funktion f sogar stetig partiell differenzierbar, so sind
Losungen aufgrund der Kettenregel sogar zweimal stetig differenzierbar, etc.

2. Eine geometrische Interpretation von Lésungen einer Differentialgleichung gewinnt man wie folgt:
Durch

G 3 (2o, yo) — {y = yo + f(z0, ¥o) - (z — @0) } =t T(a, o)
wird jedem Punkt (z9, yo) € G eine Gerade durch (z, yo) mit Steigung f (o, yo) zugeordnet. Ins-

gesamt erhdlt man also durch die Funktion f ein sogenanntes ,Richtungsfeld“ auf dem Gebiet G wie
in der folgenden Zeichnung;:

——— ==

e ——e e
‘~-~...-..-__._.——'/

Figur 20.3

Lésungen y = ¢ (z) der Differentialgleichung sind dann differenzierbare Funktionen ¢ : I — R mit
(w0, @ (w0)) € G fiir alle wg € I, deren Graph an jeder Stelle (zo, yo) gerade die Tangente T\, )
besitzt, wobei yo := ¢ (zo) .

3. Eine andere geometrische Interpretation kann man wie folgt gewinnen. Man schreibt die Differenti-

algleichung in der Form
dy
und schreibt sie formal um zu
f(z,y)de —dy = 0.

Will man jetzt die Variablen z und y wirklich gleichberechtigt behandeln, so macht man den allge-
meineren Ansatz

f(l', y)dl""g(x» y)dy =0

mit stetigen Funktionen f, g auf einem Gebiet G C R?. Als Lésung sollte man jetzt differenzierbare
Kurven v (t) := (a(t), (1)), t € I, mit v (t) € G ansehen, die der Gleichung

fFOay@®)d®) + gy ®)6'() =0

geniigen. Bei der urspriinglichen Gleichung sind gerade die zweiten Komponenten von nach x para-
metrisierten Kurven + (z) = (z, ¢ (z)) die Losungen im klassischen Sinne. Eine schone Interpretation
der Losungskurven erhiilt man, wenn die vorgegebene Gleichung ezakt ist, d. h. wenn es eine (stetig)
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partiell differenzierbare Funktion F auf G gibt mit F, = f, F, = ¢.3% Ist dann namlich ~ (¢) eine
Losung, so gewinnt man aus der Kettenregel die Identitét

d

rRACIONCI0)

Fo(a(t), B (1) o'(t) + Fyla(t), 5() 5'(t)
fla(t), (1) (t) + g(a(t), (1) (t) = 0.

Somit ist F' auf der Losungskurve konstant, und umgekehrt ist jede Kurve mit dieser Eigenschaft auch
Losung. Mit anderen Worten: Ist die vorgegebene Differentialgleichung exakt mit Stammfunktion F',
so sind die Losungen gerade die Niveaulinien von F'.

Es erhebt sich damit die Frage, wann eine Differentialgleichung in der obigen verallgemeinerten Form
exakt ist. Setzt man zusétzlich voraus, daf} es eine Stammfunktion F' gibt, die zweimal stetig differen-
zierbar ist, so findet man die folgende notwendige Bedingung:

9z = (Fy)x = (Fo:)y = fy.

Wir werden spéter sehen, dafl in einfach zusammenhingenden Gebieten G die Bedingung g, = f, auch
hinreichend ist fiir die Existenz einer Stammfunktion. Da die Klasse der einfach zusammenhéngenden
Gebiete die Kreise umfafit (und sogar konvexe und noch allgemeiner sternférmige Gebiete), lassen sich
unter dieser Bedingung jedenfalls lokal immer Stammfunktionen finden. Wenn die Bedingung nicht
erfiillt ist, so kann man versuchen, sie durch einen kleinen Kunstgriff zu erzwingen. Unser Losungs-
begriff dndert sich ja offensichtlich nicht, wenn wir die beiden Funktionen f und g mit einer festen
Funktion A multiplizieren, die auf G nirgends verschwindet. Man nennt dann A einen EULERschen
Multiplikator oder integrierenden Faktor, wenn die multiplizierte Gleichung exakt wird. Dazu ist unter
geeigneten Differenzierbarkeitsbedingungen notwendig, dal die unbekannte Funktion A die partielle
Differentialgleichung
GAz + g X = Ay + fy A

erfiillt. Eine solche Gleichung zu lésen, ist i. A. wesentlich schwerer, als die Losungen der gegebenen
gewoOhnlichen Differentialgleichung zu finden. Allerdings braucht man ja nur eine einzige Losung
zu kennen, die evtl. durch gezieltes Raten aufgespiirt werden kann. Genau dies haben wir bei der
Auffindung der Orthogonalschar in unserem ersten Beispiel zu Beginn des Kapitels getan.

Es mag iiberraschen, dafl unter den obigen sehr allgemeinen Voraussetzungen lokal stets Losungen
von expliziten Differentialgleichungen 1. Ordnung (zu vorgegebenem Anfangswert) existieren.

Satz 20.1 (Peanoscher Existenzsatz) Ist wie oben f: G — R stetig und (a, ¢) € G, so gibt es
ein offenes Intervall I mit a € I und eine Lisung ¢ : I — R der Differentialgleichung vy = f (x, y)
mit ¢ (a) =c.

Wir werden diesen Satz im Anhang zu dem vorliegenden Kapitel mit zwei verschiedenen Methoden
beweisen. Die Beweise lassen sich leicht auch auf Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung
iibertragen.

In unserer Diskussion des Beispiels 1 spielte die Findeutigkeit von Losungen eine ganz entscheidende
Rolle. Diese ist nun aber unter diesen schwachen Voraussetzungen an die Funktion f nicht gewéhrleistet.

Beispiel 4. Fiir beliebige Zahlen a < b wird durch
Vi —b>, z>b
Pap(T) = 0, a<z<b

3
—va—x , z<a
36Dies bedeutet in der Theorie der Differentialformen, die wir spiter entwickeln, dal dF = fdx + gdy . Man nennt dann
auch die rechts stehende Form exakt und F' eine Stammfunktion.
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eine zweiparametrige Schar von differenzierbaren Funktionen g, : R — R definiert, die der Differen-
tialgleichung

3
:l// — 5 y1/3
geniigen.
a b
Figur 20.4

Man kann leicht einsehen, daf§ dies in der Tat alle Losungen der gegebenen Differentialgleichung auf
G := R x R sind. Fir Anfangswerte yp = 0 sind damit Losungen nicht eindeutig bestimmt. Dies
dndert sich schlagartig, wenn man sich z. B. auf das Teilgebiet G, := R x R* beschrénkt. Der Grund
hierfiir besteht in der Tatsache, dafi die Funktion f (z, y) := y'/3 auf G nicht nach y stetig partiell
differenzierbar ist, wohl aber auf G, . Die Gesamtheit der Losungskurven sieht hier wie folgt aus.

Figur 20.5

Beispiel 5 und Bemerkungen. Das obige Phidnomen der ,,Nichteindeutigkeit “ von Losungen kann generell
auch bei der sogenannten Differentialgleichung erster Ordnung mit getrennten Variablen auftreten:

y = f(x)g(y) .

Hierbei sind f: I — R und ¢ : J — R stetige Funktionen auf offenen Intervallen I, J C R. Ist
némlich yo eine Nullstelle von ¢, so ist immer ¢ (z) = yo eine Losung der Differentialgleichung auf
ganz I. Es kann aber durchaus noch weitere Losungen geben, die an einer Stelle xy den Wert o
annehmen. Man beschrénkt sich daher bei der Untersuchung dieser Differentialgleichung auf Intervalle
J, auf denen ¢ keine Nullstellen besitzt. Wegen der Stetigkeit der Funktion ¢g kénnen wir dann weiter
annehmen, dafl sie auf ganz J positiv ist (ein negatives Vorzeichen kénnen wir bei f aufnehmen).
Zu vorgegebenen (xg, yo) € I x J gibt es dann Stammfunktionen F' von f auf I und G von 1/g
auf J mit F (xg) = 0 und G (yp) = 0. Zudem ist G streng monoton wachsend auf J und besitzt
daher eine streng monoton wachsende stetig differenzierbare Umkehrfunktion H : G (J) — J auf dem
offenen Intervall G(J) C R mit H(0) = yo. Ist nun ¢ : I' — J, 29 € I' C I, eine Losung der
Differentialgleichung mit ¢ (xzg) = yo , so folgt wegen ¢'(z) = f (z) g (¢ (z)) unmittelbar

T Qﬁl(t) B T
/xo s ™ / fe)dt
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und hieraus mit der Substitution u := ¢ (z) im linken Integral:

/:m)g% _/m:f(t)dt.

Glp(z) = F(x).
Wihlt man jetzt noch I’ so klein, dafl F (I') C G (J), so ist notwendig
p(r) = H(F(x)) .

Insbesondere ist die Funktion ¢ auf I’ eindeutig bestimmt. Man rechnet nun einfach nach, dafl die
Funktion ¢ := H o F' tatséchlich die Differentialgleichung zu dem vorgebenen Anfangswert 16st: Es ist

¢ (wo) = H(F(20)) = H(0) = yo,

und wegen G (¢ (z)) = F (x) erhidlt man mit der Kettenregel G'(p (2))¢'(z) = F'(z) = f(z) und
folglich

Dies bedeutet aber

W) = f@)glp(@), zel.
Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen ( F' und G seien wie zuvor gewihlt):

Satz 20.2 Es sei y' = f(x)g(y) eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen auf I x J und
(zo, yo) € I x J. Ist dann das Intervall I' mit xo € I' C I (mazximal) so gewdhlt, daff F (I') C G (J),
so existiert genau eine Lisung ¢ der gegebenen Differentialgleichung auf I' mit ¢ (xo) = yo -

Bemerkung. Rein ,formal“ besteht die eben geschilderte Losungmethode in der Umformung der Glei-

chung
4y

7 = T @9
in dy B
O f(z)dx

mit anschliefender Integration und Auflésung nach y. Hierbei sollte man aber nicht die evtl
notwendige Beschrankung des Existenzintervalls der Losungen, wie sie durch den vorstehenden Satz
explizit aufgezeigt werden, aufler Acht lassen. Man sieht {ibrigens unmittelbar, dafl wir es hier mit ei-
ner exakten Differentialgleichung zu tun haben, deren Stammfunktion die Gestalt F () — G (y) besitzt.

Wir demonstrieren das soeben erlauterte Verfahren an dem folgenden

Beispiel 6. Die Differentialgleichung 3’ = y? ist vom Typ der getrennten Variablen mit I = J = R.
Da die rechte Seite stetig differenzierbar nach y ist, gilt sogar der Eindeutigkeitssatz, was wir hier
schon voraussetzen wollen. Also gibt es zu (0, ¢) € R? eine eindeutig bestimmte Losung ¢. in einer
Umgebung von 0 mit ¢.(0) = ¢. Fiir ¢ = 0 ist die identisch verschwindende Funktion eine Lésung
und damit ¢y = 0. Keine andere Losung kann jemals 0 werden. Ist also ¢ > 0, so kénnen wir uns von
vornherein auf das Gebiet R x R} beschrinken. Mit den obigen Bezeichnungen ist dann

F(x) =2 und G(y) =

ol
< | =

Es gilt G (R} ) = (—o0, 1/¢c) =: I', so daB genau dieses Intervall mazimal ist mit F (I') C G (R%). Fiir
die Losung ¢ der Differentialgleichung gilt auf diesem Intervall nach dem vorstehenden Satz
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und damit
() : <2
T) = x - .
¢ 1 —cx’ c

Entsprechend findet man fiir ¢ < 0 die Losungen

() c >1
T) = T - .
L4 1 —cx’ c

Man sieht also an diesem Beispiel, dafl die Losungen nicht auf dem vollen Intervall I = R zu existieren
brauchen, obwohl der Definitionsbereich der rechten Seite, also f (z, y) = y? ganz R x R ist.

Bevor wir uns den dringenden theoretischen Fragen zuwenden, behandeln wir einige weitere
einfache Klassen von Differentialgleichungen und elementare Losungsmethoden in Beispielen.

Beispiel 7. Die (inhomogene) lineare Differentialgleichung ist von der Form
y = A(z)y + B(x) mit stetigen Funktionen A, B: I —R.

Die homogene Gleichung (B = 0) ist vom Typ der getrennten Variablen und li8t sich sofort 16sen.
Wihlt man einen Punkt a € I fest, so werden die Losungen gegeben durch

o (z) = cexp([A(t)dt) . c= ).

Insbesondere bildet die Gesamtheit der Losungen einen eindimensionalen Vektorraum mit einer Ba-
sislosung g, die nirgends auf dem Definitionsintervall I verschwindet. Den inhomogenen Fall fiihrt
man auf den homogenen zuriick durch die sogenannte Methode der variablen Koeffizienten. Man braucht
wie in der Theorie der Systeme von linearen Gleichungen wegen der Linearitdt des Problems nur eine
einzige spezielle Losung 1 des inhomogenen Problems zu finden (alle anderen Losungen sind dann
Summe von 1 mit der allgemeinen Losung c g, ¢ € R, des homogenen Problems), und diese gewinnt
man mit dem Ansatz

¥ (x) = c(x)po(x) .
Wegen
doo +cApyg = o+ cpy =9 =AYy + B=cAypy + B
ist ¢ genau dann eine Losung, wenn
B (x)
po(x)

Hieraus gewinnt man die gesuchte Funktion c¢(z) durch Integration. - Wir behandeln hierzu das
konkrete

d(z) =

Beispiel 8. y' = 2zy + x> . Die homogene Gleichung v’ = 2xy hat die fundamentale Losung

I2

po(z) = €,

und mit den vorstehenden Uberlegungen findet man die folgende allgemeine Lésung (wir betrachten

z. B. die Stelle a =0):
Y (x) = e (C + / et dt) .
0

Substituiert man in dem Integral noch s = t?, so erhilt man

2
v 2 1 [* 1
/ e dt = —/ se ®ds = = (1 - 67:62(1 + x2))
0 2 Jo 2
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und damit die einfachere Darstellung
1 1
Y (x) = <c+ Q)emz -5 (x2+1) .

Bemerkung. Die inhomogene lineare Differentialgleichung ist i. A. nicht exakt, besitzt aber stets einen
Eulerschen Multiplikator. Schreiben wir die Differentialgleichung in der Form dy — (Ay + B)dz, so
muf} ein Eulerscher Multiplikator A der Bedingung A, + [A(Ay + B)], = 0 geniigen, also A, +
Ay (Ay + B) + AX = 0. Man kann versuchen, hierfiir eine Lsung zu finden, die nicht von y abhingt,
was offensichtlich moglich ist:
)‘(xa y) ‘= exp (70[ ((E)) )

wobei « eine Stammfunktion von A bezeichnet. Eine Stammfunktion der mit A multiplizierten Glei-
chung ist dann notwendig von der Form F (z,y) = ye *@®) — 3(x), wobei die Funktion f leicht
durch Integration zu bestimmen ist, da ' = AB = Be™® sein mufi. Fiir die Losungen der Differen-
tialgleichung, also die Niveau-Linien von F', findet man so Gleichungen, die man unmittelbar nach y
auflésen kann:

y = @ (C + B(x)).

Beispiel 9. Unter einer homogenen Differentialgleichung®’ versteht man eine solche vom Typ

‘-1
x

Hierbei ist f: J — R stetig auf einem (offenen) Intervall J und G := { (z, y) € R? : 2 #0, % eJ}.

Differentialgleichungen dieses Typs lassen sich auf solche mit getrennten Variablen durch den Ansatz

z := y/x zuriickfithren. Aus der Produktregel folgt ndmlich ¢ = 22’ + z, woraus man sofort schliefit:

Satz 20.3 Es sei I C R* ein offenes Intervall, es seien a € I, (a,c) € G, und ¢ : I — R
sei eine Funktion. Genau dann ist ¢ Ldsung der homogenen Differentialgleichung ' = f (y/x) mit
Anfangsbedingung ¢ (a) = ¢, wenn die durch

definierte Funktion v : I — R Ldsung der Differentialgleichung
/ f(Z) -

z =
x
mit der Anfangsbedingung ¢ (a) = ¢/a ist.

2
Als konkretes Beispiel 10 hierzu betrachten wir ¢y = 1 + (ﬂ) + (Q) . Hierbei ist also f(z) =

x x
14z + 22 ; wir setzen ferner J := R% . Der vorstehende Satz fithrt das Problem zuriick auf die Lésung

der Differentialgleichung mit getrennten Variablen:

, 1+ 22
Z = .

T

Dies fiihrt auf die Stammfunktionen

T dt = dt
F(r) = / ?dt —n 2 und G(z) = / T e - arctan z — arctan —
a a c/a a

und zu den Lésungen
x c
z = ¢ (x) = tan (1n — + arctan 7) .
a a

37Dieser Begriff darf nicht verwechselt werden mit dem der homogenen linearen Differentialgleichung.
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Die urspriingliche Gleichung besitzt daher die Losungen

y = z¢(z) = z tan <ln T 4 arctan E) .
a a

Bemerkung und Beispiel 11. Man kann unter der Voraussetzung des vorigen Satzes natiirlich nicht
erwarten, dal man die notwendige Auflésung der Gleichung nach einer der Variablen explizit vornehmen
kann. Wir betrachten dazu die Differentialgleichung

;T FY
oz + 2y

auf G := R?\ {(z,y) € R?: x + 2y = 0}. Nach dem allgemeinen Existenz— und Eindeutigkeitssatz
besitzt diese Differentialgleichung lokal eindeutig bestimmte Losungen durch jeden Punkt (a, ¢) € G.
Sie 148t sich mit dem {iblichen Ansatz z = y/x fiir homogene Differentialgleichungen leicht losen. Dieser
ergibt die Gleichung

, 1+ =z 1 — 222 4 wee 1+22 A B
rz = — R = una wi 11 = —_
1+ 22 1+ 22 N T 0 T 1B 1+ V2
mit
2+ 1 2 -1
A:xf; ’ B:f2

liefert dies unmittelbar die Losungen in implizierter Form:

1n|x|+21n|1—\/§z|+5§1n|1+\/§z|20.

Nun ist A + B = /2, so dal man In |x| auf die beiden anderen Summanden ,aufteilen® kann.
Dadurch kann man z wieder durch y ersetzen und erhilt nach Multiplikation mit 2v/2 und mit einer
neuen Konstanten C':

(V2+ 1) In|z —V2y|+ (V2 - 1) In|z + V2y| = C.
Durch ,Exponieren“ gewinnt man daraus schlieflich die einfache implizite Gestalt
|z = V2y | o Vay [ =

wobeil man zuniichst C’ > 0 voraussetzen mufl. Durch C' = 0 findet man als mégliche Losungen
noch die Geraden z — v2y = 0 und = + /2y = 0, die wir bei unseren bisherigen Uberlegungen
ausschliefen mufiten. Man rechnet aber schnell nach, daf sie tatséchlich die Differentialgleichung 16sen.

Bemerkungen. 1. Die Losungsgesamtheit sieht also so #hnlich aus wie die (verzerrte) Schar aller
Hyperbeln zu zwei festen Asymptoten (mit Einschlufl derselben). Die einzig wirklich auszuschliefende
Gerade z + 2y = 0 ist der Ort der Punkte, wo die obigen Losungskurven Tangenten parallel zur
y—Achse besitzen.

2. Man kann das gleiche Ergebnis auch recht schnell mit Hilfe eines integrierenden Faktors gewinnen.
In der Tat ist die Differentialgleichung

(x +y)de — (z + 2y)dy =0
nicht exakt. Man rechnet aber nach, dal die Gleichung

T+ 2y

Tty
2 — 292

x272y2dx_ dy =0
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eine Stammfunktion (bis auf einen Faktor) vom Typ
Flr,y) = (V2+ Dlnjz —V2y|+ (V2 -1 In|z + V2y]|
besitzt.

3. Man versteht die Form des integrierenden Faktors besser, wenn man die lineare Transformation
uw=2z+ V2, v =2 — 2y vornimmt. Diese ist dquivalent zu

U+ v U — v

Tr = s =
Y 9/2

2

Die obige Differentialform transformiert sich damit zu

2\[ (V2 + Dudv + (V2 = Dvdu) |

und diese besitzt offenbar den Eulerschen Multiplikator 1/uv, also 1/(z? — 23?).

Beispiel 12. Die Methode der Variablentransformation besteht darin, eine Differentialgleichung ¢y’ =
f (z, y) auf einem Produktgebiet G = I x J durch bijektive, umkehrbar stetig differenzierbare Abbil-
dungen g: I* — I, h: J* — J in eine Differentialgleichung auf G* := I'* x J* umzuformen. Durch
F(u,v) := (g(u), h(v)) wird eine bijektive Abbildung F : G* — G gestiftet, mit deren Hilfe man
sofort den folgenden Satz beweisen kann.

Satz 20.4 Ist ¢ : I — J eine Lisung der Differentialgleichung v' = f (x, y), soist ¢ :=h topog:
I — J* eine Losung der Differentialgleichung

und umgekehrt.

Die Niitzlichkeit dieser Transformation erlautern wir an dem Beispiel 13 der BERNOULLIschen Diffe-
rentialgleichung y' = A(x)y + B(z)y*, wobei A, B : I — R stetig sind, « eine beliebige reelle

Konstante bezeichnet und J := R} gesetzt sei. Wir konnen weiter a # 1 annehmen, da es sich
sonst um eine homogene lineare Differentialgleichung handelt. Man setzt nun z = ¢ (u) := w und
y = h(v) = o1 fiir w € I* ;= I bzw. v € J* := J; damit transformiert sich die Bernoullische

Differentialgleichung in

1 -« —a a/l—a
v o= m(A(a:)vl/l + B(z)v*/! ) ,

also in die inhomogene lineare Differentialgleichung v = (1 —«a) (A (z)v + B(x)).

In den obigen Beispielen der linearen Differentialgleichung oder z. B. bei 3 = y? haben wir
nicht nur lokale Existenz, sondern auch FEindeutigkeit von Losungen vorgefunden. Wir wollen dieses
Verhalten noch ein wenig genauer studieren.

Definition. Wir sagen, die Differentialgleichung ¢ = f (x, y) geniigt dem Ezndeutzgkeztssatz wenn fiir
zwei Losungen ¢ : I - Rund ¢: I — R gilt: Ist ¢ (a) = ¢ (a) firein a € INI ,soist o = & auf INI.

Wie wir an einem Beispiel gesehen haben, reicht die Stetigkeit von f nicht aus, um den Eindeu-
tigkeitssatz fiir die Differentialgleichung 3" = f(x, y) zu garantieren. Eine hinreichende Bedingung
ist durch das (lokale) Erfiilltsein einer Lipschitz—Bedingung gegeben. Eine schwiichere hinreichende
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Bedingung werden wir weiter unten noch kennenlernen.

Definition. Es sei G C R? offen und f: G — R eine Funktion. Man sagt, f geniige (bzgl. der zweiten
Variablen y) einer L1PSCHITZ—Bedingung auf G, wenn es eine Konstante L > 0 gibt, so da8 fiir alle
(z,y), (z,y) € G die Abschitzung

| f(,y) = flz,9)| < Ly — ¥

besteht. Sie geniigt lokal in G einer Lipschitz—Bedingung, wenn es zu jedem Punkt in G eine
Umgebung U C G gibt, so daB f auf U einer Lipschitz—Bedingung geniigt.

Bemerkungen. Aus dem Mittelwertsatz folgt unmittelbar, dafl eine Funktion f mit stetiger partieller
Ableitung f, lokal stets einer Lipschitz-Bedingung gentigt.

Satz 20.5 Erfullt die stetige Funktion f: G — R eine lokale LIPSCHITZ—Bedingung auf G, so besteht
fiir die Differentialgleichung y' = f(x,y) der Eindeutigkeitssatz.

Beweis. Ohne Einschriankung seien die beiden Losungen ¢ und v auf dem gleichen Intervall I definiert.
Nach Voraussetzung ist die Menge

A={ael:pla) =9} ClI

nicht leer. Wir zeigen anschlieflend, da§ die Menge A in I sowohl (relativ) abgeschlossen als auch offen
ist. Dies reicht aus, um, wie erwiinscht, auf A = I zu schlieen. Denn dann hat man eine disjunkte
Zerlegung I = (I'\ A)U A von [ in die (relativ) offenen Teilmengen A und I\ A, was aber aufgrund
des Zusammenhangs des reellen Intervalls I und wegen A # () nur dann moglich ist, wenn I\ A leer,
also A =TI ist. Die Abgeschlossenheit von A folgt aus der Stetigkeit der Funktionen ¢, 1 : Ist ndmlich
a; € A eine Folge, die gegen eine Zahl a € I konvergiert, so ist

¢(a) = lijr,nso(aj) = li;rrlw(aj) = ¢ (a),

d.h.ac A.

Fiir die Offenheit von A benétigen wir die Lipschitz—Bedingung. Es sei dazu a € A, ¢ := ¢ (a) =
¥(a) und ¢ > 0 und r > 0 seien so klein gewihlt, dal f auf dem Rechteck Q@ = {(z,y) :
|z —a| < e, |y —¢| < r} CG der Lipschitz—Bedingung mit einer Konstanten L geniigt. Wir
konnen ferner ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dal ¢ L < 1 ist.Wir setzen dann z. B.
J:={xe€l:0<z —a < e}.Ist ¢ hinreichend klein, so ist J C I ein kompaktes Intervall und die
Einschrankung der Graphen von ¢ und % auf J sind ganz in ) enthalten. Insbesondere existiert

Si=sup|p(z) — ¢ (x)] < 2r.
xzeJ

Es geniigt zu zeigen, dafl S = 0; denn dann ist ¢ = 1 auf J, und mit dem entsprechenden Argument
fiir Punkte links von a erhdlt man IN{z €eR: |z —a| < e} CA.

Dies folgt aber unter den gemachten Voraussetzungen aus der Standard—Abschétzung fiir Integra-
le, wenn man die Differentialgleichung in eine Integralgleichung umschreibt. Aus dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung gewinnt man unmittelbar die Einsicht, dafl die Bedingungen
O'(x) = f(z, p(x)), z€I,und p(a) = ¢ dquivalent sind zu

(%) (p(x)zc—k/xf(t,gp(t))dt.

Fir x € J ist dann

(@) — ()] = ‘/m(f(t,w(t)) S Fe@)dt| <eLs.
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Durch Ubergang zum Supremum auf der linken Seite folgt hieraus 0 < S < ¢ L S, was aufgrund von
e L <1 aber nur fiir S =0 moglich ist. O

Man kann die lokale LipscHITZ-Bedingung noch wesentlich abschwiichen, ohne die (lokale) Eindeu-
tigkeitsaussage zu verlieren. Es gilt z. B. der folgende

Satz 20.6 Ist die Funktion f: I.(a) x I.(c) — R stetig und geniigt sie der Bedingung

o —al-[f(zy) — [z 9| <y -yl firadle (z,91), (z,y2) € I(a) X L(r)
so besitzt die Differentialgleichung y' = f(x, y) hdchstens eine Lisung ¢ lokal um a mit ¢ (a) = c.

Beweis. Es seien ¢ und 1 zwei Losungen auf einem kompakten Intervall I, die an der Stelle a € I
iibereinstimmen. Wir setzen
A(z) = M, c4a,
x — a
und zeigen als erstes, dafl diese Funktion durch A(a) := 0 stetig nach a fortgesetzt werden kann.
Dieses folgt unmittelbar wegen

o) o @) e )

r — a r — a

— ¢'(a) = Y'(a) = f(a, ¢(a)) = f(a, 9 (a)) =0.

Es sei ferner M := sup,c;|A(z)]|. Es ist dann zu zeigen, dal M = 0. Nehmen wir also M > 0 an,
und es sei v € I ein Punkt, so daB8 | A (y)| = M . Insbesondere ist dann v # a und

L

wegen A(a) = 0. Dies fiihrt aufgrund unserer Voraussetzung zu einem Widerspruch. Es miiffite dann
namlich gelten:

‘dt’<M’ya|

My =al = [AO)Ily - al = le() = v ()| = ‘/y(f(t,w(t)) — (Y1) dt |

<| [t eo) - revania|<| [T

< M|y —a]l.

’dt‘

Widerspruch ! |

Bemerkung. Der obige Beweis stammt von OSKAR PERRON, Fine hinreichende Bedingung fiir die Unitdt
der Lésung von Differentialgleichungen erster Ordnung, Math. Zeitschrift 28 (1928), pp. 216-219. Als
erster hat aber MITIO NAGUMO diesen Satz (in etwas schwécherer Form) formuliert und bewiesen in
einer Arbeit mit exakt dem gleichen Titel, erschienen in Japanese Journal of Mathematics 3, (1926),
107-112. Perron hat in loc. cit. des weiteren durch ein Beispiel begriindet, dafl man auf der rechten
Seite der vorausgesetzten Ungleichung keinen Faktor > 1 hinzufiigen darf. Er betrachtet zu positivem
¢ die Funktion f(z, y) mit

1+eZ, 0<y<al*
T

[z, y) = (1+e)as, y> alte,

0, y<0.

Sie ist stetig auf Ry x R und erfiillt die Bedingung

o[ f(r,y1) — flzy2)| < (1 +e)[yr — ya2.
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Dennoch gibt es unendlich viele im Nullpunkt verschwindende Losungen, ndmlich y = Cz!'*¢, 0 <
Cc<1.

Die Formel (x) ist auch der Ausgangspunkt fiir ein explizites Iterationsverfahren, mit dem man
gewohnliche Differentialgleichungen lokal lésen kann, sofern sie (lokal) einer Lipschitz—Bedingung
geniigen. Wir beginnen mit einem einfachen Lemma, das den ,,Operator“—Gedanken schon in den Vor-
dergrund stellt.

Lemma 20.7 Zu (a, c) € G seien € >0 und 7 >0 so gewihlt, dafi Q = {(z,y) e R?*: |z — a| <
e, ly — ¢| < r} C G. Die stetige Funktion [ : G — R sei auf Q durch die Konstante M dem
Betrage nach nach oben beschrinkt. Wird dann € so klein gewdhit, daff € < r/M, so ordnet der
Operator (,,Picard-Operator )

o= Plg) mit ¥(a) ::c+/wf<t,so<t>>dt

jeder stetigen Funktion ¢ : I:=[a—¢,a+e] — [c—r,c+r]=:J mit p(a) = c eine stetige Funktion
I —J mit ¢(a)=c zu.

Beweis. Nach allgemeinen Sétzen der Integrationstheorie ist die Funktion v wohldefiniert und stetig,
und sie erfiillt die Anfangsbedingung  (a) = ¢. Die verbleibende Behauptung ist erneut eine Konse-
quenz der Standardabschéitzung fiir Integrale:

|w(x)—c|:‘/:f(t,<p(t))dt‘§5M§r. 0

Satz 20.8 (Iterationsverfahren von Picard und Lindel6f) Unter den Voraussetzungen des vori-
gen Lemmas seien zu (a, c) € G die Konstanten € > 0 und r > 0 zusdtzlich so gewdhlt, daff die
Funktion f: G — R auf Q = I x J eine Lipschitz—Bedingung mit der Lipschitz—Konstanten L > 0
erfillt. Ist dann pg = ¢ und definiert man induktiv

r+1 = Ppk)
so konvergiert die Folge (pr) auf I gleichmiflig gegen eine Grenzfunktion ¢, die die Differentialglei-
chung y' = f (z, y) mit Anfangsbedingung ¢ (a) = ¢ lost.

Folgerung 20.9 Erfillt f: G — R eine lokale Lipschitz—Bedingung, so besitzt die Differentialglei-
chung y' = f (z, y) lokal (eindeutig bestimmie) Losungen.
Beweis des Satzes. Es geniigt zu zeigen, dafi fiir alle « € I die Ungleichungen
|z — a|kt!
(k + 1!

bestehen. Denn dann besitzt die Teleskopreihe Y ;2 ((¢r41 — @) auf dem Intervall I die konvergente
Majorante (M/L)> pe (e L)**1/(k+1)!, so daB

(++) | prs1(z) — pr(x)| < ML

(oo}
¢ =1limgy =c+ > (o1 — or)
k=0

als gleichméfiger Limes stetiger Funktionen stetig auf I ist. Wegen
|f (@, ¢ (x) = Fla, or(@)| < Llg(x) — er(z)]

konvergiert auch die Folge f (x, pr(zr)) auf I gleichméBig gegen f (z, ¢ (x)). Damit ist die Vertau-
schung des Grenzprozesses in der folgenden Zeile gerechtfertigt:

p@) = ¢ = lim (prn@) = 0 = lim [ (o)t = [tmf e oo)a = [ 10 e0ar.
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Es bleibt also noch der Nachweis von (+). Fiir k = 0 ist dies einfach die Standard-Abschétzung fiir
Integrale. Ist die Aussage fiir ein k£ — 1 > 0 schon bewiesen, so folgt genauso einfach

s (x) — oula) | = ] [ Gt anttn = e eranar \

M LF

T |k+1
[ iao-emia| < X

IA

wt_ k at :MLkML
/a| el ‘ CEST

womit der Beweis vollendet ist. O

Bemerkung. Der sogenannte Satz von Picard und Lindelof stammt eigentlich schon von LiPSCHITZ
1876 und wurde sogar noch weitere 50 Jahre frither von CAUCHY unter der Voraussetzung bewiesen,
daB die Funktion f stetige partielle Ableitungen besitzt. Die Beitrige von PICARD 1893 und spiter
von LINDELOF beschrinken sich im Wesentlichen auf die Bestimmung eines moglichst grofien Definiti-
onsintervalls I der Lésung.

Wir betrachten zu dem Picard—Lindel6f—Verfahren noch ein Beispiel, dessen Losungen wir allerdings
schon kennen.

Beispiel. Wir wollen das Anfangswert—Problem 3y’ = 2z y, ¢ (0) = ¢, lésen. Da die Funktion f (z, y) =
2xy stetig partiell nach y differenzierbar ist, erfiillt sie lokal eine Lipschitz—Bedingung. Die gesuchte
Losung 148t sich dann (in einer a priori kleinen geeigneten Umgebung des Nullpunktes) iterativ aufbauen:
Es ist

wo(z) = ¢, <p1(1:):c—|—0/ 2tdt = c(1 + %),
0

T 4
wg(m):c—i—Zc/ (t+t3)dt:c(l+x2+x2).
0

Durch vollsténdige Induktion gewinnt man offensichtlich

SUQ $2k
Sok(l') = C(1+ F + -+ k')

und damit
p(r) = lim gp(r) = ce

Die Losung ist damit sogar auf ganz R definiert.

Bemerkung. In dem vorigen Beispiel sind die Losungen sogar reell-analytisch. Dies ist z. B. immer
der Fall, wenn wir lineare Differentialgleichungen mit reell-analytischen (also insbesondere konstanten)
,Koeflizienten“ behandeln wollen. In einer solchen Situation kann man einen Potenzreihen—Ansatz ma-
chen und versuchen, die Losung durch Koeffizienten—Vergleich zu ermitteln. In dem vorigen Beispiel
fiihrt dies mit dem Ansatz .
o(z) = Z ay z”
k=0

zu der Gleichung
Skt Daga = @) = 220 () == 3 21 a*,
k=0 k=1

woraus durch Koeffizienten—Vergleich a1 = a3 =as =---=0 und 2as =2ag, 4a4 =2as, 6ag =2ay
etc. folgt. Mit ¢ := ag ergibt sich daraus unmittelbar as = ¢, a4 = ¢/2, ag = ¢/6 und per vollstindiger
Induktion agy = ¢/¢!.
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Wir wollen uns zum Abschlufl dieses Kapitels noch ein wenig mit der sogenannten ,allgemeinen “
Losung einer Differentialgleichung mit lokaler Lipschitz—Bedingung beschéftigen. Wir betrachten zu fest
vorgegebenem Punkt (a, ¢) € G die Gesamtheit Z(, ) aller Intervalle I C R mit a € I, zu denen es
eine Losung ¢ : I — R der Differentialgleichung vy’ = f (z, y) mit ¢ (a) = ¢ gibt. Nach dem (lokalen)
Existenzsatz ist Z(q,) # (), und

I(a,c) = U 1

IEI(Q’C)

ist nach unseren fritheren Sdtzen {iber die Charakterisierung von reellen Intervallen tatséchlich wieder
ein Intervall. Wegen des Eindeutigkeitssatzes fiigen sich alle Losungen auf den Intervallen I € Z(, ) zu
einer Losung ¢(q,¢) auf I(4 ) zusammen. Wir nennen sie die mazimale Losung mit Anfangs—Bedingung
(a, ¢), da jede andere solche Losung eine Einschrinkung von dieser auf ein evtl. kleineres Intervall T
mit a € I ist.

Satz 20.10 Das Definitionsintervall 1, ) der marimalen Lisung (q.c) ist offen. Die Losung verldfst
,»nach beiden Seiten “ jedes Kompaktum K C G .

Bemerkung und Definition. Man umschreibt den Sachverhalt des vorigen Satzes mit der Phrase,
dafl die maximale Losung ,von Rand zu Rand® in G verlduft. Wir schreiben im folgenden auch
I(a,) := (a—(a,c), ai(a,c)) und nennen die Elemente ay(a,c) € RU{oc} und a_(a,c) € RU{—oo}
(bei Interpretation der Variablen z als Zeit) die positive bzw. negative Entweichzeit.

Beweis des Satzes. Es sei ay = supl(, ). Wir zeigen dann als erstes, dal der Graph von ¢,
auf dem Intervall [a, ay) in keinem Kompaktum K C G enthalten sein kann, womit die zweite
Aussage (,nach rechts“) bewiesen ist. Wire dies doch fiir ein Kompaktum K der Fall, so besifle
der Graph einen Hiufungspunkt der Form (a4, y) € K C G. Es werde nun das kompakte Rechteck
Q =1xJ C G mit Mittelpunkt (ay, ) so gewéhlt, dal dort ¢ < r/M gilt (siehe Lemma 7)
und fiir f eine Lipschitz—Bedingung mit Lipschitz—Konstanten L erfiillt ist. Es sei nun (a’, v')
ein Punkt des Graphen mit |a’ — ay| < €/2, |7 — 7| < r/2. Dann ist der Quader @' mit
den  halbierten“ Kantenlingen e bzw. r und Mittelpunkt (a’,4’) in @ enthalten, und wegen
e/2 <r/2M gibt es eine Losung der Differentialgleichung mit Anfangsbedingung (a’, 7'), die auf dem
Intervall [a' — /2, a’ + €/2] definiert ist. Nun ist aber ¢’ + /2 > a4, so dafl im Widerspruch zur
Voraussetzung die Lésung ¢(4,¢) doch nach rechts iiber o, fortgesetzt werden kann.

Hieraus folgt sofort auch der erste Teil. Wire némlich ay € I(4), 80 Wire ¢(, ) auf dem kompakten
Intervall [a, a ] erklart und damit der Graph von ¢, ) auf diesem Intervall eine kompakte Teilmenge
in G. O

Wir kénnen nunmehr die ,allgemeine Losung® ¢, ) als eine Funktion auf der Menge

Gi= |J laox{la,0)} CRxGCR®
(a,c)€G

auffassen. Der Deutlichkeit halber schreiben wir (£, 1) anstelle von (a, ¢) und
O(z;6n) = penp@), (z,6&n)€eG.
Diese Funktion hat offensichtlich die folgenden Eigenschaften:
o) ®(& & m) =,

i) 56 n) =0 = @&, 7)) =n,

ii) %@(m; &) = flx, @& 1n)).
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Uberraschenderweise gilt nun der folgende tiefliegende Satz, den wir erst im Anhang zu Kapitel 23
beweisen konnen, da wir dabei Methoden benutzen werden, die uns jetzt noch nicht zur Verfiigung
stehen.

Satz 20.11 Die allgemeine Lisung ® (x; &, 1) einer Differentialgleichung vy = f(x,y) mit lokaler
Lipschitz—Bedingung ist eine stetige Funktion auf der offenen Menge G .

Wir sollten diesen Satz aber zumindest interpretieren. Er besagt, dafl es zu jedem (&, 19) € G,
jedem xo im Definitionsbereich der maximalen Lésung durch (&g, 19) und jedem £ > 0 ein § > 0
gibt, so dafl jede Losung mit Anfangsbedingung [ — & | < d, |n — no| < § noch ganz iiber dem
Intervall (zg — d, g + J) definiert ist und dort nur Werte in dem Intervall (yo — €, yo + €) annimmt,
wobei yo = @ (20; &0, M0) -

LRI

{144

1
1
1

{11414

[~

f

1
I
1

114}

i 1]

Figur 20.6

Bemerkung. Zusammen mit ii) impliziert dieser Satz, dafi die allgemeine Losung @ (z; &, ) auf G
sogar stetig partiell nach der Variablen z differenzierbar ist. Setzt man zusétzlich voraus, daf§ die
Funktion f sogar stetig partiell nach y differenzierbar ist, so ist die allgemeine Losung auch stetig
partiell nach den Variablen ¢ und 7 differenzierbar.

Wir geben noch ein Beispiel fiir eine allgemeine Losung. Betrachten wir dazu die inhomogene lineare
Differentialgleichung
'y 2z 2 x?
4 1+22? " 1422

Die Funktion ¢g(z) := (1 + 22)~! ist eine erzeugende Losung der entsprechenden homogenen linearen
Differentialgleichung. Der Ansatz cpq der variablen Koeffizienten liefert die Gleichung c'(z) = 222,
also ¢ (z) = (2/3) 2. Die Gesamtheit der Losungen kann man somit schreiben in der Form

2 ¢+ ad
31+ 22

p(z) =

Hieraus 148t sich ¢ leicht so bestimmen, dafl der Wert n an der Stelle ¢ angenommen wird. Durch
Einsetzen gewinnt man dann die auf ganz R? definierte allgemeine Losung

1 2 2 3 _ ¢3

und diese Funktion ist stetig partiell nach allen drei Variablen z, £, n differenzierbar (also auch total
differenzierbar und (damit) stetig).

Bemerkung. Bei Vorhandensein einer globalen Lipschitz—Bedingung hat man sogar eine quantitative
Abschétzung fiir das Abweichen zweier Losungen voneinander, wenn ihre Anfangsbedingungen nahe
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beieinander liegen. Allerdings ist diese Beziehung exponentiell bzgl. der Variablen z, so dafl die Grofle
0 in dem vorigen Satz bei vorgegebenem e und wachsendem z sehr schnell gegen Null geht. Damit kann
man schon nach verhéltnisméfig kurzer , Zeitdifferenz“ x — xzy bei vorgegebener Approximationsgiite
e zu Werten von 0 gelangen, die unterhalb jeder Mefigenauigkeit oder der vorhandenen Prizision
der Information liegen. Dies mag erkldren, warum langfristige Wettervorhersage ein so schwieriges
Geschiift ist. Solche Uberlegungen schlieen den sogenannten Schmetterlingseffekt zumindest nicht aus,
wenn dieser auch meiner Meinung nach hierdurch nicht logisch begriindet werden kann. Im Ubrigen ist
deterministisch—chaotisches Verhalten, wie es sich z. B. im Modell des LORENZ-Attraktors manifestiert,
ein wesentlich komplizierteres und erkenntnis—theoretisch bedeutsameres Phanomen.

Bemerkung. Die Kenntnis der Losung ¢(4,c) liefert uns, wenn wir von der soeben dargestellten Pro-
blematik absehen, nicht nur die prinzipielle Mdglichkeit, das Verhalten des vorgelegten Systems ma-
thematisch exakt fiir alle Zukunft zu bestimmen, sondern auch seine Entwicklung vor dem Zeitpunkt
a . Dieses Vermogen zur Rekonstruierung der Vergangenheit geht allerdings auch verloren, wenn der
lokale Eindeutigkeitssatz verletzt ist. Dies kann man sehr anschaulich an einem System demonstrie-
ren, dessen Losungen dhnlich wie in Figur 5 aussehen, aber an der y—Achse gespiegelt sind. Qualitativ
erhilt man ein solches Lésungssystem fiir die Differentialgleichung y' = —,/y, wenn man sich auf
Werte y > 0 beschrinkt. Diese Differentialgleichung beschreibt zum Beispiel (bei geeigneter Wahl der
Konstanten ) die Wasserstandshéhe y > 0 in einem zylindrischen Becher, wenn das Wasser durch ein
(kleines) kreisformiges Loch im Boden abflielen kann (siehe z. B. [165], p. 272). Trifft man das System
im Zustand y = 0 an, so hilft einem nur noch detektivische Kleinarbeit, aber kein noch so grandio-
ses mathematisches Wissen, wenn man herausfinden mochte, zu welchem exakten Zeitpunkt sich der
Behélter entlehrt hatte.



Anhang: Der Existenzsatz von Peano

Wir wollen in diesem Anhang den Beweis fiir den Peanoschen Existenzsatz (Satz 20.1) nachtragen. Wir
konnen uns dabei auf eines der beiden von a begrenzten Halb—Intervalle beschridnken, also z. B. das
rechte. Es seien also im folgenden b > a und r > 0 in Abhéngigkeit von (a, ¢) € G so klein gewéhlt,
daBl Q = {(z,y)eR*: a <2 <b,|y—c| <r}CG und f dem Betrage nach auf @ nach oben
durch eine Schranke M begrenzt ist, so dal M (b — a) < r gilt.

In den beiden Versionen des Beweises, die wir hier présentieren, konstruiert man gleichméfig konver-
gente Folgen von ,nidherungsweisen“ Losungen, von deren Grenzfunktion man anschliefend nachweisen
muf}, daf} sie die vorgegebene Differentialgleichung 16st. Hinter diesem Schlufl steckt ein allgemeines
Prinzip, das wir vorweg formulieren wollen. Dazu fithren wir noch Symbole ein fiir R4ume von Funk-
tionen, mit denen wir in diesem Anhang stéindig arbeiten werden: Wir setzen I := [a, b] und

Fi={pecC(I,R): 9(a) =c und |¢(x) —c|<r,zecl}.

Dies ist natiirlich nichts anderes als eine (abgeschlossene) Teilmenge der abgeschlossenen Kugel um die
Funktion ¢y = ¢ in C°(I, R), versehen mit der Supremumsnorm.

Das nachfolgende Lemma wird meistens nur fiir den Fall ,, = ¢,, formuliert. In der présentierten
allgemeineren Fassung 148t es sich aber mit Gewinn zu einem &uflerst eleganten Schlu verwenden.

Lemma 20.12 FEs seien i, v € F gleichmdf$ig konvergente Folgen mit der gleichen Grenzfunktion
@ = lim ¢ = lim ¥, und € > 0 sei eine Nullfolge, so dafs

‘(pk(ﬂc)—c—/xf(t,wk(t))dt ‘ <éep, zel.

Dann ist ¢ eine Lisung der Differentialgleichung vy = f (x, y).

Beweis. Nach Voraussetzung existiert

P @) = Jim o) = e+ lim [ 70 nu0)ar.

Da f auf dem kompakten Rechteck @Q gleichmdf$ig stetig ist, konvergiert die Folge der Funktio-
nen f(x, ¢¥r(x)) gleichméBig auf I: Zu vorgegebenem e > 0 existiert ein 6 > 0 mit | f (x, y1) —
flx,y2)| < e fir alle (x,y1), (x,y2) € Q@ mit |y — y2| < &, und zu § gibt es ein N € N so
daB fiir alle k, £ > N und alle z € I gilt: |¢r(z) — te(z)| < &. Somit ist das Cauchy—Kriterium fiir
gleichmiBlige Konvergenz der Funktionenfolge f (z, ¥k (x)) erfiillt, und wir diirfen in der vorstehenden
Formel das Limeszeichen mit dem Integralzeichen vertauschen:

dm [ otde= [ m g on@)a= [ £ im o= [ e e@a. 0

a

Wir kénnen solche ,N#herungslosungen® ¢y z. B. als Teilfolge der Folge von sogenannten EU-
LERschen Polygonziigen 1, gewinnen. Um deren Eigenschaften bequem herleiten zu kénnen, geben
wir noch die folgende

Definition. Eine stetige Funktion ¢ : I = [a, b] — R gehore zu F’, wenn sie stiickweise stetig differen-
zierbar ist, der Anfangsbedingung ¢ (a) = ¢ geniigt, und fiir ihre (evtl. rechtsseitige und linksseitige)
Ableitung die Abschéitzung

l¢'(@)| <M, M@®-a)<r,

erfiillt ist.

Als kleine Ubungsaufgabe iiberlassen wir dem Leser den Nachweis des folgenden Lemmas.

Lemma 20.13 Fiir alle z1 < z2 in I und alle p € F' gilt :
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() o (z2) — (1) < M (29 — 27) .
Speziell fir x,:=a, xo:=x impliziert dies F' C F .

Die folgende Skizze dient zur Illustration des Lemmas:

Figur 20.7

Sind nun f, I, Q, M, r etc. wie oben gegeben, so definiert man den n—ten EULERschen Polygonzug
Yp auf I=LHULU...UIl,, I, :=[ay—1 :=a+ (v=1)(b—a)/n, a+v(b—a)/n =: a,] induktiv
nach v durch

0) Ynla) == c,
1) wn(x) = wn<al/—1) + f(au—la ’(/)n(al/—l)) (-T - al/*l) 5 HARS IV .

RN R
RS SN
tteftt

Figur 20.8

Man sieht aufgrund des vorstehenden Lemmas, dafl die Funktionen 1, tatséchlich auf ganz I
wohldefiniert und somit in F’ enthalten sind. Damit sind die ersten beiden Aussagen des folgenden
Satzes schon bewiesen.

Satz 20.14 Die Polygonziige v, besitzen die folgenden Figenschaften :
i) Die v, sind wohldefiniert, und ihr Graph liegt in Q ;
ii) esist |Yn(x1) — Yn(z2)| < M |21 — 22| fiir alle 21, 22 € I ;

iii) zu jedem € >0 gibt es ein N € N, so daf fiir alle n > N und alle x € I gilt :

[dn(z) = f (2, ¥n(2)] < e.
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Beweis. Nur noch die Aussage iii) ist zu begriinden. Aufgrund der Definition der v, ist sie dquivalent
zZu

| f(av, Ynlan)) = f (2, n(z))| < €

fir a, < < ayy1 und alle hinreichend groflen n. Dies ist aber eine unmittelbare Konsequenz
aus der gleichméfigen Stetigkeit der Funktion f auf @Q: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0,
so daB | f(x1, y1) — f(z2,y2))| < e, sofern nur die Punkte (z1,y1) und (z2, y2) € Q in der
Maximumnorm hochstens die Entfernung § besitzen. Unterteilt man aber das Intervall I fein genug,
wéhlt man also die Anzahl der Teilintervalle N grofi genug, so ist dies fiir die x—Komponente der
Punkte (ay, ¥n(a,)), (z, ¥n(x)), x € I,, schon fir alle n > N erfiillt. Wegen der Eigenschaft
ii) liegen aber auch die y—Komponenten nahe genug beieinander, wenn man evtl. N noch vergréfert. O

Wir zeigen als néchstes, dafl die Eigenschaft iii) in dem vorigen Satz eine Integralabschéitzung wie
in Lemma 12 impliziert. Durch Integration und Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung erhalten wir fiir jedes x € I, die Ungleichung

ba(@) — tonla—) j/ £t a0 dt| r j/ Ut dalt)) b

S/wlww—waMHﬁ§6W—%4%

Wendet man diese Ungleichung speziell auf die oberen Grenzen der links von I, liegenden Teilintervalle
an und addiert alles auf, so erhélt man unmittelbar

’ () — ¢ — /mf(t, P (t)) dt ’ <e((x—ap-1)+ (ap—1—ap_2)+ -+ (a1 —ag)) <e(b—a).

Was uns jetzt lediglich noch zum Beweis des Peanoschen Existenzsatzes fehlt, ist die gleichmdfSige
Konvergenz der Folge der Eulerschen Polygonziige. Eine solche Aussage darf aber nicht erwartet
werden, da man eine entsprechende , Vermutung“ leicht an Gegenbeispielen widerlegen kann.

Abhilfe schafft aber die Erkenntnis, dal es uns reichen wiirde, wenn eine Teilfolge der
gleichméflig konvergiert. Dies ist tatsdchlich aufgrund eines sehr allgemeinen Satzes immer richtig.

Definition. Eine Familie {f,},c; von stetigen Abbildungen f, : X — Y zwischen metrischen Réumen
X, Y heifit gleichgradig stetig, wenn es zu jedem € >0 ein § = (¢) > 0 gibt, so daB

dy (f.(x1), f(z2)) < e furalle =z, 29 € X mit dx(r1,22) < undalle € J.

Bemerkung. Die vorige Definition impliziert, da} notwendigerweise alle Abbildungen f, gleichmadjig
stetig sind.

Aufgrund der Aussage (%) in Lemma 13 ist unmittelbar klar, daf§ die Familie F’ gleichgradig stetig
ist. Sie ist wegen der Eigenschaft F' C F offensichtlich auch gleichm#Big (also auch punktweise)
beschrinkt, und zwar durch |c¢| + r =: C. - Somit sind alle Schwierigkeiten behoben, wenn der
folgende Satz richtig ist.

Satz 20.15 (Arzela - Ascoli) Es sei f,: I = [a,b] = R™, « € J, eine Familie von Funktionen,
die gleichgradig stetig und punktweise beschrdnkt ist. Dann gibt es zu jeder Folge in dieser Familie eine
Teilfolge, die gleichmdfig auf I konvergiert.

Beweis. Es sei ohne Einschrankung von vornherein J = N und f,, eine gleichgradig stetige und
punktweise beschrénkte Folge von Funktionen. Wir wihlen weiter eine abzéhlbare dichte Teilmenge
M = {ap, a1, as,...} C I, alsoz B. M := QNI mit einer geeigneten Abzéhlung N = M . Nach
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dem Satz von Bolzano—Weierstrafl kann man eine Teilfolge fy, der Folge f,, auswéhlen, die an der
Stelle ag konvergiert, sodann aus fy, eine Teilfolge f; , , die an der Stelle a; konvergiert etc. Auf
diese Weise erhélt man induktiv fiir alle k¥ € N eine Teilfolge fi , , die an der Stelle a; konvergiert.
Die ,,Diagonal-Folge“ f;. 1 ist dann eine Teilfolge von f,, und da diese bei festem ¢ fiir & > ¢ eine
Teilfolge von (fen)nen ist, konvergiert sie an jeder Stelle ay .

Wir kénnen also ohne Einschréinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl die urspriingliche Folge der f,,
selbst schon auf der Menge M punktweise konvergiert, und zeigen, dafl die Folge dann automatisch
auf I gleichméfig konvergent ist. Wegen der Kompaktheit von I geniigt dazu der Nachweis der lokal
gleichmdfigen Konvergenz: Zu jedem xy € I und jedem ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0 und ein N € N, so
daB || fj(z) — fr(z)|| < e firalle j >k >N undalle z € I mit |z — 29| < 4.

Die letzte Aussage folgt aber aus der Voraussetzung der gleichgradigen Stetigkeit. Setzen wir in der
Definition 2§ := 6 (¢/3),soist also || fn(z) — fu(2’) || < €/3 fiiralle n € N und alle z, 2’ € INls(xo) .
Da die Menge M dicht in I liegt, existiert des Weiteren ein ay € I N I5(xg), und nach Konstruktion
gibt es ein N € N, so daBl || fj(ar) — fe(ar) | < ¢/3 fiir alle j > k > N . Zusammen ergibt sich aus
der Dreiecksungleichung fiir alle j > k> N und alle = € I N I5(zg) die gewiinschte Abschitzung

1fi(@) = fe(@) || < W fi(2) = filae) | + 1 fi(ae) = fulae) | + | frlae) — (@) <. O

Bemerkung. Der Satz von ARZELA-ASCOLI hat offensichtlich das Flair des Satzes von Bolzano und
Weierstrafl. Dies ist nicht zuféllig so. Man kann ndmlich die relativ-kompakten, d. h. nach Abschlufl
kompakten Teilmengen H im Raum der stetigen Abbildungen f: X — Y von einem lokal-kompakten
topologischen Raum X in einen normierten Raum Y , versehen mit der sogenannten kompakt—offenen
Topologie, gerade charakterisieren durch die gleichgradige Stetigkeit der Familie H und die Forderung,
daB fiir alle z € X die Menge {h(z) : h € H} relativ kompakt in Y liegt. Hierbei kénnen die
Anspriiche an Y sogar noch abgeschwicht werden3®.

Wir beschlieflen diesen Anhang wie angekiindigt mit einer zweiten, wesentlich eleganteren Beweis-
variante des Existenzsatzes von Peano, die ohne die Eulerschen Polygonziige auskommt. Dazu setzen
wir fir a:=(b — a)/n, n € N*,

c fir t<a,

olt) = t
Palf) c—i—/f(s,goa(s—a))ds fir a<t<b.

Hierdurch ist die Funktion ¢, tatsiichlich wohldefiniert; denn fiir 0 < ¢t — a < « ist o (t — @) = ¢,
und damit existiert das Integral auf der rechten Seite. Es ist daher nur durch vollstindige Induktion
nach v sicherzustellen, daff aus |¢, — ¢| < r fir (v—1)a < t — a < va dieselbe Abschétzung auf
dem Intervall va <t — a < (v+ 1)« folgt. Dies ist aber unmittelbar klar wegen

[ alt) — ¢ < / (5, gals — ) |ds < M(b—a) < r.

Weiter ist ¢, stiickweise differenzierbar mit | ¢, | < M auf den obigen Teilintervallen, woraus sich
sofort

| 0a(tl) — alte)| < M|ty — to]| fiir t,to €1
ergibt.
Somit ist die Folge ¢o = ¢a, auf I punktweise (sogar gleichméfig) beschrénkt (durch |c¢| + ) und
wegen der letzten Ungleichung auch gleichgradig stetig. Man kann daher nach dem Satz von ARZELA

- Ascoll eine auf I gleichméfig konvergente Teilfolge ¢ = Ya,, auswihlen. Ist ¢ der (stetige)
Grenzwert, so konvergiert wegen

| oe(s — an,) — @ (s) | < [orls — am) — r(s) [ + [or(s) — @ (s)| < Man, + [¢r(s) — @ (s)]
38Giehe z. B. [ 39 ], pp. 167 ff.
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auch die Folge i (s) 1= vr(s — an,) gleichmifBig gegen ¢, so dafl wir das obigen Lemma 12 direkt
anwenden konnen. 0



21 GewoOhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung und
Differentialgleichungssysteme

Wir beschiftigen uns in diesem Kapitel mit gewdhnlichen Differentialgleichungen héherer Ordnung und
Systemen von Differentialgleichungen. Die Behandlung solcher Differentialgleichungstypen wird schon
allein durch die Erfordernisse der klassischen Physik erzwungen. Bewegt sich z. B. ein Masseteilchen
der Masse m in einem Bereich GG des dreidimensionalen Raumes unter dem Einflufl einer Kraft F', so
erfiillt sein Bahnvektor = z (t) die NEWTONschen Bewegungsgleichungen

d*z
Mathematisch exakt formuliert, handelt es sich hierbei um ein System von drei gewéhnlichen Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung. Bezeichnet man niimlich die Koordinaten in R® mit z = (21, z2, 73),
so ist eine Kraft F nichts anderes als eine Abbildung F : G — R?, und sind Fj, Fy, F3 ihre
Komponentenfunktionen, so besteht eine Losung der obigen ,Differentialgleichung* aus einem System
z(t) = (z1(t), x2(t), x3(t)) von drei differenzierbaren Funktionen auf einem Interval I = [a, b], so
daB z (t) € G fiir alle t € I und
d21‘i (t)

m—g— = Fi(t), w2(t), w5(t)) . € [a,b], i=1,23.

Noch etwas geometrischer gewendet suchen wir also differenzierbare Kurven «: I — G mit

Pa(t)
m—s =F(a(t), tel.

Bemerkung. Wir werden weiter unten sehen, dafl sich solche Systeme nach Einfithrung neuer Variabler
stets in Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung umwandeln lassen.

Die Notwendigkeit, Systeme von Differentialgleichungen zu untersuchen, kommt aber auch aus der
einfachsten Grundaufgabe der Variationsrechnung. Es handelt sich hierbei um eine Verallgemeinerung
der Aufgabe, ein Extremum einer Funktion zu finden, wie z. B. in der folgenden Situation: Man betrachte
die Menge F aller stetig differenzierbaren Kurven a : I — R™ auf dem Einheitsintervall I = [0, 1]
mit fest gewéhltem Anfangspunkt xo und festem Endpunkt x, und bestimme unter diesen eine Kurve
aq , die das Funktional

L@ = [ o)), i

minimiert, fiir die also L (ag) < L («) fiir alle o € F. Die Groflie L (o) ist natiirlich nichts anderes als
die (euklidische) Linge des Kurvenbogens « (1), so daf wir also nach der kiirzesten Verbindung zwischen
zwei Punkten im euklidischen Raum (auf allen stetig differenzierbaren Wegen) fragen. Selbstversténdlich
besitzt dieses Problem eine (eindeutig bestimmte) Losung, ndmlich die geradlinige Strecke zwischen g
und z7, denn wegen der Dreiecksungleichung ist dies offensichtlich sogar die Lésung des Problems in
der groBleren Klasse der rektifizierbaren Kurven.

e

Figur 21.1
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Bemerkung. Man muf sich allerdings vor der Annahme hiiten, dafl ein solches Problem stets eine Losung
besitzt. Darauf hat z. B. HILBERT mit dem folgenden Beispiel hingewiesen: In der vorigen Situation
setze man zusétzlich voraus, dafl die Losungskurve « auf dem Weg von xg nach z; stets noch durch
einen weiteren Punkt zo verlduft, der nicht auf der Verbindungsgeraden von zg nach z; liegt. Dann
gibt es natiirlich eine eindeutig bestimmte Losung in der Menge der rektifizierbaren Kurven, ndmlich
den Streckenzug von z iiber x5 nach x;. Diese ist jedoch nicht differenzierbar, wohl aber beliebig
genau bzgl. der Lédnge durch stetig differenzierbare Kurven approximieren. Somit kann das Problem
keine stetig differenzierbare Losung besitzen.

Figur 21.2

Wir wollen nun zeigen, dafl unter sehr prézisen Voraussetzungen eine mogliche Minimal-Losung
einem Differentialgleichungssystem geniigen muf3. Dies ist aber, wie im Falle der Bestimmung von Ex-
trema einer Funktion, nur eine notwendige Bedingung, und es ist somit stets nachzupriifen, ob das
Differentialgleichungssystem eine eindeutige Losung besitzt und diese tatséchlich unser urspriingliches
Problem 16st. Insbesondere ist a priori nicht ausgeschlossen, dafl unser Verfahren eine Mazimal-Losung
ergibt.

Satz 21.1 (Euler - Lagrange - Gleichungen der Variationsrechnung) Fs sei G CR*"xR"xR
ein Gebiet und L = L(q1,...,qn, P1,---,Pn, t) eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion
auf G. Es sei I := [a, b] ein fest vorgegebenes kompaktes Intervall, xg, 1 seien Punkte in R™, und
F sei die Menge aller zweimal stetig differenzierbaren Kurven «: I — R™ mit a(0) = xg, a (1) = x1
und (o (t), (1), t) € G fir alle t € I. Dann ist die Kurve o € F extremal bzgl. des Funktionals

b
W () := / L(a(t), (), t)dt,

wenn « den folgenden Differentialgleichungen gentigt:

Bemerkungen. 1. Selbstversténdlich kann die Menge F bei beliebig vorgegebenen I, é, T, T1 leer
sein. Dies ist jedoch nicht der Fall, wenn G C R" ein Gebiet und G von der Gestalt G x R™ x I bzw.
G x (R"\{0}) x I ist. Im zweiten Fall bedeutet dies, da§ es stets von z¢ nach z; eine durch das
vorgegebene Intervall [ parametrisierte stetig differenzierbare Kurve o : I — G gibt, deren Ableitung
nirgends verschwindet. Solche (parametrisierten) Kurven nennt man auch glatt.

2. Wir schreiben die EULER-LAGRANGE-Differentialgleichungen oft auch in der abgekiirzten Form
d (0L oL 1
— =) = —, =1,...,n.
dt 8pj 0 q; J

Wegen der Voraussetzung, dafl die sogenannte LAGRANGE-Funktion L zweimal stetig partiell
differenzierbar ist, ist diese Gleichung nach der Kettenregel ein (implizites) ,stetiges® System von
Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den unbekannten Komponentenfunktionen von «.

3. Man nennt in der Physik W = W (a) auch die Wirkung des Systems3® auf die Kurve oder Bahn

39Dort hat die Lagrange-Funktion die physikalische Dimension einer Energie. Grofien der Dimension Energie mal Zeit
heiflen stets Wirkung.



21  Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung und Differentialgleichungssysteme 451

a. Man spricht daher auch (filschlicher Weise) von dem ,Prinzip der kleinsten Wirkung®. Korrekt
muf es natiirlich das Prinzip der stationdren Wirkung heiflen.

Bevor wir den (einfachen) Beweis des vorstehenden zentralen Satzes durchfithren, beleuchten wir
seinen Inhalt an dem weiter oben schon erwidhnten Beispiel der kiirzesten Verbindung zwischen zwei
Punkten in R™. Die LAGRANGE—-Funktion lautet hier

L =L(py,--,pn) = lpll,, p=(p1,...,pn) €R";

sie ist also unabhingig von den Variablen ¢; und ¢. Damit sie die geforderte Differenzierbarkeitsei-

genschaft besitzt, muB man G = R™ x (R™\ {0}) x I setzen. Wir suchen damit die Losungen des
Problems nur unter allen glatten parametrisierten Kurven o : I — R™. Die Euler-Lagrangeschen
Differentialgleichungen lauten dann:

da(_p d<3L)aLO
dt \ llpl, dt \ Op; 9g;

P _
Toll,

Also ist

G

konstant; flir die gesuchte glatt parametrisierte Kurve « : I — R™ muf} also notwendig - neben der
Anfangs— und Endbedingung - die Gleichung

o (t /(¢
# = ¢; oder zusammengefaflt L() =c
[ a’(2)

/()]

fiir einen festen Vektor ¢ € R™ erfiillt sein. Wir fithren jetzt fiir die Kurve a durch

s=dﬂ=/HMﬂMT

eine neue Parametrisierung ein: Die Funktion o ist differenzierbar mit Ableitung o’(t) = || &/ ()] > 0
und damit streng monoton wachsend. Sie bildet das Intervall [a, b] bijektiv auf das Intervall [0, ]
ab, wobei A gerade die Kurvenlinge bedeutet. Damit beschreibt auch

a(s):=a(cs), sc[0,A],
den gleichen ,Kurvenbogen“ wie «/, und aus der Kettenregel folgt

L o)
) = T o W)

und damit notwendigerweise unter Beriicksichtigung der Randbedingungen die erwartete Streckenglei-
chung

Cc

~ . Ty — T
a(s) == cs+ xy mit ¢ = %, se [0, A].
Bemerkung. Parametrisierungen von Kurven sind in weitem Mafle willkiirlich. Hat man es aber mit
einer glatten Kurve zu tun, so kann man stets ihre Bogenlinge als ,den natiirlichen“ Parameter
einfithren. Genau dies haben wir in dem Beispiel oben getan. Mehr iiber dieses Sachverhalt findet man
in einem spéteren Kapitel iiber Kurven.

Beweis von Satz 1. Es sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit o« € F eine minimale Losung. Es
seien weiter g¢i,...,9, : I — R beliebige zweimal stetig differenzierbare Funktionen mit g;(a) =
gj(b) = 0, und ay : I — R™ sei fiir beliebiges s € R definiert durch o (t) = a(t) + sg(t) mit
g = (91,---,9n) : I — R™. Dann existiert ein € > 0, so daf fiir alle |s| < & und alle ¢ € T der
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Vektor (av(t), () + s¢'(t), t) in G enthalten ist. Denn sonst existierte eine Folge von Zahlen 55— 0
und t; € I mit (a(t;) + s;9(t;), &/ (t;) + s;9'(t;), t;) € G . Nach Ubergang zu einer Teilfolge kénnen
wir weiter annehmen, daf die Folge (¢;) gegen ein Element 7 in I konvergiert. Da das Komplement

von_ G abgeschlossen ist, liegt dann auch der Grenzwert der obigen Folge im Komplement, also nicht
in G. Andererseits ist dieser Grenzwert aber gleich (a (7), o/(7), 7) € G . Widerspruch !

Wir konnen daher fiir hinreichend kleine s die Funktion
W (s) = W (a)

bilden. Nach Voraussetzung ist W (s) = W (as) > W (o) = W (0). Nun ist W (s) ein parameter—
abhéngiges Integral mit dem (stetigen) Integranden

L(as(t), og(t), 1),

der nach der Kettenregel stetig partiell nach s differenzierbar ist mit der Ableitung

LML 57O (1), al0) 050) + 3 O (1), (1), ) 550).

ds = dq; Dj

Somit ist nach dem Satz iiber die Differenzierbarkeit solcher Integrale (siche Satz 18.35 mit anschlie-
Bender Bemerkung):

/ OL , , B dW
Z/ (3% ) o), 1) g5(8) + %(a(t)va(t%t)gj(t)) dt = ——

Mit partieller Integration erhidlt man aber

=0.

s=0

. /i (g; (a (0), (1), t>) g () dt

so daf} diese Bedingung wegen g;(a) = g;(b) = 0 umformuliert werden kann in

> [ (om0 - 5 (52w a0.0)) s -0

Wihlt man hier alle g , k # j, bei festem j identisch gleich Null, so impliziert dies die Gleichungen

(2 @ 00 - (22 @, 0, 0)) g0yt = o
/a (8% (829] ))

b

b
oL (o (1), &' (2), t) gj(t) dt = gpi_ (e (t), &'(), 1) g; (t)

a apj

fiir alle j =1,...,n und beliebige Funktionen g;. Dann muf} aber der Integrand
oL d ( OL
at,a’t,t—( t,a’t,t>
5 (0020, 0) — 5 (5 @0, 00,1
gleich Null sein. O

Bemerkung. Im letzten Schritt des vorigen Beweises haben wir den folgenden Schlufl verwendet, den
wir gesondert notieren.

Lemma 21.2 Es sei f: I := [a,b] — R eine stetige Funktion mit

b
/ fWgt)ydt =0

fiir alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen g: I := [a, b] = R mit g(a) = g(b) = 0. Dann
ist f identisch Null.
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Beweis. Angenommen, f sei an einer Stelle ¢ € I von Null verschieden, also ohne Einschrankung der
Allgemeinheit positiv. Wegen der Stetigkeit von f koénnen wir dann annehmen, daf} es ein € > 0 und ein
d>0 gibt,sodaBl a + §<c<b—3dund f(z) > ¢ firalle x € J mit J:= {z€R: |z —c|<d}.
Es sei nun ¢g: R — R eine nicht negative, zweimal stetig differenzierbare Funktion mit g (z) = 0 fiir
|z —c| >0 und g(x) = ¢ fiir |z — ¢| < §/2.%° Dann ist

b c+6 c+6/2
[ twgwa= [ rwgwaz [ rmg@a = >0, O
a c—4 c—6/2

Wir fithren als n#chstes den Begriff des Systems von gewdhnlichen Differentialgleichungen erster
Ordnung prézise ein und iibertragen unsere fritheren Existenz— und Eindeutigkeitsresultate auf diese
neue Situation.

Definition. Es sei G C R"™! =R x R" ein Gebiet (mit Variablen z, y1,...,y, , wobei wir den Vektor
ty1,. .., yn) € R™ oft mit Y oder y bezeichnen, und F : G — R" sei eine stetige Abbildung. Dann
heifit

(%) Y' = F(z,Y)

ein System von (expliziten) gewdéhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Eine Lésung dieses
Systems ist eine differenzierbare Abbildung ® : I — R" auf einem Intervall I C R mit den folgenden
Eigenschaften:

i) (z, ®(z)) € G firalle x € 1.
ii) ®'(z) = F(z, ®(x)) fir alle x € I.

Bezeichnet man die Komponentenfunktionen von F mit fy,...,f, und die der Losung ® mit
©1,---,Pn, S0 schreibt sich das obige System explizit in der Form

yll = fl(xvylw"vyn)
yl2 = f2($7 ylv---7yn)

Y = fa(z, 1,0 9n0)

und die Losungsbedingung ii) lautet vollstéindig ausgeschrieben:
¢y = fil, p1(2), ..., pn(T))
50/2 f2($, (Pl(x),,(,@n(‘r))

P = ful@, 01(2),. .. on(2)) .
Wir sagen, das System geniige einer LIPSCHITZ-Bedingung, wenn es eine Konstante L > 0 gibt, so daf§
|F(z,Y) = F(z,Y)| < L|Y = Y| firalle (z,Y), (z,Y)eq.

Hierbei ist || - || irgendeine Norm auf R™.

Bemerkung. Da alle Normen auf R™ &quivalent sind, ist die letzte Bedingung in der Tat unabhdngig
von der gewédhlten Norm. Allerdings ist zu beachten, dafl die Lipschitz—Konstante L sich bei Ubergang
zu einer anderen Norm im Allgemeinen dndert.

Der Ezistenz— und FEindeutigkeitssatz fiir gewOhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung mit
lokaler Lipschitz—Bedingung bleibt (samt Beweis) wortwortlich fiir Systeme richtig. Insbesondere fiihrt
auch hier das Picard-Lindel6fsche Iterationsverfahren zum Ziel.

40Es existieren sogar C°°~Funktionen mit diesen Eigenschaften.
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Satz 21.3 Das System Y' = F(x,Y) erfille auf G C R"*! lokal eine Lipschitz—Bedingung. Dann
gibt es zu vorgegebener Anfangsbedingung (a, c) € G, ¢ = (c1,...,¢,) lokal um a eine eindeutig
bestimmte Losung ® : I — R™ mit @ (a) = c.

Beweis. Man schreibt das Differentialgleichungssystem wieder um in ein Integralgleichungssystem

B(z) = c+ /wF(t, O (1)) dt

wobei man unter dem Integral der ,,vektorwertigen“ Funktion F' (¢, ® (t)) den Vektor der Integrale iiber
die Koeffizientenfunktionen zu verstehen hat:

/amF(t,é(t))dt = t</jf1(t,@(t))dt,...,/axfn(t,@(t))dt) .

Geht man den urspriinglichen Beweis Punkt fiir Punkt durch, so stellt man leicht fest, dafl er einzig und
allein neben Standard—Aussagen iiber stetige Funktionen, die auch in mehreren Verdnderlichen giiltig
sind, die geliufige Abschdtzung fiir Integrale benutzt. Wir bendtigen also nur noch eine entsprechende
Aussage fiir die soeben eingefiihrten Vektoren von Integralen bzgl. einer geeigneten Norm in R™ . Diese
findet man in dem anschlieBenden Lemma. O

Lemma 21.4 Es sei ®: I = [a.b] — R" eine stetige Kurve. Dann gilt, wobei || - H2 die euklidische

H /abcb(t)dt i s/ab @), dt.
b

Beweis: Sei J = / O (t)dt und L := || JH2 > 0. (Bei L = 0 ist die Abschétzung trivialerweise

Norm in R™ bezeichnet :

a
richtig). Dann gilt wegen der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung:

(JJ) = </ab<1>(t)dt,J> - /ab<<1>(t),J)dt

b b
[ ne@i e = [ ie,a.

L2

IN

b
also L §/ | @ (t) ||2dt. O

Bemerkung. Wir beweisen den Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir Systeme in Kapitel 23 noch einmal
vollstéindig mit Hilfe des BANACHschen Fixpunktsatzes.

Bevor wir uns der (einfachen) Beziehung zwischen Differentialgleichungen hoherer Ordnung und
Systemen erster Ordnung zuwenden, wollen wir noch eine wichtige Abschidtzung einschieben, die
den Mittelwertsatz von differenzierbaren Funktionen in einer Verdnderlichen auf differenzierbare
Abbildungen verallgemeinert. Diese Abschitzung wird noch vielfdltige Anwendungen finden. In dem
gegenwértigen Zusammenhang gewéhrt sie uns die Einsicht, dafl Systeme von Differentialgleichungen
einer lokalen Lipschitz—Bedingung geniigen, wenn die rechte Seite F' stetig partiell nach den Variablen
Yi,...,Yn differenzierbar ist.

Wir formulieren dazu den klassischen Mittelwertsatz etwas um.

Satz 21.5 (Mittelwertsatz) Es sei f: I — R einmal stetig differenzierbar, und es seien x € I und
£ € R so beschaffen, daff x + £ € I. Dann gilt :

flo+8 = flx) = (/01 f’(x+t€)dt>€-
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Beweis. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wird

x+E€
ﬂx+®—f@0=/j £ (u) du.

Wir substituieren v = = + t& als Funktion in ¢ € [0, 1] bei festem z und £ und erhalten die
Behauptung aus der Substitutionsformel. (]

Wir definieren jetzt auch fiir eine ,,matrixwertige stetige Kurve“ auf I = [a, b], also fiir eine stetige
Abbildung

A:T— M(mxn R) =R™  A(t) = (au(t)), tel,

das Integral als die reelle m x n-Matrix

/ab A(t)dt == (/ab ajk(t)dt) € M (m xn, R)

Jsk
und gewinnen sofort die folgende Verallgemeinerung;:
Satz 21.6 (Mittelwertsatz fiir stetig differenzierbare Abbildungen) Essei U C R™ offen, F :
U — R™ sei stetig differenzierbar, und x € U, £ € R™ seien so beschaffen, daff die Strecke {x + t&:
t€[0,1]} ganzin U wverliuft. Dann gilt

a(fl?"'vfm)

1
Fx + & — F(x) = </ DF (x + t€§) dt) & mit der Funktionalmatric DF = .
0 6($1,...,xn)

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Anwendung der Kettenregel, angewendet auf die Funktionen

gj(t) :ij(l‘—th), tE[O,l], j=1...,m,

wobei die f; die Komponentenfunktionen von F' bezeichnen. Es ist ndmlich

und damit fiir alle j =1,...,m:
L n L gr.
file + &) = fi(@) = g;(1) — g;(0) = /0 gitydt =y ( ; TZ (x + tﬁ)dt) & O

Als Folgerung erhalten wir hieraus den auch oft so genannten Schrankensatz.

Folgerung 21.7 Es sei F': U — R™ stetig differenzierbar, K C U sei kompakt und konvex, und es
werde
IDF == sup || DF ()|
zeK
mit der Operatornorm || - || fir Matrizen definiert. Dann gilt fir alle ©, T € K :

|F@ ~ F)l, < |DF| |7 -], -

Beweis. Mit & = x + £ folgt bzgl. der euklidischen Normen in R"™ bzw. R™:

1 1
Pa+9-F@l-| [ ore+ig-ca| < [10r@+ig-ela < oF), el 0
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Bemerkung. Mit einer vollig analogen Argumentation erhédlt man den Schrankensatz auch bzgl. der
Supremumsnorm in der folgenden Gestalt:

[F(2) = F(2)lloo < [|IDF||, 17 = [/

wobei hier aber || DF ||K stehen muB fiir das Supremum aller Operatornormen || DF (z)||, x € K, in
Bezug auf die Supremumsnormen in R™ und R™ . Diese ist bekanntlich die sogenannte Zeilensummen-
norm (siehe den Anhang zu Kapitel 17), so daf§ wir hier die Schranke ganz expilizit schreiben kénnen

als
su max — T .
xe}g (j—l,‘..,m’; ‘ 8llfk ( )

In dieser Version findet der Schrankensatz oft Verwendung in numerischen Kalkulationen.

Aus den vorigen Uberlegungen folgt weiter die frither schon erwihnte hinreichende Bedingung fiir
lokale Lipschitz—Bedingung.

Satz 21.8 Es set F: G — R", G C R x R", stetig partiell differenzierbar nach y1,...,y, . Dann
geniigt F' lokal einer Lipschitz—Bedingunyg.

Beweis. Sei (a, ¢) € G ein fest gewihlter Punkt. Dann existiert eine Zahl r > 0, so da§ der Zylinder
Z={(z,)Y)eRxR": |z —a|] <r, |Y —c|| <r} in G enthalten ist. Da Z kompakt ist,

existiert
oF
we {1 )
(z,Y)eZ Yy
.|| OF . .

wobei W (xz,Y)|l die Operatornorm der n x n—-Matrix

OF _ 0(fu,... )

Y " Oy, Yn)
bezeichnet. Der Mittelwertsatz (bei festem 2 und variablem Y') impliziert die Behauptung. ([l

Kommen wir nun schliellich noch zu Differentialgleichungen n—ter Ordnung.

Definition. Essei f: G — R eine stetige Funktion auf dem Gebiet G C RxR™. Unter einer (expliziten)
gewohnlichen Differentialgleichung n—ter Ordnung verstehen wir eine Gleichung der Form

(%) y™ = f(z,y, 9.,y D).

Eine Ldsung einer solchen Differentialgleichung ist eine n—mal differenzierbare reellwertige Funktion
p: I — R mit

a) (z, ¢ (x), P (x),...,0p""D(x)) € G firalle x 1.
b) ¢M(z) = f(z, ¢ (x), ¢'(2),..., 0" V(2)) fiiralle z € 1.
Man kann ohne Schwierigkeiten eine solche Differentialgleichung hoherer Ordnung ,,umwandeln* in

ein System 1. Ordnung. Man fiihrt dazu neue Variable y1,...,y, fiir die sukzessiven Ableitungen der
gesuchten Losung ein und ordnet also der Differentialgleichung

y " = f(x,y Y., y"Y)

das System
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Y1 = Y2
Y3 = Y3
(k)
Yp—1 = Yn
Yn = f(@ oy 42 0n0)

zu, oder anders gesagt: der Funktion f : G — R wird die Abbildung F = *(f1,...,fs) : G — R"
zugeordnet mit fi(x, Y) := ya,..., foc1(2,Y) i= yn, fulz,Y) = f(z,Y).

Daf} dieses System tatséchlich ,dquivalent“ zu der urspriinglichen Differentialgleichung n—ter Ord-
nung ist, besagt das folgende, leicht einzusehende

Lemma 21.9 Jeder Losung ¢ : I — R der Differentialgleichung ( * ) wird durch

® =, ¢ Y)
eine Lisung des Systems (* * x ) zugeordnet.

Ist umgekehrt ® = *(p1,...,¢,) eine Lisung des zugeordneten Systems, so ist ¢ = @1 Lésung der
urspriinglichen Differentialgleichung ( * *).

Beweis. Im zweiten Fall ist

p(z) = of V(@) = - = gh(@) = fz, ei(z), @i (2),..., 00" (@)

Der erste Teil folgt ebenso schnell. O

Es sollte dem Leser ohne weitere Erlauterungen klar sein, was es besagen soll, daf3 die rechte Seite
f einer gewohnlichen Differentialgleichung n—ter Ordnung einer (lokalen) Lipschitz—Bedingung geniigt.
Wir iiberlassen ihm/ihr den Nachweis des folgenden Lemmas, wobei man am giinstigsten die Mazimum-—
Norm auf R™ verwendet.

Lemma 21.10 Die Differentialgleichung y™ = f (x, 9, 9,... ,y("_l)) gentigt genau dann einer lo-
kalen Lipschitz—Bedingung, wenn das zugeordnete System Y' = F (x,Y) einer solchen geniigt.

Damit kénnen wir den Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir Systeme gewdhnlicher Differentialglei-
chungen erster Ordnung ohne Nachdenken auf den Fall von gewohnlichen Differentialgleichungen n—ter
Ordnung {ibertragen.

Satz 21.11 Die Funktion f: G — R, G C R x R™, geniige lokal einer Lipschitz—Bedingung. Dann
gibt es zu vorgegebenen Anfangsbedingungen (a, ¢) = (a, ¢1,...,¢,) lokal um a genau eine Lisung
@ : I — R der Differentialgleichung y™ = f(x, vy, y,...,y™ D) mit

©W(a) = ci-1, j=1,....n.

Bemerkung. Selbstverstindlich kann man ebenso auch Systeme von gewohnlichen Differentialgleichun-
gen héherer Ordnung in Systeme erster Ordnung umwandeln. Fiir die klassische Mechanik relevant
sind insbesondere Systeme zweiter Ordnung (sieche den Anhang zu diesem Kapitel). Wie uns aus
der Physik vertraut ist, sind Losungen ® = *(¢1,...,pn) solcher Systeme (bei Vorliegen einer lo-
kalen Lipschitz—Bedingung) eindeutig festgelegt durch den ,Anfangsort“ ® (a) des Systems und sei-
ne , Anfangsgeschwindigkeit“ ®'(a). Bei n Masseteilchen im dreidimensionalen Raum ist die Anzahl
N der Gleichungen zweiter Ordnung gleich 3n und damit die Anzahl der eine Bahn bestimmenden
y2Anfangsparameter “ gleich 2N = 6n.



Anhang: Die Erhaltungsséitze der klassischen Mechanik und die
Keplerschen Gesetze

Wir denken uns n Teilchen (Massenpunkte) gegeben mit den Massen m;, j = 1,...,n, die sich
in einem (abgeschlossenen) physikalischen System unter dem Einflufl des von ihrer gegenseitigen Lage
abhangigen Potentials

U= U(Tl,...,rn) = U(‘r17 Y1, 215+ +5Tn,y Yn, z’n)
bewegen mogen. Wir schreiben fiir den Ortsvektor des j—ten Teilchens
ry = ri(t) = (;(1), y; (1), 2 (1) € R
und fiir seinen Geschwindigkeitsvektor

drj

’Uj = Uj(t) = dt = Tj .

Die NEwWTONschen Bewegungsgleichungen schreiben wir leicht abgekiirzt in der Form

22 oU  oU  oU ou
m G = e, Unon) = = (G0 g 50 ) =

Wir wollen diese Gleichungen im LAGRANGE—Formalismus umformulieren. Dazu setzen wir

T ist dabei die gesamte kinetische Energie des Systems. L heifit auch die Lagrange—Funktion des Sy-

stems; sie wird aufgefaflt als eine Funktion in den 6n Variablen ri,...,7y,, v1,...,v, . Die Gleichungen
oL ) oL . oL .
oi; T gy, T i gy T T

fassen wir zusammen zu

oL
ij
Die Bewegungsgleichungen lauten dann ausgeschrieben

d(oLy _ . _ _O0U _ oL
dt 833] o 7 8$j n 6])]‘ ’

= mjvj.

In der Lagrangeschen Fassung bekommen diese also die Gestalt*!

d (0L oL

dt \ Ov; Or;
Diese Gleichungen sollten bei konservativen Systemen invariant unter Zeitverschiebungen und
bei Annahme von Homogenitit und Isotropie des Raumes auch invariant unter Translationen und
Drehungen des Raumes sein. Wir wollen zeigen, dafl aus diesen Annahmen wichtige Erhaltungssdtze der

klassischen Mechanik folgen. Dahinter steht ein allgemeiner, von E. Noether bewiesener Erhaltungssatz
bei der Aktion von Liegruppen.

417 5sungen der Newtonschen Bewegungsgleichungen sind also stationdre Kurven bzgl. des mit der Lagrange-Funktion
gebildeten Wirkungsintegrals. (Siehe Satz 1).
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1. Die Homogenitét in der Zeit impliziert den Energieerhaltungssatz. Hierbei soll die Forderung der
Homogenitét bedeuten, dal das Potential U nicht explizit von der Zeit abhingt. Wir definieren wie
iiblich die (totale) Fnergie E des Systems durch

E:=T+4+U=2T—-1L.

Die zeitliche Variation auf einer Bahn des Systems ergibt sich dann zu
dL oL dxj oL de B oL  dv, oL dr;
dt_zj:axj dt +§j:6xj dt _Zj:<8v]’dt EJ: or; dt
0L  dv, d (0L dry \  d
S @) X)) - a X (a )

d
== > (mjvg, vy)

J

Daraus folgt sofort £ = —L + 2T = —L + Z mj|lvj||? = const.
J
2. Bei Homogenitit des Raumes wird das Bewegungsgesetz invariant unter Translationen sein; wir
fordern daher fiir das Potential die Bedingung
U(ri,e..,rn) =U(r1 + a,...,1 + a)

fiir jeden beliebigen Vektor a € R3. Hieraus kann man den Impulserhaltungssatz ableiten. Dazu wihlen
wir r1,...,7, und a fest und bilden U (t) = U (r1 + ta,...,r, + ta) = const. Durch Differentiation
an der Stelle t =0 folgt

" QU B dU
<j_1arj’“>_z<ag >_ dt

Da a beliebig war, erhélt man

=0.

t=0

Nun ist aber

und damit

3. Die Isotropie des Raumes bedeutet schlieBlich, daf8 U (r1,...,7r,) = U(Ary,...,Ar,) fiir alle
(speziellen) orthogonalen Matrizen A gilt. Wir wihlen also z. B. die Drehmatriz

cos « —sin « 0
A=A, = sin « Cos « 0 ,
0 0 1

und bilden U = [7(04) = U (z1cos @ — yysin o, x1sin o + y1 cos «, z1,...) = const. Hieraus folgt
durch Differentiation nach «:

i
O:% = ;gg;(xlcosa~~~)~[zjsinayjcosa]
—|—Z a—U_(xlcosa — ) -[zjcos @ — y;sin af .
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LaBt man hier o gegen Null gehen, so erhilt man

Z 67(]_3367(] =0
y]a{L'j ]Byj B '

J

Nun ist der (Gesamt—) Drehimpuls des Systems definiert durch

n
E ’I’ijJ"l}j,
j=1

wobei das Kreuzprodukt fiir zwei Vektoren a := (a1, as, az), b = (b1, ba, b3) € R? formal definiert
werden kann als

ap b e
1 42
axb= a9 b2 €9 = (a2b3 — a3b2 s a3b1 — albg, a1b2 — azbl) .
az by e3

Erhaltung des Drehimpulses bedeutet natiirlich die Erhaltung jeder einzelnen Komponente dieses Vek-
tors. Per definitionem ist z. B. die dritte Komponente gegeben durch

> my (g — i)
J
so dafl Differenzieren nach der Zeit wie gewiinscht
. . ' . . ou ou
(Z my (595 — ijj)> = my(a g - yids) =) (yj Erol 8y> =0
J J J I I
ergibt.

Mit diesen Vorkenntnissen wollen wir jetzt die berithmten KEPLERschen Gesetze aus den NEW-
TONschen Bewegungsgleichungen in einem Schwerefeld ableiten.

Ein Massenteilchen (mit Masse m ) bewege sich in einem Zentralfeld mit Potential U (z. B. in dem
Gravitationsfeld einer anderen Masse M >> m , die im Nullpunkt ruhend angenommen wird, also z. B.
ein Planet im Gravitationsfeld der Sonne oder das System Erde-Mond). Zentralfeld bedeutet, dafl das
Potential nur von dem Abstand r*3 des Teilchens vom Ursprung abhéingt: U (z) = U (r), r = | z||.
Setzen wir

z=wx(t) = (2:(t), 22(t), w3(t))

fiir den Ortsvektor des Teilchens, so lauten die Newtonschen Bewegungsgleichungen
Az

mi(t) = m -z (t) = —grad, U (z(t)) ,

oder ausgeschrieben:

mi, = — — (z1, T2, T mis = — — (T1, T2, X mis = — — (x1, T2, T3) .

1 8.’1}1 ( 1, £2 3) ) 2 8$2 ( 1, £2, 3) ) 3 81‘3 ( 1, L2, 3)
Dies ist ein System von drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung und entspricht daher einem
System von sechs Gleichungen erster Ordnung. Wir wissen dann, daf}, falls U hinreichend ,gute*
Eigenschaften hat, sechs Gréfien (z. B. die Orts— und Geschwindigkeitskomponenten des Teilchens zu

42Bekanntlich steht das Kreuzprodukt senkrecht auf @ und b und seine Linge ist gleich dem Flicheninhalt des von a
und b aufgespannten Parallelogramms. Insbesondere ist stets a x a =0.
43Im Gegensatz zu den vorhergehenden Uberlegungen bezeichnet r jetzt keinen Ortsvektor, sondern seine Linge.
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einer Anfangszeit to) die Bewegung vollstindig bestimmen.

Die Erhaltungssitze der klassischen Mechanik (siehe oben) liefern die Moglichkeit, die Anzahl der
Gleichungen zu reduzieren und sie evtl. vollig zu 16sen. Da die Gleichungen nach Voraussetzung invariant
unter der Gruppe SO (3, R) sind, gilt der Drehimpulserhaltungssatz:

x(t) x ma (t) = ¢ = const.

Wir zeigen dies noch einmal direkt: Fiir zwei differenzierbare vektorwertige Funktionen w (¢), v (¢) gilt
nach Definition des Kreuzproduktes stets

(u(t) xv(t) = u(t)xv(t) + ut) xo(t)

und damit

. 1 dU
(;vxmjc):a'cxmx'—i—xxmjé:—xxgradzU:—fd—wxx:O,
rodr

da nach Voraussetzung

d 1
grad, U = —U grad,r und grad,r = —x.
dr r

Wir unterscheiden nun zwei Falle:

1. ¢ = 0; dann miissen «x (t) und % (¢) fiir alle ¢ linear abhingig sein. Setzen wir x () # 0 fiir alle ¢
voraus, so heifit dies
() =a(t)-xz(), a: R—>R stetig,

d. h. #;(t) = a(t) z;(t) und damit

z(t) = exp(/t:a(T)dT)x(to).

Insbesondere bewegt sich der Massenpunkt auf ,Kollisionskurs“, d. h. auf einer Geraden durch den
Nullpunkt.

2. ¢ # 0. Dann steht x (t) stets senkrecht auf ¢. Wegen der Symmetrie des Problems kénnen wir
¢ = Aeg annehmen, so daf} die Bewegung in der (x1, x2)-Ebene stattfindet. Wir fithren in dieser Ebene
zweckméafligerweise Polarkoordinaten ein:

T =21 =Tcosp, Yy ==xy =rsiney,
wobel stets r # 0 sein mufl (wegen ¢ # 0). Es ist dann
A=m(zy - y)
= mr(cos ¢ (7 sin ¢ + r¢ cos p) — sin ¢ (7 cos ¢ — r ¢ sin @))
=mr2p.
Nun ist das Flichenelement AF in Polarkoordinaten gegeben* durch

AF = Lr(t)-(r(t) Bg) =

5 ()¢ (1) At

so daf} also die von z (t) zwischen den Zeiten to und ¢; iiberstrichene Fliche gleich dem Integral

o . \
Fiot, = /t 3 r?(t) ¢ (t)dt = o (t1 — to)

0

44 Mathematisch exakt begriinden kénnen wir dies erst, wenn wir die Transformationsformel fiir Doppelintegrale zur
Verfiigung haben.
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ist. Wir haben somit den folgenden Satz abgeleitet, der in jedem beliebigen Zentralfeld giiltig ist:
2. Keplersches Gesetz. Der Ortsvektor eines Planeten tiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flichen.

Zur Ableitung der Bahngleichung benutzen wir den Energieerhaltungssatz: E = T 4+ U = const.
In unserem konkreten Fall ist

m . .
T = ") + i)
m . .. 9 .. . 9
5[(rcosgp—r<psmcp) + (7 sin ¢ + r¢ cos ¢)?]
5 (2 +17¢?) .

Zusammen mit der Drehimpulserhaltung ergibt sich hieraus

2pd 2mr?2

m A2r2 m A2
E=— (s = — 52
5 (r +m )—I—U(T) 2r + + U(r)

und damit

. dr 2 A2

) = dt \/m (B = U() m2r2
Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen, aus der sich » = r (¢) (jedenfalls prinzipiell)
bestimmen 148t. Aus der Gleichung A = m7? ¢ gewinnt man dann auch ¢ = ¢ (t), also den gesamten
Bewegungsvorgang des Massenpunktes in Polarkoordinaten.

Man kann versuchen, aus r = r (¢t) und ¢ = @ (t) die Zeit ¢ zu eliminieren. Man wiirde damit
(evtl.) 7 als Funktion von ¢, r = r () bekommen, d. h. die Bahngleichung (ohne zu wissen, wie sich
der Massenpunkt zeitlich auf dieser Bahn bewegt). Es ist in unserem Fall einfacher, ¢ als Funktion von
r zu bestimmen:

dp  dp <dr>_1 B A
dr dt dt r2 \/Qm(E —U(r) — X2r2 )

In dem Spezialfall der Massenanziehung (Planet um Sonne, Mond oder Satellit um Erde, etc.) ist
das Potential von einer ganz speziellen Gestalt:

U(T):f%, r=|z|, a>0.

Dabei ist o = v -m M mit einer universellen Konstanten  (Gravitations—Konstante). Damit ergibt

sich
dr

r2\/2m (E—&-%) - g

— )\/ dr =,
a’m? A am
2 _ | Z - =
T \/<2mE + 2 ) (r X )

oam - / o?m?
_T, dp:TTd'I", C: 2mE+ )\2

= arccos E

__ [
v = //Cz_pQ c

p=p()=2A

und mit der Substitution

S >

folgt
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Durch Umkehrung dieser Gleichung kommt dann schliefilich

1A _omy _
C \r N v

und damit wird die Bahngleichung bestimmt zu

D . A2 2E\?
- =1l+ecosp mt p=—, e=\1+—5.
r ma mao

Dies ist die tatsichlich die Gleichung einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem, ob die
Exzentrizitit e <1, e =1 oder e > 1, d. h. die Energie £ < 0, E =0 oder E > 0 ist; denn aus
p =71+ ercosp =22+ y2 + exr folgt unmittelbar durch Quadrieren

22+ 9% = (p — ex)? = p* — 2pex + *2?,

und dies ist fiir
e=1 eine Parabel: y*> = p(p — 2z);

e <1 eine Ellipse mit Mittelpunkt

und Halbachsen
a= ——, b=

1 — e? NI
insbesondere ein Kreis im Falle e = 0, da Multiplikation der Gleichung
(1 —e*)a? + y* + 2epx = p?
mit (1 — €?)/p* die Gleichung

2
1 — ¢ SN AV,
(5 () -

nach sich zieht;

e >1 eine Hyperbel, da entsprechend wie oben folgt:

1 —¢e? 2 e2 — 1 ’
( x—l—e)— —_—y =1.
p p

Da Planetenbahnen beschrinkt sind, kommt fiir sie nur der Fall der Ellipse®® in Frage, den wir noch
etwas niher untersuchen wollen. Hier gilt fiir den Abstand 2f der beiden Brennpunkte (bei a > b) die
Beziehung f? = a? — b?, und somit ist

o, 1l-(1-e) pe \°
A e )

Zusammenfassend ergibt sich:

1. Keplersches Gesetz. Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne
steht.

Das erste und zweite Keplersche Gesetz werden in der folgenden Skizze illustriert.

45Dje anderen Bahnformen werden z. B. durch Kometen realisiert.
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Figur 21.3

Wir wollen noch eine kiirzere Ableitung des 1. Keplerschen Gesetzes geben, wobei wir der Einfachheit
wegen alle Konstanten gleich 1 setzen. Aus dem Bewegungsgesetz

. z
T =—-—2=

[
folgt die zeitliche Konstanz des Drehimpulsvektors:

J = x X & = const.

In dem speziellen Fall der Massenanziehung gibt es aber noch ein weiteres Integral, ndmlich den soge-
nannten Achsenvektor oder Lenzschen Vektor

A= Jxi+4+ — .
(el

(Eine theoretische Begriindung fiir die Existenz dieser Invarianten wird bei LANDAU - LIFSCHITZ,
Mechanik, Paragraph 50, Aufgabe gegeben). Wir priifen die Behauptung einfach nach: Es ist

A=J X T+ — —
|l (B2
und .
Jx & =—(x x &) x i :<x,x>m_<m,x>i.

fzf® f=]? [E2

Aus der zeitlichen Konstanz des Vektors A folgt nun unmittelbar, daf} sich ein Massenpunkt im
Schwerefeld auf einer Bahn bewegen muf}, die durch eine quadratische Gleichung gegeben wird. Es ist

(Ajz) = (I xdz)+r=(ixa J)+7r=—[J*+]z],

woraus durch Auflésen nach || 2 || und anschlieendes Quadrieren die vorstehende Behauptung folgt. Da
die Bahn zudem in einer Ebene verlduft, stellt sie eine ebene Quadrik dar, von denen in der Analytischen
Geometrie nachgewiesen wird, dafl sie genau die (evtl. ausgearteten) Kegelschnitte darstellen. Dies kann
man auch ganz konkret nachrechnen. Man wéhlt die x = z;-Richtung so, daf3 sie mit der Richtung des
Achsenvektors A iibereinstimmt (daher riithrt auch sein Name). Dann ist

[

[Allr-cosp = (A, z) = _”JH2+T und somit 7 = W .
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Um das dritte Keplersche Gesetz ableiten zu kénnen, ben6tigen wir nur das zweite Gesetz und die
konkreten Parameter aus dem ersten Gesetz. Hiernach ist der Fldcheninhalt der bei einem vollen Umlauf
iiberstrichenen Fliche gleich

mab = m\/p a/?

und N
Vh=

Somit gilt nach dem 2. Gesetz fiir die Umlaufszeit T :

T 2m A
= — 7T — a’’*
A om M
und folglich ist
T2 47
a3 M
eine Konstante, die nicht von dem einzelnen Planeten abhéngt. Dies ist der Inhalt des dritten
Keplerschen Gesetzes:

3. Keplersches Gesetz. Das Verhdltnis der Quadrate der Umlaufszeiten zu den Kuben der grofien
Halbachsen der Umlaufbahnen ist fir alle Planeten konstant.

Bemerkung. NEWTON hat in der Tat zuerst das Massenanziehungsgesetz aus den Keplerschen Gesetzen
abgeleitet. Die entsprechenden Uberlegungen wollen wir an dieser Stelle einfiigen. Nach dem ersten
Gesetz verlduft die Bewegung insbesondere in einer Ebene; wir nehmen an, daf} dies die (z, y)-Ebene
sei, in deren Ursprung die Sonne stehe. Weiter seien (r, @) Polarkoordinaten.

Wir miissen zunéchst den Beschleunigungsvektor in diesen Koordinaten ausrechnen. Durch zweimalige
Differentiation der Gleichungen = =1 cos ¢, y = r sin ¢ erhélt man sofort

iP=(F —r¢?)cosp — (27¢ + rd)sin
= —r¢p?)sine + (279 + 1) cos ¢ .
Dies impliziert (in selbstverstidndlicher Schreibweise)
() = F = 1@, (o= 20+ 1.

Das zweite Keplersche Gesetz (,Flichensatz“) besagt nun aber, dal r2¢ konstant (gleich F) ist.
Differentiation dieses Gesetzes fithrt somit zu

oder, in anderen Worten, zu der Erkenntnis, dafl die Beschleunigung stets die Richtung der Verbin-
dungslinie Sonne—Planet besitzt. Es liegt also eine sogenannte Zentralbeschleunigung vor, und wir
konnen festhalten, dal das Vorhandensein einer Zentralbeschleunigung mit dem Fldchensatz dquivalent
15t.

Schreiben wir wieder die Ellipsengleichung in der Form

1 1
;:E(l—i—scosgo), E=a(*-1),

so gewinnt man durch Differentiation und mit Hilfe des Flichensatzes

. e . 5. eF . 4 7 eF , e F?
r= —sme-r = — sin un ' = —— COS Q- = ——= COS
p ey 2 ¢ A PP =13 ®,
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und damit wird der Radialanteil des Beschleunigungsvektors gleich

.. .9 F2 3 1 F2
F—r9r" = —(—-cosp — ~| = — —.
r2 \ k ¢ r kr?

Infolgedessen erhalten wir bei jedem einzelnen Planeten die Zentralbeschleunigung —F2/kr?.

Die GroBe F?/k hingt zunichst von jedem einzelnen Planeten ab. Man rechnet aber leicht nach, daf

2 4n?ad

[

und nach dem 3. Keplerschen Gesetz ist dies die (universelle) Konstante y M .

Zum Schlufl wollen wir noch begriinden, wodurch die Annahme des Ruhens der Sonne im Ursprung
gerechtfertigt ist. Wir behandeln dazu ansatzweise das allgemeine Zweikdrperproblem von zwei Massen
my und ms, die sich unter Einflufl des Potentials

U = U (Tl, 7“2)
bewegen. Ferner moge das Potential U nur vom Abstand beider Massenpunkte abhéingen:
U=U(r), r=]|r —rf-.

Die Lagrange—Funktion des Systems lautet

mi

2

ma
L= lul’+ Flel’-U@.

Der Impulserhaltungssatz liefert fiir den Schwerpunkt

miTy + MaoTe
(m1 4 mo)

das Verschwinden der zweiten Ableitung; also ist § konstant, und wir kénnen s als Ursprung eines
Inertialsystems wihlen (das sich per definitionem geradlinig und gleichférmig im Raum bewegt).
Fithren wir jetzt noch den Abstandsvektor » = r; — ro ein, so folgt mit myry + more = 0 und
v = v; — vy sofort
mo my

n=——7Tr, g = — ————
my + mo my + mo

Einsetzen in die Lagrange—Funktion ergibt dann
m
(++) L= lvl*=U()

mit der sogenannten reduzierten Masse

myma
mi + meo
Ist nun mo >> my,so0ist r1 ~r, ro ~ 0, v1 ~ v, v3 ~ 0 und m; ~ m. Wir kénnen daher den

schwereren Korper als im Ursprung ruhend annehmen und Losungen r = r (t) der zu (4) gehorenden
Bewegungsgleichungen als Bahngleichungen des leichteren Koérpers interpretieren.



22 Lineare Differentialgleichungen und -Gleichungssysteme

Es sei I C R ein (beliebiges) Intervall, und ajx, b; : I — R seien stetige Funktionen, 1 < j, k < n.
Ein System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung ist von der Form

(%) Y =A@)Y + b(x),

wobei A (z) die Matrix

air(z) - app(z)

an1(z) - apn(x)

und b(z) den Spaltenvektor
b1 (SC)

bn(x)

bezeichnet. Ausgeschrieben kann dieses System auch in der Form

y; = Zajk(x)yk +bj(x), j=1,....n,
k=1

notiert werden. Eine Ldsung von () besteht dann aus einem n—tupel von differenzierbaren Funktionen
p1(z) v1(z)
o) = | mit @(z) = | | =A@ -e@) +b@).
on(x) o ()
In Hinblick auf die zentralen Existenz— und Eindeutigkeitssidtze fiir Losungen von Systemen von
Differentialgleichungen ist, wie wir wissen, das Bestehen einer lokalen LiPSCHITZ—Bedingung erforder-

lich. Wir konnen in der vorliegenden speziellen Situation sogar noch mehr beweisen. Man wéhle ein
beliebiges Kompaktum J C I und setze

F(z,y) = A@)y + b(x), L= ilelg{llA(x)H} < .

Hierbei wird fiir eine beliebige quadratische Matrix A = (a; ) die Operator-Norm || A|| wie iiblich
bzgl. einer festgelegten Norm in R™ definiert durch

Al = sup [[Ay].
lyli<1

Aus der Tatsache der Aquivalenz aller Normen auf M (n x n, R) ~ R folgt, dafl jede Operator-
norm || A| stetig in den Eintrigen der Matrix A und folglich L tatsichlich endlich ist. Speziell
fir die Zeilensummen—Norm, die der Supremumsnorm auf R"™ zugeordnet ist, hat man die konkrete
Abschétzung

[ Alls = max fas] < /4]

Damit ergibt sich fiir beliebige y, y € R™:

[ F(z,y) = Fz, 9l =[[A@) @y -9l < L-lly —yl, zeJ.
Mit anderen Worten: Die Funktion F (x,y) ist Lipschitz—stetig bzgl. y auf J x R™.
Insbesondere ist die Lipschitz—Bedingung lokal erfiillt, und dies zieht unmittelbar die lokale Existenz

und die Eindeutigkeit der Losungen nach sich. Wir zeigen die Eindeutigkeitsaussage anschliefend noch
einmal fiir lineare Differentialgleichungssysteme und beweisen, dafl Losungen stets auf ganz I existieren.
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Satz 22.1 Esseien ¢, ¥ : I — R™ zwei Lisungen des Systems (x), die an einer Stelle in dem Intervall
I dbereinstimmen. Dann ist @ = .

Beweis. Wegen der Stetigkeit der Losungen geniigt es zu zeigen, dafl solche lokal um einen Punkt a € I
iibereinstimmen, wenn dies nur an der Stelle a richtig ist. Man setzt

K5 = sw {[o(@) - v@]},

|lz—al<é

und erhéilt wegen

le@ - vl = | [aeo)-sevma| =] [Ca0eo-voa|

IN

L\/ I () — v 0] dt ‘ < Ky L-|o - al

fiir alle z € I mit | — a| < § durch Supremumsbildung sofort
Ks < KsL§.

Wahlt man schlielich § > 0 so klein, dafl 20 L < 1, so folgt K5 = 0. O

Wir konnen jetzt den entscheidenden globalen Ezistenzsatz fiir Losungen formulieren:
Satz 22.2 Zu jedem a € I und jedem ¢ € R™ gibt es (genau) eine globale Lisung ¢ : I — R™ mit
¢(a) = c.

Beweis. I ist die Vereinigung aller kompakten Intervall J C I, die a enthalten. Wegen des Eindeutig-
keitssatzes fiir Losungen geniigt es dann, nur diese kompakten Teilintervalle zu betrachten. Aus diesem
Grunde kénnen wir von vornherein annehmen, daf§ das Intervall I selbst schon kompakt ist und wir
deshalb wie oben eine globale Lipschitz—Konstante L auf ganz I x R™ zur Verfiigung haben.

Wir konstruieren nun eine Losung gemafl dem Iterationsverfahren von PICARD und LINDELOF. Setzen
wir also

@) = ¢, pi(e) = c+ / £t ol(t)) dt
und allgemein

punila) = c+ [ " At onlt) dt

und definieren wir dann noch
K = sup{| p1(x) — po(@) |},

so erhalten wir wie im Beweis des Eindeutigkeitssatzes

) = @) = | [ 4@ 10 - wi)ar | < Koz-o - a

und per Induktion
¥z —alk

lpr+1(z) = prl@) | < K—— ;

so daf} der Limes

gleichméfig auf I existiert. Wegen

p@) = lim puae) =+ [l 6 ou©)de = e+ [ 16 p(@)de
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ist ¢'(z) = f(z, p(z)) und ¢ (a) = ¢ und damit ¢ die gesuchte Losung. O

Bemerkung und Beispiel. Unter geeigneten Voraussetzungen kann man die globale FExistenz von Losun-
gen auch fiir nichtlineare Differentialgleichungen begriinden. Ist z. B. die Differentialgleichung

y = x| sin zy |

vorgelegt, so besitzt diese zu vorgegebenem Anfangswert bei a € R genau eine auf ganz R definierte

Losung. Die Losungen y = ¢ (z) mit ¢ (a) # 0 verschwinden nirgends, da ¢o(z) = 0 offensichtlich

die Differentialgleichung 16st. Der Grund fiir diese Behauptungen liegt in der Abschitzung

Y1+ Y2 Y1 — Y2
2

| sin zyy | — | sin zys | ‘ < |sin zy; — sin zys | = 2 |cos x sin x

<2 sinx% < |z|ly1 — y2| -

Somit liegt wie bei linearen Differentialgleichungen auf I x R eine globale Lipschitz—Bedingung vor,
wenn I C R ein kompaktes Intervall ist, und daraus folgt wie oben die Tatsache der Existenz von
Losungen auf ganz R und ihre eindeutige Bestimmtheit durch den Anfangswert.

Definition. Ist b = 0, so nennt man das System Y’ = A (x)Y wie im Falle von linearen Gleichungssy-
stemen homogen. Der Losungsraum ist dann ein Untervektorraum des reellen Vektorraums der n—tupel
stetig differenzierbarer Funktionen auf I.

Satz 22.3 Der Lisungsraum des homogenen Systems Y' = A(x)Y ist ein n—dimensionaler Vektor-
raum. Fiir jeden Punkt a € I ist die Abbildung, die einer Lésung ¢ ihren Wert ¢ (a) zuordnet, ein
Vektorraum—Isomorphismus.

Beweis. Nach dem vorigen Satz existieren Losungen 1,...,1, auf I mit
<
Yi(a) = e; ="0,...,0, 1 ,0,...,0), j=1,...,n,

fiir einen fest gewihlten Punkt a € I. Ist nun ¢ eine beliebige Losung, so setzt man ¢ (a) = ¢ =
S cje; = 3 ¢jv;(a) und bildet

n

=0 = > iy

j=1
Daraus ergibt sich unmittelbar
n ’ n n
Y = (@-Z%%) =9 = :A(@—chwj) = Av.
j=1 j=1 j=1
Also ist 1 eine Losung, die in a verschwindet. Infolgedessen mufl nach dem Eindeutigkeitssatz 1 mit
n

der trivialen Losung o = 0 iibereinstimmen, also ¢ = Z cj P, gelten.

j=1
Damit ist der Losungsraum als ein R—Vektorraum der Dimension < n erkannt. Ist aber > a;j1; = 0,
soauch 0 = > a;j9¥;(a) = > aje; und folglich a; = 0 fiir alle 5. O

Sind uns allgemein n Losungen
Y
Y = , j=1...,n,
Vnj
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des homogenen Systems gegeben, so bilden wir die n x n—Matrix

Yin o Yin
= : : J
d)nl o ¢nn
fiir die wir
\Il/ — . .
/ DY /
nl nn
setzen und sofort die Beziehung
U =AW

erhalten.

Definition. Eine n x n-Matrix ¥ = ¥ (z) mit ¥'(z
fundamentalsystem des homogenen Systems Y’ = A(
Losungsraumes des homogenen Systems bilden.

) = A(x)¥(x), = € I, heifit ein Lisungs-
x)Y , falls die Spalten von W eine Basis des

Diese Bedingung ist nach der obigen Diskussion dquivalent dazu, dafl die Spalten von ¥ mindestens
an einer Stelle @ linear unabhéngige Vektoren in R™ sind; oder anders ausgedriickt: es reicht, dafl

det ¥ (a) # 0 firein acl.

Satz 22.4 Es sei VU eine n x n—-Matriz mit Eintrdgen in C' (I, R), die der Differentialgleichung
U = AV geniigt. Dann sind dquivalent :

i) U ist ein Losungsfundamentalsystem der Gleichung Y' = A(z)Y;
ii) es gibt ein a € I, so dafi det ¥ (a) # 0;
iil) fir alle x € I ist det ¥ (x) # 0.
Kennt man ein Fundamentalsystem des homogenen Gleichungssystems, so kann man auch jedes

zugehorige inhomogene System ohne groflere Schwierigkeiten 16sen. Der folgende Satz ist aus der Theorie
der linearen Gleichungssysteme wohlvertraut und wird wortwortlich wie dort bewiesen.

Satz 22.5 Sei 1y eine spezielle Lisung Des Systems Y' = A(x)Y + b(x). Dann ist jede andere
Lésung von der Form g + 1, wobei 1 Ldsung des homogenen Gleichungssystems ist, und jede(s)
Funktion(ensystem) der Gestalt g + v ldst das inhomogene System.

Haben wir also das homogene System vollsténdig gel6st, so brauchen wir nur noch eine einzige
Losung des inhomogenen Systems zu finden. Dies geschieht, wie im Falle einer einzigen linearen
Differentialgleichung, mit der sogenannten Variation der Konstanten (was eigentlich eine contradictio
in adjecto ist):

Wir machen mit einer differenzierbaren Abbildung u: I — R™ den Ansatz

Yii(z) - Yin(x) uy ()

Yn1(z) -0 Yun(T) U ()
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und versuchen, die ,variierende Konstanten“ u so zu bestimmen, dal 1y das inhomogene System
Y' = A(z)Y + b(x) 16st. Dies ist dquivalent zu

AWQu) +b= A%y +b=1o) =Vu + Vu=UVu + (AV)u,

also zu Wu' = b. Nun ist die Matrix W (x) nach Satz 4 an jeder Stelle x € I invertierbar. Damit ist
notwendig und hinreichend, da§ u (z) die Gleichung

' (z) = U2) - b(x)

erfiillt. Mit Hilfe der CRAMERschen Regel erkennt man aber sofort, dal die inverse Matrix ebenfalls
stetig differenzierbare Eintrédge besitzt, so dafl man diese Gleichung einfach hochintegrieren kann. —
Zur Illustration geben wir ein

Beispiel. Fiir das System
yi = —Y2,
Yy = Y1+
cosr —sinx
W (z) =
sin x Ccos T

cosxr sinx
det U =1 und ¥ '(z) = :

—sinxz cos x
, uf(x) cos x sinx 0 x sin x
u'(z) = = . —
ub(x) —sinx cos x x x Cos &

(@) sinx — x cos x
u(x) = .
cos T + x sin x

haben wir
mit
Somit folgt

und

Dies impliziert sofort

so daf die allgemeine Losung die Gestalt

acosx —bsinxy —
v (x) = , a, beR Dbeliebig |,
asinz +bcosz + 1

hat.

Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich ohne weiteres iibertragen auf lineare Differentialgleichungen
n—ter Ordnung;:

y(”) + an—l(x) y("*l) 4+ e+ GJO(ZL')Z/ = b(x) .
Ordnet man némlich einer Losung ¢ der vorliegenden Gleichung wie im vorangegangenen Kapitel das

n—tupel (¢, ¢',..., ") zu, so erfiillt dieses ein (spezielles) System von gewdhnlichen Differential-
gleichungen 1. Ordnung, woraus man sofort schliefit:
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Satz 22.6 Der Lisungsraum einer gewdhnlichen linearen Differentialgleichung n—ter Ordnung ist ein
reeller n—dimensionaler affiner Raum (bzw. ein Vektorraum derselben Dimension im homogenen Fall).
n Ldsungen 1, ...,p, der homogenen Gleichung spannen den Lésungsraum genau dann auf, wenn es
ein a € I gibt, so daf$ die sogenannte Wronski—-Determinante

p1(a) ¢n(a)
¢1(a) @ (a)
W (a) = det £0
§" @) - e (a)

ist. Partikuldre Losungen der inhomogenen Gleichung erhdlt man durch Variation der Konstanten.

1
Beispiel. Die Differentialgleichung y” — — ¢’ + y = 0, I = Rsyg, wird gelost durch die

2z 222
Funktionen ¢;(x) = x, ao(x) = /a. Hier ist

T T
W (z) = det ) 1 =
2z
Die allgemeine Losung ist also von der Form

ar +byvz, x€Rsg.

|5

~VE = -5 VE#0.

Bemerkung. Alle speziellen Funktionen in einer reellen Verdnderlichen, die in der mathematischen Phy-
sik auftreten, sind Lésungen von homogenen linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung (z. B.
der LEGENDRE—, HERMITE- oder LAGUERRE-Gleichung), also allgemein von Gleichungen des Typs

y' +a(@)y +b(x)y=0.

Wir wollen noch ein Verfahren besprechen, wie man in diesem Fall aus einer gegebenen Losung eine
zweite, unabhéngige gewinnen kann: Sei ¢ eine Losung, die nirgends verschwindet. Dann setzt man
1 = ¢ -u und rechnet aus, dafl ¥ genau dann die obige Differentialgleichung 16st, wenn

A
u’ + (2(p+a> v =0
¥

erfiillt ist. Dies ist nun eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die unbekannte Funktion u’,
die man leicht 16sen kann. Man nennt dieses Verfahren deshalb auch Reduktion der Ordnung.
Beispiel. Wir betrachten die Legendresche Differentialgleichung fiir n = 1:

2x
1 /
Y 1_x29+

2
1_x2y=(), lz| < 1.

Eine Losung ist offensichtlich ¢ () = z. Diese verschwindet aber in 0, so dafi das obige Verfahren
z. B. nur in dem Bereich 0 < = < 1 sinnvoll ist. Mit dem Ansatz @ () := x - u(x) ergibt sich die

Differentialgleichung
1 2z
" 2 - _ [ 0
v ( T 1-— x2> " ’

v (z) = exp(—2log x — log (1 — 2?))

aus der man v’ zu

B 1 R U A S
Cox2(1 — 22) 22 2\1 -z 1+
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berechnet. Damit ist

= —= =1
u(a) Taer
so daf} die zweite Losung durch
T 1+
= —1 -1
¥ (z) = 5 log T

gegeben wird, von der man im nachhinein aber feststellt, daf} sie tatséichlich fiir alle z mit |z| < 1
erklirt ist und die Differentialgleichung 16st.

Hier noch ein Beispiel aus der Theorie der gewo6hnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Satz 22.7 Fir die Losungen einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit ste-
tigen Koeffizienten auf einem Intervall I ist folgendes richtig :

a) Jede von Null verschiedene Lisung hat nur einfache Nullstellen, und die Menge ihrer Nullstellen
besitzt keinen Haufungspunkt in I .

b) Ist 1, w2 ein Fundamentalsystem von Lisungen, so liegt zwischen je zwei Nullstellen von
eine Nullstelle von @s .

Beweis. a) Losungen von linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung existieren auf dem gesamten
Definitionsintervall I und sind eindeutig bestimmt durch ihren Wert und ihre Ableitung an einer Stelle
a € I. An einer mehrfachen Nullstelle a verschwinden diese beiden Werte. Ist die Differentialgleichung
homogen, so ist die identisch verschwindende Funktion eine Lésung und damit die einzige mit dieser
Eigenschaft. Haufen sich Nullstellen einer Losung an der Stelle a, so auch die Nullstellen ihrer Ableitung
wegen des Satzes von Rolle. Da die Losung stetig differenzierbar ist, sind die Voraussetzungen des ersten
Teiles in a erfiillt, und folglich ist die Losung identisch Null.

b) Zwei Losungen ¢1, @2 bilden genau dann ein Fundamentalsystem, wenn die Wronski-Determinante

W (z) = det < Pi(@) () )
e1(x)  pa(z)

an allen Stellen x € I von Null verschieden ist. Ist insbesondere ¢1(a) = ¢1(b) = 0, a < b, s0ist ¢
an beiden Stellen a, b von Null verschieden. Wire nun ¢ auch im Inneren des Intervalls J := [a, b]
von Null verschieden, so wiirde die Funktion 4 := ¢1/p2 dort existieren und differenzierbar sein.
Wegen der Voraussetzung wiire dann ¢ (a) = ¢ (b) = 0 und also nach dem Satz von Rolle

rien . 92(8) 01(8) — v1(§) h(&)
v = A

gleich Null an einer Stelle ¢ zwischen a und b im Widerspruch zur Eigenschaft von W (z). O

Wir wollen uns von nun an in diesem Kapitel mit dem speziellen Fall beschéftigen, dafi die
Koeffizienten in einer linearen Differentialgleichung n—ter Ordnung bzw. in einem System von linearen
Differentialgleichungen erster Ordnung Konstanten sind. Hierbei kénnen wir wesentliche Aussagen der
linearen Algebra, wie z. B. Normalformensditze, direkt zur Losung der Gleichung(en) verwenden. Da
diese jedoch ihre einfachste Form im Komplexen annehmen, ist es sinnvoll, sich auch mit komplexwer-
tigen Differentialgleichungen und Losungen zu beschiftigen. Wir werden uns dabei meistens mit dem
homogenen Fall begniigen, da auch in dieser speziellen Situation i. A. fiir inhomogene Systeme und
Gleichungen der Ansatz der variablen Koeffizienten das Mittel der Wahl ist.

Es sei also wie bisher I C R ein (beliebiges) Intervall, aber die gegebenen Funktionen diirfen jetzt
auch C-wertig sein: aji, b; : I — C seien stetig, 1 < j, k < n. Ein komlezwertiges System linearer
Differentialgleichungen erster Ordnung ist dann von der gleichen Form wie in der reellen Situation:

Y = A@)Y + b(x),
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und Ldsungen bestehen aus n—tupeln von differenzierbaren Funktionen ¢; : I — C,

on(T) @ ()

Genau wie im reellen Fall beweist man den globalen Existenz— und Eindeutigkeitssatz und vollsténdi-
ge Analoga zu den Sétzen 4 und 6.

Satz 22.8 Der Lisungsraum eines Systems von n gewohnlichen komplexen linearen Differentialglei-
chungen erster Ordnung ist ein komplexer n—dimensionaler affiner Raum (bzw. ein Vektorraum dersel-
ben Dimension im homogenen Fall). n Ldsungen ¢i,...,@, der homogenen Gleichung spannen den
Lésungsraum genau dann auf, wenn es ein a € I gibt, so daf die Anfangswerte pi(a),...,pn(a) € C
iber C unabhdngig sind. Dies ist dann auch an allen anderen Stellen in I richtig. Partikuldre Losungen
der inhomogenen Gleichung erhdilt man durch Variation der Konstanten.

Ist nun Y/ = A(x)Y + b(x) wieder ein reelles System, so kann man dennoch auch von einer
komplexen Losung ¢ : I — C sprechen. Das niichste Lemma, das wegen seiner Einfachheit keines
echten Beweises bedarf, gibt erschopfenden Aufschluf} iiber den Zusammenhang zwischen reellen und
komplexen Losungen homogener Systeme.

Satz 22.9 Fiir zwei reelle Lisungen @1, g2 des reellen Systems Y' = A(x)Y ist ¢1 + i@o eine
kompleze Lésung. Umgekehrt sind mit jeder komplexen Lisung ¢ : I — C die Funktionen Re ¢ : I —
R und Im ¢ : I — R reelle Lisungen.

Damit erhebt sich aber ein Problem: Hat man ein komplexes Fundamentalsystem 1,...,@p
eines homogenen reellen Systems gefunden, so geben diese Anlal zu den 2n reellen Losungen
Re o1, Im¢1,...,Re p,, Im ¢, : I — R, und von diesen sind mit Sicherheit n Stiick iiberfliissig.
Tatséchlich gilt stets die Aussage, dafl diese 2n Losungen ein reelles Fundamentalsystem von Losungen
enthalten.

Lemma 22.10 Ist ¢1,...,¢, : I — R ein komplexes Fundamentalsystem des homogenen reellen
Systems Y' = A(x)Y , so lassen sich aus den 2n Funktionen Re @1, Im ¢1,...,Re ¢, Im @, :
I — R stets n diber R linear unabhdingige, also ein reelles Fundamentalsystem, auswdhlen.

Beweis. Zu fest vorgegebenem a € I und vorgegebenem j zwischen 1 und n gibt es komplexe Zahlen
a;i , so dafl

> ajren(a) = e; .
k=1

Bildet man die entsprechende Gleichung der Realteile, so gewinnt man

Y ((Re aj) Re pi(a) — (Im aje) Im px(a)) = ¢ .
k=1

Damit erzeugen die Vektoren Re ¢i(a), Im ¢i(a) den Vektorraum R™, so dafl man aus ihnen n
reell linear unabhéngige auswihlen kann. Die entsprechenden Funktionen bilden dann automatisch ein
reelles Losungs—Fundamentalsystem. O

Bemerkung. Sind die komplexen Losungen ¢q,...,p, so beschaffen, dafl an einer Stelle a € I die
Werte ¢;(a) = e; angenommen werden, so verschwinden die Imaginérteile automatisch identisch auf
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I und die ¢, ..., p, sind sowohl ein komplexes als auch ein reelles Losungs—Fundamentalsystem.

Wir kommen nun zu den Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und behandeln zuerst
eine einzige (homogene) Differentialgleichung n—ter Ordnung:

y™ +anay" Y 4 tagy = 0.

Als Definitionsintervall kénnen wir jetzt selbstverstdndlich I = R wéhlen. Wesentlich ist fiir dieses
Problem das Polynom
PT)=T"4 a1 T" ' + - + ag.

Da dieses i. a. ein gutes Zerfallungsverhalten nur iiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper C
besitzt, setzen wir von vornherein voraus, dafl auch die Koeffizienten komplexe Zahlen sein diirfen:

ag,...,an_1 € C,
und daf} wir wie weiter oben erldutert auch komplexre Lisungen zulassen, d. h. Funktionen
p: I—-C, o=g+ih, g,h: I—-R,
also g =Rep, h =Imp, so daBl mit
¢'(z) = g'(x) + ik (x)

gilt:
(p(n) _|_ an—l‘P(n_l) _|_ - _|_ aogo = O .

Eine leichte Ubertragung der obigen Uberlegungen zeigt dann, daB die Losungen in diesem Fall einen
n—dimensionalen C—Vektorraum bilden. Wenn ferner ag,...,a,—1 reelle Zahlen sind und ¢ = g +ih
eine komplere Losung bezeichnet, so ist

0=PD)p =PD)g+iP(D)h, also P(D)g= P(D)h =0,

d. h. mit ¢ sind auch Real- und Imaginérteil Losungen. Insbesondere fiithren, wie gerade zuvor dargelegt
wurde, reelle Anfangsbedingungen fiir ein kompleres Fundamentalsystem

PlyersPny @j:gj+ihj7 j:L---an)
automatisch zu dem reellen Fundamentalsystem g¢i,...,gn .

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir mit dem Polynom P im folgenden
P(D) := D" + ap_1 D" + -+ + qag,

wobei D = d/dx den Ableitungsoperator bezeichnet, und schreiben die in Frage stehende Differential-
gleichung in der Form
PD)y = 0.

Wir nennen P(D) auch einen linearen Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten.
Es ist nun naheliegend, das Polynom P(T") zu faktorisieren:
P(T) = (T —M\)F - (T = \)F
wobei A1,..., A, die paarweise verschiedenen komplexen Nullstellen von P(T) bezeichnen. Es gilt dann

PD) = (D — X)) ... (D — \)F .
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Satz 22.11 V' sei ein (nicht notwendig endlich—dimensionaler) komplexer Vektorraum, es sei « €
End (V), P € Clz] ein nicht verschwindendes Polynom, und W sei der Kern des Endomorphismus
P(a). Ferner sei P = Plk1 -...- Pk die Zerlegung von P in paarweise verschiedene Linearfaktoren
P; = Pj(T) :=T — \;, und es sei W; =ker Pj(a)* | j=1,...,r. Dann gilt :

i) W=wWd...0W,;
(il) W; ist a—invariant fir alle j=1,...,r.
Bemerkung. Dieser Satz bleibt auch im Reellen richtig, wenn man den Begriff ,,Linearfaktoren* durch
Primfaktoren ersetzt, wobei die Primfaktoren eines reellen Polynoms die Linearfaktoren mit reellem
A oder die quadratischen Faktoren mit nichtreellen, konjugiert—komplexen Nullstellen sind. Der Satz
wird manchmal auch als Satz iiber die Primdir-Zerlegung bezeichnet*S.
Fiir die Anwendung dieses Satzes auf unser Problem setzen wir
V=Cx1IC, a=D:V->V,
W =ker P(D) = {peC>®(,C): P(D)p =0};

W ist also gerade der Raum der C*°-Losungen unseres Systems. Da dieser aber, wie wir sehen werden,
die erwartete Dimension mn hat, haben wir damit schon alle Losungen gefunden und insbesondere
gezeigt, dal diese beliebig oft differenzierbar sein miissen (was aber auch schon unmittelbar aus der
Definition folgt). Mit Hilfe des fritheren Lipschitz—Argumentes kann man iibrigens a priori beweisen,
daB die Losungen analytisch sein miissen. Gleiches ergibt sich aus den obigen Argumenten, wenn wir
den Raum der C°°—Funktionen durch den der reell-analytischen, also C“—Funktionen ersetzen. Nach
dem obigen Satz gilt dann

W = é{cpecoo(l, C): (D - )\j)khp =0},

(wobei es nicht schwer ist, dies auch ohne Verwendung von Linearer Algebra direkt zu zeigen; siehe z. B.
FORSTER, Analysis 2). Also ist nur der Losungsraum fiir den speziellen Gleichungstyp

(D - XNrfp =0, XeC,
zu studieren. Ist k = 1, so bedeutet dies einfach
Do = Ap, sodaB ker(D — \) = {ceM:ceC}.
Ist nun f € C*°(I, C) beliebig, so gilt
(D= XN f=Df —\f =ee™Df — XeMe A f = MD(e ™),
und hieraus folgt durch vollstindige Induktion (D — M\)¥ f = e’ D¥(e=** f) wegen
(D — ML = (D — N[N DR f)] = 7 D[ (M DF(e e f))] = M DEFL (e ) .

Die letzte Beziehung impliziert die Aquivalenz (D — A\)*f = 0 <= D¥(e™** f) = 0, und die letzte
Gleichung ist gleichbedeutend damit, daB e~ ** f ein Polynom eines Grades < k — 1, die Losung f
also von der Gestalt

f(z) = e (co+ c1z + - + cp12™ Y, co,...,cx1 € C beliebig ,
ist. Also ist insbesondere der Losungsraum dieser speziellen Gleichung k—dimensional.
Im urspriinglichen Problem ist aber ) k; = n, und die Summe der einzelnen Losungsrdume ist

direkt, so dafl wir insgesamt n iiber C unabhéngige Losungen konstruiert haben. - Wir haben insbe-
sondere bewiesen:

46Einen Beweis findet man bei Hoffmann—Kunze [50], pp 219 ff., und fiir den Fall, daB V endlich-dimensional und F
das charakteristische Polynom von « ist, so da W =V wegen des Satzes von CAYLEY-HAMILTON, in [41].
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Satz 22.12 Die Funktionen z‘e*® £ =0,..., kj—1,35=1,...,7, formen ein komplexes Lisungs—
Fundamentalsystem der Differentialgleichung P(D)y = 0, wobei P(T) = (T — A)*-...-(T — \,.)Fr
die Linearfaktorzerleqgung des Polynoms P(T) ist.
Beispiel. y() 4+ 8y” 4+ 16y = 0. Hier ist das zugrundeliegende Polynom

P(T) = T* + 8T? + 16 = (T? + 4)* = (T — 20)*(T + 2i)*

mit den komplexen Nullstellen A; > = £2¢ der Vielfachheit 2. Es ergeben sich die vier fundamentalen
komplexen Losungen

—2ix

= cos 2z — i sin 2z, zre = z cos 2¢ — ix sin 2z

e = cos 22 + i sin 2z, xe?® = g cos 2¢ + ixsin 2z,
e*le

deren acht Real- und Imaginérteile reelle Losungen der Gleichung sind. Offensichtlich gibt es aber unter
diesen nur vier paarweise verschiedene, ndmlich

cos 2z, x cos 2z, sin 2z, x sin 2z ,

und diese bilden (automatisch) ein reelles Fundamentalsystem.

Beispiel (Geddmpfte und ungeddmpfte Schwingungen). Wir behandeln die gewohnliche lineare Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

d2y dy 2
-2 4oy =0 >0.
dx2+ uderwoy , M2

Fiir p = 0 beschreibt diese Gleichung eine ungedimpfte Schwingung mit den fundamentalen Losungen

Y1 = COS woT ,
Yo = Sin woT .

Ist p> 0 (gedimpfte Schwingung), so hat man den Operator
P(D) = D* +2uD + Wi,

wobei
P(T) =T? +2uT + w2 = (T — M) (T — \2)

Mo = —p+/pu?2—wi.

Selbstversténdlich sind jetzt drei Félle zu unterscheiden:

mit

a) p? — w? < 0,d h. 0 < g < wp. Hier ist

Mo = —pfiw, w=/wyg — p?.

Also findet man die beiden komplexen Losungen

Az —px iwe

e =e et e

und damit die (linear unabhéngigen) reellen Losungen

—px

e M eos(wx), e Msin(wz),

die mit wachsendem x — oo gegen Null konvergieren.



478 Teil II: Grundlagen der Analysis

Figur 22.1

b) p? — w3 = 0,d. h. g = wp. Hier hat man die doppelte Nullstelle —x und damit die beiden
Fundamentallésungen
e M peTHT

Im Gegensatz zu der schwachen Dampfung im Fall a) liegt hier der Grenzfall zur starken Dampfung
vor, bei dem nach evtl. einem Ausschlag keine weiteren Schwingungen mehr stattfinden.

c) Im letzten Fall hat man p? — w2 > 0, also die beiden verschiedenen reellen Nullstellen
Mo = —pt/p? — w% < 0. Wir setzen f12 := —A;2 > 0 und finden die beiden unabhéngi-

gen Fundamentallosungen
67“'1517 , 6*#251? .

Die inhomogene Gleichung P(D)y = b(x) ist natiirlich mit der im letzten Kapitel beschriebenen
allgemeinen Methode der variablen Koeffizienten zu 16sen, wenn die Fundamentallosungen fiir die ho-
mogene Gleichung P(D)y = 0 bekannt sind. Bei speziellen Inhomogenitéten b kann man aber auch
andere Methoden anwenden. Wir betrachten z. B. die folgende Situation.

Satz 22.13 Die Differentialgleichung
PD)y =", P(u) #0,

besitzt die partikulire Losung
1

P(u)

Beweis. Aus Del* = pet® folgt DFer™ = pFer® und damit sowohl P(D)et* = P(u)et® als auch

L 6#1 — L e,u.’I: — M eur — e,um
P0) (55 #7) = g PO = g | .

err .

¥ (z) =

Beispielsweise kann man hiermit sehr einfach das Problem der erzwungenen Schwingung (im Nichtre-
sonanzfall) behandeln.

Wir besprechen als nichstes den Fall der Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizi-
enten, aus dem man umgekehrt die vorstehenden Ergebnisse iiber Differentialgleichungen hoherer
Ordnung noch einmal auf andere Weise ableiten kann.

Es sei dazu A eine komplexe n x n-Matrix. Wir betrachten geméfl der allgemeinen Theorie nur
(mit einer Ausnahme analog zu Satz 13) homogenene Systeme von linearen Differentialgleichungen
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

Y' = AY
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und suchen natiirlich ein komplexes (falls A reell ist, auch ein reelles) Fundamentalsystem von Losungen.
Dies ist ein schwierigeres Problem als das zuvor behandelte.

Zerfillt die Matrix A entlang der Hauptdiagonalen in kleinere ,Késtchen®, so zerfillt auch das
vorgelegte Differentialgleichungssystem in mehrere unabhéngige Systeme, die man entsprechend auch
unabhiingig voneinander 16sen kann. Im Extremfall besitzt A Diagonalgestalt; dann besteht das System
aus n vollig unabhingigen Differentialgleichungen erster Ordnung.

Es ist somit naheliegend zu versuchen, A in eine geeignete einfachere Gestalt zu transformieren.
Daher untersuchen wir als erstes das allgemeine Transformationsverhalten solcher Differentialgleichungs-
systeme. Sei dazu S eine invertierbare Matrix und B := S~! AS. Dann gilt:

¢ = Ay genau dann, wenn 1)’ = B, wobei ¢ =8"tgp.
Denn: ¢/ = (S71p) = Sty = S~ Ap = B+ und umgekehrt.

Wir wissen aus der Linearen Algebra, daf eine quadratische Matrix zu einer oberen Dreiecksmatrix
dhnlich ist, wenn ihr charakteristisches Polynom vollstdndig in Linearfaktoren zerféllt. Da dies im Kom-
plexen stets erfiillt ist, gibt es also eine invertierbare komplexe Matrix S, so da B = S~ A S obere
Dreiecksgestalt besitzt. Nach dem eben Gesagten geniigt es dann, das System Y’ = BY zu l6sen, das
ausgeschrieben von der folgenden Form ist:

Yi = buyi + bizye + 0 4+ biayn
Yy = booya + - + b yn
y;z = brn Yn

Ein solches System kann aber sukzessive von unten nach oben aufgelost werden, da es sich bei jedem
Losungsschritt nur um eine einzige (inhomogene) lineare Differentialgleichung handelt. Man findet auf
diese Weise auch geeignete komplexe Losungen 1,...,%, mit gegebenen Anfangsbedingungen, z. B.

’(/}j(O):ej, jzlv"'ana

also ein spezielles Fundamentalsystem. Ist nun A reell, so geht man genauso vor. Fiir jede komplexe
Losung v = g + ih sind dann automatisch ¢ und h reelle Losungen. Hat man n Losungen mit den
obigen Anfangsbedingungen gew&hlt: 1;(0) = e, , so ist notwendig g¢;(0) = e;, woraus man wie schon
weiter oben schliefit, da8 die Funktionen g¢i,..., ¢, ein reelles Fundamentalsystem bilden (und die h;
alle identisch verschwinden). Also ist das ganze Problem sowohl im Komplexen als auch im Reellen im
Prinzip mit dem Verfahren der Trigonalisierung zu behandeln.

Dies ist aber unbefriedigend, da wenig konzeptionell. Eine konzeptionellere Methode gewinnt man
durch die Verwendung der Exponentialfunktion fiir Matrizen.

Satz 22.14 Es sei A € M (n x n, C). Dann konvergiert die Reihe
A= Ly
exp A = Z o
k=0

und zwar sogar absolut, in dem Sinne, daf$ in der Folge der Partialsummen dieser Reihe alle Eintrdge
absolut konvergente Folgen bilden. Vertauschen tiberdies zwei Matrizen A, B, so ist

exp(A+ B) =exp A -exp B.

Beweis. Die Zeilensummen—Norm || A|| fiir Matrizen (siehe den Anhang zu Kapitel 17) erfiillt die
Dreiecksungleichung, und aus der Abschiitzung ||AB| < ||AJl - || B|| folgt

35 b w <] 5 ] <35 b
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Mit dem Majorantenkriterium ergibt sich daraus unmittelbar die absolute Konvergenz aller Eintrags-
folgen. Die zweite Aussage beweisen wir nach einer kurzen Zwischeniiberlegung. ]

Ist Ae M(nxn,C),soist exp(zA) fir alle z € C eine Matrix, deren Eintrége tiberall auf C
konvergente Potenzreihen darstellen. Man kann also exp (zA) differenzieren:

o0 1 oo
exp (rA) = Z 7 (z* - AFY = Z %x’“_l AF = A-exp (zA) .
k=0 " k=1 "

Somit sind die Spalten von exp (zA), = € R, Losungen des Systems Y/ = AY auf R, und man kann
unmittelbar einsehen, daf} sie ein Fundamentalsystem bilden, denn offensichtlich ist

exp(0-A) =exp(0) = E, .
Ubrigens gilt allgemein wegen A (—A) = (—A) A und Satz 1, daf
exp (zA) exp (—zA) = exp(zA — zA) = exp 0 = E, ,
so daf die Matrix exp (xA) an jeder Stelle x € R invertierbar ist.
Wir kénnen mit der vorstehenden Betrachtung den Beweis fiir die Funktionalgleichung der matriz-
wertigen Exponentialfunktion auf dulerst elegante Weise erledigen, also fiir die Gleichung
exp(A+B) =expA-expB, wenn AB = BA.
Man beweist leicht induktiv:
A*B = A1 (AB) = A* 1 (BA) = (A" 'B)A = (BA* 1) A = B AF
woraus sofort exp (zA) - B = B - exp (zA) folgt. Man definiere die Matrix
O (z) := exp(x(A+ B)) — exp (zA) exp (zB) .
Dann berechnet man die Ableitung zu
®'(z) = (A+ B) exp(z(A+ B)) — Aexp(vA)exp(zB) — exp(zA) B exp (zB)
= (A+ B) exp(x(A+ B)) — Aexp(zA) exp (zB) — B exp (zA) exp (zB)
= (A+B)®(z).
Also haben wir n Spaltenlésungen der Gleichung Y/ = (A+ B)Y vorliegen. Nun ist aber
®0) =exp0 —exp0-exp0=FE, —F,-E, =0,
so dafl wegen des Identitdtssatzes fiir Losungen von Systemen mit Lipschitzbedingung alle Spalten Null

sein miissen, d. h. ® (z) =0. O

Um ehrlich zu sein, liefert auch Satz 14 i. A. kein effektives Verfahren, um ein Fundamentalsystem
von Losungen zu bestimmen. Es ergibt sich aber eine Vereinfachung und eine wichtige theoretische
FEinsicht, wenn wir die Theorie der Jordanschen Normalform fiir Matrizen heranziehen. Wir bené6tigen
sogar nur, dal A eine obere Dreiecksmatrix ist, fiir deren Zerlegung

A=D+ N

in den Diagonalanteil D und den nilpotenten Anteil N = A — D die Vertauschungsrelation D N =
N D erfiillt ist. Dies ist auf jeden Fall gegeben fiir ein einzelnes Jordan—Kistchen zu einem festen
Eigenwert A. Wir schreiben genauer

A1 0
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mit den Eigenwerten Aq,...,\, von A. N ist nilpotent von einer Ordnung < n. Da beide Matrizen
nach Voraussetzung vertauschen sollen, erhalten wir

exp (zA) = exp(zD + aN) = exp (zD) - exp (zN) ,

wobei offensichtlich

M 0
exp (zD) =
0 etn®
eine Diagonalmatrix ist und .
exp (zN) = 3 %kak
k=0

eine obere Dreiecksmatrix darstellt, die in der Hauptdiagonalen nur Einsen enthélt, in der ersten
oberen ,Nebendiagonale“ nur Polynome héchstens erster Ordnung in «, in der zweiten nur solche
hochstens zweiter Ordnung, etc. Man kann im Ubrigen alles noch weiter signifikant vereinfachen, wenn
man die volle Kraft der Jordanschen Normalform benutzt.

Wir illustrieren die bisherigen Darlegungen an einem Beispiel:

Y1 = —Yo
yl2 = Y1,

also fiir das Gleichungssystem Y’ = AY , wobei

0 -1
1 0
das charakteristische Polynom ya(\) = A? 4+ 1 mit den Nullstellen \; 5 = =i besitzt. Nun ist
i 0 ) 1/V2 —iv2
D = i =S"AS, wennman S =
0 — —i/V2 1/V2
wahlt. Das zu D gehorige Gleichungssystem lautet

p
2y = iz,

Z'=DZ, also {

zh = —izy,

dessen Fundamentallésung einfach durch

gegeben ist. Daraus berechnet sich ein Fundamentalsystem fiir die urspriingliche Gleichung zu

by =suw = (V2 TVEY (e 0y (e e
VT e g ) Lo e ) T e e )

Geht man jetzt noch zu den Real- und Imaginérteilen iiber, so sieht man, dafl nach neuer Normierung

die Spalten des Realteils
cos x —sin x
sin x cos T
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als reelles Fundamentalsystem iiberleben.

Wir geben noch ein weiteres, anspruchsvolleres Beispiel, ndamlich das homogene System Y’ = AY mit
der Matrix
2 01
A= 0 2 0
01 3
Sie besitzt den Eigenvektor v; := e; zum Eigenwert 2 und den Eigenvektor vs := e; + e3 zum

Eigenwert 3. Der Eigenwert 2 hat die Vielfachheit 2; man rechnet leicht nach, dal der Eigenraum zu
diesem Eigenwert nur die Dimension 1 besitzt. Somit muf die Jordansche Normalform von A wie folgt
aussehen:

2 1 0
J = 0 2 0 ,
0 0 3
und der Vektor vy := —es + e3 wird unter A tatséchlich abgebildet auf e; — 2ey + 2e3 = v1 + 2vs.

Der Basiswechsel von der Standard-Basis in die Basis vy, vo, v3 wird also geliefert von der Matrix

1 0 1 1 -1 -1
C = 0 -1 0 mit der Inversen C~! = 0 -1 0 ,
0 1 1 0 1 1

denn der inverse Basiswechsel wird beschrieben durch e; = vy, eo = v3 — v1 — vg, €3 = v3 — vy.
Man rechnet leicht nach, da8 in der Tat C~!' AC = J. Die Differentialgleichung Y’ = JY hat nun,
wie oben ausgefiihrt und wie man auch leicht nachrechnen kann, das Losungsfundamentalsystem

62;8 T 62a: 0
¢1 (ﬂf) = 0 3 ’(/}2 (l‘) = e ’ 1/)3(I> = 0 )
0 0 e3®

so daf die urspriingliche homogene Gleichung Y’ AY gelost wird durch die vektorwertigen Funktionen
Cyj, j=1,2,3, also durch

621 T 6236 e3x
pi(x)=| 0 |, @)= - |, @)= 0
0 eQr eST

Wir fiigen noch ein einfaches Resultat an, das man bei speziellen Inhomogenitéten von Differential-
gleichungssystemen mit konstanten Koeffizienten manchmal mit Gewinn verwenden kann.

Satz 22.15 Es sei v € C™ ein Figenvektor der Matrix A € M (n x n, C) zum FEigenwert A € C.
Dann besitzt die inhomogene Differentialgleichung

Y = AY + v

eine spezielle komplexwertige Losung der Gestalt

Y = e, wA#E AN, bw Y =zxzev, w=\.
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Beweis. Mit Y = fe**v ist Y/ = fwe“®v und AY + e**v = (A8 4+ 1)e**v. Damit wird
die Differentialgleichung genau dann durch Y gelost, wenn A3 + 1 = wf, d. h. genau dann,
wenn B = (w — A)~!. Im Fall A = w sieht man genauso schnell, da die angegebene Funktion
Y = fze“Fv genau fiir B = 1 eine Losung ist. |

Beispiel. Man 16se das inhomogene Differentialgleichungssystem

2 0 1 2
V=102 0 |Y+e*] o0
01 3 1

Hier ist der Vektor v := 2e; + e3 = (2,0, 1) kein Eigenvektor der gegebenen Matrix A (die
Eigenvektoren haben wir weiter oben bestimmt), aber offenbar Summe des Eigenvektors v; := e; zum
Eigenwert 2 und des Eigenvektors vs := e; + es zum Eigenwert 3. Infolgedessen kann man wegen
der Linearitdt des Problems eine partikuldre Losung der vorgegebenen Differentialgleichung durch
Addition zweier vektorwertiger Funktionen wie im Satz davor mit w = A = 2 bzw. 2 = w < A = 3
gewinnen. Das prazise Aufschreiben dieser Losung liefert keine weitere tiefere Einsicht und wird deshalb
unterlassen.

Wir geben noch ein weiteres Anwendungsbeispiel. Der durch einen Transportmechanismus bedingte
Austausch zwischen zwei Behéltern mit Salzen in homogener Losung 148 sich durch das Gleichungssy-
stem

my = —kimi + kama,

Mo = kimi — kamg,

beschreiben. Dabei bezeichnen my, my die zur Zeit" t in den beiden Behéiltern befindlichen Salzmen-
gen, und die positiven Zahlen ki, ko sind konstante Ubergangsraten. Man berechne die Losungen dieses
Systems unter den Anfangsbedingungen mq(0) = Mj, m2(0) = M> und untersuche ihr Langzeitver-
halten.

Durch Addition der beiden Gleichungen erhélt man (mq + ms) = 0 und damit m; + me = const. =
M, + My =: M. Einsetzen in die erste Gleichung liefert dann

mi = —kmqy + koM mit k := k1 + ko

mit der speziellen konstanten Losung (ko/k) M . Die gesuchte Losung mit der geforderten Anfangsbe-
dingung ist dann
ki My — koM, 6_(k1+k2)t + kQ(Ml + MQ)

t) =
ma(t) ki1 + k2 ki + ko

)
woraus sich mit mg = M — my sofort auch

FaMy = My iy, F1OMy + M)

t P—
ma(t) k1 + ko k1 + ko

kQ(Ml + Mz)

kl(Ml + Mg)
k1 + ko '

ergibt. Fiir ¢ oo geht m; gegen
g - g 1 geg [

und mo gegen
Wir wollen an einem weiteren Beispiel demonstrieren, wie die Theorie der linearen Differentialglei-
chungssysteme auch zu theoretischen Einsichten genutzt werden kann.

Satz 22.16 Es sei A eine reelle n x n-Matriz. Genau dann ist A schiefsymmetrisch, d. h. A =
—A, wenn fir jede Lésung ¢ : R — R™ der Differentialgleichung Y' = AY die euklidische Norm
lo(x)|| = konstant ist.
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Beweis. a) Wir zeigen gleich noch allgemeiner: Ist A schiefsymmetrisch, so ist das Skalarprodukt
(1(x), p2(x)) fiir zwei beliebige Losungen stets konstant. Der Beweis ist denkbar einfach:

(01, 02) = (01, w2) + (@1, ¥5) = (Aw1, p2) + (p1, Apz)
HAp1) 2 + o1 Aps = Tp1 PA+ A)pa = 0.

b) Ist umgekehrt die euklidische Norm fiir jede Losung konstant, so bleibt wegen der Polarisierungs-
formel 2 {1, p2) = |1+ e2]> — [l¢1 > — || p2]|* auch das Skalarprodukt von je zwei Losungen
konstant. Damit ist notwendig fp; (*A + A)ps = 0 fiir je zwei Losungen. Wihlt man nun zu
beliebigen j, k = 1,...,n die beiden Losungen so, dal ¢1(0) = e;, v2(0) = ex, so impliziert diese
Bedingung das Verschwinden des Eintrags der Matrix ‘A + A an der Stelle j, k. d

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir noch kurz auf homogene lineare Differentialgleichungen
hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten und ihre Beziehung zu entsprechenden Systemen einge-
hen. Der Differentialgleichung

y(n) + an—l(ﬁﬂ) y(n—l) + -+ ao(!{E)y = P(D)y =0

entspricht offenbar das System

Y' =AY,
wobei A die sogenannte Begleitmatriz
0 0 0 —ag
1 0 0 —ai
A = 0 1 0 —as
00 -+ 1 —ap_
ist. Hier sind die Koeflizienten aq, ..., a,—1 nach dem VIETA-schen Wurzelsatz (bis auf ein geeignetes

Vorzeichen) die elementar—symmetrischen Funktionen in den Nullstellen des Polynoms P.

Es stellt sich somit natiirlich die Frage nach der JORDAN—Normalform einer solchen Matrix A. We-
gen unserer fritheren Uberlegungen sollte es nicht verwundern, daf8 diese zerfillt in eine direkte Summe
von Jordanschen Normalformen, die zu den Potenzen der Linearfaktoren gehoren. Es geniigt daher, den
Spezialfall des Polynoms P(T) = (T — A)" zu behandeln. Es ist eine wohlbekannte Tatsache”, da8
die dem Polynom (7" — \)" zugehérige Begleitmatrix eine JORDAN—Matriz der Form

A0 0 0
rx 0 -0
0 1 A 0
o0 --- 1 A

ist. Somit kann man Satz 12 auch direkt aus den Ergebnissen iiber Systeme mit konstanten Koeffizienten
herleiten.

47Hierzu siehe z. B. LORENZ, Lineare Algebra II, p. 161.
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Viele Existenzaussagen der Mathematik lassen sich auf Losungen von Iterationsproblemen zuriickfiihren.
Hierbei hat man eine angenéherte Losung zu einem Problem und eine genaue Iterationsvorschrift, also
einen Algorithmus, der aus der ersten Ndherung eine bessere macht, so dal die Folge der Iteratio-
nen gegen die gesuchte Losung konvergiert. Das Standardbeispiel eines solchen Algorithmus ist das
NEWTON-Verfahren, das wir zur Bestimmung k—ter Wurzeln reeller Zahlen schon frith in diesem Kurs
kennengelernt haben. Das Verfahren besitzt aber ein wesentlich grofieres Anwendungsfeld, wenn man die
entscheidenden Eigenschaften der Wurzelfunktionen in abstrakter Form herausarbeitet. - Man kommt
so zu dem folgenden Resultat.

Satz 23.1 (Newton - Verfahren) Essei f: I := [a, b] — R eine zweimal differenzierbare konvezxe
Funktion, so daf also f” >0, mit f(a) < 0 < f(b). Dann gibt es genau eine Nullstelle von f in
I, alsoein £ €1 mit

[ =0.
Es ist ferner f'(x) > 0 fir alle x > &, und die Folge
Tpt1 = Tp — J{/((Zi . flzo) 20

ist wohldefiniert und konvergiert monoton fallend gegen £ . Ist sogar f'(z) > C > 0 und f"(z) < K
auf I, so gilt
K

l‘n‘ S %Lrn _wn71|2

|$n+1 - mn‘ S |£ -
Bemerkungen. 1. Die im Satz angegebene Iterationsfolge konvergiert daher unter den letzten Voraus-
setzungen wie im Falle der Wurzelapproximation quadratisch und folglich fehlerkorrigierend gegen die
gesuchte Nullstelle.

2. Analoge Aussagen wie in Satz 1 erhéilt man auch unter den folgenden Voraussetzungen:

o f ist konvex auf I, esist f(a) > 0 > f(b), und der Startwert xo erfiillt die Bedingung
f(zo) > 0;

o f ist konkav auf I, esist f(a) > 0 > f(b), und der Startwert zo erfiillt die Bedingung

f (o) <

e f ist konkav auf I, esist f(a) < 0 < f(b), und der Startwert xzo erfiillt die Bedingung

f(zo) <

3. Ist f in I zweimal stetig differenzierbar, hat f” dort keine Nullstelle und ist f(a) f(b) < 0,
so liegt eine dieser vier angegebenen Situationen vor. Der Startwert xy ist dann so zu wihlen, dafl
f(xo) f"(xo) > 0. Ist also f” in einer Umgebung der gesuchten Stelle & von Null verschieden, so
fithrt das Newton—Verfahren stets zum Ziel, falls der Startwert zy nur nahe genug bei ¢ gewihlt wird.
Liegt zo noch nicht auf der richtigen Seite von £, so tut dies auf jeden Fall x;, wovon man sich leicht
iiberzeugt.

4. Requla falsi. Wir haben den Zwischenwertsatz und damit die Existenz von Nullstellen unter ande-
rem mit der Methode der Intervallhalbierung bewiesen. Unter Umstéinden fithrt die folgende Methode
schneller zum Ziel: Fiir stetiges f: I := [a,b] = R mit f(a) < 0 < f(b) bringt man die Sekante
durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f (b)) zum Schnitt mit der x—Achse. Da die Sekante die Gleichung

sy = TOZTD o) 4 pia)
besitzt, liefert dies den Wert
. b—a f(a):af(b)fbf(a):bi a—"5 £,

f(b) = fa) f () = f(a) f(a) = f(b)
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Man rechnet den Funktionswert von f an dieser Stelle aus und wihlt, falls man nicht zufillig eine
Nullstelle von f getroffen hat, eines der beiden von diesem Wert begrenzten Teilintervalle von I aus,
auf das die urspriingliche Voraussetzungen zutreffen. Auf diese Weise gewinnt man eine [terationsvor-
schrift, die immer gegen eine Nullstelle von f konvergiert, wovon sich der Leser iiberzeugen moge.

Man benutzt oft die regula falsi zur Bestimmung eines ,guten* Startwerts fiir das Newton—Verfahren.
Es gibt auch weitere Algorithmen, die das Newton—Verfahren und die regula falsi mischen.

Beispiel. Es sei £ > 2 und a € R . Das Newton—Verfahren ist im Intervall > 0 auf die Funktion
f(z) = z¥ anwendbar und liefert die Iterationsfolge

1 a
mit
lim z, = Va.

Man kann solche Folgen auch im Komplexen betrachten, z. B. fir k=3, a=1:

32n+1 = QZn + o
Z’Vl
und betritt damit das ,Wunderland“ der Iteration von rationalen Funktionen auf C, einem der

bevorzugten Tummelpléitze der Propagandisten fiir die Fraktale.

Beweis (des Newton—Verfahrens). Nach Voraussetzung ist die Ableitung f’ im gesamten Intervall T
monoton wachsend. Ist g € I eine Stelle, an der f ihr Minimum annimmt, so ist x¢y < b, und ist
a < gy, so ist notwendig f’'(z¢) = 0. Also ist f im Intervall [a, zo] monoton fallend und kann
dort keine Nullstelle besitzen. Auf dem Intervall [zg, b] ist f monoton steigend und nimmt nach dem
Zwischenwertsatz dort mindestens eine Nullstelle an. Es sei ¢ die kleinste unter diesen. (Da f stetig
ist, existiert eine kleinste Nullstelle). Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein & € [z, £], so dafl

(&) — f(x0) _ —f (z0)

= > 0.
§ — w0 § — o

(&) =

Damit ist auch f’(z) > 0 fiiralle z > & und folglich f im Intervall [£;, b] streng monoton wachsend.
Wegen £ € [£1, b] kann f keine weiteren Nullstellen besitzen.

Es sei nun xg € I eine Stelle mit f(xo) > 0, also insbesondere xg > &. Man beweist dann durch
vollsténdige Induktion, da8 die durch

Tnt1l ‘= Tpn — f/(ZE )
n

induktiv definierte Folge die folgenden Eigenschaften hat: f(z,) > 0 und £ < 2,41 < z, . Insbeson-
dere ist sie dann wegen f'(z,) > f'(£§) > 0 wohldefiniert, und aus der ersten Behauptung folgt damit
schon die erwartete Monotonieaussage =,+1 < &, . Es geniigt somit zu zeigen, daf§ f (x,41) > 0, denn
dann ist auch notwendig z,4+1 > &, da anderenfalls ein Widerspruch zum Zwischenwertsatz deduziert
werden konnte.

Hierzu definiert man die Hilfsfunktion ¢, (z) := f(z) — f (zn) — f'(zn) (x — 2,) . Wegen der Mono-
tonie von f’ gilt
o) == fl(@) = fl(za) <0 fix z < ap.

Da ¢p(z,) = 0 ist, ist @,(x) > 0 fiir z < x,, also insbesondere

0 < on(@nt1) = f(Tnt1) — (@) — f/(xn) (Tnt1 — Tn) = f(Tnt1)
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(Wir haben hier nur noch einmal indirekt die uns schon bekannte Tatsache ausgenutzt, daf fiir die
konvexe Funktion f alle Funktionswerte oberhalb jeder Tangente, insbesondere der Tangente an der
Stelle x,,41, liegen).

Wir haben also gezeigt, dal die Folge z,, monoton fillt und nach unten durch & beschréinkt ist. Also

existiert der Grenzwert z_ = lim z, . Aus dem Bildungsgesetz der Folge ergibt sich daraus aber
n—oo
T, = T f/(xw)
f(ry)

und damit f(z_,) = 0. Wegen der Eindeutigkeit der Nullstelle ist schliefllich =z, = &.

Es fehlt noch der Nachweis der letzten Aussage. Nach Voraussetzung ist f(xz) > f(§) > C fiir alle
x > ¢. Daraus folgt f(x) > C(z — &) fir alle z > ¢ und damit

(i = 0] < |6 — an] < UL
Um den Wert f (z,) abzuschétzen, betrachten wir die Hilfsfunktion v, (z) = ¢,_1(z) — (K/2)(z —
xn—1)%. Differenzieren liefert

() = f'(2) — fl(en_1) — K(@ — 2y_1) und ¢/ (z) = f'(z) — K <0 fiiralle ze€[¢&0b].

Die Funktion ], ist also im Intervall [£, b] monoton fallend, und wegen 1y, (x,,—1) = 0 ist ¢/ (z) > 0
fir « € [£, x,—1]. Da schlielich auch ), (z,—1) = 0 ist, folgt weiter ¢, (z) < 0 fir = € [&, xp_1],
also insbesondere 1, (x,) = 0 und damit

f(xn) S 5 (xn - $n71)2 .

2
Man hitte die letzte Abschitzung iibrigens auch sofort aus der Taylorformel zweiter Ordnung von f
an der Stelle z,,_1 durch Einsetzen von = = =z, erhalten kénnen. O

Bemerkungen. 1. Eine andere konkrete Variante des Newtonschen Iterationsverfahrens werden wir weiter
unten aus dem Banachschen Fixpunktsatz ableiten.

2. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daf§ unter den obigen Voraussetzungen auch das sogenannte
vereinfachte Newton—Verfahren stets gegen eine Nullstelle der Funktion f konvergiert. Es handelt sich
hierbei um die induktiv definierte Folge

=T i)

wozu man nur die Ableitung von f an dem Startwert xy auszurechnen braucht.

Eine Skizze hierzu sieht in etwa wie folgt aus:

Figur 23.1
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Ein weiteres Iterationsproblem haben wir im Kapitel iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Losun-
gen von Differentialgleichungssystemen kennengelernt. Das Verfahren von PICARD und LINDELOF wurde
spédter von BANACH zu einer schlagkriftigen allgemeinen Methode vervollkommnet. Wir wollen zu Be-
ginn dieses Kapitels den BANACHschen Fizpunktsatz in seiner einfachsten Form beweisen und danach
seine Niitzlichkeit demonstrieren, indem wir mit seiner Hilfe erneut den Existenz— und Eindeutigkeits-
satz fiir Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung herleiten. Will man allerdings
ein grofftmogliches Existenzintervall fiir Losungen wie im Verfahren von Picard und Lindel6f erzielen,
so mufl man eine verbesserte Version bereitstellen. Wir bieten dafiir dem Leser den Fixpunktsatz von
WEISSINGER an mit einer weiteren Anwendung, dem noch ausstehenden Nachweis der Stetigkeit der
allgemeinen Losung des Differentialgleichungssystems Y’ = F (x, Y) (Satz 20.11), den wir in dem An-
hang vorstellen. Der Banachsche Fixpunktsatz findet eine erneute Verwendung im nachfolgenden ersten
Kapitel des Teils 3 beim Beweis des Satzes diber implizite Funktionen.

Satz 23.2 (Banachscher Fixpunktsatz) Es sei V ein Banach—Raum mit Norm || - ||, ACV sei
eine abgeschlossene Teilmenge, und es sei
a:A—V
eine Abbildung, fir die gilt
(%) la(w) —a@)| < C|lv—1"| miteiner Konstanten 0 < C < 1
fiir alle v, v' € A. Ist dann zusdtzlich
(xx) a(d) C A,

so besitzt die Einschrinkung von o auf A genau einen Fizpunkt v , also eine Stelle v, € A mit
a(vy) = vy . Fir jeden Startwert vy € A konvergiert die durch vji 1 = o (v;) iterativ definierte
Folge gegen v .

Ist A = B := B(0,r) eine abgeschlossene Kugel um den Ursprung mit Radius 7, so ist die Bedingung
(%) unter der Voraussetzung (%) zum Beispiel dann erfillt, wenn

la () <@ —-C)r.
Gilt neben (x) sogar die stirkere Abschitzung

la(O) <91 -C)r
mit einer Zahl 0 < ¥ < 1, so bildet « die offene Kugel B = B (0, r) in sich ab, und auch der
Fizpunkt v liegt in B.

Definition und Bemerkung. Eine Abbildung o mit der Eigenschaft (x) wie oben nennt man auch eine
Kontraktion. Kontraktionen sind automatisch (gleichmiiBig) stetige Abbildungen.

Beweis. Die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich aus der Kontraktionseigenschaft: Sind v, und w_
Fixpunkte von «, so ist

||Uoo — Wy || = Ha<voo) - a(woo)” < CHvoo — W ||

und damit v, = w,, wegen C' < 1. Die letzte Aussage ist ebenfalls denkbar einfach einzusehen: Fiir
[v] < r ist

la@) | < [la@) = a()] + [a()f < Cllv-0]+1-C)r <r.

Es bleibt noch, die Konvergenz der Iterationsfolge (v;) in V' zu zeigen. Denn wegen der Abgeschlos-
senheit von A ist der Grenzwert v, dannin A enthalten und ein Fixpunkt von o wegen

a(voo) = Oé( llm 1)]) = hm Oz(’u]) = Jll{‘{.lov]"‘l — ,UOO .

j—00 Jj—o0
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Da V nach Voraussetzung ein Banach-Raum ist, miissen wir also nur noch nachweisen, da8 (v;) eine
Cauchy—Folge ist. Nun ist aber leicht per vollstdndiger Induktion einzusehen, dafl

Jvjsr — vl < C7 oy — vl fiiralle jeN,
und damit gilt fiir alle £ > j:
ok = vj | < (C7 + C7F 4o CF) [lon — wo||-
Aus der Konvergenz der geometrischen Reihe fiir 0 < C' < 1 folgt die Behauptung.

Es bleibt schliefllich noch, die letzte Aussage zu begriinden. Wie im vorstehenden Beweis sieht man,
daB fiir die Iterationsfolge mit vy = 0 gilt:

|vgs1 — v || < I9(CT + CIT ... CRYr(1 - O).
Insbesondere ist 4
|vpsr || < 9(CO + CITY oo CHYr(1 = C) < W7
und damit v__ € B (0, 9r) C B(0, r). O

Beispiele. 1. Wir behandeln noch einmal den Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir Systeme von
gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung Y’ = F(x,Y) mit einer stetigen Funktion
F: G — R", G C RxR" ein Gebiet. Ist nidmlich (a,¢) € G, so wihlen wir ein Intervall
I := [a,b] C R und eine abgeschlossene Kugel B(c,r) C R™ so, dal Z := I x B(c,7) C G
und (b — a) M < r, wobei M eine obere Schranke von || F'|| auf dem Zylinder Z ist. Dann ist

V := C°%I, R"), verschen mit der Supremumsnorm ,
wegen des Weierstralschen Konvergenzsatzes ein Banach—Raum, und die Menge der stetigen Funktionen
B :=C(I, B(c, 1))

o~

ist nichts anderes als die abgeschlossene Kugel in V' mit Radius r und Mittelpunkt ¢¢ mit ()
Offensichtlich ist die Teilmenge

C.

A={peB:ya) =c}
eine abgeschlossene Teilmenge von V. Wegen der Standard-Abschétzung fiir Integrale hat der Picard—
Operator a: A — V, der definiert wird durch

(a(@)(@) = ¢ + / F(t o (1) dt

die Eigenschaft, dafl « (A) C A. Setzen wir weiter voraus, dal « lokal einer Lipschitz—Bedingung
geniigt, so kénnen wir b > a und r > 0 so klein wéhlen, da} auf dem entsprechenden Zylinder Z
eine Lipschitz—Konstante L zu F existiert und (b — @)L =: C' < 1 ist. Dann ist a sogar eine
Kontraktion, und der Banachsche Fixpunktsatz garantiert die Existenz genau einer Abbildung ¢ € A
mit a(p) = ¢, also einer Losung ¢ des Differentialgleichungssystems Y’ = F (z,Y) auf I mit
pla) = c.

2. Man kann auch quadratische lineare Gleichungssysteme iterativ 16sen. Wir kénnen ein solches stets
in der Form

xz; — chkxk =b;, j=1,...,n,
k=1
schreiben und die Abbildung

t n n
R" >z +— a(z) := (chk + by, ...,chk + bn) e R"
k=1 k=1
betrachten. Losungen des Systems entsprechen dann Losungen des Fixpunktproblems « (z) = . Es sei

nun || - || irgendeine Norm auf R™ und || C'| die zugehérige Operatornorm fiir die Matrix C := (cji) -
Dann gilt:
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Lemma 23.3 Ist ||C|| < 1, so konvergiert die Folge x,, := a"(xo) fir einen belicbigen Anfangswert
xo € R™ gegen eine Lisung des gegebenen linearen Gleichungssystems x — Cx = b.

Beweis. Es sei A := V' = R" mit der gegebenen Norm. Nach Voraussetzung ist fiir alle x, T € R™:

la(z) —a@| = [[Cz - CZ| < [[C]| - [le —Z] . 0

3. Das NEWTON—Verfahren 148t sich stets in einer kleinen Umgebung der gesuchten Nullstelle &
ohne jegliche Konvexitiitseigenschaften anwenden, wenn dort die Ableitung der Funktion f nirgends

verschwindet. Wir setzen also voraus, dafl die Funktion f auf dem Intervall I := [a, b] zweimal stetig
differenzierbar sei mit f’(x) # 0. Dann ist f(£) = 0 genau dann, wenn ¢ Fixpunkt der Funktion
f (@)
g(x) = —

@ F@)

ist. Wegen
"
Jg(z) = f@) (@) , also insbesondere ¢'(£) = 0,

(f'(x))?
gibt es eine positive Zahl L < 1 und ein Intervall J = [ — 6,4+ 6] C I mit 6 > 0, so dafl
|g'(z)| < L fiir alle 2 € J. Dann wird J von g in sich abgebildet wegen

lg(x) =&l =1g(@) =g =1d) |z - & < Lz - £].

Ferner ist g kontrahierend, so dafi die Newton—Folge 2,11 := g (z,) gegen einen Fixpunkt von ¢ und
damit eine Nullstelle von f konvergiert.

4. Die Idee des Beweises von Lemma 19.14, das essentiell fiir die Herleitung des Satzes von STONE-
WEIERSTRASS war, 146t eine weitgehende Verallgemeinerung zu. Man betrachte eine nichtleere Teil-
menge X und die Algebra B (X) der beschrinkten reellwertigen Funktionen auf X , die offensichtlich
bzgl. der Supremumsnorm eine BANACH—-Algebra bildet. Es gilt dann der folgende

Satz 23.4 Ist By C B(X) eine abgeschlossene Unteralgebra, die die 1 enthdlt, so enthdlt By mit jeder
Funktion f >0 auch ihre Wurzel \/f und damit fir alle f, g € By auch |f]| = +/f2, max(f, g)
und min (f, g) .

Beweisskizze. Man betrachtet zunéichst die Folge f, := f + 1/n und beweist dhnlich wie in Lem-
ma 19.14, daff die Folge /f, in B(X) gegen /f konvergiert. Wegen f, € By fiir f € By konnen
wir daher annehmen, daf§ f nicht nur positiv ist, sondern auch nach unten durch eine positive Kon-
stante « beschrinkt ist: f(z) > o > 0, 2 € X. Da f auch nach oben beschrinkt ist, erreicht man
durch Multiplikation mit einer geeigneten positiven Konstanten 3, dafl fiir g f gilt: |1 — S f| < 1.
Nun liegt genau dann die Wurzel von f in By, wenn dies fiir §f gilt, so daff wir von vornherein
|1 — f|| < 1 voraussetzen diirfen. Unter dieser Voraussetzung versuchen wir, f in der Form (1 — h)?
mit h € By zu schreiben, was zu +/f = 1 — h € By fiihren wiirde. Schreibt man noch g := 1 — f,
so ist das Problem dquivalent zu dem Fixpunktproblem

1
h=5@+r, lgll<1.
Dieses besitzt in der Tat eine Lésung in Bo U B,.(0), wobei r zwischen || g || und 1 liegt und B,.(0) C
B (X) die abgeschlossene Kugel vom Radius r bezeichnet. Man rechnet ndmlich einfach nach, daf der
Operator
1

h — 5 (g + 1?)
die Kugel B,(0) in sich abbildet und kontrahierend mit Kontraktionskonstante r < 1 ist. Nach
Definition bildet der Operator dann auch die abgeschlossene Menge By U B,.(0) in sich ab, woraus mit
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dem Banachschen Fixpunktsatz die Behauptung folgt. (Il

Wir machen nun, wie schon oben angekiindigt, einen weiteren Schritt vorwérts und formulieren einen
Satz, der den BANACHschen Fizpunktsatz als Spezialfall umfafit, aber von gréflerer Kraft ist. Wir werden
z. B. mit seiner Hilfe den Ezistenzsatz aus der Theorie der Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen
noch einmal in voller Schérfe ableiten.

Satz 23.5 (Weissinger) FEs sei X ein vollstindiger metrischer Raum, A C X sei eine abgeschlossene
Teilmenge, €, seien positive reelle Zahlen mit

o0
E En < 00,
n=1

und a: A — A sei eine (notwendig stetige) Abbildung mit
d(a™(z), a™(z") < end(z, 2)
fir alle n € N* und alle x, 2’ € A. Dann besitzt o genau einen Fixpunkt x_ € A:
alzy) =z,

und fir alle xo € A und alle n € N* gilt:

“

d(a"(z0), 2..) < ( ej) d (a (20), o) ,

n

J

d. h. insbesondere: Die Iterationsfolge x, := o™ (xo) konvergiert gegen x .
Beweis. Nach Definition ist z, = a"(z9) = a(a" !(z¢)) = a(x,_1). Es folgt
d(znt1, 2n) = d(a(zn), a(zn-1)) = d(a"(z1), " (20)) < end (21, o),

und fiir £k > 1 ist
d(Tnik, Tn) < d( @ik, Tnsk-1) + -+ d(@ng1, 20) < (En + - + Engi—1) d (21, T0) -
Ist also zu vorgegebenem ¢ > 0 die Zahl N = N (¢) hinreichend grof}, so gilt
(en + -+ + engr—1)d(x1, T9) < €

fir alle n > N und alle £ > 1. Also ist die Folge (z,) eine Cauchy—Folge, die somit gegen einen
Grenzwert z_ € X konvergiert. Da alle x, € A sind und A abgeschlossen ist, ist notwendig = € A.
Weiter ist fiir n» > IV, wie man sofort aus der Dreiecksgleichung sieht:

oo

o) = lim d(zn, Tpix) < (Z 5]‘> d(z1, xg) .

d(xn, © Jim

Jj=n

(Hinter dieser Aussage steht die Tatsache, dafl d : X x X — R eine stetige Abbildung ist bei festge-
haltenem zweiten Argument bzgl. der von d induzierten Topologie auf X . Man erinnere sich an die
entsprechende Aussage bzgl. normierter Vektorriume).

Wegen d (a(z), a(xo)) < e1d(x, xo) ist « eine stetige Abbildung. Infolgedessen ist selbstredend

oo 7

a(ry,) =a(lim z,) = lim a(z,) = lim 2,4 =2

n—oo n—oo

z,, also ein Fixpunkt von o.
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Es bleibt zu zeigen, dafl es nur einen solchen Fixpunkt geben kann: Sei T, ein weiterer, so ist ndmlich

0 < (2, To) = d(a"(v,), 0"(T,0)) < enda

oo [eoR)

fir alle n € N und damit wegen lim,, .o €, = 0 auch d(z_, T =0,dh x_=7_. O

Bemerkung. Der BANACHsche Fizpunktsatz ist tatséichlich ein Spezialfall dieses Resultates. Aus (x)
(siehe Satz 1) folgt nédmlich durch Induktion sofort

lo"(z) = a" (@) | < C"[lx = 2",
wobei die (geometrische) Reihe Y07 ; C™ wegen der Voraussetzung 0 < C' < 1 konvergent ist.

Aus dem Weissingerschen Fixpunktsatz folgt in der Tat erneut der Satz 20.8 in der genauen Fassung
fiir Differentialgleichungssysteme:

Satz 23.6 (Iterationsverfahren von Picard und Lindelsf) FEs sei F: G — R™ eine stetige Ab-
bildung auf dem Gebiet G C R x R". Zu (a,c) € G seien € > 0 und r > 0 so gewdihit, dafi
Q:={(v,y) eR"™ : |z —a| < e, ||ly—c| <r} CG. Die Abbildung F sei auf Q durch die
Konstante M dem Betrage nach nach oben beschrinkt und erfille eine Lipschitz—Bedingung mit der
Konstanten L > 0. Wird dann ¢ so klein gewdihlt, dafi ¢ <r/M , so ordnet der , Picard—Operator“

pro = Pl) mit vie)i=c+ [ Ftp)d
jeder stetigen Funktion ¢ : I := [a —e,a+¢e] — B(c,r) mit p(a) = c eine stetige Funktion
v: I — B(c,r) mit ¥(a) = ¢ zu.
Ist ferner ¢o: I — B (r, ¢) irgendeine stetige Funktion mit @o(a) = c¢ und definiert man induktiv
Pk+1 = P(Sﬁk) )

so konvergiert die Folge (pr) auf I gleichmdfig gegen eine Grenzfunktion ¢ , die die Differential-
gleichung Y' = F (x,Y) mit der Anfangsbedingung ¢ (a) = c lost.

Beweis. Wie in dem Beispiel nach dem Banachschen Fixpunktsatz sei
V := C°(I, R"), versehen mit der Supremumsnorm

und
B:=C(I,B(c,7)), A:={peB:ypla)=c}.

Wegen der Standard—Abschétzung fiir Integrale bildet der Picard—Operator die Menge A in sich ab.
Es braucht daher nur noch die zentrale Abschétzung fiir die Iterierten in dem Satz von Weissinger
nachgepriift zu werden. Seien dazu also ¢g, Y9 € A und ¢y, ¢ ihre k—fachen Iterierten. Wie im
Beweis von Satz 20.8 zeigt man durch Induktion, daf3

ik
+) o) — v | < 28 20D g —

so dafl man schlieflich die Abschétzung

Le)k
loe =il < E g — ol

erhélt, die nach dem Satz von Weissinger auf jeden Fall hinreichend ist. O
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Bemerkung. Aus den allgemeinen Abschitzungen des Weissingerschen Fixpunktsatzes gewinnt man
unmittelbar aus dem vorstehenden Beweis ganz vorziigliche Fehlerabschétzungen fiir das Iterationsver-
fahren von Picard und Lindel6f. Es ist

low — el s (3 &

=k

)||801 —woll,

und wenn man speziell ¢y = ¢ wahlt,

low — ol < enr (3 XY

=

Bemerkung. Man kann die prizise Form des Iterationssatzes von Picard und Lindel6f dennoch aus dem
Banachschen Fixpunktsatz ableiten, wenn man statt der Supremumsnorm eine andere ,gewichtete“
Supremumsnorm verwendet. Einen Hinweis, wie man diese einzufithren hat, gewinnt man aus der
vorstehenden Bemerkung. Siehe hierzu HEUSER [157], p. 70.

Analysiert man den Beweis des Weissingerschen Resultats noch etwas genauer, so stellt man schnell
fest, dafi sich die Voraussetzungen an die stetige Abbildung a : A — A wesentlich abschwichen lassen.
Dies fithrt zu dem folgenden Resultat.

Folgerung 23.7 Es sei X ein vollstindiger metrischer Raum, A C X sei eine abgeschlossene Teil-
menge, €, seien positive reelle Zahlen mit

[
E Ep < 00,
n=1

und a: A — A sei eine stetige Abbildung mit
d(a™(z), a™(z") < e, C (x, ')

fiir alle n und alle x, 2’ € A mit einer nur von dem Paar x,x' € A abhingenden Konstanten
0 < C(z,2") < co. Dann besitzt o genau einen Fizpunkt x., € A, und es gelten die folgenden

Abschdtzungen :
oo

d(a"(wo) 7,0) < (Y &5 ) Cla(wo), 20) O

Jj=n



Anhang: Die Stetigkeit der allgemeinen Lésung von
gewOhnlichen Differentialgleichungen

In diesem Anhang wollen wir u. a. der Frage nachgehen, wie weit sich zwei Losungen einer gew6hnlichen
Differentialgleichung voneinander entfernen kénnen, falls ihre Anfangsbedingungen nahe beieinander
liegen. Hierzu kann man nutzbringend ein Resultat heranziehen, das nach dem schwedischen Mathema-
tiker und Ingenieur THOMAS HAKON GRONWALL benannt ist. Als tiefliegende Anwendung leiten wir
mit Hilfe des Weissauerschen Fixpunktsatzes die im Titel genannte Stetigkeit der allgemeinen Ldsung
von gewdéhnlichen Differentialgleichungen ab, die wir schon in Kapitel 20 diskutiert haben.

Lemma 23.8 (Gronwall) Die Funktion u : I — R sei stetig auf dem Intervall I = [a,b), a <
b < oo, und es gelte die Abschitzung

x

0§u(w)§A+B/ w(§)d¢  firalle z €l

a

mit positiven Konstanten A, B . Dann ist notwendig
0 <wu(z) < AeB(x_“), rzel.

Beweis. Da das Intervall I die Vereinigung aller kompakten Intervalle [a, 8], 8 < b, ist, geniigt es,
die behauptete Abschétzung nur fiir solche Intervalle zu beweisen. Wir nehmen daher an, daf§ I selbst
das kompakte Intervall [a, b], a < b < oo, ist. Dann ist u auf I nach oben durch eine positive
Konstante M beschrénkt, und aus der vorausgesetzten Ungleichung ergibt sich

0<u(z) <A+ MB(x—a), a<z<hb.

Durch vollstéandige Induktion gewinnt man hieraus leicht unter Verwendung derselben Ungleichung:

k .
Bi(z — a)! M Bl (z — a)kt!
Ogu(x)SAg 7 &+ 1)

fir alle k € N und z € [a, b] .

Mit k& — oo folgt die Behauptung. O

Wir gewinnen aus Lemma 8 eine Abschéitzung iiber das Maf3 des ,,Auseinanderdriftens® zweier
Losungen eines Differentialgleichungssystems.

Satz 23.9 Die Abbildung F: G — R", G C RxR", erfiille eine globale Lipschitz—Bedingung mit der
Lipschitz—Konstanten L. Dann gilt fir zwei Lisungen ®, ® : I — R™ des Differentialgleichungssy-
stems Y' = F(x,Y) bei festem a in dem gemeinsamen Definitionsintervall I :

1@ (@) — ()| < [ ®(a) - B(a)|eX ™, wel.

Beweis. Die iibliche Umwandlung der Differentialgleichung in eine Integralgleichung liefert zusammen
mit der Lipschitz—Bedingung und der Standard—Abschétzung fiir Integrale

@) - @) < | @@ - B@)+ [ @© - T |

IN

1@ (a) - @(a) | + L

JALIGEETCITIR

Der Rest ist eine unmittelbare Anwendung des Lemmas davor. O
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Ist zusétzlich die Abbildung F auf dem Definitionsgebiet G beschriankt durch eine Konstante M ,
so ist fiir einen weiteren Punkt @ € I

8@ - @@ = | /:F@,%(a))dg | < aia—al.

Somit erhalten wir die

Folgerung 23.10 Unter den vorigen Voraussetzungen ist fiir alle a, a € I:

1@ (@) = @ @) < ([2(a) - @@+ M|a—al)e"™, zel.

Bemerkung. Einen anderen Beweis der letzten Folgerung findet man z. B. bei GRAUERT-FISCHER | 7 |.
Dort wird sogar die folgende, weit stirkere Aussage iiber ,Fastlosungen gezeigt.

Satz 23.11 Die Abbildung F: G — R", G C RxR", sei stetig, beschrinkt durch eine Konstante M
und erfille eine Lipschitzbedingung mit Konstanten L > 0. Es seien ®, ®: [ — R"™ differenzierbare
Abbildungen, deren Graph in G enthalten sei. Ferner gelte :

| @' (z) — F(z, ® ()| <e und ||®(x) — F(z,® )| <& firalexzel.

Dann gilt fiir alle ©,a,a €I mit ¢ := ®(a), ¢ := P (a):

1 @) = B@) < S e = 1)+ (e =@l + (M +)]a—al) el 0

Man kann hieraus den Satz iiber die Stetigkeit der allgemeinen Losung folgern. Wir wollen aber
einem anderen Verfahren® folgen, das den Weissauerschen Fixpunktsatz verwendet und deshalb erst
jetzt besprochen werden kann.

Wir miissen dazu noch einmal kurz an unsere Diskussion in Kapitel 20 erinnern und diese auf Diffe-
rentialgleichungssysteme iibertragen. Wir setzen also im folgenden voraus, dafl das stetige Richtungsfeld
F:G—R", GCRXxR" eine offene Menge, lokal einer Lipschitz—Bedingung geniigt. Dann gibt es zu
beliebiger Angangsbedingung (&, n) € G lokal nahe & genau eine Losung ® der Differentialgleichung
Y' = F(z,Y) mit ®(§) = 7. Diese kann zu einer Losung auf einem mazimalen (automatisch offe-
nen) Intervall fortgesetzt werden, das wir mit (¢, bezeichnen; fiir die maximale Losung schreiben wir
® ¢,y und fiir ihren Wert an der Stelle z € ¢,y auch

Qe () =@ (z; & n) .

Diese Funktion ist auf der Menge

G:= |J Iemx{E&n} CRxRxR"
(&meqd

definiert. Sie heifit die allgemeine Lisung der Differentialgleichung Y’ = F (2, Y) - Der Satz iiber die
Stetigkeit der allgemeinen Lésung ist nun der folgende.

Satz 23.12 Die Menge G C R™2 st offen, und die allgemeine Lisung ® (x; &, n) ist stetig auf G.

48GSjehe hierzu und zu dem gesamten Anhang: GUNTHER J. WIRSCHING, Gewdhnliche Differentialgleichungen, Manu-
skript auf der homepage des Autors.
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Beweis. Es geniigt, die folgende Behauptung zu verifizieren:

Zu jedem Punkt (a, &, no) € G gibt es eine (kompakte) Umgebung U C R"2 und eine stetige Abbil-
dung U : U — R™, so daf fir alle (&1, m) die Funktion x+— U (x, &1, m) =: Y1(x) eine Lisung des
gegebenen Differentialgleichungssystems mit 11 (£1) = m ist.

Denn daraus folgt, daf§ die allgemeine Losung @ (z; &, 1) auf U mit ¥ iibereinstimmt; insbesondere
ist U C G und damit G offen, und da ¥ stetig ist, muf} auch die allgemeine Loésung auf U (und damit
iiberall) stetig sein.

Der Beweis wird in mehreren Schritten durchgefiihrt.

1. Es sei (a, &, no) € G . Nach Definition ist a € I(¢y,mo) » und da das maximale Intervall offen ist, gibt
es reelle Zahlen «, § mit

a, § € (Oé, 6) - [av ﬁ] - I(Eoﬂ?o) :
Es sei weiter ¢o(x) := @ (5 &o, o) fir a < 2 < 3.

2. Es gibt eine (kompakte) Tubenumgebung des Graphen von ¢p, die ganz in G verlduft, d. h. per
definitionem, es gibt eine positive reelle Zahl r, so dafl die Menge

T.(¢0) == |J {2} xBr(do(x)) € G C RxR".

z€e,f]

Gébe es namlich kein solches 7, so wiirde eine Folge z; € [«, #] und eine Nullfolge r; > 0 existieren,
so daB die n-dimensionale ,Kugel“ {z; } X B, (¢o(x;)) nicht in G enthalten ist. Ohne Einschrinkung
koénnen wir nach Ubergang zu einer Teilfolge annehmen, daf die Folge der z; gegen einen Wert &, €
[a, B8] konvergiert. Dies fithrt zu einem Widerspruch, da eine offene (n + 1)-dimensionale Kugel mit
Mittelpunkt (oo, ¢0(€xo)) in der offenen Menge G enthalten ist.

3. Die Tubenumgebur'l'g T, (¢o) ist offensichtlich folgenkompakt und damit kompakt. Infolgedessen gibt
es, wie man mit der Uberdeckungseigenschaft von Heine-Borel sofort verifiziert, eine fiir ganz T,.(¢p)
giiltige Lipschitz—Konstante L.

4. Wihle jetzt eine positive reelle Zahl p so, da8 p/r kleiner als die Zahlen e~ %(€0=®) ynd e~L(F=%0)
ist, und definiere

W(F ¢0) = {(z.9) ERxR": 0 < & < f, |ly = dofa) | < pet"*1}.

Nach Konstruktion ist dies eine kompakte Umgebung von (a, &), die ganz in T,.(¢p) enthalten ist.
Die gesuchte kompakte Umgebung U definieren wir schliefllich durch

U="Ul(aB, F ¢o) = [a, B] x W(F, ¢g) C Rx G .

5. Die Menge
A= {peC(UR"): ¢(z,&n) — do(a)| < petlotlell==ely

ist abgeschlossen im Vektorraum C°(U, R™), versehen mit der Supremumsnorm. Nach Definition von

p ist weiter
¢ (U) C Tr(¢g) fiiralle ¢ € A

und damit insbesondere
sup||¢ — ¢ < 2r firalle ¢, eA.
U

6. Als néchstes konstruieren wir einen Operator P fiir Funktionen ¢ € A durch

(Po)(z,&m) =n+ /;F(t, o (t, & n))dt.
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Um den Weissingerschen Fixpunktsatz 23.7 anwenden zu konnen, miissen wir zeigen, dafl dieser die
Menge A in sich abbildet. Wir miissen also einsehen, dafi aus ¢ € A folgt: P (¢) € A, d. h.

| (P @) (w, & m) — do(x) || < peHo-elell=¢l fiir alle (2, &, n) € U .
Da ¢y das vorgegebene Differentialgleichungssystem 16st, ist

[ F ooy = [ oh0dt = o) — bole)
3 £

was zu der Abschétzung

| (P) (. & m) = doa) | = ||+ /;Fa, 6t & m)dt — 9o(€) - /:F@, do(t) at |

IN

In =@l + | [0t~ £ o) |

Anlafl gibt. Wegen (x, £, n) € U ist (&, n) € W (F, ¢p) und folglich nach Definition

I — (&)l < pe el

Weiter gilt
I F (t, ¢ (8, & m) = F(t, do() || < LIt & n) — go(t) | < LpeHlomel il
Damit kann man das noch zu behandelnde Integral wie folgt abschétzen:

H /:(F(t, bt €, 1) — F (£, dolt))) dt H < L pe—tla=t] ‘ /E JLlt—¢l gy ’

— peLla=¢l (ele—él _ 1) _
Insgesamt erhélt man die gewiinschte Ungleichung

[(P6) (@, &m) = do(a) | < peHo=sl 4 petlomsl (Hrmel — 1) = pomFln=el eHo=el

7. Leider ist aber der soeben konstruierte verallgemeinerte Picard—Operator P i. A. keine Kontraktion
bzgl. der Supremums-Metrik d_ (¢, 1) = supy ¢ pev ¢ (2, & n) — ¥ (2, n) . Man kann nur
zeigen, dafl man stets

d (P ¢, Py) < (B — o) Ldy (¢, )

hat. Dies reicht nur hin, wenn zufilligerweise das Intervall [«, 8] kurz im Verhéltnis zu der Lipschitz—
Konstanten L ist.

8. Wir miissen daher das Intervall [«, B8] in gewissem Sinne ,kiinstlich“ kiirzer machen und definieren
aus diesem Grunde fiir eine beliebige reelle Zahl A > 0 die Menge

Uy = {(2, &m) €U lo— €] < A}

Ist ¢ eine weitere positive reelle Zahl, so gibt es zu (z, £, 1) € Uxiy ein 1 zwischen z und £ mit
|z — 21| < £und |z; —&| < A.Insbesondere ist dann (x1, &, ) € Uy, und wegen der offensichtlichen
Gleichung

(P¢) (JC, ga 7’)7(7)1/}) (JC, 57 7’) = ¢($17 ga 77) *7/1(1’17 57 77)+/w (F(ta ¢(t7 Ea 77)) - F(ta 1/)(ta 57 7’))) dt

Z1
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schlieft man auf die Ungleichung

sup [P ¢ — 7’1/J|\<Sup||¢ Ul + €L sup [[¢ — 9|

UA+( U>\+Z

8. Esseinun A > 0 fest gewahlt. Wir behaupten dann, daf fiir alle n, kK € N* die folgende Abschéitzung
richtig ist:

n n - n n—j
sup| P — P < g (j><u> eswllo - o]l

Dies beweist man per Induktion nach n > 1. Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich richtig, da auf
der rechten Seite der Term mit j = 1 vorkommt. Sei die Aussage nun schon fiir ein n > 1 bewiesen.
Dann erhélt man mit 7.:

sup | P"H — P < sup || P60 — PP + (AL) ‘Sup||7’”¢ - Py
Uk Uk—1)a
k—1

(X (o +Z () azrset ) s 7o - P
=0 3%
k
(oo Qs gy o
k+1
< (X ("7 )oY sl - Pl
=0 J Uk

9. Wir wéhlen nun A so klein, daf§ ¥ := AL < 1 wird. Sodann wéhle man k € N so grof}, dafl
kA > B — «. Dann ist Ugy = U, und aus dem vorigen Abschnitt folgt fiir alle ¢, ¢ € A die

Abschitzung
k

d (P, Pry) < 3 (?) I d (6, 0)

Jj=0

Um den Weissingerschen Fixpunktsatz anwenden zu kénnen, bendtigen wir noch die Summierbarkeit

der Folge
k
n .
Ep 1= I KA
Z (J)

§=0
Nun zeigt man aber leicht mit dem Wurzelkriterium bei festem j die (absolute) Konvergenz der Reihe

o0

> (5)r

n=j
und hieraus folgt die Behauptung aufgrund des Doppelreihensatzes.

10. Der modifizierte Picard—Operator P besitzt also auf der Menge A C C°(U, R™) einen eindeutig
bestimmten Fixpunkt W. Als solcher ist fiir feste Anfangswerte (£, n) € W (F, ¢o) die Funktion
x— U (z, & n) die Losung auf dem Intervall [«, 8] zu den Anfangswerten (&, ). Dies beendet den
Beweis. |

Eine weitere Anwendung des Gronwallschen Lemmas soll diesen Anhang beschlieflen. Sie behan-
delt eine wesentliche Verallgemeinerung des Satzes iiber die Existenz globaler Losungen bei linearen
Differentialgleichungssystemen (Satz 22.2).
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Satz 23.13 Es sei I C R ein offenes Intervall, und F : I x R®™ — R"™ sei eine stetige Abbildung, die
stetig linear beschrankt in der zweiten Variablen sei, d. h. fir die mit stetigen Funktionen «, §: I — R
gilt -

[Fz, V)| < a()+B8@)[Y], zel, YeR".

Dann besitzt jedes Anfangswertproblem der Differentialgleichung Y' = F (x,Y) tber ganz I definierte
Lésungen.

Beweis. Entsprechend Satz 20.10 kann man nur mit Hilfe des Peanoschen Existenzsatzes, also ohne
lokale Lipschitz-Bedingung herleiten, daf es zu stetiger rechter Seite F': G — R", G C R**! | immer
Losungen @ : J — R™ der Differentialgleichung Y’ = F (x,Y) zu vorgegebener Anfangsbedingung
(a, ¢) € G gibt, fiir die das (dann notwendig offene) Intervall J mazimal in dem Sinne ist, dafi der
Graph der Losung ® jedes Kompaktum K C G nach beiden Seiten hin verlafit.

Wir nehmen eine solche Losung @ : J — R™, J C I, in unserer speziellen Situation her und miissen

begriinden, da} J = I sein muf. Dazu geniigt der Nachweis der Existenz einer stetigen Funktion
p: I — R mit
(%) [@@)[ < plz), zeJ.

Denn wére J (nach einer Seite von a hin) in einem Kompaktum K C I enthalten, so miifite auch der
Graph von @ in einer kompakten Teilmenge von G = I x R™ enthalten sein im Widerspruch zu dem
soeben notierten Sachverhalt.

Zum Nachweis von () halten wir a € I fest und nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an,
dafl die Funktionen a und (3 positiv sind und links von a monoton fallen bzw. rechts von a monoton
steigen. Damit gilt fiir beliebige = € J:

lo@l = | e@+ [ w@ic| = |o@+ [ Fie o]
<le@l+| [ @@+ s@le@ |
<le@l+| [a@ac|+o@ ]| [1e©na|.

Mit einer geeigneten Modifizierung des Gronwallschen Lemmas impliziert diese Ungleichung die
Abschétzung

le@l < (le@l+] [ a@de| ) = nto

fiir alle « € J. Die Funktion p ist jedoch auf ganz I erklart und dort stetig. O






