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Deformationen von Quotientensingularitiaten
(nach zyklischen Gruppen)

Oswald Riemenschneider

Zur Erinnerung an meinen Freund Ulrich von Hundelshausen

Diese Arbeit verdankt ihr Entstehen dem Wunsch, Beispiele zu kon-
struieren fiir das Zusammenblasen von Deformationen der Auflosung
einer rationalen Singularitit zu Deformationen der Singularitit selbst
(vgl. [13]). Der Einfachheit halber haben wir uns dabei zunichst auf
diejenigen rationalen Singularititen beschriinkt, fiir die der zu dem
exzeptionellen Kurvensystem einer minimalen Auflosung gehorende
duale Graph unverzweigt ist. Dies sind bekanntlich die zweidimensionalen
Quotientensingularititen, die durch Aktion einer zyklischen Gruppe auf
C? entstehen.

Diese Singularititen konnen nach Brieskorn [1] vollstindig be-
schricben werden: Es seien n und g natiirliche Zahlen mit 0<g<n,
(n,q)=1, {, sei eine primitive n-te Einheitswurzel, ¢, ,:€C*>C* der
durch ¢, (4, v) = ({,u, {iv) definierte Automorphismus, G, , die von @, ,
erzeugte zyklische Automorphismengruppe auf €? mit Fixpunkt O
und X, , der analytische Raumkeim von (IIZ/G,,,Q im Bildpunkt des Ur-
sprungs. Dann ist eine beliebige Quotientensingularitit nach einer
zyklischen Gruppe analytisch isomorph zu einem X, ,, und ferner gilt
Xuq= X, o genau dann, wenn n=n" und g=¢ oder gqq'=1modn.
Den dualen Graphen des exzeptioneilen Kurvensystems in der mini-
malen Aufldsung X',,, o der Singularititen von X, , erhilt man mittels des
Hirzebruch-Jungschen Kettenbruches: Mit

n 1
— = — > =
p b, b2~. , b,eN, b,22, o=1,...,r,
1
-
ergibt sich der Graph zu
”bl —b2 _br—-l “‘br

*~r @ ... &8 (o =IP)).
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Um Deformationen von X, , konstruieren zu konnen, mul man als
erstes die zugehOrige analytische Stellenalgebra A, , berechnen. Dies
kann wegen der obigen Beschreibung mittels Invariantentheorie durch-
gefiihrt werden (§§ 1, 2). Es stellt sich heraus, daB die Gleichungen von

X, , unmittelbar aus der Hirzebruch-Jungschen Kettenbruchentwick-

lung fiir

abgelesen werden konnen. Da es einfache Beziehungen
n —
n

zwischen den Kettenbriichen ﬁir-g- und gibt (§ 3), lassen sich die

n—q
Gleichungen auch direkt aus dem dualen Graphen der Auflosung ge-
winnen. Insbesondere ergibt sich die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(D) X, , ist ein vollstindiger Durchschnitt.
{I1) g=n-—1.
(1) X, , ist die H yperﬂz’ichensingulafitdt Xy x5 —x5=0.
(IV) Der duale Graph der Auflosung X, , von X,, , ist

-2 -2 -2 -2
*~——® - &— O (mit n— 1 Komponenten) .

Im aligemeinen sind also die Singularitiiten X, , keine vollstindigen
Durchschnitte. Trotzdem gelingt es, alle Relationen zwischen den defi-
nierenden Gleichungen zu bestimmen (§ 4) und eine interessante Familie
von Singularititen mit spezieller Faser X, , zu konstruieren (§ 5). Die
Singularititen der Nachbarfasern von X, , in dieser Familie sind alle
vom Typ X, ,.; wir sind in der Lage, simtliche Graphen der auftretenden
Singularitidten anzugeben. Die Familie besitzt stets eine einparametrige
Unterfamilie mit singularititenfreier allgemeiner Faser. Dies impliziert:

Keine Singularitdt X, , ist starr.

Die Auflésung X’M von X, , besitzt ebenfalls eine kanonische De-
formation (§ 6). Wir kdnnen zeigen, daB durch Zusammenblasen dieser
Deformation (im wesentlichen) die obige Deformation von X, , entsteht.
Somit findet die in §5 beschriebene Variation der Graphen ihre Er-
kldarung in dem analogen Verhalten von exzeptionellen Kurven bei De-
formation der umgebenden Mannigfaltigkeit. Es konnen dabei die folgen-

den Phianomene auftreten:

(i) Irreduzible Komponenten verschwinden.

(il) Zwei sich transversal schneidende Komponenten mit Selbst-
schnittzahl —b, bzw. —b, vereinigen sich zu einer einzigen singulari-
tdtenfreien rationalen Kurve mit Selbstschnittzahl — (b, + b, —2).

Wir geben schlieBlich (§ 7) eine Formel fiir die Dimension des Vek-
torraumes aller infinitesimalen Deformationen von X, , an, die Mum-
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fords Formel [9] fiir X, ,, den Kegel iiber der rationalen Kurve vom
Grad n in P, verallgemeinert. Aus ihr folgt, dal die in § 5 angegebene
Deformation im Falle der Einbettungsdimension e=¢ibA, ,2 5 nicht
versell ist. Fiir e=4 (wie fiir e= 3}, stimmt sie jedoch mit der versellen
Deformation {iberein. Wir konstruieren noch die verselle Familie fiir
e=35, womit das Ergebnis von Pinkham [12] fiir X, ; verallgemeinert
wird. Im Gegensatz zu [12], wo man mit einfachen Homogenitéts-
betrachtungen auskommt, erfordert unser Beweis eine groBlere Rech-
nung. Obwohl auf dieselbe Weise auch die hoheren Einbettungsdimen-
sionen behandelt werden konnen, verzichten wir wegen des uniiber-
schaubar werdenden Rechenaufwandes auf die Durchfiithrung und be-
schrinken uns auf einige weitere Bemerkungen zum Fall e =6, Fiir die
Kegel X, ; kann man vollstindige Ergebnisse bei Pinkham finden.

Eine Reihe von Problemen konnte in dieser Arbeit noch nicht ab-
schlieBend geklart werden. Zudem lassen die erzielten Ergebnisse die
Vermutung zu, daB entsprechende Verhaltnisse bei der Deformation
von beliebigen rationalen Singularititen herrschen. Wir haben einen
Katalog der offenen Fragen und Vermutungen im letzten Paragraphen
zusammengestellt.

Wir betrachten etwas allgemeiner analytische Stellenalgebren iiber
beliebigen vollstindig bewerteten Korpern k. Die Bezeichnungen
wihlen wir wie in [4]; z. B. ist K, =k{x,, ..., x> dieanalytische Algebra
der konvergenten Potenzreihen in n Verdnderlichen x,,...,x, mit
Koeffizienten in k.

Inhaltsangabe
§ 1. Die Invarianten :
§ 2. Die Gleichungen
n

n—gq

n
§ 3. Auflosung der Singularitdten und die Kettenbruchentwicklungen fiir — und
q

§ 4. Die Relationen

§ 5. Die spezielle Deformation

§ 6. Die simultane Auflosung der Singularititen der speziellen Deformation

§ 7. Der Vektorraum der infinitesimalen Deformationen und die verselle Deformation bei
kleinen Einbettungsdimensionen

§ 8. Offene Fragen und Vermutungen

§ 1. Die Invarianten

Es sei k zusitzlich algebraisch abgeschlossen; {, bezeichne eine
primitive n-te Einheitswurzel mit n= 0 mod chark. Ferner sei 0 <g <n,
(n,q)=1. Dann operiert

P=0n 0oW=4u, o)={v
und damit auch die durch ¢ erzeugte Gruppe G =G, , auf K, = k<{u, v).
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Wir wollen in diesem Paragraphen die Invarianten von ¢ bestimmen.
Da G eine endliche Gruppe ist, kann man dies nach einer Bemerkung von
Noether [10] folgendermafBien tun: Man bildet die Polynome

[T Y-vw), [I¥-vo)

weG el
und erhilt nach Ausmultiplizieren als Koeffizienten gewisse Invarianten.
In unserem Fall ergibt sich

n{n—1}

IT (Y~ ()= H(Y Qu=Y"+(=1r(, 2 W

weG

= Y —y"

und entsprechend
[T (Y—p@)=Y"—0v".
weG
Dies liefert die Invarianten »” und ¢v". Nach Noether bekommt man
ein volles Invariantensystem, indem man zu diesen noch die Elemente
u(évh), 0 i <n, 0<j<n, hinzunimmt, wobei u: K, K§ die bekannte
Mittelabbildung bezeichnet (vgl. [4], p. 158). Es ist nun

n—1
M) = T )= (3 (@)

yel
R
no A=

Wo/=0, falls (*%=+1, dh i+gjOmodn,

i S iy
—n~nu‘v1=u’v’, falls {{*%=1, d.h. i+gj=0modn,

und wir erhalten somit

Satz 1. Die invariante k-Algebra 8$,8, =k[u, v], wird erzeugt von
den Monomen w'v' mit i+ gji=0modn, 0Zi<n, 0Zj<n, (i,/)+(n, n).

Satz 1 liefert jedoch im allgemeinen kein minimales Erzeugenden-
system, wie das folgende Beispiel zeigt: Es sei n beliebig und g=n—1.
Dann erhélt man mit Satz 1 die Invarianten

2,2 —1,n~1
Lu', " uv,ucvs, ... 0" 0T

von denen w?v?, ..., u" 11" ! offensichtlich iiberfliissig sind.

Es gelingt _redoch mit Hllfe des erzebruch—lungschen Algorithmus,
das obige Erzeugendensystem zu einem minimalen zu verfeinern. Wir
setzen (vgl. [6,7]):

iy=n, i,=n—q.
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Dann gibt es ein natiirliches a, = 2 mit

i1=a2i2—i3, O_S_i3<i2.

Entsprechend fahrt man fort und erhilt eine Kettenbruchentwicklung
iy =ayi;—i3
iy =a3i3—i4

. (1)
ie-Z =gy ie-'l - ie

mit a,22,...,8, (22, iy=a>i=n—g>i3> >, =1>i,=0,
e=3. Es gilt dann

n 1
e — iy~ Ay~ 4

{

Aoy

Sind umgekehrt a,>2,...,a,_, 22 bekannt, so lassen sich die i,
induktiv berechnen vermdge

i1=n5 i2=n_q’ is+1=aeiz—is—19 8‘_‘2’---16“'1' (2)
Wir definieren weitere Zahlen induktiv durch

j1~—~0, j2=19 ja+1=a&j€—j5'l’

G3)
ki=1, ky=1, k,,=ak —k,_,.
Wegen qa, = 2 folgt leicht durch Induktion, daB
fo < oy L ore & 'e
J1<]2 J @)
kiSk, s 2k,
AuBerdem beweist man ohne Miihe die folgenden Gleichungen:
i,+qj,=nk, e=1,..,e,
je+lit:'_jsis+1 =n (5)

k£+1i _k i8+1=q 8=1,...,e_1,
]e+1k ]s s+1"‘1

und damit insbesondere (j,,k,)=1, e=1,...,e. Aus der Theorie der
Kettenbriiche ist weiter bekannt l z. B. [ , daB j, ., der kanonische
Zihler des Kettenbruches a, — 1st Dies impliziert j,=n
und damit wegen i, =0 auch k = q
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Satz 2. Die k-Algebra S§ wird erzeugt von den Elementen { und
uevk g=1,...,e.

Bevor wir Satz 2 beweisen, zeigen wir den folgenden

Hilfssatz 1. Es sei (i, j, k) eine Losung von i+ qj=nk mit 0=<i<n und
0<j < n. Gilt dann . .
J o)
k= k,
fiir einemit 1 Se < e, 50 ist notwendig e <eund j 2 j, . ;.

Beweis. Wegen i+ qj =nk gilt

und damit ¢ < e. Da die j, mit ¢ monoton steigen, konnen wir annehmen,

daBl s <e maximal mit —é— > —}ii gewihlt ist. Wir nehmen ferner an, es
gelte j <j, ... Dann ist k £k, ., und folglich mit (5)
_.Z__jks-kje +]_s> 1 _15__'__ js+1

k kke ke - keks-l-i * ke - k::+1 .

Da ¢ maximal ist, muB mithin jk,, , =kj,,, sein, und wegen der Teiler-
fremdheit von j,,, und k, , zieht dies j,.,|j und also j = j, ., nach sich.
Widerspruch! q.e.d.

Beweis von Satz 2. Wegen i, +qj,=nk,e=1,...,¢,05i,=n,05j.Zn,
sind die Monome u**v* in dem Erzeugendensystem von Satz 1 enthalten.
Es muB daher nur gezeigt werden, daB sich jedes Monom u'v/,
i+qj=0modn, als Polynom in den u'v’ darstellen 14Bt. Dies ergibt
sich aber, wic man sich leicht iiberlegt, aus der folgenden Aussage:

(x) Ist j,<j<j.+1, £<e, und i die eindeutig bestimmte Ldsung von
i+qgj=nkmit 0<i<n, soist iZi, (und damit i> i, wegen j=*j). Anders
ausgedriickt: j, ., , ist das kleinste j> j,, 50 daf} das zugehorige i kleiner als
i, ist.

Um (#) zu beweisen, multipliziere man die Gleichung i+ gj=nk
mit k, und die Gleichung i, + gj, = nk, mit k. Durch Subtraktion ergibt

ich d
sich dann ik, — ki, + q(ik, — kj) =0

Nun ist k, < k wegen j, <j und jk, — kj, <0 wegen des oben bewiesenen
Hilfssatzes. Folglich ist

0= q(k.}s -.}ks) = zke - kls s k(l - is)

und also i2i,. q.ed.
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Wir haben bisher nur die invariante Polynomalgebra S5 berechnet.
Nach [4], Satz I11, 3.3 ist damit aber auch die analytische Algebra K§
festgelegt: Es sei K,=k{x;,...,x,> und o :K,— K, der durch a(x,)
=ulvk, g=1,..., ¢, definierte k-Algebra-Homomorphismus; dann gilt

K§=~K_ /kera. (6)

Wir werden im nichsten Paragraphen kera bestimmen. Als ein Neben-
resultat wird sich ergeben, daBl e die Einbettungsdimension von KY ist.
Daraus folgt unmittelbar der

ZusatzzuSatz2. Das in Satz 2 angegebene Erzeugendensystem von
S§ ist minimal.

§ 2. Die Gleichungen

Es sei 4, , =K$™¢und X, 4 der zugehdrige analytische Raumkeim.
Nach der Bemerkung (6) ist X, , ein analytischer Unterraumkeim von
(k°,0). Um die X, , deﬁmerenden Gleichungen zu gewinnen, miissen wir

ein Erzeugendensystem von kera berechnen. Wir setzen (wenn

a, —laz— - —1la,_, die Kettenbruchentwicklung von ke wie in
n._

§1 ist):

x40 ,0+1=5—1,
Pse= (7)

X§5 T ag T i T iy T, S 1 <e— 1,

(I£6,e<Le), und
Goe = XX~ Poes 2§5+1§8-1§€—1 (8)

Ferner sei a = a, , das von den g,, in K, erzeugte Ideal. Wir werden unten
zeigen, daB3 a, , = kera. Wir beginnen den Beweis mit dem

Lemma 1. a, ,Ckera.

Beweis. Es gilt nach (2) und (3): is+ iz =0a54105+, Und js+Jjs12
=ds, 1Js+1, und daraus ergibt sich unmittelbar durch Induktion nach
semit d+1<e~1:

Is+i,=(a50 =) isry +(a502—2) is+ -
. +(ae~2 e 2) i5—2 +(as-1 e 1) ie—l
und entsprechend fiir j; + j,. Dies zieht sofort a{g;,) =0 nach sich. q.e.d.
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Fiir die umgekehrte Inklusion bendtigen wir einen weiteren Hilfs-
satz. Es bezeichne

22 ={(B,eZxZ:f20,y20,(8,7)+(0,0)} .

Hilfssatz 2. Man betrachte zu festem (B,7)eZ’% die Gleichungs-
systeme

(*) )"i:l)is-*—ll(iz,isﬁ'l:ﬁ}g:i e—i
’ ‘a’gl)ja+i§2)je+l =7 T

Besitzt dann ein Gleichungssystem (x,) eine Lisung (A, 1) eZ3,
so besitzt

a) im Fall 24V =0, § +1 < e—1 nur noch (x,, ) eine Losung aus T2,
nathh (2‘551-2 1 '1552-2 1= (/1572)9 0)’

b) im Fall 3% =0, §—1=1 nur noch (x;_,) eine Losung aus 732,
nimlich (A 1, 22 )= (0, 15"),

¢) in allen anderen Fdllen kein weiteres System (x,), & 6 eine Lasung
aus Z%.

Beweis. Es gilt nach (5) i,j,,.,—i,+.j,=n Folglich besitzt ()
genau eine Losung (1, 1) € @2, niimlich

t . T . .
'15:1)= _r?(ﬁ]e+l = Ple+ 1)’ 1532) = - I(ﬁje“vla) .

Wegen (1), (4) und (B, y) e Z% gilt stets AV < A, 12> 22

Es sei nun § maximal gewihlt, so daB (14", A?’) e Z% . Es kdnnen dann
die folgenden Fille eintreten:

1) 42 =0, > 1. Dann ist AV >0, A0, = — 1P =0, AD, = )>0
und AV < AV, =0 fiir alle ¢ < 5 — 1. Es besitzt also nur noch (x;.. ,) eine
Losung in Z2 .

2) AP >0, 6> 1. Dann ist AV <A, = — 2P <0 fiir alle e 1,
d. h. kein weiteres System besitzt eine Losung in Z2 .

3) §=1. Dann gibt es ebenfalls keine weitere Losung in Z%. q.ed.

Satz 3. kera=aq, ..

Beweis. Wegen Lemma 1 brauchen wir nur noch kera C a, , zu zeigen.
Es sei also o

f= Y a, ., x{-xeekera.
Vi ey V=0
Wir definierendann I , = {(vy, ..., v.) s o(x}* - -+ - x39) = 0?} fir (B,y)eZ?
und erhalten
- f=fo+Zfp,
mit ) v
fo=aqg.o und fp,-,': Z Ay, XY xpe

(Vi Vo)EIB,y
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Offensichtlich hat man auch f,, f; ,€kera, woraus sich sofort die
nachstehenden Identitéten ergeben:

aO.‘,Ozoa z av;...vg=03 (ﬁa )’)Gli .
(vi,...,vedelp

Es geniigt nun zu zeigen, daB alle f; , € a, ,. Denndannliegt f=2f, ,
in dem von a, , in der Komplettierung k{x,, ..., x,} von k{xy,...,x,)
erzeugten Ideal und mithin nach dem Krullschen Lemma ([4], p. 46)
in a, , selbst.

Es sei (vy,...,v)€l;,. Dann kann man ecinen anderen Index
(¥, ....V)e I, , finden, in dem hochstens zwei Elemente ¥,,V,,,; von
Null verschieden sind, so daB3

v Ve — +V Ve
xll.....x;___xll.....xe modan,q

(dies beweist man ohne Miihe z. B. durch Induktion nach ¢). Also hat man

= f, = v ¥
Jo=tp= Z Gy, X1 X moda,
(Y, Ve)elp
— v Poy —
zavl..‘ve-ga Oi(xl"'“-xﬁ)—u‘gv?.

Aus Hilfssatz 2 folgt nun fir (v, ..., v.), (4, ..., #) € Iy , sofort
xil P xzezxﬁi‘l PPN .xl:e
und damit fiir ein festes (uy, ..., u,) € lp
fﬂ,y:( Z avl...ve)xllzl“”'x‘e;ezoa
ST

Lo Veleag, y

d.h.
Sp,€% 4. g.e.d.

Es ist somit A4,,=K§"*=~K,a,, Da A4,, als invariante Unter-
algebra der reguliren Algebra K, normal ist, ist insbesondere a,,
ein Primideal. AuBerdem gilt ersichtlich a, , C mZ, wenn m, das maximale
1deal von k{x,, ..., x,.) bezeichnet. Dies impliziert fiir die Einbettungs-
dimension eibA, , die Formel

Lemma 2. eibA4, ,=e.

Wir wollen schliellich noch die minimale Anzahl cga,, von Er-
zeugenden des Ideals a, , berechnen. Es sei
e;i=3(e~1)(e-2). ©)

Dann gilt
Satz 4. cga, ,=¢, .

Beweis. Es gilt cga, ,= dim,a, ,/m.a, .. Es geniigt daher zu zeigen,
daf} die Restklassen der e, Erzeugenden g;,,2<é+1Se—~1Se—1,in
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a, ,/m.a, , linear unabhiingig iiber & sind. Es seien also c;, € k und

z Csed5: € m, an,q .

Wegen g,,=x,;x,—p;, und a,,Cm; gibt es dann ein Polynom
P(x,, ..., x,) mit

e

Z clexl xs +P(X2, ceey Xe)E mg 3

g=3

woraus sich ¢;,=0,e=13, ..., ¢, ergibt. Man beweist induktiv auf dieselbe
Weise, daB} auch ¢;, =0 fiir alle ,e mit 2<d+1Se~15e—1. qed

Folgerung. A, , ist ein vollstdndiger Durchschnitt genau dann, wenn
g=n— 1.Indiesem Fall ist A, , die Hyperflichensingularitdt kK{x,x5,X3)/
(xqx3—x53).

Beweis. A, , ist volistindiger Durchschnitt <>e=e¢ibA4, ,= dim4, ,
+cga, ,=2+e;we=3eon—gq=1eq=n—1wag=n qed

§ 3. Auflésung der Singularitiiten und die Kettenbruchentwickiungen
n

fiir - und
9 n—q
Die Algebra 4, , wird analytisch von den Elementen u' v’ e k{u, v),
e=1,...,e, erzeugt; in Zeichen

A, =k v, v
Unter diesen Elementen kommenstets u”, 4"~ Zv, v" vor. Wir setzen deshalb
B, = ku" u" 0, 0" .
Der analytische Monomorphismus B, , A, , ist endlich. Da fir die
Quotientenkorper Q(B, )= Q(4, ) gilt und A4, , normal ist, ist 4, , die
Normalisierung von B, ,. Um also die Auflosung der Singularititen von

X, , zu erhalten, geniigt es, die Singularititen des zu B, , gehdrenden
Raumkeimes Y, , aufzuldsen. Nun ist

Bn,q = k<x19 X2, xe>/(x'1'_qxe - XZ)

und damit die Auflésung von Y, , seit Hirzebruch [6] wohlbekannt (vgl.
zum Folgenden auch Laufer [8]): Man bildet zunichst die Kettenbruch-
entwicklung

n

— =by—1[by— - —1[b,, b,22, e=1,...r,

g
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und verheftet dann r+1 Exemplare des k* mit Koordinaten (u,,v,),
0=0, ..., r, sukzessiv auf die folgende Weise:

1 by
”1=—‘u s D1 =Uglg
0
{ (10)
vy=-—, Uy =10%u,
Uy

Dadurch erhdlt man eine Mannigfaltigkeit )?,,,q, die zusammen mit einer
geeigneten Abbildung X, ,» Y, , die Singularititen von Y, auflost.
Dic exzeptionelle Menge E=n"'(0) ist Vereinigung von r rationalen
singularititenfreien Kurven E,~1IP,(k), ¢=1,...,r, mit der folgenden

Schnittmatrix _b
e b

e=0
E,cE,=q1, g=0+1,0—1 (11)
0, sonst.
Der zugehorige duale Graph ist dann
—b, —b, —b,_, —b,
* o - &——— @ , o=1P (k). (12)

Die Abbildung = 1408t sich durch eine Abbildung f tiber die Normali-
sierung X, ,—Y,  faktorisieren. Wir wollen f im folgenden Satz explizit
beschreiben, da dies bisher noch nicht in der Literatur geschehen zu sein
scheint.

Satz 5. Die Funktionen f,=uirvls, e=1, ..., e, lassen sich holomorph
nach ganz X’,,,q fortsetzen. Die Abbildung f: )~(,,, g X,..q wird gegeben
durch f=(f1,...,f.)

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser (man fithre Induktion iiber »
durch und benutze dabei die nachstehenden Uberlegungen; vgl. auch die
Beweisskizze zu Satz 9).

Durch Berechnung von n und ¢ aus by, ..., b, lassen sich dic Zahlen
ay,...,d,_, (d.h. aus dem dualen Graphen der Auflésung die Glei-
chungen) gewinnen und umgekehrt. Wir wollen jetzt zeigen, daf es auch
einen direkten Weg fiir diese Berechnung gibt. Dabei ergeben sich zwei
wichtige Formeln fiir den Zusammenhang der b, mit den a,.

Lemma 3. Es gelte

== B 1],
%=b2—1|_b3'~---—1[b:,
1

ny
=a,—1|laz—--—1]a,_,.

ny—q,
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Dann ist
"q =2 [T A [Tt [@F D1 [a— - —1[a,_,

mit (b, — 2) Zweien am Anfany.
Beweis (durch Induktion nach by = 2). Es sei b, = 2. Dann gilt

n _» 1 2n—q
¢ " moom
q
und damit !
n 2n, —q,
= = ={g,+1)—1|az—~ - —1}a,_;.
n—dq n—q, nl_ 1 2 ) _J_; _j_l

Es sei nun die Richtigkeit der Behauptung schon fiir b, =2 nach-
gewiesen, und es sei

=G+ - 1[5~ —1[F,.
=b, —ﬁ““'”_ﬂ—b—r:bx— o

44

I
. q
Dann gilt
q

und also nach Induktionsvoraussetzung

—2__F_ 121l + D= —1]a,_,

mit (b, — 2) Zweien am Anfang. Die Behauptung folgt aus

n__

LT S S
n—q n—gq

n-2q

g.e.d.

Lemma 3 liefert das folgende praktische Verfahren zur Berechnung
der g, aus den b,. Man ordne (b,, ..., b,) ein System von Punkten in der
folgenden Weise zu:

X X e XX
(b; — 1) Punkte

XX e XX
(b, — 1) Punkte

X X v X X
(b; — 1) Punkte
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Jedem System von senkrecht iibereinanderstehenden Punkten entspricht
dann ein a,, und zwar ist a, — 1 gleich der Anzahl dieser Punkte.

Beispiel 1. (by, ..., b5)=(5, 2,2, 3, 2) liefert das Diagramm
X X X X

X
X
X
X

und also {(a,,...,0¢)=1{2,2,2,5,3). Man verifiziert leicht (aber mit
erheblich viel mehr Aufwand), daB tatsichlich

4

5~1 2—1[2—1[3-—1 2:«»1;:-

47

Die nachstehende Aussage ergibt sich unmittelbar aus Lemma 3:

und

Lemma 4. Es sei

—:—=b;~1[b2-—-~-~~1[b, und n—n(;:az-l ay—-—1[a,;.
Dann gilt:
r e—1
) Y b—1= Y (a-1),
e=1 £=2

i) e=3+ i(bo—Z).

¢=1
Bemerkung. Die Aussage ii) liefert zusammen mit Lemma 2 die
folgende bekannte Formel (vgl. [1], p. 349):

eibd,,=3+ Y (b,—2).
=1

§ 4. Die Relationen

Es seien X, ., 4, ,= K, /a, , wie bisher. Um Deformationen von X, ,
zu erhalten, mul man den Relationenmodul von g, , bestimmen. Wir
setzen (unter Verdnderung der Indizes)

gi=Xix;—pyy 2Si+1Sj—1Ze—1,
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p;; wie in (7), und miissen dann alle (R;j);.i41<j-120-1 €€ K, finden
mit
2 legl.l = O .
Satz 6. Der Relationenmodul von a, , wird erzeugt von den folgenden
Relationen:

Xigi = X g+ (XF T e ) Xy gi.j+1a1§i<j<k—1§e—1,
(13)

XjGik = X Gij+ XE T O TR x4 T g 28 i+ I <j<kZe,

wobei die Klammern im Falle j=k —2 bzw. i=j — 2 fortzulassen sind.

Beweis. Wir setzen abkiirzend a,=aq,, und bezeichnen den durch
die Relationen (13) in e, K, erzeugten Untermodul mit M,. Wir beweisen
den Satz dann durch Induktion nach e > 3.

. Im Falle e=3 ist M, =0, und dies ist tatsichlich der Relationen-
modul, da a, =g, ; K; ein Hauptideal ist.

2. Wir kénnen also im folgenden e = 4 voraussetzen. Wir zeigen dann
als néchstes, daB die trivialen Relationen

glegl) g”gle’ (la.]):’:(iae) (14)
in M, enthalten sind. Wir kGnnen dabei ohne Einschrinkung i > 1 vor-
aussetzen, fithren aber die Rechnung nur fiir j= ¢ durch:

G1eGie=(X1 X, = P1o) Gie = X(X1 Gi0) — P1eGic
= X (Xi e~ Xt T xBeF T I xfery T gi,i+1)

mxaz 1

x'§3 ..... x‘ele_‘zz—
=X X1, — XEE T x0T 2y

(xegl i+1 +X 2 1x‘;3 ..... xi'*
=X Xo1.— XI¥F 2., X0ep"Zxbe- "1y g
=(X;Xe = Pie) §1e=GieG1e -

3. Wir bilden nun das von g;;, 2<i+1<j~15e—2, in K,
=k{xy,..., X, erzeugte Ideal a,_,. Fiir a,_, ist dann nach Induk-
tionsvoraussetzung schon alles bewiesen: M, _, ist der Relationenmodul
von a,_ . Weiter gilt offensichtlich

M- @, K)®0 & - & 0CM,. (15)
{e — 2) Nullen

4. In diesem Abschnitt beweisen wir durch Induktion nach ¢,
1£t=£e--3, daB die folgende Aussage richtig ist:
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Zu jeder Relation (R;);<;+1<j-15¢~1 9ibt es Funktionen
S ek{xq,.0s X0, 2<i+1gj—1Ze—t
T ek{xy,...,x, 2<i+1£j~1<e—2, J=max{je—1)
VO ek{X{y oo, Xe_ry, 15kSe—t—1,
mit den folgenden Eigenschaften:
(@D S =372 xeez iy TITY, 25i41Sj-15e-2,
(Il), Z T(r)gz} - xe H Véqz" 1 + Z x‘l?fifll -1
it2sjse~t 1Zkse—1—2
-(X&*ﬁ'z ,,,,, xge i 2) V(t)
(iii), (R;)=(S) mod M, .
Beweis. Es sei t = 1. Wir zerlegen R;;= R + x,R{} mit RPeK,_;
und R{}’ e K,. In M, kommt fiir j<e — 1 die Relation

XeGij = Xifie — XU THEE T xE T ) g
vor. Dies impliziert
(R;)=(R{;) mod M,

mit Rj;=R{Y e K,_, fiir j<e— 1. Wir konnen also ohne Einschrinkung
von vornherein
Ri;eK, |, jge—1,

annehmen. Setzt man dann in

Y Ri;g;;+ Y RE+x.RNg.= Y Rijgi;=0

it25jSe—1 12k<e~2 i+2<jse

x, =0 ein, so folgt eine Gleichung

Z uglj Z Rﬂ?l’he (16)

it2=<jse~1 kge—2
in K,_,, und damit
- Y -2 e-2=2) RO
xz-—ll < 1Re—2 ot Z xak+1 xﬁk++22 ..... x‘;_zl )R;{g)
k<e—3
= Z Rkepkeeae—l'

k<e—2
Daa,_ein Pri‘mideal istund x,_, ¢ a,_; wegen a,_, CmZ_,, muB} schon
der Ausdruck in der Klammer in a,.; liegen. Es existieren also Funk-
tionen

. T(I)Gk<x17"axz-1>, 2§l+1§1_1§e‘2a

mit

T(l)gzj~xe—lR(eO)2e+ Z X8kri™ 1(xak+2 2., xg*_‘zz“z)R;‘?.
i+25jSe—1 kSe—3



226 0. Riemenschneider

Hieraus folgt mit (16):
(R;; j— xqemp 1 7?}”)9;‘,':0-

i+25]se~1
Nach Induktionsvoraussetzung (bzgl. e — 1) gilt dann aber

(R ”‘xe-‘ . T ))x+2<_1<e 1 eMe 1
und hieraus folgt wegen (15) sofort

(Rij_ S};’))i+2<j<e eM,
mit SV =x% "' TP, i+2<j<e—1. Setzt man noch V{V=R{),
k=1,...,e— 2 SO smd (i), (ii); und (iii); bewiesen.
Es seien nun die obigen Aussagen fiir t mit 1 £t < e - 3 schon gezeigt.

Wir betrachten dann T mit 1 <e—t—1. Nach Voraussetzung ist
TP e k{x,, ..., X, -, und wir kdnnen setzen

t(lt)zlr(lx)‘*'xe rlTx(lﬂs i:‘)Ek<xl’"'9xe—a‘—-1>'
In £8{g,; tritt damit der Ausdruck
(e ™2 xfeg Ty x8ey T x, L T gy
auf. Wegen der Relation

a, 17.a 2 aj- 1~ 2
Xe~t9i1 = X1 i et — Xi¥ +1 (tz """ xl*l )gl'-l,e—t

kann man diesen Ausdruck mit Hilfe neuer S{}!)-Terme der richtigen
Bauart fortschaffen. Wir diirfen dann sogar ohne Einschrinkung

TO=TYek{Xy, s Xgor-1), ISe—t—1,

annehmen da man in (ii), die zusdtzlichen Glieder in den Ausdruck
V¥, _, hineinnehmen kann. Man setzt nun in (i), x, _,=0 ein, und
erhalt die Gleichung
T79:;
it2<jfe—t-1
= Y (T prem X TR T xes T YT
kfe—t—2

eetm + -
Xe<id Z(Xe —p 1Ve(t I)2"' Z X5 1(xawz2 2o
1skfe~t-3

e )

mit gewissen Funktionen V&*Pekd{x,,...,x,_,. 1) Man definiert
analog wie oben das Ideal a, ., ; und schlieBt welter wic im Fallet=1.

5. Um Satz 6 zu beweisen, wenden wir die oben bewiesenen Gleichun-
gen im Falle t = ¢ — 3 an. Es gilt also

(R;)=(5) mod M,
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mit
S;=86"9 = (x4 2 xleg T ) xde LT,

l}’
2§l+1§]—1§e—2.

— =3)
’I‘lj—"’]-‘l(_)e s

Nun ist die Relation
(X372 x5 2T xGey T 1gzj:xj‘lgie"xigj-l,e
in M,, und folglich hat man
(Rij) = (Sx}) mod M,
mit §;;=0fliri+2<j<e—1. Es gilt also

SkeGke=0,
1Skse-2

woraus ~

S1eg1.€8,-1 K,
folgt, wobei @,_, K, das von den Elementen g;;, 3<i+1<j—1<e—1,
in K, erzeugte Primideal ist. Nun ist

Gie ¢ ae‘ 1 Ke H
da sonst im Gegensatz zu Satz 4 cga, < ¢; wire, und mithin
Sie= > Sii9ij-

Igitlgj~15e—1
Da die trivialen Relationen g;;g;. = ¢,.9;; nach Abschnitt 2 des Beweises
in M, enthalten sind, erhalten wir schlieBlich eine Kongruenz

(R;)=(§{)modM, mit S§;=0, j=3,...,e

"

Entwickelt man §; nach Potenzen von x; und wendet noch einmal
die Induktionsvoraussetzung auf d, ., an, so ergibt sich

(R;)=0modM,. q.ed.

Bemerkung. Man kann zeigen, dall die nunmehr konstruierte Auf-

losun
g e;K,—»e, K. »K,—K,/a, ,—0

minimal ist im Sinne von [4], Kapitel I11, § 2.1, wobei e, die Anzahl der
Relationen in Satz 6 ist:

e;=%e—1)(e-2)(e-3).

Da 4,,=K.,/a,, normal und 2-dimensional und damit auch Macau-
1eysch 1st {was auch aus A, ,=K§~s folgt), gilt nach dem Syzygiensatz
(vgl z. B. [4], Satz II1. 2.6) fiir die Syzygienlidnge von 4, ,

sylg, A g=e—2.
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Also ist im Falle e=4 die Abbildung ¢, K,—e¢, K, schon injektiv, und
damit 0-2K,-3K,~»K,;—K,/a,,~0
eine Hilbertauflosung von K 4/a, .. In dem homogenen Fall

a3, = (xy X3 — X3, X3 X4 — X3, X1 X4 — X3 X3) k{Xy, X3, X3, X4 )

kann man diese exakte Sequenz schon bei Hilbert ([5], p. 503) finden.
Es ist zu vermuten, dafl die volle Hilbertauflosung fiir beliebiges e
stets folgendermaflen aussieht:

Oﬂee«ZKe"*ee-'SKe—"“-’eZKe_’el Ke_’Ke_*Ke/an,q_’O’

wobei

ejzjii(e_n(e—Z) ----- e—G+1), 15jse-2.

§ 5. Die spezielle Deformation

Nach der Folgerung zu Satz 4 ist 4, , ein vollstindiger Durchschnitt
genau dann, wenn g=n—1, und dies gilt genau dann, wenn e=23. In
diesem Fall hat man die Hyperflichensingularitit

An,n-l=k<x1’x29x3>/(x1x3'—xg)w nz2,

deren verselle Deformation leicht zu berechnen ist. Sie wird beschrieben
durch die Funktion

Xy X3 = X5+ S 45X+ 45, %572 (18)

ink{xy,X3,X3,8¢, ..., %1 (vgl z. B. [16]). Insbesondere ist die Dimen-
sion des reguliiren Basisraumes gleich n — t = a, — 1. Die Singularitdten
in den Nachbarfasern von X, ,_, lassen sich aufgrund der Gl. (18) ohne
Miihe bestimmen: Es treten alle X, ,_; auf mit 2 <’ <n. SchlieBlich
gibt es eine einparametrige Unterfamilie, beschrieben durch x,x;
—x5+s;, d.h sy;=---=5,_;=0, deren allgemeine Faser singulari-
tatenfrei ist.

Im Fall ¢z 4 existiert nach Grauert [3] zwar auch eine verselle
Deformation — da dann aber kein vollstdndiger Durchschnitt mehr vor-
liegt, gibt es keine Methode, sie auf einfache Weise zu berechnen. Wir
begniigen uns daher in diesem Paragraphen mit der Konstruktion einer
Familie, von der wir spéter sehen werden, daB sie hinreichend viele
schone Eigenschaften besitzt. In § 7 beweisen wir, daB sie fiir e=4 sogar
versell ist, wihrend dies fiir ¢ = 5 nicht mehr zutrifft.

Es sei also im folgenden e=4 und a,,=(g;) k<{x;,...,x,> mit
Gij=X;X;—P;j, 2Si+1=2j— 1< e—1 wie in (8). Wir fiihren Parameter

1 -1 1 -p1
s, s s L s D
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ein und definieren die folgenden Funktionen in

k(x, s> =k{xD R k(s) =k{Xy, ..., x> ® k(s ..., s¥eqt™ Dy

(= —
O A o
T D@2 @Y =2 e— 1,
iz{x?‘_2+s§2)x?='3+~~+s§“*“’, i=3,..,e=2, 20)
X1 Vo—Xp-ooe Xoo1s 2=i+1j—1=e~1,
G — X p— Xy X 1%-15 2=i+1Sj—1<e~1, 1)

Yo xiYe = Vier Xiwr Xe-1) I<itlsj—tl=e—t,

X ¥i— Vier Xiwgooo Xj_1X5-1, 2<it1sj—1<e—1.

Ferner sei A, , das von den G;;, 25i+15j—1Se~1, in k<{x,5)
erzeugte Ideal, und ¢ sei die Komposition der kanonischen Abbildungen

k(sy >k {x) @k{s) >k {x,s)/U,,. (22)
Es gilt dann

Satz 7. ¢ : k(s> = k{x,s)/U, ,ist eine Deformationvon A, ;=k<{x>/a, ,
iiber k{s).

Beweis. Es gilt nach Konstruktion G;; =g;; modm(k{s>). Folglich ist
A,,, die Faser von ¢ iiber dem Nullpunkt. Es bleibt nur noch zu zeigen,
daB ¢ platt ist. Das ist dquivalent dazu, dal3 die Relationen (13) zu Rela-
tionen der G;; in k{x, s) fortgesetzt werden konnen, was wegen

xiij+Xj+1 """ anlxk_lGi,j+1, 1§i<]<k—1<e_1,

G, =
xl i {xiGje+Xj+1'.“"Xe_1Gi’j+l, 1§i<j<k—1xe—1,

__{ykGlj+X2 """ Xj—lGj—l,k’ 2=l+1<]<k§e,
Vo= Gt yiny Xiwr o X1 Gyoar 2<itl<j<kse

der Fall ist. qed.

Beispiel 2. Der Kegel A, iiber der rationalen Normalkurve vom
Grad n in IP, besitzt die Gleichungen

XiXj—Xip1 Xj-1 =0, 2gi+1gj—-15n.

Es gilt also e=eib4, ;=n+1 und a,=2, ¢=2,...,n. Man kann diese
Gleichungen auch suggestiver in der Form

Xy _ ”X_Z_ Xn—1 Xy

X2 X3 Xy Xn+1
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schreiben. Die obige Deformation hat dann die Gestalt

(1)
Xy X2 — Xn-2 Xn-1 o xn+sn

o= nTTE 1
X+ xs4+sY X,_ 1+, X, Xpi 1

und ist offensichtlich zu der von Tjurina [15] angegebenen Familie
Aquivalent.

Fiir die der Abbildung ¢ zugeordnete Abbildung analytischer Raum-
keime schreiben wir

©:Z,,~S. (23)

Wir wollen jetzt die Singularititen der Fasern ¢~ !(s), s€ S, bestimmen.
Dazu fiihren wir die neue Schreibweise

X=Xy, ....0._1) (24)

ein. Mit Hilfe von (7) und (8) sicht man, daB X(a,, ..., a._ ) auch dann
sinnvoll definiert ist, wenn a, =1 oder a,_, = 1. Es gilt

X(1,a3,....,a._)=X(@as—1,...,a,.,), X(1)= reguldre Singularitit .

Satz 8. Es sei ¢:Z, ,—~S die spezielle Deformation (23) von ¢ 1(0)
=X, ,=X(a,,...,a,_,). Dann sind die in den Fasern ¢~ '(s), s€ S, auf-
tretenden Singularititen genau die folgenden:

X(GIZ""’aIe~1)9 1§a’2§a2’ 1§ale-‘1 éae-la 2§a;§aea 8:37-"78_2'

Jede dieser Singularitiiten kommt in beliebiger Ndhe von X(a,,...,a,_)
vor.

Auferdem gibt es einen eindimensionalen reguliren Unterraum S, von
S durch 0, so daff die allgemeine Faser der eingeschrinkten Familie
Z,,=Z,,|8,—8, singularititenfrei ist. Insbesondere ist @ nicht trivial
und somit X, , nicht starr.

Der Beweis wird zweckmiBigerweise durch Induktion nach e
gefiihrt und sei dem Leser iiberlassen. Wir begniigen uns damit, die
Familie Z, , anzugeben: Es sei s, eine neue Variable und

N X +s8, i=3,...,e-2
= 25
! {xi, i=e—1,e, @)
A.={(xi+sl)(xi+cnsl) """ (+ {3 %sy), i=2e—1, (26)
' (xi+C,,Sl) """ (xi"‘C:i—ZSl), i=3,...,e—‘2,
Xy Po—Xyreeer X1, 2=i+1Kj—~1=e~1,
é _ xlj/j"‘Xz """ Xj_lxj‘.ul, 2"-—'i+1§j—1<e_1, (27)
v xiye—j’i+1Xi+1 """ Xeo1s 2<itigj—1=e—1,

xiﬁj—ff,-+1)2i+1 """ Xj..,lxj‘...1, 2<i+1§]—'1<e—"1
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Ist dann QAIM das von den Funktionen GU in k{xq,..., x> ®k{s;>
erzeugte Ideal, so existiert eine surjektive Abbildung k{s)—k{s,> mit

k<x781>/mn q—(k<x s>/U, q)®k<s>k<31>

Die durch ¥, , definierte Deformation Z, ,— S, ist also die Einschréin-

kung von Z, auf den eindimensionalen reguldren Unterraum S, von S.

DaBin Z, auBerhalb der speziellen Faser nur regulire Fasern vorkom-
men, hegt an der Tatsache, daf3

a,sn, e=2,...,e—1,

—az"‘ﬁ ! ay-y -

Wir wollen schlieBlich noch anmerken, wie sich die Graphen der
Singularitidten bei der speziellen Deformation verdndern. Ist

bt Bt B, =t fa e e

so schreiben wir auch
X, ,=X@a,,...,a,.)=X[by,...,b],
X [#@] = reguldre Singularitat .

fiir

n—qg

(28)

Aus Lemma 3 liest man unmittelbar ab:
Lemma 5. Ist X{a5,...,a,.)=X[b,, ..., b}, s0 gilt
X(az—l a3,... e — 1)=X[b2,...,br}
Xy, .0y @y_ 5,0,y —1)=X[by,....,b,. ]

(i) fiir2<e<e—1,a,23, gibt es ein g mit 1 S g <r, so daf

(1)

Xy eoer O gy @=L, Ay ey 0y y)
=X[by,..., e_,,bg—l-boﬂ—-2,b0+2,...,b,].

Damit kann man Satz 8 auf die folgende Weise formulieren:

Satz 8'. Es sei ¢ : Z, ,— S die spezielle Deformation von ¢~ '(0)= X, ,
=X[b,,...,b,]. Dann sind die in den Fasern ¢~ '(s), s € S, vorkommenden
Smgularzzaten X[bY,...,b"] genau diejenigen, die durch die folgenden
Bedingungen beschrieben werden:

a) 0<I<r.
b) l=r=X[b?, ..., 6" =X[by,....b,].
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¢) Sind die Singularititen X[bP,...,b{"] fir festes I<r schon be-
kannt, so erhdlt man alle Singularititen X6V, ..., b{=1] durch die in
Lemma 5 beschriebenen Operationen:

(i) ,Streichen® von b oder b{®

(ii) ,,Vereinigen® von b und b, zu bY +bY, | —2 bei festem A,
1Si51-1.

Wir betrachten dazu das

-3 -3
Beispiel 3. Ag 3 hat den Graphen e———e und die Exponenten
(a;, a3, a4)=(2, 3, 2). Nach Satz 8 treten die folgenden Singularititen auf:

X(2,3,2)=X[3,3]

X(1,3,2)=X(2,2)=X[3]

X(2,3,1)=X(2,2)=X[3]

X(2,2,2)=X[4]

X(1,2,2)=X(1,2)=X(1)= X[9]

X2,2,1)=X2, H)=X(1)=X[0].
Die auf der rechten Seite stehenden Ausdriicke sind genau die, die auch
nach Satz 8 auftreten miissen.

Bemerkung. Die spezielle Deformation (22) ist abhingig von der
Reihenfolge der Koordinaten xg, ..., x,. Kehrt man diese um, so erhilt
man im allgemeinen eine andere Deformation. Man kann sich jedoch
leicht davon iiberzeugen, daB sie zu (22) dquivalent ist.

§ 6. Die simultane Auflésung der Singularitiiten der speziellen Deformation

Die in § 5 konstruierte Deformation von X, ,= X(a,,...,a,-) hat
einen regulidren Basisraum S der Dimension

e—1

Z (as_i)'

=2

Nun ist diese GroBe nach Lemma 4 gleich
2 (b= 1)
e=1

wenn X, .= X[b,,...,b,], und dies legt die Vermutung nahe, daf die
spezielle Deformatlon (23) in_ Zusammenhang stehen muB mit einer
Deformatlon der Auflésung X, g von X, .. Wir setzen analog zu (28)

=X[b,, ..., b,] und geben fiir diese Mannigfaltigkeit eine kanonische
Deformatlon an:
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Es sei T der Z(b, — 1)-dimensionale k-Vektorraum mit den Variablen
t=0, ..., 0D ) Wir verkleben (r+ 1) Exemplare
von k? x T mit Variablen (g vy, 1), @ =0, ..., 7, sukzessiv vermoge

1 _ -
W= vy =ug v+t 0ug "+ 1P " Vg, t=t,

0

. 29)
U2=_U“, uZ=U'{2u1+t(21)U?2—I+"'+t(2bz—1)013 tzt’

1

Dadurch erhilt man eine Mannigfaltigkeit Z,, zusammen mit einer

reguldren Abbildung

ng
@: Z~,,’q—>T s

deren Faser ¢~ ‘~(0) wegen (10) isomorph zu X’M ist. @ ist also eine De-
formation von X, ,, die sich nach [13] zu einer Deformation ven X, ,
iiber T zusammenblasen 140t.

Wir setzen nun

(bo— 1} (1) =h
78 — t*® +lgi1s 1<e<r, ﬁg_bq t,
¢ the), sonst ,

und numerieren das System der t¥< gemi Lemma 4 um:

1 bhi—1 1 B, 1 H -1 1 e—1— 1
@O, e DYy = (L s s 5B ),

Dies liefert eine bianalytische Abbildung T— S und eine induzierte De-
formation von X, , iiber S, die wir der Einfachheit halber ebenfalls mit
¢:Z,,~S bezeichnen wollen. Wir definieren schlieBlich noch

Fi=v,

F2 = uO vo + S(zl)

Fj+1 =“0(F2‘“5(22)) """ (Fz—sgz_i))(f‘s“s(sz)) """ (Fj—l “Sﬁ'a—"irn) (31)
-F,-(F,-—— 35.2)) ..... (F,- - sf,-“f" 1)) + S§1+)1

2gjge—1,5":=0).

_ Satz9. Die Funktionen F,,...,F, lassen sich holomorph nach ganz
Z,, fortsetzen. Ihre Einschrinkung auf X, =@ '(0) stimmt mit den
Funktionen f, ..., f. aus Satz 5 tiberein.
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Beweis. Man fiihrt Induktion nach r. Indem man F, ..., F, in dem
Koordinatensystem mit Koordinaten (u,,v,,s) berechnet, stellt man
fest, daB man sich beziiglich u,,F, ,..., F, in der Situation der Induk-
tionsvoraussetzung befindet. Diese Funktionen lassen sich also auch
in die restlichen Koordinatensysteme fortsetzen. Die Funktionen
Fy,...,F, _, sind in diesem Koordinatensystem Polynome in u, und
u, v, und daher nach Induktionsvoraussetzung ebenfalls fortsetzbar.

Die zweite Behauptung folgt aus der Definition der F, und f,. q.ed.

Folgerung. Die FunktionenF,, ..., F,blasen die Deformation &:Z, ng=S
zu einer Deformation von X, , iiber S zusammen.

Um die Gleichungen dieser Deformation zu bestimmen, mufl man
die Relationen zwischen den Funktionen F,,...,F, berechnen. Man
bekommt ohne weiteres

Xy (x3 = 5§7) = x;3(xz — s§)- o (xy — 5§27 Y)
Xp(%4 = s§) = x3(x3 — s§)- -+ (x3—s57Y)
: (32

xe'—zxe:xe—l(xe—l—sg—)l) """ (xe-l_s(ea—eull-ny

Offensichtlich entsteht diese Deformation (bis auf Aquivalenz) aus der
speziellen Deformation durch Liften beziiglich einer endlichen surjek-
tiven Abbildung y : §— 8. Damit erhalten wir schlieBlich den folgenden

Satz 10. Es gibt ein kommutatives Diagramm
Z~",q _'I)) Z”,q
¢l le
T % §

mit p endlich und surjektiv, { eigentlich, so daf fiir alle te T die Faser
@~ (t) eine Auflésung der Singularitéten von ¢~ (p(2)) ist. (Das heifit: die
spezielle Deformation ¢:Z, ,—S von X, , besitzt eine (simultane) Auf-
l6sung der Singularititen im Sinne von [2].)

Da fiir e=4 die spezielle Deformation versell ist, wie im néchsten
Paragraphen gezeigt wird, ergibt sich als

Folgerung. Jede (lokale) Deformation einer Singularitit A,, mit
eibA, , =4 besitzt eine Auflésung der Singularitdten.

Da die Abbildung i in Satz 10 endlich und surjektiv ist, kann man
aus Satz 8 unmittelbar ablesen, wie sich die exzeptionelle Menge in den
Fasern von ¢: Z, ,—~ T mit t verdndert. Wir symbolisieren exzeptionelle
Mengen durch ihren dualen Graphen und erhalten
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_ Satz 8. Es sei ¢: Z~,,, o= T die spezielle Deformation (30) wvon
X,.o=XI[by,....b]. Dann kommen in den Fasern ¢~ '(t), te T (und zwar
in beliebiger Ndhe der exzeptionellen Menge

—"bl _b2 _br~1 _br

der speziellen Faser $~'(0)) die folgenden exzeptionellen Mengen vor

i I i (1
I
*— - —

(wobei die Zahlen (b, ..., biP) wie in Satz 8' zu bestimmen sind).

Insbesondere treten also die beiden folgenden Phénomene auf:

—b
(i) Exzeptionelle Kurven o | b>2, konnen verschwinden bei De-
formation der umgebenden Mannigfaltigkeit.

(ii) Die irreduziblen Komponenten einer exzeptionellen Menge
—-by  —by . o .
o ——o kinnen verschmelzen zu einer einzigen Komponente mit
Selbstschnittzahl — (b, + b, —2).

Zum AbschluB dieses Paragraphen erliutern wir an einem Beispiel
das zweite Phiinomen (und gleichzeitig die Beweisskizze zu Satz 9). Durch

1
Uy=-—, U3 =ug'vo+tolp
Up
(33)
v——}— , =0"2u, — o022
2= 2=V Uy — V)
1

-1

wird eine Teilfamilie der speziellen Deformation (30) von X [by,b5]
gegeben. Die zusammenblasenden Funktionen F,, ..., F,,e=b; + b, — 1,
haben in den einzelnen Koordinatensystemen die Darstellung

Fi =1, =ul " HNuyv, —to) = ugvh P2 20y T )
- by - bi—2
Fy=uqv, =l " 2wy vy — o) = w05 T (U vR T 1)
- by 1
Fy =ug™ L, =Uy0; — o = U7 (34)
b by—1 _ T s
By =ubtoo(ul ™ vg+ 1) = v, —to)vy  =uzvy
Fy= 752 2uguly o101 = (g — 1) =
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Die exzeptionelle Menge E(t,) in der Faser iiber ¢, wird beschrieben
durch das Verschwinden von F,, ..., F, bei festem t,:

E(to)={vo=0}u{u, v, =to}u{u, =0}. (35)
- —b
Fiir t, =0 ist das gerade o' o’ Im Falle to +0 betrachten wir

das Geradenbiindel L= L(b, +b,—2) tiber dem IP; mit Chernscher
Klasse — (b, + b, — 2), gegeben durch die Gleichungen

{ -
$1= "‘”(‘)‘: ny=E8 2, (36)
Die Abbildung
- v
(g, vo) (S0, M0) = (“o(ul{’)1 "og + to), 8 Tog 3_ tof 1 )
u vy —t
(g, v))>(Eo,m0) = (01,—‘153%?1”9‘) (37)
1

(g, 0)>(E 1, 111) = (v, uy)

bildet eine Umgebung von E(t,) in der Faser {iber t, biholomorph auf
eine Umgebung des Nullschnitts in L ab. Da dabei E{t,) selbst biholo-
morph auf den Nullschnitt geworfen wird, ist E(ty) fir t,+0 ein IP,
mit Selbstschnittzahl — (b, + b, — 2).

§ 7. Der Vektorraum der infinitesimalen Deformationen
und die verselle Deformation bei kleinen Einbettungsdimensionen

Da X, , ein reduzierter komplexer Raumkeim ist, ist der Vektor-
raum der infinitesimalen Deformationen (1. Ordnung) von X, , iso-
morph zu

EXt}i,‘,q(Qn,qa An,q)>

wobei Q, . den analytischen Modul der Pfaffschen Formen iiber 4, ,
bezeichnet. Es sei 4, ,=K,/a,, 2,=eK, der Modul der Pfaffschen
Formen tiber K, und d: K,—Q, die kanonische Derivation. Schrinkt
man d auf a,, ein und schaltet die kanonische Restklassenabbildung
Q,=eK,—eA, , dahinter, so erhdlt man einen K,-Homomorphismus
é:a, ,~eA,,, und es gilt nach Tjurina [15]

Exty, .(@,,, A, )= Homy (a,,, 4, )/{p°d:weHom(eA4,,, 4, )} . (38)
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Jedem Homomorphismus aus Homy (a, ,, 4, ;) kann man ein Element
aus Homg (e, K,, K,) zuordnen, so daf} das Diagramm
51 Ke - Ke

{ l
Ag = Aug

kommutiert. Wir werden Elemente aus der Ext-Gruppe (38) somit
repriasentieren durch Elemente

(hia<is1sj-12e-1€€ K, = Homg (e, K,,K,).
Satz 11. Es sei X, ,= X(a,,...,a,_,). Dann gilt fiir die zugehorige
analytische k-Algebra A, ,

a,—1, e=3,
=dimExt} (Q,,. 4, )= ot 39)

Y a,—2, ez4.

Beispiel 4. Wir betrachten erneut den Kegel A4, , iiber der rationalen
Kurve vom Grad » in IP,. Nach der obigen Formel ergibt sich mit
e=n+1,a,==a,_,=2:

1, n=2,
r={, s o

Dies ist Mumfords Formel aus [9].

Der Beweis von Satz 11 ist fiir e=3 trivial [vgl. Formel (18)]. Fiir
e=>4 sind dagegen umfangreiche Rechnungen notig. Wir geben daher
nur an, wie man eine Basis der Ext-Gruppe berechnet: Man betrachtet
die spezielle Deformation (22) und bildet die zugehdrige infinitesimale
Deformation iiber k{s>/m?, m = m(k{s)). Dies liefert £(a, — 1) Elemente
in e, K,. Zum Beispiel ergeben sich fiir e=5 mit (h;)2<iv155-154
=(hy3, hy4, Bys3 hog, Bys hys) die Vektoren

x5 (x5, x3 7 x$ 7 2x%71;0,0;0), 2,=0,...,a,—2,
(—xl,OO x37L x5 2x3#71;0)

X390, x5 Ty, x5 1 x% T X3, x, %807 H0),  A3=0,...,a;—3,

X540,0,x2 7 x5 72,0, x5 7 xy), Au=0,...,a,—-2.

Wegen x,x, = x% moda, , 1dBt sich der dritte Vektor fiir ;=0 noch
durch x; dividieren modulo a, ,. Man erhilt so das Element

(0,44, X3 2xp ™ Lxa 2 xy, x40 150), “2)
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von dem man leicht zeigt, daB es eine infinitesimale Deformation
reprasentiert. (41) und (42) bilden zusammen eine Basis von (38).

Allgemein erhidlt man auf diese Weise auBer den aus der speziellen
Deformation gewonnenen infinitesimalen Deformationen je eine weitere
zu jedem Index ¢ mit 3 £ ¢ £ e— 2, also insgesamt

e—1

Z (as_—1)+(e—4)=ei as__za
£=2

e=2

und diese bilden eine Basis von (38).

Wir wollen diesen Paragraphen mit einigen Bemerkungen iiber die
verselle Deformation Z)%°— 2 von X, , beschlieBen. Ist d=d, ,, so 1dBt
sich X einbetten in k* mit den Variablen

1 .1 e ».
s, s s s s, L sWes )
1 -1
s, ., 88T

und d ist minimal, d. h. eib2 =d.

Es sei zunéchst e = 4. Dann ist d = dim S, wenn S den reguldren Basis-
raum der speziellen Familie (23) bezeichnet. Da X, , 2-codimensional
in k* liegt und Macauleysch ist, ist A,,=K,/a,, “determinantal”
im Sinne von Schaps [14]: Die Erzeugenden von a, , konnen beschrieben
werden als maximale Unterdeterminanten einer gewissen Matrix von
Funktionen aus K. In unserem Fall ist diese Matrix

X1 X3 X3 1)
43
’ | @

a;— 1
2 X3 X4

Schaps gibt in [14] ein Verfahren an, wie man aus der Matrix (43) die
verselle Familie berechnet. Man erhilt ihre Gleichungen als maximale
Unterdeterminanten der Matrix

x, X, XPT +sPxP T4 iy “4)
XP T AsPxP T s xy X4 .
Durch Vergleich mit (21) folgt dann unmittelbar:

Satz 12. Ist eibX, , =4, so ist die spezielle Familie Z,, ,— S versell.

Fiir ez 5 ist dim S = eib S < d, und folglich kann die spezielle Familie
in diesem Fall nicht versell sein. Es ist aber folgendes klar:
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Es gibt Einbettungen S->X k% (wobei S —k? durch s§¥=---
=552 =0 beschrieben wird), so daB die spezielle Deformation
¢:Z,,~S von X, , die Einschrinkung der versellen Familie Z,*7— %
auf S ist.

Wir wollen als nichstes die verselle Familie im Falle e =5 berechnen.
Dazu ist es zweckmifig, zu einer Matrixschreibweise iiberzugehen.
Wir setzen

(0)—(913,914,915,924,9251935) (45)
mit den Funktionen g;; aus (8) und
xp1 -x, 0 Xy 0 0
X4 -x; 0 x2' 0 0
x$p7ix@Tt 0 —x, 0 Xy 0
RO~ Xs 0 —-x; 0 xp! 0 46)
0 x#"l —x3 0 0 X,
0 Xs —x4 0 0 xp 1x%?
0 0 0 X371 —x X,
0 0 0 Xs =X x$p !

In R stehen die Erzeugenden der Relationen zwischen den Funktionen
g:; (vgl. Satz 6). Somit ist

RO¢g®=0. 7

Ferner schreiben wir fiir die Transponierten der Zeilenvektoren {(41)
der Reihe nach

Wy 1m0, a2
g5,

gs,z3+2’ Ay=0,...,a;—3
gstl,)/lnl, Aa=0,...,a,—2

g5\ (49)

(48)

und

fiir den (42) entsprechenden Spaltenvektor. SchlieBlich sei

az~ 1 asg—1

gV= Y s 0gd 4 Z ST + Y s gd, (50)

i=1 j=1 i=1

DaB ¢'® + gV eine Deformation von A4, , iiber k{s>/m? darstellt [wobei
m=m(k{s))], ist dquivalent dazu, daB es eine 8 x 6-Matrix R mit
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Koeffizienten in (m/m?)® K gibt, so daB
RWg® L RO gD, (51)

Schreibt man Ry, k=1,...,8, I=1,...,6, fir die Komponenten von
RW, 50 erhilt man die folgenden Formeln:

az—1
Ry=— Y s§7*Ux{"1, R{P=0 sonst
i=1
az“l
R{}=s{, R{l=-— Y s "xi7', R{)=0 sonst
j=1
azy—1 . . as—1 ) .
R{=— T st =T e,
j=2 j=1
R = —s§9x3"%, RY)=0 sonst
az—l
1) __ 1 1) _ -2 -2 1) .. ~ D d— 1
RY=s, Rfl=— sy 2%, Ril=— T s0udt,
j=1
R{)=0 sonst (52)
114"1
R{)=— Y sgixi~t, R{l=—s§{Ixp 2x37 %, R{)=0 sonst
j=1
az—l
1 -2 1 — P - -2
Rfj= sy, RfY=— % et
j=1
az—1 .
— Y st Uxp X2 R =0 sonst
i=2
a4—1
R{)=— 3 s 9xi~', RY=0 sonst
i=1
a3~ 1
R{l=—sPxp~2— Y s¢7/*Ux"1 R{)=0 sonst.
j=1

Wir wollen jetzt die Deformation g+ gV von 4, , bis zur zweiten
Ordnung fortsetzen. Das heiBt: Gesucht sind ein Vektor g® und eine
8 x 6-Matrix R‘® mit Koeffizienten in (m?/m*)® K, so daB

R g 4 R 4 RO G2 0. (53)

Wir werden zeigen, daB dies nur moglich ist, wenn man gewisse Rela-
tionen in der Basisalgebra k{s) einfiihrt. Bezeichnet man mit & das von a
in (m?/m®)® K5 erzeugte Ideal, so bedeutet die Gl (53) nichts anderes,
als daB die Komponenten des Vektors R g™ 4 R g2 in § liegen miis-
sen. Wir setzen g@ = (g, ..., ¢?)) und erhalten durch Berechnung der
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2, 3, 5. und 7. Komponente, dal die folgenden vier Funktionen aus &
sind:
a—1 az—1 . .
I e R at
=1 k=1 (54)
2 2 ~1 (2
+ X407 — X398+ x5 g8
az—1 az—1 . .
- Z Z S(zaz—J)SgM—k)szxga-in—'l
j=1 k=1

ax—1 a3—1
_ Z Z Sizaz“])sgls‘k*I)szxg-lxi«:"l

=1 k=2
az—1 (55)
— Z S(zﬂz—ﬁsigs)xé—lxgs-lxi‘:“z_S(;g}2x32~1x24—2
j=1
ag— 1 . )
+ Z Sglisg?4—1)x1x§3”2xi-l+x%3-2x24“lg(IZ)wng(sﬁ_*_xlg(sz)
i=1
a—1 ag—1 )
— Z Z S(;Z—J)sgu‘k)xé*lxgs-1x2~1
ji=1 k=1
a4—1 az—1
(az—k+1 - J -1 k-1 j-1
— X X ST Ixp T (56)
=] k=1
— S(3fl3)2x;2—2x3x134‘2_S(sl)sgls)xzz‘zxgs‘lxtr'Z
as—1 (2) (2) (2)
+ X3t g3 — X395 + X, g6
as—1 az—1 .
ST g
ji=1 k=1
w1 (57)

1 ) -1 ,j-1 -1 (2 2 2
= X SOSETIxg T T G T g — x5 g + X090
=1

Setzt man in (54) und (57) x, = x5 =xs=0 ein, so ergeben sich mit
P =g? (s;0,x,,0,x,,0) die folgenden Gleichungen in (m?m?)
®k{x3,x47:

P T Lxg Py elixe ) (B)
-172 ~e
X3 T P + %08 € (X7, X, %4, X5) . (59)

Multipliziert man (58) mit x4* ! und (59) mit - x% !, so ergibt sich durch
Addition

Sgl)s(sczs)x;z- 1 xzw le (x‘ﬁ’, xi‘s ,
was offensichtlich nur moglich ist, wenn die Relation
s sEP =0 (60)
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erfiillt ist. In (56) setzt man x, = x5 = x, = x5 =0 ein und erhalt

8(303)32?4 - 1)x32— 1 e (X‘?
was die Relation
sgdslaa-b =0 (61)

nach sich zieht. Entsprechend gewinnt man aus (55) die Relation
sg e -0, 62)

Wir werden nun zeigen, daB sich die Deformation g® + ¢g'" nach
k(s> /(s§2~Vsled gl g@a=1593)) fortsetzen 1dBt. Diese Fortsetzung
ist dann die gesuchte verselle Familie. Das Ideal (s¥27 V%%, s{s$9,
s¢4~Vs$9Y) definiert einen Unterraum X des d, -dimensionalen kom-
plexen Zahlenraumes, der aus den beiden singularititenfreien irredu-
ziblen Komponenten

5, ={s=0} und Z,={s§ V=35 =5 D=0}

besteht. Es geniigt daher, g + g’ nach X, und X, so fortzusetzen, daB3
die Deformationen auf dem Durchschnitt der beiden Komponenten
iibereinstimmen. Nun hat man auf X, eine Fortsetzung, ndmlich die
spezielle Familie, die durch folgende Gleichungen gegeben wird:

X1 (X3 + 880 = X (x5 5527 XX = xa (kBT 4+ sETY)

Xy Xg — X3(X3 + S(l)) (xa3_2 . S(ﬂ3" 1)) (63)
Xy Xam (X2 L )y (X720 XX — (g S (X8 2o ) (x4 )
Xy Xg— (X2 T+ (xR T ).

Von den nichsten Gleichungen weist man ebenfalls leicht nach, daB sie
eine Fortsetzung von ¢'@ + gV nach X, darstellen:

X% — X3P 724 45§27 xyxs— x3(XE T4 5507

Xa X4 "X?,(ng_l +S(32)x‘;3_2 e +S(03>) (64)
Xy Xy — XX 24 (X2 H ) X xs— (T ) x (x5 T2+ )
Xy X5 — (X3 724+ ) (XF T+ )G T4 ).

Man beachte jedoch, dal} diese Funktionen nicht die durch (8) gegebenen
Erzeugenden von a, ,, sondern ein anderes Erzeugendensystem fort-
setzen. Da ersichtlich die Deformationen (63) und (64) auf

E1nE, = (55D = = = s =)

{ibereinstimmen, ist das folgende Resultat bewiesen:



Deformationen von Quotientensingularititen 243

Satz 13. Der Basisraum X C T der versellen Deformation von X, ,
mit eibX, ,=5 wird beschrieben durch

(657 =0}l V =) = sV =0}

Die verselle Deformation, eingeschrinkt auf die beiden Komponenten des
Basisraumes, wird gegeben durch die Gln. (63) bzw. (64).

Bemerkung. Satz 13 verallgemeinert Pinkham’s Konstruktion [12]
flir den Kegel X, ;.

Mit der expliziten Beschreibung der versellen Familie in Satz 13 ist
es nun moglich, alle Singularititen zu berechnen, in die ein X, , mit Ein-
bettungsdimension 5 lokal deformiert werden kann. Wegen Satz 8
braucht man dazu nur noch die Fasersingularititen der Familie (64)
zu bestimmen. Man erhilt dabei zusitzlich zu den schon bekannten
Singularititen die Singularitidten X(a}, a3, ay mit2 5 ah Sa,,1 S4d5 S a;,
2<a, £ a,, wobei offensichtlich

X(dy, 1, a)y=X@,—1,a,— 1), ayz2, a,22, (65)
gilt. Also:

Satz 14. Jede lokale Deformation von X, ,= X(a,,as,a,) ist von der
Gestalt

a) X(ay,d3,ay), 1=a5%a,, 25a55a;, 1Sa,Sa,,
oder

b) X{d,,d%,4), 2Zd,Sa,, 1£d35ay, 25a,5a,.

Jede dieser Singularitiiten kommt als lokale Deformation vor.

Wir wollen an einem Beispiel zeigen, daB unter b) in Satz 14 Sin-
gularititen auftreten konnen, die nicht in der speziellen Deformation
vorkommen.

12
Beispiel 5. (n,q)=(12,7). Es gilt &5 = 3-1[2—1 [3 und
2
= =2- 1|4 —1}2 Damit handelt es sich um die Singularitét

-2 —4 -2
*~ @9 .

Nach Satz 8 werden die Singularitdten in den Fasern der speziellen
Familie durch die folgenden Graphen gegeben:

-4 -2 —4 -2
* g ® ® .
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Nach Satz 14 hat man in der Familie iiber X, auch die Singularitét
X(3,1,3)=X2,2)=X[3],d. h.

-3

. .
Wir wollen diese Singularitdt direkt nachweisen. Schrinkt man in

diesem Fall die Deformation (64) auf den Unterraum s =s{V =0 ein
und setzt 5@’ = g, so erhilt man die einparametrige Familie

Xy X3~ X3 Xy X4 — X3(x3+0) X3X5— X3
X1 X4 — X5(x3+ 0) X3 %5 —(X3+06) X} (66)

X1 X5 — X5(X3 +0)7 X,

Fiir 040 liegt in der Faser iiber ¢ im Punkte x{¥ =-.. =x{’=0 eine
Singularitét, deren lokaler Ring isomorph ist zu

k<X, X2 Xgy X5 /(X1 X4 — x%, X3 X5 — xi, X1 X5 — X3 Xg)= A3,1 .

Pinkham hat in [12]-auch die verselle Familie der Kegel 4, ; mit
n 25 bestimmt. In diesem Fall besteht der Basisraum X aus dem Basis-
raum X, =S der speziellen Deformation zusammen mit einer in X,
eingebetteten Komponente X, der Dimension Null. Man kann diese
Familie fiir n=15 mit unseren Methoden ebenfalls konstruieren. Mit
s,=s,e=2,...,55,=5s?, £=3, 4, erhilt man fiir das X beschreibende
Ideal die Erzeugenden

5283, 8383, 8483, 8583
5284, 8384, 8484, 8584 (67)
32 T w 2
53, §38,, §%.
Die eingebettete Komponente X, wird gegeben durch das Ideal
(S2, 83, 545 55,583, 538,4,52), und Z¥P|Z, wird beschrieben durch die
Funktionen
2 3 _ ¥ 2
X1 X3— X3 X3X4—X3(X3+83) Xaxs—X4(xs+54) X4Xe—X5
XyXg—Xp(x3+53) Xpx5—(x3+53)(xs+54) X3%6—(x4+34)xs 69)
Xy Xs = Xa(X4 +584) —53%X3 XX —(X3+353) Xs —84%4
x1x6—x2x5—§4X3—-§3x4.
Man kann die Rechnungen auch noch fiir beliebiges 4, , mit e = 6 durch-

fithren und erhilt dann fiir ¥ eine Zerlegung X, 0X,u.--uZ,, wobei
m 2 2 abhidngt von der Anzahl der Exponenten g, mita, = 3. Z, ist gleich S,
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Z, ist eine in X, eingebettete Komponente der Dimension Z{a,— 2),
und die Reduktionen der Z,, u=3,...,m, sind singularititenfrei und
schneiden X, transversal.

§ 8. Offene Fragen und Vermutungen

Die Formel (39) in Satz 11 1a8t sich mit Hilfe von Lemma 4 auch durch
die b, ausdriicken. Es gilt

e—1 e—1 r

Y oa=) (a-1)+(—-2)= Y (2b,—3)+1
. =2 e=2 e=1
und damit
Satz 11'. d, .= dim Ext} (Q,,,4,,)
=max{ y (2be~—3)—1,r},
e=1

wobei das Maximum nur dann gleich r ist, wenn e = 3 oder 4.

Es sei nun (X, x,) eine beliebige (nicht regulire) rationale Singularitit.
Die minimale Auflosung X besitze das exzeptionelle Kurvensystem

E= ) E, E;cE,=—b,, ¢=1,...,r.

e=1

Frage 1. Gilt stets
dim, Ext] (Q(X), 0(X))= max{ Y (2b,—3)—1, r} ?
e=1

Fiir rationale Doppelpunkte ist diese Formel richtig. Wiirde sie
stets gelten, so wire die Ext-Gruppe flir jede rationale Singularitit von
Null verschieden. Man hiitte damit einen Beweis fur die

Vermutung 1. Keine rationale Singularitdt (aufler der reguldren) ist
starr.

Bisher gibt es meines Wissens {iberhaupt kein Beispiel fiir 2-dimen-
sionale normale starre Singularititen, Dagegen gibt es 2-dimensionale
normale Singularititen, die sich nicht in reguldre Singularitdten lokal
deformieren lassen (Mumford [97]). Wir verschirfen deshalb die Ver-
mutung 1 zu

Vermutung 2. Jede rationale Singularitdit besitzt Deformationen, deren
allgemeine Faser singularitdtenfrei ist.

In den Spezialfdllen X = X, , gibt es stets Deformationen der Auf-
I6sung X, in deren allgemeiner Faser die exzeptionelle Menge ver-
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schwunden ist (vgl. Bemerkung (i) im Anschluf an Satz 8”). Wire dies
fir jede rationale Singularitit richtig, so wire die Vermutung 2 bestétigt.

Im Falle eibX, ,=3,4,5 sind alle Deformationen von X, , wieder
vom Typ X, .. Es steht aufler Zweifel, daB dies fiir jede Einbettungs-
dimension gilt. Allgemeiner ist die

Vermutung 3. Lokal kiénnen Quotientensingularititen nur in Quo-
tientensingularitdten deformiert werden.

Bekanntlich sind isolierte Quotientensingularititen der Dimension
=3 sogar starr (Schlessinger). Falls die Vermutung 3 richtig ist, stellt
sich die

Frage 2. Welche Beziehungen bestehen zwischen den endlichen Auto-
morphismengruppen, die die Quotientensingularitdt und ihre lokalen De-
formationen beschreiben?

Noch allgemeiner als Vermutung 3 ist die

Vermutung 4. Lokale Deformationen rationaler Singularititen sind
rational.

Jedenfalls ist dies richtig (fiir k=@, was wir im folgenden voraus-
setzen wollen) fiir Deformationen, die eine Auflésung mit reguldrer
Basis besitzen ([13], Theorem 3); also insbesondere fiir alle Deforma-
tionen von rationalen Doppelpunkten (Brieskorn [2], Tjurina [16])
und von rationalen Tripelpunkten vom Typ X, , (Folgerung zu Satz 10).
Die Vermutung 4 148t sich jedoch im Allgemeinfall nicht auf dieselbe
Weise verifizieren; denn:

Es gibt Deformationen rationaler Singularititen, die keine Auflésung
besitzen.

Das einfachste Beispiel ist die Pinkham-Familie (64) fir den Kegel
A, ;. Den Beweis fiir die Unmoglichkeit einer Auflosung kann man
durch Kompaktifizierung der Fasern und Berechnung der Euler-
Poincaré-Charakteristik der Auflosungen der Fasern fithren. Die
spezielle Familie von X, , ist dagegen stets auflosbar nach Satz 10. Wir
glauben deshalb an die

Vermutung 5. Die spezielle Deformation Z, ,—S von X, , ist versell
beziiglich aufiosbarer Deformationen.

Ein wesentlicher Schritt zum Beweis dieser Vermutung scheint uns
darin zu bestehen, die Versalitit der speziellen Deformation (30)
¢:Z,,~ T von X,  zu zeigen. Dazu ist es notwendig, dic Deformations-
theorie von Kodaira-Kuranishi-Nirenberg-Spencer von kompakten
auf streng pseudokonvexe Mannigfaltigkeiten zu iibertragen. DaB (30)
versell ist, folgt dann aus der Tatsache, daB die Kodaira-Spencer-
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Abbildung des Tangentialraumes von T in 0 nach H X, " @,,, o bijektiv
ist (0, , bezeichnet die Garbe der Keime holomorpher Vektorfelder auf
X, ,) — insbesondere gilt

dim¢ HI(X~n,qa (:)n,q) = Z (bﬂ - 1) :
1

0=

Wir werden auf diese Zusammenhénge in einer spdteren Arbeit ndher
eingehen.

Zum SchluB wollen wir die obige Vermutung sogar auf beliebige
rationale Singularitdten ausdehnen:

Vermutung 6. Die verselle Deformation ZV*"*— X einer rationalen Sin-
gularitit X besitzt eine Teilfamilie Z S mit regulirer Basis SCZ der

Dimension Y. (b,—1), die versell beziiglich auflésbarer Deformationen
e=1

von X ist.
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