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Deformationen von Quotientensingularit iten 
(nach zyklischen Gruppen) 

Oswald Riemenschneider 

Zur Erinnerung an meinen Freund Ulrich von Hundetshausen 

Diese Arbeit verdankt ihr Entstehen dem Wunsch, Beispiele zu kon- 
struieren fiir das Zusammenblasen von Deformationen der Aufl/3sung 
einer rationalen Singularit~it zu Deformationen der Singularit~it selbst 
(vgl. [13]). Der Einfachheit halber haben wir uns dabei zun~ichst auf 
diejenigen rationaten Singularit~iten beschr~inkt, ftir die der zu dem 
exzeptionellen Kurvensystem einer minimalen AufliSsung gehiSrende 
duale Graph unverzweigt ist. Dies sind bekanntlich die zweidimensionalen 
Quotientensingularitdten, die durch Aktion einer zyklischen Gruppe auf 
C 1 entstehen. 

Diese Singularit~iten k6nnen nach Brieskom [1] vollstgndig be- 
schrieben werden: Es seien n und q natiirliche Zahlen mit 0 < q < n ,  
(n,q)= 1, ~. sei eine primitive n-te Einheitswurzel, ~o..q:C2~tl~ 2 der 
durch q~..q(u, v)= (~.u, ~q.v) definierte Automorphismus, G..q die von q0.,q 
erzeugte zyklische Automorphismengruppe auf C z mit Fixpunkt 0 
und X.,~ der analytische Raumkeim yon C2/G.,~ im Bildpunkt des Ur- 
sprungs. Dann ist eine beliebige Quotientensingularit~it nach einer 
zyklischen Gruppe analytisch isomorph zu einem X.,q, und ferner gilt 
X.,q_~X.,,q, genau dann, wenn n=n' und q=q' oder qq'--lmodn. 
Den dualen Graphen des exzeptionellen Kurvensystems in der mini- 
malen Aufl6sung X.,q der Singularitgten von X.,~ erhglt man mittels des 
Hirzebruch-Jungschen Kettenbruches: Mit 

n 1 
- - = b l -  , bQeN, bQ_>2, Q=I  ..... r, 
q b 2 -  

t 

br 

ergibt sich der Graph zu 

- b l  - b 2 - b , _  1 - b ,  

( • ~ IPi) 
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Um Deformationen von X.,~ konstruieren zu k6nnen, muB man als 
erstes die zugeh6rige analytische Stellenalgebra A.,q berechnen. Dies 
kann wegen der obigen Beschreibung mittels Invariantentheorie durch- 
geftihrt werden (N 1, 2). Es stellt sich heraus, dab die Gleichungen von 
X.,q unmittelbar aus der Hirzebruch-Jungschen Kettenbruchentwick- 

n 
lung ftir --abgelesen werden k6nnen. Da es einfache Beziehungen 

n - - q  

zwischen den Kettenbrtichen ftir n und n gibt (§ 3), lassen sich die 
q n - - q  

Gleichungen auch direkt aus dem dualen Graphen der Aufl~Ssung ge- 
winnen. Insbesondere ergibt sich die Aquivalenz der folgenden Aussagen: 

(I) Xn, q ist ein vollst~indiger Durchschnitt. 

(II) q = n - 1 .  
(III) Xn,q ist die Hyperflgichensingularitiit x 1 x 3 - x ~  =0. 
(IV) Der duale Graph der Aufl6suruj f~.,q yon X.,~ ist 

- 2  - 2  - 2  - 2  

© ... © ~- (mit  n -  1 Komponenten) .  

Im allgemeinen sind also die Singularitaten X.,q keine vollst~indigen 
Durchschnitte. Trotzdem gelingt es, alle Relationen zwischen den deft- 
nierenden Gleichungen zu bestimmen (§ 4) und eine interessante Familie 
yon Singularitaten mit spezieller Faser X.,~ zu konstruieren (§ 5). Die 
Singularitaten der Nachbarfasern von X.,q in dieser Familie sind alle 
vom Typ X.,q,; wir sind in der Lage, samtliche Graphen der auftretenden 
Singularit~iten anzugeben. Die Familie besitzt stets eine einparametrige 
Unterfamilie mit singularit~tenfreier allgemeiner Faser. Dies impliziert: 

Keine Singularitiit Xn, q ist starr, 

Die Aufl6sung X.,q von X.,q besitzt ebenfalls eine kanonische De- 
formation (§ 6). Wit k6nnen zeigen, dab durch Zusammenblasen dieser 
Deformation (im wesentlichen) die obige Deformation yon X.,~ entsteht. 
Somit findet die in § 5 beschriebene Variation der Graphen ihre Er- 
kl~irung in dem analogen Verhalten von exzeptionellen Kurven bei De- 
formation der umgebenden Mannigfaltigkeit. Es k6nnen dabei die folgen- 
den Ph~inomene auftreten: 

(i) Irreduzible Komponenten verschwinden. 

(ii) Zwei  sich transversal schneidende Komponenten mit Selbst- 
schnittzahl - b  1 bzw. - b  2 vereinigen sich zu einer einzigen singulari- 
ffitenfreien rationalen Kurve  mit Selbstschnittzahl - (b 1 + b 2 - 2). 

Wir geben schlieBlich (§ 7) eine Formel f'tir die Dimension des Vek- 
torraumes aller infinitesimalen Deformationen von X.,~ an, die Mum- 
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fords Formel [9] far X,,1, den Kegel tiber der rationalen Kurve vom 
Grad n in IP,, verallgemeinert. Aus ihr folgt, dab die in § 5 angegebene 
Deformation im Falle der Einbettungsdimension e = eibA, ,q> 5 nicht 
versell ist. Ffir e = 4 (wie ftir e = 3), stimmt sie jedoch mit der verselten 
Deformation iiberein. Wir konstruieren noch die verselle Familie fiir 
e = 5 ,  womit das Ergebnis von Pinkham [12] f'tir X4,1 verallgemeinert 
wird. Im Gegensatz zu [ t2] ,  wo man mit einfachen Homogenit~its- 
betrachtungen auskommt,  erfordert unser Beweis eine gr6Bere Rech- 
nung. Obwohl auf dieselbe Weise auch die h6heren Einbettungsdimen- 
sionen behandelt werden k6nnen, verzichten wir wegen des untiber- 
schaubar werdenden Rechenaufwandes auf die Durchf'tihrung und be- 
schr~inken uns auf einige weitere Bemerkungen zum Fall e = 6. Ftir die 
Kegel X,, 1 kann man vollst~indige Ergebnisse bei Pinkham finden. 

Eine Reihe von Problemen konnte in dieser Arbeit noch nicht ab- 
schlieBend gekl~irt werden. Zudem tassen die erzielten Ergebnisse die 
Vermutung zu, dab entsprechende Verh~ittnisse bei der Deformation 
yon beliebigen rationalen Singularit~iten herrschen. Wir haben einen 
Katalog der offenen Fragen und Vermutungen im letzten Paragraphen 
zusammengestellt. 

Wir betrachten etwas atlgemeiner analytische Stellenalgebren tiber 
beliebigen vollst~indig bewerteten KiSrpern k. Die Bezeichnungen 
w~ihlen wir wie in [4]; z, B, ist K, = k ( x  1 . . . . .  x , )  die analytische Algebra 
der konvergenten Potenzreihen in n Ver~inderlichen x 1 . . . . .  x, mit 
Koeffizienten in k. 

Inhaltsangabe 
§ 1. Die Invariantcn 
§ 2. Die Gleichungen 

n n 
§ 3. Aufl6sung der Singularit~iten und die Kettenbruchentwicklungen f f i r -  und - -  

q n--q 
§ 4, Die Relationen 
§ 5. Die spezielle Deformation 
§ 6. Die simultane Aufl6sung der Singularitaten der speziellen Deformation 
§ 7. Der Vektorraum der infinitesimalen Deformationen und die verselle Deformation bei 

kleinen Einbettungsdimensionen 
§ 8. Offene Fragen und Vermutungen 

§ 1. Die Invarianten 

Es sei k zus~itzlich algebraisch abgeschlossen; ~, bezeichne eine 
primitive n-te Einheitswurzel mit n ~ 0 mod char k. Ferner sei 0 < q < n, 
(n, q )=  1. Dann operiert 

~o = ~. ,q : ~0(u)= ~ .u ,  q~(v) = ~ .v  

und damit auch die durch q~ erzeugte Gruppe  G = G,,q auf Ks = k ( u ,  v) .  
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Wir wollen in diesem Paragraphen die Invarianten von q~ bestimmen. 
Da G eine endliche Gruppe ist, kann man dies nach einer Bemerkung von 
Noether [10] folgendermaBen tun: Man bildet die Polynome 

I-I ( Y - ~ ( u ) ) ,  1-I ( Y - ~ ( v ) )  
~EG ~G 

und erh~lt nach Ausmultiplizieren als Koeffizienten gewisse Invarianten. 
In unserem Fall ergibt sich 

n -  1 n(n-  1) 

I-I (Y-~p(u))= I-I ( Y - ~ . u ) = Y " + ( - 1 ) " ~ .  2 u" 
~ G  v=O 

= y . _ u  ~ 

und entsprechend 
I-I ( Y -  lp(v)) = yn _ v". 

tp~G 

Dies liefert die Invarianten u ~ und v ~. Nach Noether bekommt man 
ein volles Invariantensystem, indem man zu diesen noch die Elernente 
#(u i v J), 0 < i < n, 0 < j  < n, hinzunimmt, wobei / t  : Kz-+ K~ die bekannte 
Mittelabbildung bezeichnet (vgl. [4], p. 158). Es ist nun 

--1 y v UiV j 
r/ tp~G v=O 

1 -  . 
= n ~ - _ ~  uivJ=O, falls ~ ' ,+~J. l ,  d.h. i + q j ~ - O m o d n ,  

l n u ~ d = u i d ,  falls ~in+qJ=l , d.h. i + q j = - O m o d n ,  
n 

und wir erhalten somit 

Satz 1. Die invariante k-Algebra S~, $2 = k[u, v], wird erzeugt yon 
den Monomen u~ v i mit i +  q j - O m o d n ,  O < i < n, O < j <= n, (i,j) * (n, n). 

Satz 1 liefert jedoch im allgemeinen kein minimales Erzeugenden- 
system, wie das folgende Beispiel zeigt: Es sei n beliebig und q = n -  1. 
Dann erhalt man mit Satz 1 die Invarianten 

t ,  u n, V n, uO,  U 2 v 2,  . . . ,  U n - 1  v n - 1 ,  

von denen u 2/.)2 . . . . .  U n- 1 V"- 1 offensichtlich i~berfli~ssig sind. 
Es gelingt jedoch mit Hilfe des Hirzebruch-Jungschen Algorithmus, 

das obige Erzeugendensystem zu einem minimalen zu verfeinern. Wir 
setzen (vgl. [6, 7]): 

i I =n, i2=n-q. 
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D a n n  gibt es ein natiJrliches a2 > 2 mit  

i 1 = a 2 i 2 - -  i a, 0 <- ia < i 2 .  

Entsprechend f~ihrt man  fort und erh~ilt eine Ket tenbruchentwicklung 

m i t  a 2 > = 2  . . . . .  ae_l>=2, 
e > 3. Es gilt d a n n  

n 
- -  = a 2 -  n- -q  a 3 -- 

i 1 = a 2 i2 -- i a 

i2 = a 3  i3 - -  i4 

ie- 2 = ae - 1 ie - 1 -- ie 

i I = n > i 2 = n - - q > i 3 > . . .  >i~_ 1 = 1 > i ~ = 0 ,  

1 = :a2 _i__~3 . . . . .  ~ .  

Sind umgekehr t  a2 > 2 . . . . .  ae_ 1 ~ 2 bekannt ,  so lassen sich die i~ 
induktiv berechnen vermSge 

i l = n  , i 2 = n - q ,  i ~ + l = a ~ i ~ - i ~ _  1, e = 2  . . . . .  e - 1 .  (2) 

Wir definieren weitere Zahlen induktiv durch 

j l = 0 ,  j 2 = t ,  j ~ + t = a j ~ - j ~ - l ,  (3) 
k 1 = 1, k2 = 1, k~+ 1 = a ~ k , - k ~ _  1. 

Wegen a, > 2 folgt leicht durch Indukt ion,  dab  

Jl <J2 < " "  <Je (4) 

k 1 =<k 2<-. . .=<ke.  

AuBerdem beweist man  ohne M~ihe die folgenden Gleichungen:  

i~ + qj~ = nk~, e = 1 . . . . .  e ,  

J~+li~--J~i~+li i  } 
k~ + 1 i~ - k~ i~ + 1 e = 1, ..., e - 1 , (5) 

und damit  insbesondere (j~,k~)= 1, e =  1 . . . . .  e. Aus der Theorie der 
Kettenbriiche ist weiter bekannt  v~l.  z. B. [11~, daBj~+ 1 der kanonische 
Z~ihler des Ket tenbruches  a 2 - 1 ] a 3  . . . . .  lla~ ist. Dies impliziert j~ = n 
und damit  wegen ie = 0 auch ke = q. 

215 

(1) 

a e -  1 
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Satz 2. Die k-Algebra S~ wird erzeugt  yon den Elementen  1 und 
ui~l)J% ~ =  l~ . , . ,  e .  

Bevor wir Satz 2 beweisen, zeigen wir den folgenden 

Hilfssatz 1. Es sei (i,j, k) eine 1_Asung yon i + clj = nk  mit O< i < n und 
0 < j  < n. Gilt dann 

J J~ 
k k~ 

J~r ein e mit 1 < e < e, so ist notwendig e < e und j > j~+ 1. 

Beweis.  Wegen i + qj  = nk  gilt 

j n i < n  Je 

k q qk  = q ke 

und damit e < e. Da die j~ mite  monoton steigen, kSnnen wir annehmen, 

J > J s  gew~ihlt ist. Wir nehmen ferner an, es dab e < e maximal mit -k- k~ 

geltej <j~+ 1. Dann ist k ~ k~+ 1 und folglich mit (5) 

j j k ~ - k j ~  j~ > 1 J~ J,+l 
-k- = k k ~  + k--~ = k~ k~+-------~ + k--~- = k s*--~- 

Da e maximal ist, muB mithin jk~+~ = kjs+ 1 sein, und wegen der Teiler- 
fremdheit yon j,+ 1 und k~+ 1 zieht dies j~+ 1 IJ und also j >j~+ 1 nach sich. 
Widerspruch ! q.e.d. 

Beweis  yon Sa t z  2. Wegen i~ + qj~ = nk, ,  e = 1 . . . . .  e, 0 < i s ~ n, 0 ~j~ < n, 
sind die Monome ui°r 4" in dem Erzeugendensystem yon Satz 1 enthalten. 
Es muB daher nur gezeigt werden, dab sich jedes Monom ulv j, 
i +  qj = 0 modn, als Polynom in den u~'v j~ darstellen l~igt. Dies ergibt 
sich aber, wie man sich leicht iiberlegt, aus der folgenden Aussage: 

( , )  Is t  J , < J  <J~+i, e <e ,  und i die eindeutig bes t immte  l_Asung yon 
i + qj  = nk  mit  0 <__ i < n, so ist i > i s (und damit  i > i~ wegen j ~:j~). Anders  
ausffedriickt: j~+ 1 ist das kleinste j > j~, so daft das zugehiiriffe i kleiner als 
i, ist. 

Um (.) zu beweisen, multipliziere man die Gleichung i + q j = n k  
mit k~ und die Gleichung i~ + qj ,  = nk~ mit k. Durch Subtraktion ergibt 
sich dann 

ik~ - ki~ + q(jk ,  - kj ,)  = O . 

Nun ist k~ _~ k .wegen Je <J  und j k ,  - kj ,  < 0 wegen des oben bewiesenen 
Hilfssatzes. Folglich ist 

0 < q(kj~ - j k ~ )  = ik~ - ki~ < k(i  - i~) 

und also i>_-i~, q.e.d. 
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Wir haben bisher nur die invariante Polynomatgebra S~ berechnet. 
Nach [4], Satz III, 3.3 ist damit abet auch die analytische Algebra K~ 
festgelegt: Es sei K e = k ( x ~  . . . . .  Xe) u n d e  : K ~ K 2  der durch e(x~) 
= u~v i~, e = 1 . . . . .  e, definierte k-Algebra-Homomorphismus; dann gilt 

K~ ~_ K j k e r  c~. (6) 

Wir werden im n~ichsten Paragraphen kere bestimmen. Als ein Neben- 
resultat wird sich ergeben, dab e die Einbettungsdimension von K~ ist. 
Daraus folgt unmittelbar der 

ZusatzzuSatz 2. Das in Satz 2 angegebene Erzeugendensystem yon 
S~ ist minimal. 

§ 2. Die Gleichungen 

Es sei A.,q :=  K~ ",~ und X~,q der zugehOrige analytische Raumkeim. 
Nach der Bemerkung (6) ist X~,q ein analytischer Unterraumkeim yon 
(k ~, 0). Um die X..q definierenden Gleichungen zu gewinnen, miissen wir 

/ 

ein Erzeugendensystem yon ker~ berechnen. Wir setzen (wenn 
\ 

n 
a 2 - 1 5 3  . . . . .  _~a~-i die Kettenbruchentwicklung yon - -  wie in 

n - q  \ 

§ 1 ist) 
/ 

~+' 6 + l = e - 1 ,  X~+ i 

Pot = (7) 
a6+1 ~ + 2  . . . . .  X e - 2  Xe-1  LX6+l-lva,~+2-2 a~-z -2  . . . .  - 1  6+ l <e 1 

(l <6, e<e), und 

9~,=x~x~-po~, 2 < 6 +  1 < e -  1 < e -  1. (8) 

Ferner sei a = a,,q das von den 9e~ in K e erzeugte Ideal. Wir werden unten 
zeigen, dab a,,q = ker~. Wir beginnen den Beweis mit dem 

Lemma 1. a,,~ C ker~. 

Beweis. Es gilt nach (2) und (3): io + io+ z = a~+ 1 io+ 1 und jo +jo+ 2 
= a~+ lJ~+1, und daraus ergibt sich unmittelbar durch Induktion nach 
~ mit 6 + t < e - l :  

i~ + i, = (ao+ 1 - 1) io+ 1 "al- (ao+2 - -  2) i,~+2 + " "  

• " + ( a ~ _  2 -  2) i~_ 2 + ( a e _  1 - -  1) iE_ 1 

und entsprechend fiirjo +j , .  Dies zieht sofort ct(go~)= 0 nach sich. q.e.d. 
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Fiir die umgekehr te  Inklusion benOtigen wir einen weiteren Hilfs- 
satz. Es bezeichne 

Z~ = {(/~, ~) ~ Z x Z : fl > 0, y > 0, (/~, ~ ) .  (0, 0)}. 

Hilfssatz 2. Man betrachte zu festem (fl, y)GZ2+ die Gleichungs- 
systeme 

(*~) 2,)~ ~_ 2~2~ ~ ~=  1 . . . . .  e -  1. 
e J ~  e J e + l  

Besitzt dann ein Gleichungssystem (%) eine IAsuno v,~<:), ,~a:(2)~Z2+,~ 
so besitzt 

a) im Fall 2~ 1) = 0, t5 + 1 < e - 1 nur noch (%+ 1) eine Liisung aus Z 2 , 
niimlich t~m ~(2) ~ = (2~2), 0), 

b) im Fall 2~ 2~ = 0 ,  6 -  !---1 nur noch (%-1) eine IAsun 9 aus Z 2 , 
niimlich t~m ~2) ~ = (0, 2~1)), 

c) in allen anderen Fiillen kein weiteres System (,~), e ~ ~ eine l_Asung 
aus 7.2+. 

Beweis, Es gilt nach (5) i j~+:- i~+xj~=n.  Folglich besitzt (,~) 
genau eine L6sung (2~ 1~, 2~ 2)) e ~z ,  n~imlich 

t 
2~ :) = ~-- (flJ~+ i - Yi,+ ~), 2~2) = _ In (flj~ - Y/e). 

Wegen (t), (4) und (fl, ?) G Z2+ gilt stets 2~ :) "~ 2~1)- -~ + i, -~2~2) > 2~2 ~. 
Es sei nun b maximal  gew~ihlt, so dab (2~ 1), ),~2)) G Z2+. Es k6nnen dann  

die folgenden F~ille eintreten:  

1) 212)=0, 6 >  1. Dann  ist 2~I)>0, 2~U1 = - 2 ~ 2 ) = 0 ,  A[~  =)~(~1)> 0 
und ] ( 1 ) / "  2(i) ,,~ -, ,,~_ ~ = 0 fiir alle e < ~ - I. Es besitzt also nur noch (,~_ ~) eine 

L6sung in Z2+. 

2) 2~2)>0, 6 >  t. Dann  ist 2~1~<2~1 = - ) , ~ 2 ) < 0  f'tir alle e < 6 - 1 ,  
d. h. kein weiteres System besitzt eine L/Ssung in Z2+. 

3) 6 = 1. Dann  gibt es ebenfalls keine weitere L6sung in Z2+. q.e.d. 

Satz 3. ke r a  = a,,q. 

Beweis. Wegen Lemma 1 brauchen wir nur  noch ker~ C %,~ zu zeigen. 
Es sei also o o  

f = ~ a . . . . . . .  x]  ~ . . . . .  x~" G ker a .  
V 1, . . . ,  Ve = 0 

Wir definieren dann  Ia, r = {(vl . . . . .  v,) : 0~(x~' . . . . .  x~') = u # ¢}  fiir (fl, V)CE2+ 
und erhalten 

f=fo+Zfe.~ 
mit 

Vl ~¢ fo  = ao...o und  f#. ,  = ~ a~, ..... x ,  . . . . .  x~ . 
(v~ . . . . .  v , ) e l a ,  v 
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Offensichtlich hat man  auch fo , f# ,~ke r0~ ,  woraus sich sofort die 
nachstehenden Identit~iten ergeben:  

ao,.,o = 0, ~ a~, ..... = 0 ,  (fl, ~) ~ Z  2 . 
(v~ . . . . .  v,~)Efp., 

Es geniJgt nun zu zeigen, dab alle f#,r ~ a,,~. Denn dann liegt f = Ef#o: 
in dem von a,,q in der Komple t t i e rung  k{x l  . . . . .  Xe} von k ( x l ,  ..., Xe) 
erzeugten Ideal und mithin nach dem Krullschen Lemma ([4], p. 46) 
in a,,q selbst. 

Es sei (vl, . . . ,v~)~I#, ~. Dann  kann man einen anderen Index 
(~1 . . . . .  ~e)~I#,~ finden, in dem h6chstens zwei Elemente ~,v~÷l  von 
Null  verschieden sind, so dab 

" • ~" m o d a .  XVl' . . . . .  XVe * ~ XVl . . . . .  X e 

(dies beweist man  ohne Mfihe z. B. durch Indukt ion  nach e). Also hat man  

f#,, = j ~ , , =  ~ a ........ x l  . . . . . .  x~" rood a.,~, 
(~'1 . . . . .  ve)~ In ,  oe 

Y, a ..... ~ = 0, a(x~ . . . . . .  x~ ~) = u # v ~' . 

Aus Hilfssatz 2 folgt nun t'fir (vl . . . . .  v~), (pl . . . . .  /~¢)~ Ip, r sofort 

und damit  fiir ein festes (#q . . . . .  p~) E l#,v: 

. ~ , , =  ( ~ a \ x  ~'- = 0 ,  

d .h .  
f p,~ ~ a.,q . q.e.d. 

Es ist somit  A. ,q=K~",~K~/a . ,~ .  Da A.,~ als invariante Unter-  
algebra der regul~iren Algebra K2 normal ist, ist insbesondere a.,~ 
ein Primideal. AuBerdem gilt ersichtlich a.,~ C me z, wenn m~ das maximale  
Ideal yon k ( x :  . . . . .  x~) bezeichnet.  Dies impliziert ffir die Einbettunos- 
dimension eibA.,~ die Formel  

Lemma 2. eibA.,q = e .  

Wir wollen schlieBlich noch  die minimale Anzahl cga.,~ yon Er- 
zeugenden des Ideals a.,q berechnen. Es sei 

e l " =  ½(e - 1) (e - 2). (9) 
Dann  gilt 

S a t z  4. cga,,q = el • 

Beweis. Es gilt cga.,~ = dimka,,q/m~a,,q. Es geniigt daher  zu zeigen, 
dab die Restklassen der e~ Erzeugenden 9~,  2 < 6 + 1 ~ e - 1 < e - t, in 
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an.q/mean, q linear unabh~ingig fiber k sind. Es seien also co, e k und 

~'~ C ag{J6e ~ 11t e tln, q • 

Wegen 9 1 ~ = x l x ~ - p t ~  und an, qCm 2 gibt es dann ein Potynom 
P(x2 . . . . .  xe) mit 

~ C IeX1 X~-{- P ( x  2 . . . . .  Xe) e me 3 , 
e=3 

woraus sich c~, = 0, e = 3, ..., e, ergibt. Man beweist induktiv auf dieselbe 
Weise, dab auch ca, = 0 f'fir alle 6, e m i t  2 __< ~ + 1 < e - 1 N e -  1. q.e.d. 

Folgerun#. An, q ist ein vollst6ndiger Durchschnitt #enau dann, wenn 
q = n - l. In diesem Fall ist A,,q die Hyperfl6chensingularitiit k ( x  1, x2, x3 ) /  
(X 1 X 3 --  X~). 

Beweis. A,,q ist vollst~indiger Durchschnitt <=>e= eibA,,q= dimA.,q 
+ c g % , q = 2 + e l ¢ > e = 3 ~ n - q =  t . ¢ ~ q = n -  t¢>a2=n,  q.e.d. 

§ 3. Auflfisung der Singularitiiten und die Kettenbruchentwicklungen 

fiir n und n 
q n - - q  

Die Algebra A.,q wird analytisch yon den Elementen u i ~ # ~  k(u,  v), 
e = 1 . . . . .  e, erzeugt; in Zeichen 

A n ,  q = k ( u i i v j '  , . . . .  u ie v J .  ) . 

Unter diesen Elementen kommen stets u", u "-q v, v" vor. Wir setzen deshalb 

B,,q = k(u", u"-qv, v") .  

Der analytische Monomorphismus Bn. q "-*A..q ist endlich. Da fiir die 
Quotientenk0rper Q(B.,q)= Q(A.,q) gilt und An, q normal ist, ist A.,q die 
Normalisierung von B.,q. Um also die Aufl/isung der Singularitgten von 
Xn, q ZU erhalten, geniigt es, die Singularit~iten des zu B.,q geh6renden 
Raumkeimes Yn,q aufzul6sen. Nun ist 

B,,q _~ k ( x l ,  Xz, Xe) /(x]-q xe -- X"2) 

und damit die Aufl6sung yon Y,,q seit Hirzebruch [6] wohlbekannt (vgl. 
zum Folgenden auch Laufer [8]): Man bildet zun/ichst die Kettenbruch- 
entwicklung 

n = b ,  - 1_1_~2 . . . . .  1__I--~, b e > 2 ,  0 = 1  . . . . .  r ,  
q 
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und verheftet dann r + 1 Exemplare des k 2 mit Koordinaten (uQ, vQ), 
Q = 0 . . . .  , r, sukzessiv auf die folgende Weise: 

1 
Ul - -  , /)1 ~ t/b01UO 

Uo 
1 (1o) 

/)2 - -  ~ U2 ~ 1)b2/~1 
Vl 

Dadurch erh~lt man eine Mannigfaltigkeit Xn,q, d i e  zusammen mit einer 
geeigneten Abbildung X.,q& Y.,q die Singularit~iten yon Y.,q aufliSst. 
Die exzeptionelle Menge E = n-1(0) ist Vereinigung yon r rationalen 
singularit~tenfreien Kurven E o_- lPl(k), Q = 1 . . . . .  r, mit der folgenden 
Schnittmatrix [ - bQ, 0 = a 

E°° E~=I  I' O=a + l , a - - 1  (11) 

O, SOnSt. 

Der zugeh6rige duale Graph  ist dann 

- b l  - b 2  - b ~ - x  - b ~  
-" © -.- © © , o = l P l ( k  ). (12) 

Die Abbildung rc l~igt sich durch eine Abbildung f fiber die Normali-  
sierung X, ,q~  Y,,q faktorisieren. Wir wollen f im folgenden Satz explizit 
beschreiben, da dies bisher noch nicht in der Literatur geschehen zu sein 
scheint. 

Satz 5. Die Funktionen f~ j~ ke = UO VO, ~ = 1 . . . . .  e, lassen sich holomorph 
nach 9anz f2~,q fortsetzen. Die Abbilduny f :  X,,~--*X,,q wird 9egeben 
durch f = (f~ . . . . .  re)" 

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser (man fiJhre Induktion fiber r 
diirch und benutze dabei die nachstehenden 15berlegungen; vgl. auch die 
Beweisskizze zu Satz 9). 

Durch Berechnung yon n und q aus b~ . . . . .  b, lassen sich die Zahlen 
a2 . . . . .  a~_~ (d. h. aus dem dualen Graphen der Aufl6sung die Glei- 
chungen) gewinnen und umgekehrt. Wir wollen jetzt zeigen, dab es auch 
einen direkten Weg fiir diese Berechnung gibt. Dabei ergeben sich zwei 
wichtige Formeln ftir den Zusammenhang der bQ mit den a~. 

Lemma 3. Es gelte 

n = b l -1__~2 . . . . .  1__~ ,  
q 

n l _ b 2 _ 1 _ ~ 3  . . . . .  l ~ r  , 
ql 

n ,  = a2 -- 1_1_1_~ 3 . . . .  --1 [a~_, .  
nl - q l  



222 O. Riemenschneider  

Dann ist 

__n = 2 - l__h~- . . . . .  I _ L ~ -  1._LJ (a2 + 1 ) -  1_1_~3 . . . .  -1_~ ae- ,  
n--q  

mit (b 1 - 2 )  Zweien am Anfan9. 

Beweis (durch Induk t ion  nach b 1 > 2). Es sei bx = 2. D a n n  gilt 

n 2 -  1 2 n l - q 1  
q nl n~ 

ql 
und damit  

n 2nl  - q l  n 1 
~ . . ~ I - F - - -  ~-~(a2-F- I ) - -~ ._L~3 . . . .  - - 1  l a e _  1. 

n - q  n l - q l  n l - q l  

Es sei nun die Richtigkeit  der Behaup tung  schon f'tir b: > 2  nach-  
gewiesen, u n d e s  sei 

__n 
= (bl + l ) -  1_1_1~2 . . . . .  1 _ . ~ .  

q 
D a n n  gilt 

n - q  = b  1 - t__~2 . . . . .  l _ . ~ = b ~  - - -  
q 

1 

n l  

ql 

X X "'" X 

(b 1 - 1) Punkte  
X X " "  X X 

( b 2 -  t) Punkte  
X X ' ' '  

( b  3 -  | )  Punkte  

x x 

und also nach Induk t ionsvorausse tzung  

n - q = 2 - 1 ~  . . . . .  1__~--  1~ (a 2 + 1) . . . . .  l__[J a e_l 
n - 2 q  

mit  (b I - 2) Zweien a m  Anfang. Die Behaup tung  folgt aus  

n 1 
- 2 - - -  q.e.d. 

n - q  n - q  

n -  2q 

L e m m a  3 liefert das folgende prakt ische  Verfahren zur Berechnung 
der a,  aus den b~. Man  ordne  (bl . . . .  , br) ein System von Punkten  in der  
folgenden Weise zu: 

x 
, ,¢ 
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Jedem System von senkrecht iibereinanderstehenden Punkten entspricht 
dann ein a,, und zwar ist a~ - 1 gleich der Anzahl dieser Punkte. 

Beispiel 1. (bl . . . . .  bs) = (5, 2, 2, 3, 2) liefert das Diagramm 

X X X X 

X 

X X 

X 

und also (a2 . . . . .  a6) = (2, 2, 2, 5, 3). Man verifiziert leicht (aber mit 
erheblich viel mehr Aufwand), dab tats~ichlich 

47 
5 

und 
47 

= 2 -  l _ _ ; z -  
47-- 11 

Die nachstehende Aussage ergibt sich unmittelbar aus Lemma 3: 

Lemma 4. Es sei 

n = b t -1__~2 . . . . .  ~ und n - a 2 - 1 ~  3 . . . . .  l___[ae_l. 
q n - q  

Dann 9ilt : 
e - 1  

i) ~ (b 0 - 1 ) =  ~ ( a . - 1 ) ,  
q = l  *=2 

ii) e=3+ ~ (b 0-2). 
q = l  

Bemerkung. Die Aussage ii) liefert zusammen mit Lemma 2 die 
folgende bekannte Formel (vgl. [ 1], p. 349): 

eibA.,q = 3 + ~ (b o -  2). 
Q=I 

§ 4. Die Relationen 

Es seien X..q, A.,q = Ke/a.,q wie bisher. Um Deformationen von X..q 
zu erhalten, mul3 man den Retationenmodul von a.,q bestimmen. Wir 
setzen (unter Ver~inderung der Indizes) 

g ~ = x i x j - p o ,  2 < i + l < = j - l ~ e - 1 ,  
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Pij wie in (7), und miJssen dann alle (Ru)2<=i+l <=j-16e-I ~ ei Ke finden 
mit 

Y, R i j g i j  ---- O .  

Satz 6. Der Rela t ionenmodul  yon a,,q wird erzeugt  yon den fo lgenden 
Relat ionen:  

X j # i k  = Xi # j k  "~ ( X ~ - + I  1 -  2 y a k - 2  - 2~ ~ a k - i  - 1 . . . . .  ~ k - 2  t~g-1  g i . j + l , l < i < j < k - - l < e - 1 ,  

(13) 
x j g i k = X k g i j ' 3 1 - X i + l  "" x j - 1  2 < i +  1 < j < k < e ,  

wobei die K l a m m e r n  im Falle j = k - 2 bzw. i = j  - 2 Jbrtzulassen sind. 

Beweis.  Wir setzen abkiJrzend % = %,q und bezeichnen den durch 
die Relationen (13) in e 1 K e erzeugten Untermodul mit M e. Wir beweisen 
den Satz dann durch Induktion nach e > 3. 

1. Im Falle e = 3 ist Me = 0, und dies ist tatsachlich der Relationen- 
modul, da % = g l , 3 K 3  ein Hauptideal ist. 

2. Wir kSnnen also im folgenden e > 4 voraussetzen. Wir zeigen dann 
als n~ichstes, dab die trivialen Relationen 

g l e g i j = g i j g l e ,  ( i , j ) # ( 1 ,  e) (14) 

in Me enthalten sind. Wir k6nnen dabei ohne Einschr~inkung i >  1 vor- 
aussetzen, fiihren aber die Rechnung nur f'tir j = e durch: 

glegie = (X l Xe -- Ple) gie = Xe(Xl gie) -- Plegie 

~ . X e ( X i g l e  a i + l - 2  ~ - a e - 2 - 2 x . a e - l - l . ~  - - X i + l  . . . . .  " ~ e - 2  " ~ e - - 1  , ~ 1 , i +  1)  

v a 2  -- 1 ~ a a  -- 2 yae  - 2 -- 2 yae  - I -- 1 ~ 
- -  "a2 "a'3 . . . . .  "4"e--2 "~e--1 ~Jie 

= X i X e g l e _ _ X ~ i + + ? - 2  . . . .  2 - 2 ~ a , ~ -  1 -  1 . . . . .  ~ e - 2  ~ e - ' l  

. ( X e g l , i + l  + Xa22-1Xa3, -2  a i - 2  . . . . .  xi gie) 

= X i X e g l e  a i +  t - 2  . . . .  ~ r a e - 2 - 2 ~ a e - 1 -  - - X i + l  " ~ e - 2  ¢~e-1 1 X i + l ~ l e  

= ( x i x e -  Pie) gl~ = giggle" 

3. Wir bilden nun das von gu, 2 < i +  l N j - t  < e - 2 ,  in K~_~ 
= k ( x l  . . . . .  X e - l )  erzeugte Ideal %_ l- Fi.ir ae_ 1 ist dann nach Induk- 
tionsvoraussetzung schon alles bewiesen: Me-~ ist der Relationenmodul 
von %_ ~. Weiter gilt offensichtlich 

(M~_ 1 ®K,_ tKe)@ 0 (~) "-- (~) O C M  e . (15) 

( e -  2) Nutlen 

4. In diesem Abschnitt beweisen wir durch Induktion nach t, 
1 ___ t _< e - 3, dab die folgende Aussage richtig ist: 
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Z u  jeder  Relat ion (Ri j)2 <__ i + 1 <= j -  1 ~_ e - 1 gibt es Funk t ionen  

S ~ Y e k ( x l  . . . . .  x~) ,  2 < i + l < j - l < e - t  

T i ~ k ( x l , . . . , x ~ ) ,  2 < i + l < j - l < = e - 2 ,  2 = max( j ,  e -  t) 

V~" ~ k ( x l  . . . . .  Xe_ , ) ,  1 < k < e - t - 1,  

mit den fo lgenden  Eigenschaf ten:  

(i)t o o - ~ +  z + ~ ' )  - t++, - 2 . . . . .  Xe_2ae-2  - 2 )  x a ~ - l l  - 1 T!~ ) , 2 =< i + 1 _<_j - l -< e - 2 ,  

(ii), ~ T~9,,.. v m  . ~ , ,  = x e _ , .  ~ - , - 1  + Y~ x W ~  1 
i+ 2 <__j<=e--t t <=k<~e-t- 2 

/ ' v a r ~  + 2 - 2 v . a g - t -  1 - 2" t  | / ( t )  
" K'~ 'k  + 2 . . . . .  : ' e - t - 1  ] r k  

(iii)t (Ri~) - (Slt~) m o d M ~ .  

Beweis.  Es sei t - - 1 .  W i t  ze r l egen  R . . =  R! m + xeRl )  ~ mi t  R l m e K e _ l  
u n d  RI~ ) e K e. In  M e k o m m t  fiir j < e - 1 die R e l a t i o n  

• -- 1 [x.ai ~ 2 -- 2 x~ go  = xjgie  - x~+l ' v,i + 2 . . . . .  x~J--l' - 2) g j -  1, e 

vor .  D ies  i m p l i z i e r t  

( n o )  - (R~j) m o d M e  

mi t  R'.. = R!°. ) e K~_ 1 f'fir j =< e - 1. W i r  k 6 n n e n  a l so  o h n e  E i n s c h r h n k u n g  
y o n  v o r n h e r e i n  

R i ~ e K e _ ~ ,  j ~ e - 1  , 

a n n e h m e n .  Se tz t  m a n  d a n n  in 

R u g o +  ~ (R~m + x ~ R ~ ) g k ~  = ~ R o g o  = 0  
i + 2 <=j<-e -- 1 1 <--k<-e - 2 i+ 2<=j<-_e 

x~ = 0 ein, so folgt  e ine  G l e i c h u n g  

Z R o g o  Z t~¢o). (16) ~- aXke Fke  
i + 2 < j < = e - 1  k ~ e - 2  

in K e - 1 ,  u n d  d a m i t  

xae- l - l (x R{O) ~ a e -  2-- 2~ e--1 e--1 e - - 2 , e  "~ E a k + l - - l { v a k + 2 - - 2  ]2(0)~ k<=e--3 X k + l  b ~ ' k +  2 . . . . .  . A e _  2 ]~tXke ) 

= ~ R~Pkeeae-1 
k < e - 2  

D a  a e -  1 ein P r i m i d e a l  ist u n d  Xe_ 1 ¢ a~_ 1 wegen  ae_ 1 C m 2_ 1, muB s c h o n  
de r  A u s d r u c k  in de r  K l a m m e r  in ae_ 1 l iegen. Es ex i s t i e ren  a l so  F u n k -  
t i o n e n  

T i ~ l ) ~ k ( x l  . . . .  , X e _ l ) ,  2 ~ i + l < _ j - l < _ _ e - 2 ,  
mi t  

Ti~') gO= x e -  , g ~  2,e + ~, x'~%+?- ' (x~+~ - 2 . . . . .  X~-22- 2)R~km . 
i+ 2 <=j<e-- I k ~ e -  3 
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Hieraus folgt mit (16): 

(Ro - -~e-l*-I Ti(])) gi~ = 0" 
i + 2 ~ j < = e - I  

Nach  Indukt ionsvorausse tzung (bzgt. e -  I) gilt dann abcr  

(o  . . . .  ~ - 1 Z ( 1 ) ~  
a x i j - - ~ e - - 1  i j l i + 2 < = j < = e - l ~ m e - l ~  

und hieraus foigt wegen (15) sofort  

( R , j -  Sl)))i+ 2 ~j=~e E Me 

mit S ! 0 =  a¢- , -1~() ) ,  i + 2 < j < e - - 1 .  Setzt man noch V~I)= °(°) zJ X e - -  1 = ~ lXke  ~ 

k = 1 . . . . .  e - 2, so sind 0)x, (ii)x und (iii)l bewiesen. 
Es seien nun die obigen Aussagen f'tir t mit 1 __< t < e - 3 schon gezeigt. 

Wir  betrachten dann T~] ~) mit 1 __< e - t -  1. Nach  Voraussetzung ist 
Tt[) e k ( x l  . . . .  , X e _ t ) ,  und wir kSnnen setzen 

Ti ( t ' )=~l )+xe_ ,T/ ]  '), Ti]') ~ k ( x l  . . . . .  x e - , - x )  . 

In Z ~ O ~ j  tritt  damit  der Ausdruck 

(~ ' --7 - 2  . . . .  ~ ' e " ' - ~ - ~ a "  , - 1 _ 2  , " e -  ~ "Xe- ,7~#)g .  

auf, Wegen der Relat ion 

a~ + 1 -- 1 [x.ai + 2 -- 2 x.al - 1 -- 2] ~ 
X e - t ~ i l ' ~ - X l O i , e - t - - X i + l  t.'~-i + 2 . . . . .  ~ 1 - 1  ] ~ l - l , e - t  

( t+ 1) kann man diesen Ausdruck mit Hilfe neuer Si,e_t-Terme der richtigen 
Bauart  fortschaffen. Wir diirfen dann sogar ohne Einschr~inkung 

Ti] '1 = ~(~1 e k ( X l  . . . . .  x e - , -  1 ) ,  l < e - t - 1 ,  

annehmen,  da man in (ii)t die zusatzlichen Glieder  in den Ausdruck 
x v , )  h ineinnehmen kann. Man  setzt nun in (ii)~xe_t = 0  ein, und e - - t ' e - - t - - 1  

erh~itt die Gle ichung 
Z ') 

Ti~ gi j  
i + 2 ~ j < _ e - - t - - 1  

E l ' r ( t )  ~ -L" "~'ak + 1 - -  1 ( x " a k  + 2 --  2 ~ ~ ' ~ , e - ~ W , e - , - - " ~ + ~  ~ , + 2  . . . . .  ~-, '-- i-2) v(k ')) 
k < e - t - 2  

x a e - t -  t - -2  [ 1 2 ( t +  1 )  
= e - t - 1  ~ X e - t - I  r e - t - 2 +  E Xk+lak+, 1,x.ak+2-2, .~k+2 . . . .  

l ~ _ k < = e - t - 3  

.... ~%-,~i-2).  Vk('+') 

mit gewissen Funkt ionen  Vk "+ i) ~ k ( x i  . . . . .  x e - t -  1)" Man definiert 
analog wie oben das Ideal a e - t -  ~ und schlieBt weiter wie im Falle t = 1. 

5. U m  Satz 6 zu beweisen, wenden wir die oben bewiesenen Gleichun- 
gen im Falle t = e - 3 an. Es gilt also 

(R,)) = (~.,) mod  M e 
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mit  
S i j : ' ~ ! e - 3 ) = ( ~ ' J - 2  - - 1 - , j  ,,~*j . . . .  x a ~ 2 2  2 ) x a e s 1 1 -  Tij , T i j = T i  (e-3) , 

2 < i +  I < j -  1 < e - 2 .  

N u n  ist die Relat ion 

( ~ j j -  2 ae-2-2~ a , -  l - I  
. . . . .  Xe_ 2 ]Xe- 1 g i j " ~ - X j - l g i e - - X i g j - l , e  

in Me, und folglich hat  m a n  

(Rit) - (S/t) m o d M e  

mit  ~ t  = 0 ftir i + 2 < j  < e - 1. Es gilt also 

Skegke = 0 ,  
l <=k<=e-2 

woraus  
Sle~le  ~ ~le- 1 Ke 

folgt, wobei  ~e_ 1Ke das von den Elementen #it, 3 < i + 1 < j -  t < e - t, 
in K e erzeugte Pr imideal  ist. N u n  ist 

g l e ~ l e - l  g e ,  

da sonst im Gegensa tz  zu Satz 4 cga~ < el ware, und mithin 

S~ ~ = ~ S/~g~ t . 
3<i+l<=j-l<e-1 

Da die trivialen Rela t ionen g~i#l~ = g~egit nach Abschnit t  2 des Beweises 
in M e enthal ten sind, erhal ten wir schlieBlich eine Kongruenz  

(Rit)=-(S'i~)modM ~ mit  S / t = 0 ,  j = 3  . . . . .  e .  

Entwickel t  m a n  S~'~ nach Potenzen yon x 1 und wendet  noch einmal  
die Induk t ionsvorausse tzung  auf  a~_ ~ an, so ergibt  sich 

(Rit) = 0 m o d  Me. q.e.d. 

Bemerkung. M a n  kann  zeigen, dab die nunmehr  konstruier te  Auf- 
l~isung 

e2K~ ~ e  1K~ ~ K~ ~ K~/a~,q~O 

minimal ist im Sinne von [4], Kapi te l  I II ,  § 2.1, wobei  e 2 die Anzahl  der 
Rela t ionen in Satz 6 ist: 

e2 = ½(e - t) (e - 2) ( e -  3). 

D a  A,.q = Ke/a~,~ norma l  und 2-dimensional  und dami t  auch M a c a u -  
leysch ist (was auch aus A~.q = K~ ~,~ folgt), gilt nach  dem Syzygiensatz 
(vgl. z. B. [4], Satz III .  2.6) f'tir die Syzygienl~inge yon A~.~: 

sy l r ,  A~,q = e -  2 .  
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Also ist im Falle e = 4 die Abbildung e 2 K.--*el  K~ schon injektiv, und 
damit 

O ~  2K4 ~ 3K4 ~ K4--* K J a , , q  ~ O  

eine Hilbertaufl6sung von Ka/an, q. In dem homogenen Fall 

fl3,1 = (X1 X3 - -  X2,  X2 X4 - -  X2, X1 X4 - -  X2 X3) k ( x 1 ,  x 2 ,  x3 ,  x 4 5  

kann man diese exakte Sequenz schon bei Hilbert ([5], p. 503) finden. 
Es ist zu vermuten, dab die volle Hilbertaufltisung ffir beliebiges e 

stets folgendermaBen aussieht: 

O----~ ee_  2 Ke - -*  ee_  3 Ke- -~  . . .  ~ e 2 Ke ~ e l K e ~  K ~  K~/a . ,q~ O , 

wobei 
t 

e j = - - ( e - 1 ) ( e - 2 )  . . . . .  ( e -  ( j+  t)), l N j N e - 2 .  
j + l  

§ 5. Die spezielle Deformation 

Nach der Folgerung zu Satz 4 ist An, q ein vollst~indiger Durchschnitt  
genau dann, wenn q = n -  1, und dies gilt genau dann, wenn e = 3. In 
diesem Fall hat man die Hyperfl~ichensingularitfit 

An, n_ 1 = k ( x 1 , x 2 ,  x3>/(x1x3-xn2) ,  n > 2 ,  

deren verselle Deformation leicht zu bereehnen ist. Sie wird beschrieben 
durch die Funktion 

x l  x3 - x"2 + sl + SzX2 + ' "  + s,_ 1 x~ - z  (18) 

in k ( x 1, x z, x 3, s a . . . . .  s._ 1> (vgl. z. B. [16]). Insbesondere ist die Dimen- 
sion des regul~ren Basisraumes gleich n - 1 = a 2 - i. Die Singularit~iten 
in den Nachbarfasern yon X.,,_ 1 lassen sich aufgrund der G1. (18) ohne 
MiJhe bestimmen: Es treten alle X,,,.,_ 1 auf mit 2 _< n' < n. Schlieflich 
gibt es eine einparametrige Unterfamilie, beschrieben durch x l x 3  
- x~ + sl,  d.h. s2 . . . . .  s,_ 1 = 0, deren allgemeine Faser singutari- 
t~itenfrei ist. 

Im Fall e > 4  existiert nach Grauer t  [3] zwar auch eine verselle 
Deformation - da dann aber kein vollst~indiger Durchschnitt  mehr vor- 
liegt, gibt es keine Methode, sie auf einfache Weise zu berechnen. Wir 
begntigen uns daher in diesem Paragraphen mit der Konstruktion einer 
Familie, yon der wir sp~iter sehen werden, dab sie hinreichend viele 
schfne Eigenschaften besitzt. In § 7 beweisen wit, dab sie ffir e = 4 sogar 
versell ist, w~ihrend dies f'tir e > 5 nicht mehr zutrifft. 

Es sei also im folgenden e > 4  und a , , ~ = ( g l j ) k ( x l  . . . .  , x e )  mit 
9 i j = x l x j - p i j ,  2 < i +  1 < j -  1 < e -  1 wie in (8). Wir fiihren Parameter  

~(a~.- 1- 1) S(21) . . . .  , S(202 -- 1), . . . ,  S(el)}l . . . .  ' oe--1 
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ein und definieren die folgenden Funktionen in 

k (x , s )  = k ( x )  @ k (s)  =k (x l  , ..., xe) @ k (s~ 1~ , ...,o~-1°~- '-  I~"'/. 

l 11) xi+st , i = 3 , . . . , e - 2 ,  (19) 
Yi= lXi, i = e -  1, e, 

+si xt' + ' " + s t '  , i = 2 ,  e - 1 ,  (20) Xi~- ~x~/ , -1  (1) a - - 2  (a -1) 
~ x a , -  2 (2) a - 3 (a - 1) +st x~' + . . .+s~ '  , i = 3 , . . . , e - 2 ,  

[ X l Y e - X  2 ..... Xe_l,  2= i  q- l <=j- l = e - l ,  
~ x l y j - X  2 ..... X~_lxj_l ,  2 = i + l < j - l < e - 1 ,  (21) 

G~=|X,  ye-Y,+IX~+I .....  Xe- l ,  2 < i + l < j  l = e - l ,  

t x i y j - y i + l X t + l  .... .  X3_lx~_l, 2 < i + l < j  l < e - 1 .  

Ferner sei 9.I,,q das von den Gij, 2 < i +  1 ~ j - 1  < e - 1 ,  in k (x , s )  
erzeugte Ideal, und q~ sei die Komposition der kanonischen Abbildungen 

k (s) ~k  (x )  ~ k (s)  ~ k  (x, s)/9.1.,q . (22) 

Es gilt dann 

S a t z  7.  q~ : k ( s) ~ k  (x,s)  /~2ln,q ist eine Deformation vonAn,q =k (x)/a~,q 
i~ber k(s) .  

Beweis. Es gilt nach Konstruktion Gij = go modm(k(s)) .  Folglich ist 
A,,q die Faser von q~ fiber dem Nullpunkt. Es bleibt nur noch zu zeigen, 
dab ~o platt ist. Das ist ~iquivalent dazu, dab die Relationen (13) zu Rela- 
tionen der G~j in k(x,  s) fortgesetzt werden ktinnen, was wegen 

IxiG~k+Xj+ 1 . . . . .  X k _ l X k _ l G i , j + l ,  1 < i < j < k - -  1 < e - -  1, 
xjG~k= txtG~e+ Xj+l" .... Xe-IG~,j+I, 1 < i < j < k -  1 = e -  i ,  

lykGlj+ X ..... Xj_IGj_I,  k, 2 = i +  1 < j < k < e ,  
yiGik=tykGo+yi+lXi+ 1 .....  Xj_IGj_I,k, 2 < i + l < j < k < e  

der Fall ist. q.e.d. 

Beispiel 2. Der Kegel An, 1 fiber der rationalen Normalkurve vom 
Grad n in IP, besitzt die Gleichungen 

x i x j - x i + l x j _ l = O ,  2 < i + l ~ j - l < n .  

Es gilt also e = eibA~, 1 = n + 1 und a~ = 2, e = 2, ..., n. Man kann diese 
Gleichungen auch suggestiver in der Form 

X1 X2 Xn- 1 Xn 

X2 X3 Xn Xn+ 1 
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schreiben. Die obige Deformat ion  hat  dann die Gestal t  

X1 X2 Xn - 2 X n -  1 X n "-I- S(n I) 

x2 + s~ ~) x3 + s(3 ~) x ._  1 + ~(~) ° n -  1 Xn Xn + t 

und ist offensichtlich zu der von Tjur ina [15] angegebenen Familie 
~iquivalent. 

Fiir die der Abbildung ~0 zugeordnete  Abbildung analytischer Raum-  
keime schreiben wir 

q) : Z,,q ~ S , (23) 

Wir  wollen jetzt  die Singularit~iten der Fasern ~o-l(s), s s S, bestimmen. 
Dazu  f'tihren wir die neue Schreibweise 

X,,q = X(a  2 . . . . .  ae- 1) (24) 

ein. Mit Hilfe von (7) und (8) sieht man, dal3 X(a2 . . . .  , ae_ 1) auch dann 
sinnvoll definiert ist, wenn a2 = 1 oder  a~_ 1 = 1. Es gilt 

X(1, a3, ..., ae-  1) = X(a3 - 1 . . . . .  ae- O, X(1) = regul~ire Singularit~it. 

Satz 8. Es sei q~: Z , , q ~  S die spezielle Deformation (23) yon q)- l(O) 
= X,,q = X ( a 2 , . . . ,  ae_ 1). Dann sind die in den Fasern (p- l(s), s ~ S, auf- 
tretenden Singularitdten genau die Jolgenden: 

t X(a'z . . . .  ,a'~-O, 1 <a'2 <a2 ,  1 < a e - 1  < a e - l ,  2 <a' ,<a~,  e = 3  . . . .  , e - 2 .  

Jede dieser Singularitiiten kommt in beliebiger Ndhe yon X(az  . . . . .  a~_ 1) 
v o r .  

Auflerdem gibt es einen eindimensionalen reguldren Unterraum SI yon 
S durch O, so daft die allgemeine Faser der eingeschrdnkten Familie 
Z,,q = Z , .q lS  1 --* S 1 singularitditenfrei ist. Insbesondere ist q~ nicht trivial 
und somit X,,q nicht starr. 

Der  Beweis wird zweckm~iBigerweise durch Indukt ion  nach e 
geftihrt und sei dem Leser tiberlassen. Wir begntigen uns damit,  die 
Familie 2, ,q anzugeben:  Es sei sl eine neue Variable und 

i xi + sx,  i = 3 . . . . .  e -  2 

.Vi = (x i ,  i = e - 1, e ,  
(25) 

g i =  ~ ( X i - l - S l ) ( X i ' ~ - ~ n S l )  . . . . .  ( X i ' l - ~ a ' - 2 S l ) ,  i =  2, e - 1 ,  (26) 
((xi + ~.sl) . . . . .  (x~ + ~,"' - z sl), i = 3 . . . . .  e - 2 ,  

[XlYe--  X 2 . . . . .  X e _ l ,  2 = i + l < j - l = e - 1 ,  

l X x : j - X 2  . . . . .  X j _ l x i _  1, 2 = i + l < j - l < e - 1 ,  (27) d,= 
x i . f ~ - . f i + l ~ i + l  . . . . .  X e - , ,  2 < i + l < j - l = e - 1 ,  

[x~P~-P~+~X~+l ..... X~_~x~_a, 2 < i +  1 < j -  1 < e -  1. 
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Ist dann  ~, ,q  das yon den Funk t ionen  (~ij in k ( x  1 . . . . .  x ~ ) @ k ( s l )  
erzeugte Ideal, so existiert eine surjektive Abbi ldung k ( s )  ~ k ( s~)  mit  

k ( x ,  s l ) / ~ . . q  ~ (k ( x ,  s)/9.I.,q) @k<s> k ( s l )  . 

Die durch ~l.,q definierte De fo rma t ion  2 . , q ~  S~ ist also die Einschr~in- 
kung von Z.,q auf  den e indimensionalen regul~iren U n t e r r a u m  S~ von S. 
DaB in Z,,,q aul3erhalb der speziellen Faser  nur regul/ire Fasern  v o r k o m -  
men, liegt an der Tatsache,  dab  

a e < n ,  e = 2 , . . . , e -  l ,  
fiir 

n 
- -  a 2 - l _ . ~ 3  . . . . .  ~ a e - 1 .  

rl - -  q 

Wir wollen schliel31ich noch anmerken ,  wie sich die Graphen der 
Singularit~iten bei der speziellen De fo rma t ion  ver/indern. Ist 

__n = b l - l _ l ~ z  . . . . .  1 _ ~ ,  n 
q n - q  

so schreiben wir auch 

- -  - a2 - l__~a . . . .  - 1_~ a ~ _ t ,  

Xn, q =- X ( a  2 . . . . .  a~_ 1) = X [ b l ,  .. . ,  b , ] ,  

X [0] = regul~ire Singularit~it. 
(28) 

Aus L e m m a  3 liest man  unmi t te lbar  ab:  

L e m m a  5. 1st X(a2  . . . . .  ae-  t) = X [ b l  . . . . .  br], so gilt 

X(a2 - 1, a 3 . . . . .  ae_ l) = X [ b a  . . . .  , b,] 
(i) 

X(a2 . . . . .  ae_ 2, a~_ t - l) = X [ b l  . . . . .  b,_ t] 

(ii) /'fir 2 < e < e - t, a~ > 3, gibt es ein Q mit 1 < Q < r, so daft 

X(a2 . . . . .  a~_ 1, a~ - 1, a~+ t, . . . ,  ae -  1) 

= X [ b x  . . . .  , b~_ 1, bQ + bQ+ 1 -- 2, bQ+ 2, . . . ,  b,]. 

Dami t  kann  m a n  Satz 8 auf  die folgende Weise formulieren:  

Satz  8'. Es sei tp : Z , ,q -*S  die spezielle Deformation yon q~-l(O) = X,,q 
= X [ b l  . . . . .  br]. Dann sind die in den Fasern q)-l(s), s e S, vorkommenden 
Singularitdten X [ b ~  ), ..., b~°-Itj genau diejenigen, die durch die folgenden 
Bedingungen beschrieben werden : 

a) O < l < r .  

b) l = r=~ X[b~  ), ..., b(l)-I = ~ .. . ,  br]. 
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c) Sind die Singulariffiten X[b(~ ) . . . . .  bl ~)] ffir festes l < r  schon be- 
kannt, so erhiilt man alle Singularitiiten X[bt~ - 1) . . . . .  bll_-~ ~] durch die in 
Lemma 5 beschriebenen Operationen : 

(i) ,,Streichen" yon b(~ ~ oder bl '~ 

(ii) ,,Vereinigen" yon b(~ ) und ~.(t). . b(~) + b(~)+ l uz+ , zu - 2  bei festem 2, 
I < 2 < 1 - - 1 .  

Wir betrachten dazu das 
- 3  - 3  

Beispiel3. As, 3 hat den Graphen • • und die Exponenten 
(a2, a3, a,) = (2, 3, 2). Nach Satz 8 treten die folgenden Singularit~iten auf: 

X(2, 3, 2) = X[3, 3] 

X(l,  3, 2) = X(2, 2) = X[3] 

X(2, 3, 1) = X(2, 2) = X[3] 

X(2, 2, 2) = X [4] 

X(1, 2, 2) = X(1, 2) = X(1) = X[0] 

X(2, 2, 1) = X(2, 1) = X(1) = X[ff].  

Die auf der rechten Seite stehenden Ausdriicke sind genau die, die auch 
nach Satz 8' auftreten miissen. 

Bemerkung. Die spezielle Deformation (22) ist abh~ingig von der 
Reihenfolge der Koordinaten xl . . . . .  %. Kehrt man diese um, so erh~ilt 
man im allgemeinen eine andere Deformation. Man kann sich jedoch 
leicht davon iiberzeugen, dab sie zu (22) aquivalent ist. 

§ 6. Die simultane Auflfsung der Singularitfiten der speziellen Deformation 

Die in § 5 konstruierte Deformation yon X.,q = X(a  2 . . . . .  ae-1) hat 
einen regul~iren Basisraum S der Dimension 

e - 1  

E 1). 
e = 2  

Nun ist diese GrSl3e nach Lemma 4 gleich 

(bQ-- 1), 
Q=I  

wenn X,,q= X [ b  1 . . . . .  br], und dies legt die Vermutung nahe, dab die 
spezielle Deformation (23) in. Zusammenhang stehen mul3 mit einer 
Deformation der AuflSsung X,,q von X.,q. Wir setzen analog zu (28) 
~7.,q = )([b I . . . . .  bJ  und geben fiir diese Mannigfaltigkeit eine kanonische 
Deformation an: 
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Es sei T d e r  E (bQ - l)-dimensionale k-Vektorraum mit den Variablen 
t=(t(11), ...,t(1 b~-t), . . . ,  ~,'(~), ..., ~, t(b~- 1)~,. Wir verkleben ( r + l )  Exemplare 
yon k 2 x T mit Variablen (uQ, %, t), Q = 0 . . . . .  r, sukzessiv verm6ge 

t ~ _ _  __ ,~b1,~ ± # ( 1 ) , s b i -  1 Ul , Vl--"0 v0T~l ~0 +" '+ t ( lb l -1)U0,  t = t ,  
u0 (29) 
1 

. . . . .  b2~, -L t (1) , ,b2 - t "[- t(2 b 2 -  1)131 ~ t, / 3 2 =  - - - - ,  t* 2 - u  I t41 / ~ 2  Ul + " "  t 
/31 

Dadurch erh~ilt man eine Mannigfaltigkeit  Z',,q zusammen mit einer 
regul~iren Abbildung 

q3 : 2~,q--* T ,  

deren Faser ~-1.(0) wegen (10) isomorph zu ~'.,~ ist. ~ ist also eine De- 
formation von X~,q, die sich nach [13] zu einer Deformation yon X~.q 
iiber T zusammenblasen l~iBt. 

Wir setzen nun 

~.(b~- 1)± ,(1) flo = be 1 ~Q T ~ +  1 < ~ < r ,  - T(flo ) ~ i ,  = , 

[t~ ~e) , sonst ,  

und numerieren das System der z~ a~) gem~il3 Lemma 4 um: 

~(a,,-  1 - 1)) 
" . . . . .  . . . . . .  

Dies liefert eine bianalytische Abbildung T-~ S und eine induzierte De- 
formation yon X.,q fiber S, die wir der Einfachheit halber ebenfalts mit 
~ :Z..q-~ S bezeichnen wollen. Wir definieren schliel31ich noch 

F1 =/30 

F,2 = U0/30 "3!- S(21) 

F3 = Uo F2 (F2 - st22 )) . . . . .  (F 2 _ s(2,~- 1)) + st1) 

F1+ 1 -- uo (F2-  ~2 ,'(2)~ . . . .  • ( F 2 _ _ s ( 2 a 2 - 1 ) ) ( F 3 _ _ S ( 3  2 ) )  . . . . .  (Fi_ 1 _ °~-°(~'- ~- l h l  , (31) 

• Fj(Fj - s~ 2,) . . . . .  (Fj - s~ ~'- 1)) + s ~  

( 2 < j < e -  1,s(~l):= 0). 

Satz 9. Die Funktionen FI, ..., Fe lassen sich holomorph nach ganz 
Z,,~ fortsetzen. Ihre Einschrdnkung auf X . , a = ~ - l ( 0 ) s t i m m t  mit den 
Funktionen f l . . . .  , fe aus Satz 5 iiberein. 
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Beweis. Man fiihrt Induktion nach r. Indem man Fx,..., Fe in dem 
Koordinatensystem mit Koordinaten (ul, vl ,s)  berechnet, stellt man 
lest, dab man sich beztiglich ul, Fb ..... , Fe in der Situation der Induk- 
tionsvoraussetzung befindet. Diese Funktionen lassen sich also auch 
in die restlichen Koordinatensysteme fortsetzen. Die Funktionen 
F1 .... , Fbl-1 sind in diesem Koordinatensystem Polynome in ul und 
ul vl und daher nach Induktionsvoraussetzung ebenfalts fortsetzbar. 

Die zweite Behauptung folgt aus der Definition der F~ und f~. q.e.d. 

Folgerung. Die Funktionen F1, . . ., Fe blasen die Deformation (o. : Z,,q ~ S 
zu einer Deformation yon X,,~ fiber S zusammen. 

Um die Gleichungen dieser Deformation zu bestimmen, mug man 
die Relationen zwischen den Funktionen F1, ...,Fe berechnen. Man 
bekommt ohne weiteres 

x l ( x 3  - s ~ ' )  = x~(x2  - s~ 1~) . . . . .  (x2 - s~ °~-  1)) 

x 2 ( x ~ -  s 2  ~) = x 3 ( x ~  - s ~ ' )  . . . . .  ( x ,  - s~ ° ' - ' )  

: (32) 

X e _ 2 X e ~ X e _ l ( X e _ l  (1) - -  S e -  1) . . . . .  ( X e -  1 - -  S(ea-e] ~ -  t ) ) .  

Offensichtlich entsteht diese Deformation (bis auf Aquivalenz) aus der 
speziellen Deformation durch Liften beztiglich einer endlichen surjek- 
tiven Abbildung ~p:S--*S. Damit erhalten wir schliel31ich den folgenden 

Satz 10. Es gibt ein kommutatives Diagramm 
~ 

Z,,q ~ Z,.q 

+J, +~ 

T ~', S 

mit ~p endlich und surjektiv, fp eioentlich, so daft Jfir alIe t e T die Faser 
(o-1(t) eine Aufl6surgt do" Sinoularitdten yon ~o -10p(t)) ist. (Das heiflt: die 
spezielle Deformation q~ : Z,,q--*S yon X,,q besitzt eine (simultane) Auf- 
16sung der Sinoularitdten im Sinne yon [2].) 

Da fiir e = 4 die spezielle Deformation versell ist, wie im n~ichsten 
Paragraphen gezeigt wird, ergibt sich als 

Folgerung. Jede (lokale) Deformation einer Singularitiit A.,q mit 
eibA.,q = 4 besitzt eine Aufl6sun 0 der Singularitiiten. 

Da die Abbildung ~p in Satz 10 endlich und surjektiv ist, kann man 
aus Satz 8' unmittelbar ablesen, wie sich die exzeptionelle Menge in den 
Fasern yon ~ : Z,,q-~ T mit t  ver~indert. Wit symbolisieren exzeptionelle 
Mengen durch ihren duaten Graphen und erhalten 
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SatzS". Es sei ~p : 2n,q---~ T die speziel le  Deformat ion  (30) yon 
X,,q = X [ b l  . . . .  , b~]. Dann k o m m e n  in den Fasern  (o - l ( t ) ,  t ~ T (und zwar  

in beIiebiger N d h e  der exzep t ione l l en  M e n o e  

- -  b t  - -  b 2  - b r -  1 - b r  

der speziel len Faser  (~- 1(0)) die fo lgenden  exzep t ione l len  M e n g e n  vor : 

_ b(~) _ b ~ )  _ ~'t-t'(t) 1 - b l  l) 

-~-(l) b(l)] 8' (wobei  die Zah len  (ua , . . . ,  i , wie in Sa t z  zu bes t immen sind). 

Insbesondere treten also die beiden folgenden Ph~inomene auf: 

- b  
(i) Exzeptionelle Kurven • , b > 2, k6nnen verschwinden bei De- 

formation der umgebenden Mannigfaltigkeit. 
(ii) Die irreduziblen Komponenten einer exzeptionellen Menge 

- b l  - b z  
• e k6nnen verschmelzen  zu einer einzigen Komponente mit 

Selbstschnittzahl - (b 1 + bl - 2). 

Zum Abschlul3 dieses Paragraphen erl~iutern wir an einem Beispiel 
das zweite Ph~inomen (und gleichzeitig die Beweisskizze zu Satz 9). Durch 

b l  

Fb~+ 1 

1 
U 1 - -  , Vl = ubi/20 + toUo 

UO 
(33) 

1 
vz . . . .  , u z  = v~ 2 u l  - to v~ ~ -  

1) 1 

wird eine Teilfamilie der speziellen Deformation (30) von ) ( [b l ,b2]  
gegeben. Die zusammenblasenden Funktionen F1, . . . ,  Fe, e = b~ + b 2 - 1, 
haben in den einzelnen Koordinatensystemen die Darstellung 

_ _  b l  - 1  _ _  b l  + b 2  - F 1 = Vo - u 1 (ul  v 1 - to) - u2 v2 2 (u2 vb22-1 + to)b~- 1 

- - t o ) =  2 2 + b 2 - a ( U 2 V ~ 2 - 1 + t o )  b l - 2  Fz=uoVo =u~'-Z(u~v~ u : '  

=Ubol-LVo = U l V l  - - t o  =U2Vb2 ~-1 (34) 

,,bl,, , ,b,-1,,  +to) = ( U : I - - t o ) V l  =u2vb2 ~-2 ~ 0  t~Ol,~O vO 

Fe = ''b' + b~- 2 " ' - o  -o,-o"'b~ - ~ Vo + t o )  b~-~ = ( u l v ~ - t o ) V ~  ~-1 = u z  
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Die exzeptionelle Menge E(to) in der Faser tiber to wird beschrieben 
durch das Verschwinden von F1, ..., F~ bei festem to: 

E(to) = {v o = 0} w {u 1 v 1 = to} w {u2 = 0}. (35) 

- - b  1 - b  2 
Ffir to = 0 ist das gerade -- ~ . Im Falle to 4:0 betrachten wir 
das Geradenb~indd L=L(bl + b  2 - 2 )  fiber dem lP 1 mit Chernscher 
Klasse - (b 1 + b 2 - 2), gegeben durch die Gleichungen 

1 
~1 = ~-~-, ql = ~+b~-2qo .  (36) 

Die Abbildung 

/)o 
(U0' ~)0){-'~ (~0' "0 )=  (U0(U{~I- 1 00-{-t0)' (U{~I -- 1 ~0 _jF ~.0)bl -- I ') 

ul I)1 -- to ) 
(Ul,V0~->(~o,qo) = vl, ~ - - i  (37) 

(u2, v2)~(~1, ql) = (v2, u2) 

bildet eine Umgebung von E(to) in der Faser iiber t o biholomorph auf 
eine Umgebung des Nullschnitts in L ab. Da dabei E(to) selbst biholo- 
morph auf den Nullschnitt geworfen wird, ist E(to) ftir to 4:0 ein IP1 
mit Selbstschnittzahl - (bl + b2 - 2). 

§ 7. Der Vektorraum der infinitesimalen Deformationen 
und die verselle Deformation bei kleinen Einbettungsdimensionen 

Da X.,~ ein reduzierter komplexer Raumkeim ist, ist der Vektor- 
raum der infinitesimalen Deformationen (1. Ordnung) yon X.,q iso- 
morph zu 

Extta..~(g2..q, An,q) , 

wobei Q.,~ den analytischen Modul der Pfaffschen Formen fiber A.,q 
bezeichnet. Es sei A..q=Ke/a..~, ~e~_eKe der Modul der Pfaffschen 
Formen fiber Ke und d:Ke~Oe die kanonische Derivation. Schr~inkt 
man d auf a.,q ein und schaltet die kanonische Restklassenabbildung 
t2~ ~-eKe~eA.,q dahinter, so erhiilt man einen Ke-Homomorphismus 
6 : a..~-.eA.,~, und es gilt nach Tjurina [15] 

Ext.~.,q(f2.,~, A.,q) ~- Homx.(a,,,~, A.,~)/{lp o 6 : tp ~ Hom(eA.,q, A.,~)}. (38) 
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Jedem H o m o m o r p h i s m u s  aus Homr~(an, q, An,q) kann  man  ein Element  
aus HomK.(e l  Key K~) zuordnen,  so dab  das D i a g r a m m  

el K e  --~ K e 

On, ~ --~ An, q 

kommut ie r t .  Wir  werden Elemente  aus der Ex t -Gruppe  (38) somit  
repr~isentieren durch  Elemente  

(ho)2__<i+ 1 _< j -  1 __<e- 1 ~ el K~ _~ Hom~, ( e l  K~, K~). 

Satz  11. Es sei X.,q = X(a 2 . . . .  , a~_ 1). Dann gilt far die zu#eh6ri#e 
analytische k-Al#ebra A~,q: 

dn,q = dimk Extal,  ~(f2n,q' An, q) = |--~a 2 - 1, e = 3,  (39) 

| e  1 a , _ 2 ,  e > 4 .  
t . e = 2  

Beispiel 4. Wir bet rachten  erneut  den Kegel  An,~ tiber der ra t ionalen 
Kurve  v o m  G r a d  n in lPn. Nach  der obigen Formel  ergibt sich mit  
e = n +  1, a 2 . . . . .  ae_ 1 = 2 :  

{1, n = 2, 
d " ' l =  2 ( n -  2), n > 3 ,  

(40) 

Dies ist Mumfo rds  Forme l  aus [9]. 
Der  Beweis von Satz 11 ist ftir e = 3  trivial [vgl. Formel  (18)]. Ftir 

e > 4 sind dagegen umfangre iche  Rechnungen  n6tig. Wir  geben daher  
nur an, wie m a n  eine Basis der E x t - G r u p p e  berechnet :  M a n  betrachtet  
die spezielle De fo rma t ion  (22) und bildet die zugehSrige infinitesimale 
Defo rma t ion  tiber k ( s ) / m  2, m = m(k ( s ) ) .  Dies liefert £(a~ - 1) Elemente  
in e, Ke. Z u m  Beispiel ergeben sich f'tir 
= (hi 3, h14, hi 5; h24, h25; h35) die Vek to ren  

x~2tY ~.a3 - 1 , . ,3- 2 . ~ , -  1.0, 0; 0), 2 ~"v2~ "~3 ~ "~'3 ~4  , 

( - x i, 0, 0; x~ ~ - ~, ~3"a' - 2 ~-4"" - 1., 0) 

x~(O,x~-~x xO~-'x~,-1.x ~ 3, 2 , 3, X3~44 1 ; 0 ) ,  

x~ , (0 ,  0,  x ~ -  ~ . . . 3 -  2. a . . .~-  1 . . .  

e = 5  mit  (hij)2<=i+l<=j_l<=4 

).2 = 0, . . . , a 2 -  2 ,  

~.3 = 0 ,  . . . , a 3 - -  3 ,  

)~4 = 0, . . . ,  a4 - 2.  

(4t) 

Wegen x2x4=x~33 moda. .q  l~iBt sich der dritte Vektor  ftir 23 = 0  noch 
durch x3 dividieren modu lo  a.,~. M a n  erh~ilt so das Element  

(0, x~ 2 - 1, x~2 - 2 x~3 - 1 ~4'~' - 2., x a, x"'4 - 1., 0), (42) 
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von dem man leicht zeigt, dab es eine infinitesimale Deformation 
repr~isentiert. (41) und (42) bilden zusammen eine Basis yon (38). 

Allgemein erh~ilt man auf diese Weise auger den aus der speziellen 
Deformation gewonnenen infinitesimalen Deformationen je eine weitere 
zu jedem Index emit  3 < e < e - 2, also insgesamt 

e - 1  e - 1  

( a , - 1 ) + ( e - 4 ) =  2 a ~ - 2 ,  
e = 2  e = 2  

und diese bilden eine Basis von (38). 
Wir wollen diesen Paragraphen mit einigen Bemerkungen tiber die 

ers~ X,,~ beschliel3en. Ist d = d,,q, so l[il3t verselle Deformation Z~.,q S von 
sich S einbetten in k a mit den Variablen 

S{21), o ( a 2 -  1).  ~(1) s(a3) .  0 (1) _ s ( a e -  2) • 
" ' ' , ° 2  , ° 3  ~ " " ~  3 ~ " " ~ S e - 2 ~  " ' ' ,  e - 2  "~ 

m s~_-1,-1) 
S e -  l~  . . . ~  

und d ist minimal, d. h. eib Z = d. 
Es sei zun~ichst e = 4. Dann ist d = dimS, wenn S den regul~iren Basis- 

raum der speziellen Familie (23) bezeichnet. Da X,,q 2-codimensional 
in k 4 liegt und Macauleysch ist, ist An,q=K4/an, q "determinantal" 
im Sinne von Schaps [ 14-1: Die Erzeugenden von %,q k/Snnen beschrieben 
werden als maximale Unterdeterminanten einer gewissen Matrix von 
Funktionen aus K 4. In unserem Fall ist diese Matrix 

X X2 x~3-1) (43) 
xa2 2 -  1 X 3  X 4  / . 

Schaps gibt in [14] ein Verfahren an, wie man aus der Matrix (43) die 
verselle Familie berechnet. Man erh~ilt ihre Gleichungen als maximale 
Unterdeterminanten der Matrix 

xl x2 x~33-1+s~3~x~3-2+'"+s~3 °3-~) 
x~22-1 + s~21)x~22- 2 +.. .  + s~2a2-1) x3 x ,  .(44) 

Durch Vergleich mit (21) folgt dann unmittelbar: 

Satz 12. 1st eibX..q = 4, so ist die spezielle Familie Z . , q ~ S  versell. 

F~ir e > 5 ist d ims  = eibS < d, und folglich kann die spezielle Familie 
in diesem Fall nicht versell sein. Es ist aber folgendes klar: 
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Es gibt Einbettungen S~+Z~+kd (wobei S ~ k  d durch s~ ~3) . . . .  
~ . - ~ ) - o  beschrieben wird), so daft die spezielIe Deformation • ' '  = O e _  2 - - u  

vers...~ ~: Z . ,q~S  yon X~.q die Einschrdnkung der versellen Familie Z.,q Z 
auf S ist. 

Wir wollen als n~ichstes die verselle Famil ie  im Falle e = 5 berechnen.  
Dazu  ist es zweckm~iBig, zu einer Matr ixschreibweise iiberzugehen. 
Wir setzen 

g/O) = (gl 3, g14, gl 5 ; g24, 925 ; g3 5) T (45) 

mit  den Funk t ionen  gu aus (8) und 

X~3 - 1 - - X  2 0 X 1 0 0 

X 4 - -  X 3 0 X~2 - 1 0 0 

x~3-Zx~ ' -1  0 - x 2  0 xl  0 

R~O~ = x 5 0 - x 3 0 x ~ -  1 0 

0 X ~  4 - 1  - - X  3 0 0 X 1 

0 X 5 - -  X 4 0 0 va2  - 1 v a 3  - 2 " 2  "v3 

0 0 0 x~ °-~ - x a  x2 

0 0 0 X 5 - -  X *  X~ 3 -- 1 • 

(46) 

In R io) stehen die Erzeugenden der Rela t ionen zwischen den Funk t ionen  
gu (vgl. Satz 6). Somit  ist 

R/O)g~O) = 0 ,  (47) 

Ferner  schreiben wir fiir 
der Reihe nach 

und 

die Transpon ie r t en  der Zei lenvektoren (4t) 

(1) + 
92 , ) -2  1 

(1) 
3,a3 

gtl) 
3 , Z 3 + 2 ~  

(1) + 
g4,,~4 1, 

/~2 ~-~ O ,  . . . ,  a 2 - -  2 

2 3 = 0 , . . . , a 3 - - 3  

2 ,  = 0 . . . .  , a ,  - 2 

g 3 ,  1~ 

(48) 

(49) 

ffir den (42) en tsprechenden  Spal tenvektor .  SchlieBlich sei 

a 2 -  1 a3 aa-- 1 

g"~= ~ o~"~-J~-") " (50) E E ° 4  ~ 4 . j  • 
j = l  j = l  j = l  

DaB gCO) + g(1) eine De fo rma t ion  von A.,g fiber k ( s ) / m  2 darstellt  [wobei  
ra=m(k(s))] ,  ist ~iquivalent dazu, dab  es eine 8 x 6-Matr ix  R/u mit  
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K oeflizienten in (m/m 2) ® K~ gibt, so dab 

R i n g  (°) + R(°) g m = O . 

"(~) k = l , . . . , 8 ,  1=1,  6, ffir die Komponenten von Schreibt man ~xkz . . . . . .  
R m, so erhglt man die folgenden Formeln: 

a 3 - -  1 

Rm__ y sonst 1 1 - -  
. /=1 

a 2 - - 1  

R(1)_~(1)  o(1) - ~ s~"~-J)x{ - 1 ,  R~2~)=0 sonst 2 2 ~ o 3  , *~,2 4. ~ 
j = l  

a3 -- 1 a4  -- 1 

R ( 1 ) _  - -  E s(a ' l - -J)xa3--2xJ--I  3 1 - -  - -  Z s ( 3 a 3 - j + I ) x J 3 - 2 X ~ ' - I  4 3 , 
. /=2  . /=1  

R(U - -  ~(,~) .¢a4 - 2 R~3~ ) = 0 sonst 
a 2 - -  1 

R . )  _ o(1) ,-,(1~ _ _ s~,3)x,22- 2 2, , ,m. _ s~.:- . /)x{- 1 
j = l  

R~  ) = 0 sonst 
a4- I 

5 Z - -  ~ / ~ 5 4  ~ - - ° 3  "~2 "~'4 
j = l  

a 2 -  1 

E 6 5  ~ , / ' k 6 6  - -  
j = l  

a 3 - -  1 

-- Z s(3a3--j+l)xa22-1xj-23 , R~6~)=0 sonst 
. /=2  

a 4 - -  1 

R ( I ) _ _  ~ s ~ , - j ~ x ~ - I  R~7~)=0 sonst 74-- 
j=1 

a3-  1 
R o )  _ _ s~l)x~3 ~-2 ~,  s~,3-./+ 1) x j3-1 R(8~ ' 0 sonst. 8 6 - -  - -  , "~- 

j = l  

(52) 

Rg~ ) = 0 sonst 

Wir wollen jetzt die Deformation g(O)+gin von A,.q bis zur zweiten 
Ordnung fortsetzen. Das heiBt: Gesucht sind ein Vektor g(2) und eine 
8 x 6-Matrix R ~2) mit Koeffizienten in (m2/m3)NKs, so dab 

R ( 2 ) g  (°) q- R i n g  (~) + R ( ° ) g  (2) = 0 .  (53) 

Wir werden zeigen, dab dies nur miSglich ist, wenn man gewisse Rela- 
tionen in der Basisalgebra k ( s )  einf'tihrt. Bezeichnet man mit ~t das von a 
in (m2/ma)®K5 erzeugte Ideal, so bedeutet die G1. (53) nichts anderes, 
ats dab die Komponenten des Vektors R i n g  m + R(°)g ~2) in gt liegen miis- 
sen. Wir setzen g(2)= (g~2), ..., gg2)) und erhalten durch Berechnung der 
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2., 3., 5. und 7. Komponente, daB die folgenden vier Funktionen aus 
sind: 

a 2 - - 1  a 3 - - 1  / 
-- ~ ~ s(2a2-J)s(3a3-k+l)xJ2 -l~'k-L°̀l)¢(a3)~a2-1"~3 X" 0 3 o 3 "~2 

j = t  k = l  

v- r~(2) ~L_ ~ a 2 - -  1 r , (2)  
+ X4g(12)  - -  -~3 i f2  ~ ' ~ ' 2  ~ 4  

s(a2- j) s(aa - k) ~j xa3 - 2 ~.k- 1 2 4 ~2 3 "~'4 

s(a2-J)s(a3-k+23 1) ~..j v k -  2 ~ a , i -  1 
"~2 "~3 "~4 

S(a2- j) e(a3) v j -  - 1 X~4 - 2 -- 2 ° 3  ¢ ' 2  1 X~3 s(3a3)2X~2 - 1  X,~4 - 2 

S(1) ~(aa- j) ~ ~aa- 2 v j -  1 3 ° 4  "~1 v"3 ~4 q-X~ 3 2X~a- lg  (2) - -  X2b*3~(2)-{'- X10(52)  

s(a2-j) c,(a4-k) v.j- 1 X~3- 1 X~- 1 1 2 ° 4  "~'2 

s(a3)2xa232 - 2 ~ ~ a n  - 2 ~(1) e(a3) .¢a2 - 2 ~ea3 - 1 xa44 -- 2 
"~3"a'4 - -  ° 3  ° 3  ¢"2 "~3 

x ~ ' -  1 .(2) X ,42) + g(62) + ~/2 - -  3 ~ 3  X1 

a 4 - - 1  a 3 - - 1  
-- ~-~ L °3c(a3-k+ l)e(a4-j)~rk "~3 "~4 

j = l  k = l  

a 4 -  1 
- -  ~. ~(l)e(a4--J)~'a3-- "-- 03 0 4  ~ 3  1 X ~  1 -4 -X~  4 - 1 ~ ( 2 ) - X 3 ~ ( 2 ) - F X  2~(62) 9 

j = l  

a 2 - 1  a 4 - 1  

i = 1  k = l  

a 2 - 1  a 3 - 1  

- E  E 
j = l  k=2 

a2--  1 

- 2  j = l  
a 4 -  t 

j = l  

a 2 - 1  a4-1 

- 2 2  
j=l k = l  

a4--  1 a3 - -  1 

-- ~.a L S{3a3-k'}-I)s~a4-j)x~2-1X~-IxJ-1 
j = l  k = l  

J 

(54) 

(55) 

(56) 

(57) 

Setzt man in (54) und (57) xl  = x3 = x5 = 0  ein, so ergeben sich mit 
~2)=9~2) (s;O, x2,0, x4,0 ) die folgenden Gleichungen in (mZ/m 3) 
®k(x2, x45: 

,.,.w 
°3~(1) ~'(a3) a " a 2 - ° 3  "~2 I + x4g(12) + xaz-2 1 ~a-~2) e (X~ a, X 2 X4, X,~ 4) (58) 

xa4 - 1 '~(2) "~ 4 ~4 + X2 g(62) E (X~ 2, X 2 X4, X~'). (59) 

Multipliziert man (58) mit x~' - 1 und (59) mit - x~ 2-1, so ergibt sich durch 
Addition 

S(1) t.(a3) y a 2 -  1 xa4- 1 3 ° 3  ~ '2 4 E ( X ? , X ~ ' ) ,  

was offensichtlich nur m/Sglich ist, wenn die Relation 

s~3 " s~ 3) = 0 (60) 
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erftillt ist. In (56) setzt man xl = x3 = x4 = xs = 0 ein und erh~ilt 

s(a3)o(a4 - 1) x.a2- 1 

was die Relation 
s~3a3~s~4 - 1)= 0 (61) 

nach sich zieht. Entsprechend gewinnt man aus (55) die Relation 

s(z "2-1) s~3"3) = 0. (62) 

Wir werden nun zeigen, daB sich die Deformation g(o)+9¢,) nach 
k ( s ) / ( s ~  ~ -  *)s~a "3), s(al~s~ "3), s ("'4 - *)s~"~3 ~ fortsetzen l~Bt. Diese Fortsetzung 
ist dann die gesuchte verselle Familie. Das Ideal t,,(,~-l),,(,3) ~1)~,~) ~"2 ~'3 , °3 °3 
s~"'- l)s~ "~) definiert einen Unterraum 17 des d.,~-dimensionalen kom- 
plexen Zahlenraumes, der aus den beiden singularitiitenfreien irredu- 
ziblen Komponenten  

Z, = {s~ "') = 0} und S 2 = {s(2 a~- *~ = s~ *~ = s~ ' -  *} = 0} 

besteht. Es geniigt daher, g(O)+ 9m nach St und Z2 so fortzusetzen, dab 
die Deformationen auf dem Durchschnitt der beiden Komponenten 
iibereinstimmen. Nun hat man auf 27, eine Fortsetzung, n/imlich die 
spezielle Familie, die durch folgende Gleichungen gegeben wird: 

XI(X 3 _[_ S(1)) - -  X2(X~2-1 .1_.,..j_ s(a2- 1)) X3 X5 __ X4(X~4-1  . .~ , . .  _[_ s(a4- 1)) 

x2 x4 - x3(x3 + s(3 *)) (x"3 ~- 2 + " "  + s(3 a~- 1)) (63) 

X1X4-- (xa22-1--~ . . . )X3(Xa33-  2-}- . . .  ) X 2 X 5 - - ( X 3 - ~  S(31))(X~3- 2-{-. . .)(X~'I-1.. .~ . . . )  

xl x~ - ( x ? -  1 + ...) (x? -~  + . . . ) ( x ? -  * + . . . ) .  

Von den niichsten Gleichungen weist man ebenfalls teicht nach, daB sie 
eine Fortsetzung yon ~/~o~ + 9m nach Zz darstellen: 

,,-2 [~a2 -- 2 x l x 3 - ~ , w , ~  + . . .  +s~2O~ 2) x a x s - x  2~x"'-24,-4 + ' " + s ~  °'-2~) 

x2 x ,  - x 3 ( ~  ~- 1 + s~32))d3~ - 2 + . . .  + s~,~)) (64) 

x, x 4 -  x2(x?-  2 + . . , )  (x~3 ~- 1 + . . . )  x2 x5 - ( x ? -  * + . . . )  x 4 ( x ? -  2 + . . . )  

Xl X5 - -  (X~2- 2 _+....) (X~3-1 + . . . )2 (X~,~-  2 - t " ' " ) .  

Man beachte jedoch, dab diese Funktionen nicht die durch (8) gegebenen 
Erzeugenden von a,,q, sondem ein anderes Erzeugendensystem fort- 
setzen. Da ersichtlich die Deformationen (63) und (64) auf 

s ~  ,",~2 = {s~ "~- " = s~" = s~ a'~ = s ~  4 - "  = 0}  

tibereinstimmen, ist das folgende Resultat bewiesen: 
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Satz 13. Der Basisraum Z ClE a",q der versellen Deformation yon X,,q 
mit eibX,,q = 5 wird beschrieben dutch 

= o} {4  " =  s7 = " =  o}. 

Die verselle Deformation, eingeschrdnkt auf die beiden Komponenten des 
Basisraumes, wird 9egeben dutch die Gin. (63) bzw. (64). 

Bemerkung. Satz 13 verallgemeinert Pinkham's Konstruktion [12] 
fiir den Kegel X< 1. 

Mit der exptiziten Beschreibung der versellen Familie in Satz 13 ist 
es nun m6glich, alle Singularit~iten zu berechnen, in die ein X,,q mit Ein- 
bettungsdimension 5 lokal deformiert werden kann. Wegen Satz 8 
braucht man dazu nur noch die Fasersingularit~iten der Familie (64) 
zu bestimmen. Man erh~ilt dabei zus~itzlich zu den schon bekannten 
Singularit~iten die Singularit~iten X(a'2, a3, a4) mlt 2 = a2 < a2, t < a; N aa, 
2 < a'4 < a4, wobei offensichtlich 

' ' -  ' - 1 ) ,  ' > 2 ,  a4 > 2  (65) X(a'z, 1, a4)= X(a2 t, a4 a2 = , 
gilt. Also: 

Satz 14. Jede lokale Deformation yon X,,q = X(aa, a 3, a4) ist yon der 
Gestalt 

a' a' l < , ' a) X(a'> 3, 4 .  l < a i  <a2, 2=a3 <a3, l <a4 <a4, 

oder 

b) X(a'g,a'3,a'4), 2<a'g<a2, lNa'3<a3,  2<a'4Na4. 

Jede dieser Singularitdten kommt als lokale Deformation vor. 

Wir wollen an einem Beispiel zeigen, dab unter b) in Satz t4 Sin- 
gularit~iten auftreten k/Snnen, die nicht in der speziellen Deformation 
vorkommen. 

12 
BeispieI 5. (n, q) = (12, 7). Es gilt -~- = 3 - 1__.~-" 1__~ und 

12 
= 2 - 1 ~ -  1__~. Damit handelt es sich um die Singularit~it 

- 2  - 4  - 2  

Nach Satz 8' werden die Singularitiiten in den Fasern der speziellen 
Familie durch die folgenden Graphen gegeben: 

- 4  - 2  - 4  - 2  
0 • • • , 
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Nach Satz 14 hat man in der Familie fiber Z 2 auch die Singularit~it 
X(3, 1, 3)= X(2, 2) = X[33, d. h. 

- 3  
• . 

Wir wollen diese Singularit~it direkt nachweisen. Schr~inkt man in 
diesem Fall die Deformation (64) auf den Unterraum s~2X)= s~l)= 0 ein 
und setzt st32) = tr, so erh~ilt man die einparametrige Familie 

x l  x3 - x ~, x2 x4 - x3(x~ + ,r) x~ xs  - x?, 

x l  x4 - x2(x3  + ,r) X 2 X 5 - -  (X 3 "~ 0") X 2 (66) 

X 1 X 5 - -  X2(X 3 Or 0")2 X4.. 

Fiir a 4:0 liegt in der Faser tiber t r i m  Punkte x~ °) . . . . .  x~°)= 0 eine 
Singularitat, deren lokaler Ring isomorph ist zu 

2 2 
k ( x1,  X2, X4, XS)  /(X 1x 4 -  X2, X 2 X 5 -- X4, X 1x  5 -- X 2 X4)= A 3,1. 

Pinkham hat in [12]-auch die verselle Familie der Kegel A.,1 mit 
n > 5 bestimmt. In diesem Fall besteht der Basisraum Z aus dem Basis- 
raum Z1 = S  der speziellen Deformation zusammen mit einer in 2;1 
eingebetteten Komponente  Z2 der Dimension Null. Man kann diese 
Familie ffir n = 5 mit unseren Methoden ebenfalls konstruieren. Mit 

S (1) • 2 =S~ 2), S~ = ~ , = . . . .  ,5, $~ e = 3, 4, erhalt man ffir das Z beschreibende 
Ideal die Erzeugenden 

82S3~ 

$2S4, 

$3S 3, $4S3, $5S3 

S3S4, S4S4, SsS4 

~], ~3~4, ~ .  
(67) 

Die eingebettete Komponente  •2 wird gegeben durch das Ideal 
($2~ ~2 ~ ~ ';'2 vers sa,s4, ss,s3,sas4, s4), und Z5,I[E 2 wird beschrieben durch die 
Funktionen 

X l X 3 - - X  2 X2X4.--X3(X3"[-S3) X3Xs--X4.(X4.~, $4, ) X4. X 6 - - X  2 

X1X4--X2(X3"[-S3) X2X5--(X3"~S3)(X4"~-S4) X3X6--(X4"[-S4) X5 
(68) 

X1 X5 -- X2(X4 31- $ 4 ) - -  $3X3 X2X6 - -  (X3 + $3) X5 --  $4X4 

XlX6  - -  X2X5 - -  $4X3 - -  $3 X4 " 

Man kann die Rechnungen auch noch fiir beliebiges A.,~ mi te  = 6 durch- 
ffihren und erh~ilt dann f'tir E eine Zerlegung ZtwZ2w. . .wE, . ,  wobei 
m ~_ 2 abh~ingt vonder  Anzahl der Exponenten a~ mit a~ -> 3. E~ ist gleich S, 
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2; 2 ist eine in 2;1 eingebettete Komponente der Dimension E(a~-2) ,  
und die Reduktionen der X,, # = 3 . . . . .  m, sind singularit~tenfrei und 
schneiden Z 1 transversal. 

§ 8. Offene Fragen und Vermutungen 

Die Formel (39) in Satz 11 l~iBt sich mit Hilfe yon Lemma 4 auch durch 
die bQ ausdriicken. Es gilt 

e - 1  e - 1  ~ ,  
a~= ~ (a s -  1 ) + ( e - - 2 ) =  (2bQ--3)+ 1 

e=2 e=2 O=l 
und damit 

Satz 11'. d,,~ = dimkExtat q(f2,,q, A.,~) 

= max (2b o - 3) - l, r , 
to=l 

wobei das Maximum nut dann gleich r ist, wenn e = 3 oder 4. 

Es sei nun (X, x0) eine beliebige (nicht regul~ire) rationale Singularit~it. 
Die minimale AuflSsung X besitze das exzeptionelle Kurvensystem 

E =  Q) Ee, Eeo Ee= - b e ,  Q = I  . . . . .  r. 
Q=I 

Frage 1. Gilt stets 

d imkExt~o(O(X) , (~(X))=max{e~=l(2be-3) - l , r }?  

Fiir rationale Doppelpunkte ist diese Formel richtig. Wtirde sie 
stets getten, so w~ire die Ext-Gruppe f'tir jede rationale Singularit~it von 
Null verschieden. Man h~itte damit einen Beweis f'tir die 

Vermutung 1. Keine rationale Singularitdt (aufler der regul~iren) ist 
starr. 

Bisher gibt es meines Wissens iiberhaupt kein Beispiel fiir 2-dimen- 
sionale normale starre Singularit~iten. Dagegen gibt es 2-dimensionale 
normale Singularit~iten, die sich nicht in regul~ire Singularit~iten lokat 
deformieren lassen (Mumford [9]). Wir versch~irfen deshalb die Ver- 
mutung l zu 

Vermutung 2. Jede rationale Singulariffit besitzt Deformationen, deren 
allgemeine Faser singularitiitenfrei ist. 

In den Spezialf~illen X = X.,~ gibt es stets Deformationen der Auf- 
16sung )~, in deren allgemeiner Faser die exzeptionelle Menge ver- 
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schwunden ist (vgl. Bemerkung (i) im AnschluB an Satz 8"). Ware dies 
ftir jede rationale Singutarit~it richtig, so ware die Vermutung 2 best~itigt. 

Im Falle eibX~.~= 3,4, 5 sind alle Deformationen von X~,~ wieder 
vom Typ Xn,,q,. Es steht auBer Zweifel, dab dies Ftir jede Einbettungs- 
dimension gilt. Allgemeiner ist die 

Vermutung3. Lokal k~nnen QuotientensinguIaritdten nur in Quo- 
tientensingularitdten deformiert werden. 

Bekanntlich sind isolierte Quotientensingularit~iten der Dimension 
> 3 sogar starr (Schlessinger). Falls die Vermutung 3 richtig ist, stellt 
sich die 

Frage 2. Welche Beziehungen bestehen zwischen den endlichen Auto- 
morphismengruppen, die die Quotientensingularit?it und ihre lokalen De- 
formationen beschreiben ? 

Noch allgemeiner als Vermutung 3 ist die 

Vermutung 4. Lokale Deformationen rationaler Singularitiiten sind 
rational. 

Jedenfalls ist dies richtig (Ftir k = IE, was wir ira folgenden voraus- 
setzen wollen) fiir Deformationen, die eine AuflSsung mit regul~irer 
Basis besitzen ([13], Theorem 3); also insbesondere Ffir alle Deforma- 
tionen yon rationalen Doppelpunkten (Brieskorn [2], Tjurina [16]) 
und yon rationalen Tripelpunkten vom Typ Xn, ~ (Folgerung zu Satz 10). 
Die Vermutung 4 l~iBt sich jedoch im Allgemeinfall nicht auf dieselbe 
Weise verifizieren; denn: 

Es gibt Deformationen rationaler Singulariffiten, die keine Aufl~sung 
besitzen. 

Das einfachste Beispiel ist die Pinkham-Familie (64) fiJr den Kegel 
A4,r Den Beweis Ftir die Unm6glichkeit einer AuflOsung kann man 
durch Kompaktifizierung der Fasern und Berechnung der Euler- 
Poincar6-Charakteristik der Aufl~Ssungen der Fasern f'tihren. Die 
spezielle Familie yon Xn,q ist dagegen stets aufl0sbar nach Satz 10. Wir 
glauben deshalb an die 

Vermutung 5. Die spezielle Deformation Z , , q~S  yon Xn,q ist verseIl 
bezi~glich aufl~sbarer Deformationen. 

Ein wesentlicher Schritt zum Beweis dieser Vermutung scheint uns 
darin zu bestehen, die Versalit~it der speziellen Deformation (30) 
0" 2~,q--* T von Xn,q zu zeigen. Dazu ist es notwendig, die Deformations- 
theorie von Kodaira-Kuranishi-Nirenberg-Spencer von kompakten 
auf streng pseudokonvexe Mannigfaltigkeiten zu iibertragen. DaB (30) 
versell ist, folgt dann aus der Tatsache, dab die Koda!ra-Spencer - 
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Abbildung des Tangentialraumes von T in 0 nach H 1 (Xn,q, O.,q) bijektiv 
ist (O..q bezeichnet die Garbe der Keime holomorpher Vektorfelder auf 
X.,q) - insbesondere gilt 

dimcHl(X.,q, ~3.,q)= ~ (b e -  1). 
ft= l 

Wir werden auf diese Zusammenh~inge in einer sp~iteren Arbeit n~iher 
eingehen. 

Zum Schlul3 wollen wir die obige Vermutung sogar auf beliebige 
rationale Singularit~iten ausdehnen: 

Vermutung 6. Die verselle Deformation Z .... ~ Z einer rationalen Sin- 
gularitdt X besitzt eine Teilfamitie Z-~S mit reguldrer Basis S C ~, der 

Dimension ~ (bQ--1), die versell bezfiglich aufl6sbarer Deformationen 

y o n  X is t .  
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