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O]
Wir untersuchen den Spezialfall, bei dem alle h; von der Form
(X — )™ sind.



Lemma
Ist A € K und ist m € N, so ist die Begleitmatrix von (X — \)™
ahnlich zur Matrix

A0 0

J(A;m) =
0
0 1 A

Beweis
Wir betrachten die charakteristische Matrix von J(\; m):

A—-X 0 ... 0

1
MJ()\;m)(X) =
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4

_ 4() e :
JOum) = dB(X—)\)"" firl<i<m.
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Jordansche Normalform

Definition

Die Matrix J(A\; m) heiBt die m x m-Jordan Matrix zu A.

Marie Ennemond Camille Jordan, genannt Camille Jordan
(1838-1922).

Satz: Jordansche Normalform

Es sei A€ M(n x n, K) und das charakteristische Polynome von A,
Pa(X), zerfalle iber K in Linearfaktoren. Dann gibt es eine bis auf
Reihenfolge eindeutige Folge von Jordan-Matrizen Ji, ..., J, liber
K, so dass A ahnlich ist zu

Jh 0 ... 0
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Beweis ,

Da CE‘J) immer dg) teilt und da diese wiederum Pa(X) = 5\")
teilen, zerfallen alle Invarianten- und Determinantenteiler von A
ebenfalls in Linearfaktoren.

Damit ist A ahnlich zu

Bix—xym 0 ... 0
0 . )
: . . 0
0 v 0 Bix—am

und damit auch ahnlich zu
J()\l; m1) 0 e 0
0 )

0 e 0 J(Amy)
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und somit ist A = 2 eine vierfache Nullstelle.
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Wir miissen die Eigenvektoren von A bestimmen:

X 7 -7 0 2 X
B vl _ 7 —7 0 2 vl
(A—2E) z =0e 4 —4 0 1| |z =0
u 0O 0 0O u

Die Koeffizientenmatrix hat Rang 2: Sie kann nicht mehr als Rang
2 haben wegen der 0-Spalte und der beiden sichtbar linear
abhangigen ersten und zweiten Spalte. Da

det (:Z i) = —7 4+ 8 =1 # 0 hat sie genau Rang 2.
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Damit ist die Dimension des Eigenraums dimg Eig(A; 2) = 2 und
als Jordansche Normalformen kommen a priori

2000
A_0200_<J(2;1) o)
“lo 1 20|\ 0 J23

0012
und
2000
A_1200_<J(2;2) 0>
27 loo 20" 0 J22
0012
in Betracht.

Wir bestimmen das Minimalpolynom von A. Esist A —2E; # 0.
Das hatten wir oben schon gesehen.
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Aber (A — 2E;)? ist

7 =702\ /7 -7 0 2
7 -7 02| |7 -1 02|
4 4 0 1|4 -4 01 '
00 00/\0 0 00

Also ist das Minimalpolynom ma(X) = (X — 2)2. Ahnliche
Matrizen haben libereinstimmende Minimalpolynome. Wir
bestimmen also die Minimalpolynome von A; und Aj: Die Matrix

0 00O

(A1 —2) ist 0000 und damit ist (A; — 2)? # 0. Daher
0100
0010

muss die Jordansche Normalform von A gleich A, sein. Wir

machen den Test:
0 0

(Ax—2) = und

= O O O
o O O o
o O~ O
o O O O
= O O O
O O O O
O O = O
O O O o
= O O O
O O O O

1
0
0

o O O
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A0 ... 0

1 0 T
Hgeo | . _ =1
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» Das Minimalpolynom konnen Sie ebenfalls direkt aus der
Jordanschen Normalform ablesen: Sind A1,..., A, die
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» Das Minimalpolynom konnen Sie ebenfalls direkt aus der
Jordanschen Normalform ablesen: Sind A1,..., A, die
verschiedenen Eigenwerte von A und zerfallt Pa(X) in
Linearfaktoren, so sei ¢; jeweils die GroBe eines maximalen
Jordanblocks zum Eigenwert J\;, dann gilt:
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Damit gilt fir das Minimalpolynom von A:

ma(X) = (X =A% ... (X = Am)im.
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Wir erhalten als Spezialfall: Zerfallt das Minimalpolynom von A in
paarweise verschiedene Linearfaktoren, so ist £; = 1 fiir alle

1 <7 < mund damit gibt es nur Jordanblocke der GroBe 1. In
diesem Fall ist A diagonalisierbar.

Wir erhalten also:

Satz

Es sei A€ M(n x n,K). Dann ist A genau dann diagonalisierbar,
wenn das Minimalpolynom ma(X) in paarweise verschiedene
Linearfaktoren zerfallt.
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Bemerkung

Ist V ein K-Vektorraum endlicher Dimension und es sei A die
darstellende Matrix von f € Endk(V), so ist Pr(X) = Pa(X).
Zerfallt Pa(X) in Linearfaktoren, so ist A dhnlich zu

J(/\l;ml) 0 0
J = 0
: . 0
0 e 00 J(Asmy)

Wir schreiben diese Matrix als Summe J = D + N.
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Man kann also jedes solche f zerlegen als f = fp + fy, wobei fp
diagonalisierbar und fy nilpotent ist. Es gilt

fNOfD:fDOfN.

Dies liefert eine multiplikative Version der Jordanschen
Normalform: Ist f € Autk(V), so setzen wir fy = idy + fl;l o fy.
Damit erhalten wir

fDOfU:fDO(id\/—i-fElOfN):fD—i—fN:f.

Die Abbildung fy heiBt unipotent. Wir konnen also jeden solchen
Automorphismus f multiplikativ zerlegen in einen Diagonalanteil
fp und einen unipotenten Anteil fy.



