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Aufgabe 4.1 [6 Punkte]

Begriinden Sie kurz, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind:

(i) Es sei f: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist ker(f) C G eine abelsche
Untergruppe von G.

(ii) Die Menge Z~o = {k € Z | k > 0} bildet bzgl. der Multiplikation eine Gruppe.
(iii) Es gibt einen Gruppenisomorphismus %3 = Z/67.

(iv) Es gibt einen surjektiven Gruppenhomomorphismus X3 — Z/3Z.

)

(v) Ist f: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, so gilt fiir alle A € ker(f) und g € G, dass
g-h-g €ker(f).

(vi) Ist f: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus und ist G abelsch, dann ist auch Bild(f) C
G’ abelsch.

Aufgabe 4.2 [1+1+2 Punkte]

Es sei R ein Ring mit Eins. Ein Element r € R heifit Finheit, falls es ein s € R gibt, so dass
s-r=1g=1r-s gilt.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge aller Einheiten R* C R zusammen mit der Multiplikation in
R eine Gruppe ist.

(b) Wir betrachten die Teilmenge Z[i] C C der komplexen Zahlen bestehend aus allen z =
r+1y mit x,y € Z. Zeigen Sie, dass dies ein Unterring ist. Er wird der Ring der Gaufschen
Zahlen genannt.

(c) Bestimmen Sie die Einheitengruppe Z[i|* und geben Sie einen Isomorphismus zu einer
bekannten Gruppe an.



Aufgabe 4.3 [24+1+1 Punkte]
Es sei GG eine Gruppe und g € G ein fest gewéhltes Element. Die Abbildung

cg: G — G, hg-h-g*
heifit Konjugation mit g.

(a) Ist diese Abbildung ein Homomorphismus? Ist sie injektiv oder surjektiv?
(b) Welche Abbildung ist ¢, falls G abelsch ist?

(c) Bestimmen Sie ¢y, .g, fiir ¢1,92 € G.

Aufgabe 4.4 [2 Punkte]

Zeigen Sie, dass alle Homomorphismen f: Z — Z von der Form f,, sind fiir ein m € Z mit
fm(z) = ma. (Hinweis: Betrachten Sie f(1).)

Aufgabe 4.5 [242+1 Punkte]

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und p eine Primzahl, so dass p-1g = 1lg +---+ 1 =0

p
gilt. Der Frobenius Homomorphismus ist die Abbildung (—)?: R — R. Zeigen Sie:

(a) Fir k=1,...,p — 1 ist der Binomialkoeffizient (’,Z) durch p teilbar.

(b) Die Abbildung (—)?: R — R, x + 2P ist ein Homomorphismus von Ringen. Falls die
Bedingung p - 1z = 0 nicht vorausgesetzt wird, stimmt dies jedoch nicht. Uberlegen Sie
sich ein Gegenbeispiel.

(¢) Fir R =7Z/pZ ist der Frobenius die Identitét.



