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Aufgabe 11.1 [6 Punkte]

Begründen Sie kurz, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind. Es sei P das Prisma, das als

Grundfläche das Dreieck hat, das von den Vektoren

2

0

5

 und

0

1

2

 aufgespannt ist und das

durch Parallelverschiebung durch den Vektor

0

0

4

 gegeben ist. Weiterhin sei P das Parallelo-

gram, welches von den Vektoren

 0

3

−1

 und

−2

1

−3

 aufgespannt ist.

(i) Das Volumen des Prismas P ist gleich 8.

(ii) Das Volumen des Prismas P ist gleich 4.

(iii) Der Flächeninhalt des Parallelogram P ist 6 10.

(iv) Der Flächeninhalt des Parallelogram P ist > 10.

(v) Der Vektor

 4

−1

−3

 steht sowohl auf

1

1

1

 als auch auf

−1

2

−2

 senkrecht.

(vi) Für Vektoren u, v, w ∈ R3 gilt, dass (u, v, w) genau dann eine linear unabhängige Familie

von Vektoren ist, wenn (u× v, v × w,w × u) linear unabhängig ist.

Aufgabe 11.2 [3 Punkte]

Es sei (Vi)i∈I eine Familie von K-Vektorräumen und W sei ein beliebiger K-Vektorraum. Be-

trachten Sie den Produktvektorraum
∏

i∈I Vi und die kanonischen Epimorphismen prj :
∏

i∈I Vi −→

1



Vj für j ∈ I, die durch die Projektion auf die j-te Komponente gegeben sind. Zeigen Sie, dass

die Abbildung

HomK(W,
∏
i∈I

Vi)→
∏
i∈I

HomK(W,Vi); f 7→ (pri ◦ f)i∈I

ein Isomorphismus von K-Vektorräumen ist.

Aufgabe 11.3 [3+3+1 Punkte]

a) Ist eine Matrix der Form


1 a b c

0 1 d e

0 0 1 f

0 0 0 1

 ∈ M(4 × 4,K) immer invertierbar? Wenn ja: Wie

sieht die inverse Matrix aus? (Hinweis: Schreiben Sie die Matrix in der Form E4 + X.)

b) Benutzen Sie den Gauß-Algorithmus, um zu testen, ob die Matrix


1 5 7 3

2 1 3 4

2 4 2 4

1 0 7 3

 ∈ M(4×

4,Q) invertierbar ist.

c) Wenn Sie die Einträge der obigen Matrix modulo zwei betrachten, ist die resultierende Matrix

in M(4× 4,F2) dann invertierbar?

Aufgabe 11.4 [2 Punkte]

Beweisen Sie die sogenannte Graßmann-Identität: Für u, v, w ∈ R3 gilt

u× (v × w) = 〈u,w〉v − 〈u, v〉w.

Hierbei bezeichnet 〈u,w〉 das Standard-Skalarprodukt.

Aufgabe 11.5 [3 Punkte]

Es sei K ein Körper. Ein endlicher Kettenkomplex C∗ besteht aus K-Vektorräumen Ci zusam-

men mit K-linearen Abbildungen

0
dn+1 //Cn

dn //Cn−1
dn−1 // . . .

d2 //C1
d1 //C0

d0 //0 ,

so dass di ◦ di+1 = 0. Das Bild von di+1 ist also im Kern von di enthalten. Der Quotientenvek-

torraum

Hi(C∗) := ker(di)/Bild(di+1)

heißt die i-te Homologiegruppe des Kettenkomplexes C∗. Beweisen Sie, dass

n∑
i=0

(−1)idimKCi =
n∑

i=0

(−1)idimKHi(C∗)

gilt, falls alle Vektorräume Ci endlich-dimensional sind. Die obige Summe ist die sogenannte

Euler-Charakteristik : https://de.wikipedia.org/wiki/Euler-Charakteristik
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