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KAPITEL 1

Grundlagen

Bevor wir mit dem eigentlichen Stoff der Linearen Algebra beginnen, behandeln wir einige Grundlagen:
Was sind Aussagen? Was sind Mengen? Was sind Abbildungen? Welche grundlegen Eigenschaften kénnen
Abbildungen haben? Wie beweist man Behauptungen, die fiir alle natiirlichen Zahlen gelten?

I.1. Aussagen

Einen Grofiteil der Linearen Algebra verbringen wir damit, zu untersuchen, ob Aussagen beweisbar sind
oder ob sie falsch sind. Aber was sind Aussagen?

Wir vereinbaren, dass eine Aussage ein sprachliches Gebilde ist, das wahr (w) oder falsch (f) ist und
das nicht gleichzeitig wahr und falsch sein kann. Im Kontext dieser Vorlesung ist (hoffentlich) immer klar,
ob eine Formulierung eine Aussage ergibt, oder nicht.

Beispiele 1.1.1.
e Die Aussage ,Es gibt mindestens einen Studierenden im Hoérsaal H1“ hat Wahrheitswert w.
e Die Ausssage 2 -3 = 9 hat Wahrheitswert f. Ebenso ist zwar ,,57 ist eine Primzahl“ eine Aussage,
aber falsch.
e _Ach herrje!“ ist keine Aussage und genausowenig ist ,,Diese Aussage ist nicht wahr“ eine Aussage.

Definition I.1.2. Es seien A und B zwei gegebene Aussagen. Dann definieren wir die folgenden Ver-
kniipfungen von Aussagen als eine Aussage, deren Wahrheitswert als Funktion der Wahrheitswerte der Aus-
sagen A und B durch die folgenden Wahrheitstafeln gegeben ist:

(a) nicht A, —A:

Al -A
w| f
flw
(b) Aund B, AN B:
A|B|AAB
w | w w
w| f| f
flw] f
firry f
(¢) Aoder B, AV B:
A|B|AvVB
w | w w
w | f w
flw w
Firy f
Dies ist also kein exklusives ,,oder*.
(d) A impliziert B, A = B:
A|B|A=1B
w | w w
w | f f
flw w
flr w




Ein klassisches Beispiel zum vierten Fall ist der Satz ,, Wenn Ptolemé&us Recht hat, ist die Erde eine
Scheibe“. Dieser Satz ist wahr, auch wenn die Erde keine Scheibe ist.
(e) A ist diquivalent zu B, A & B:

A|B| A& B
w w w
w| f f
flw f
Fr w

Beispiel 1.1.3. Stellen Sie die Wahrheitswerttafel fiir die Aussage (—A) V B auf. Sie stimmt mit der fiir
A = B iiberein. Also gilt
(mA)V B) & (A= B).

Wenn Sie iiben méchten, dann zeigen Sie die folgenden Aquivalenzen:
(a) ~(~4) & A
(b) ANB& BAA

AVB& BV A
(d) (AvB)VC < AV (BVO)
(AANB)ANC = AN(BAC)
-(AV B) & (-A) A (—B)
(8) ~(AAB) < (~4) v (~B)
(1) (A= B) & ((-B) = (-4))
(i) AN(BVC)& (AANB)V(ANC)
(G) AV(BAC)= (AVB)A(AV(O)

b
(c
d
(e
(f
g
h

—

Bemerkung I.1.4. Die Aquivalenz in (h) benutzt man fiir die Beweismethode des indirekten Beweises. Die
Aquivalenzen in (f) und (g) heiBen auch die de Morgansche Gesetze (de Morgan 1806-1871), aber manchmal
wird diese Bezeichnung auch fiir (i) und (j) benutzt.

1.2. Mengen

Zu Mengen gibt es eine berithmte Charakterisierung, die von Georg Cantor (1845-1918) stammt:

»,Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschiedener Objekte unserer
Anschauung oder unseres Denkens — welche die Elemente der Menge genannt werden — zu
einem Ganzen."“

Das ist natiirlich keine Definition. Ich werde Thnen im Rahmen dieser Vorlesung allerdings auch keine
axiomatische Beschreibung von Mengen geben, weil dies zu weit fithren wiirde. Charakteristisch fiir Mengen
ist die Eigenschaft, dass eine Menge eindeutig durch ihre Elemente bestimmt ist. Wenn Sie die Elemente
einer Menge kennen, dann kennen Sie die Menge.

Ist X eine Menge und ist « ein Element von X, so schreiben wir x € X. Das Symbol z ¢ X besagt, dass
x kein Element von X ist.

Manchmal geben wir Mengen direkt an, indem wir auflisten, was die Elemente sind: X = {1,2,3} ist
die Menge, welche die Zahlen 1, 2 und 3 enthélt. Diese Menge stimmt mit der Menge {2, 1,3} iiberein und
auch mit der Menge {1, 1,2, 3}: Anordnungen oder Doppelungen spielen keine Rolle. Seien Sie vorsichtig mit
...-Notationen. Auf https://oeis.org/ finden Sie zum Beispiel weit {iber tausend Mdoglichkeiten, was
{1,1,2,3,5,...} sein konnte.

Beispiele 1.2.1.
e Die leere Menge ist die Menge, die kein Element enthilt. Da sie so speziell ist, bekommt sie eine
eigene Notation: @. Manchmal schreibt man auch @ = {}.
e Menge konnen andere Mengen enthalten: Die Menge {1,2} ist ein Element der Menge

X = {17 {1}7 {17 2}}
d.h. {1,2} € {1,{1},{1,2}}. Aber 2 ¢ X.
e Die Menge Ny = {0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen mit null.
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https://oeis.org/

Die Menge Z ={...,—1,0,1,...} der ganzen Zahlen.

Die Menge Q = {%,p7 q € Z,q # 0} der rationalen Zahlen.

Die Menge der reellen Zahlen, R, lernen Sie in der Analysis genauer kennen. Wir benutzen Sie naiv.
Das Gebilde

{X, X ist Menge}
ist keine Menge. Die axiomatische Mengenlehre schliefft die Formung solcher Gebilde aus, um Wi-

derspriiche zu vermeiden.
e Ist X eine Menge, so kann man allerdings die Menge all ihrer Teilmengen bilden. Dies ist die
Potenzmenge von X, geschrieben P(X). Zum Beispiel ist

P({1,2}) = {2, {1}, {2},{1,2}}
und P(&) = {@}. Beachten Sie hier die zusétzlichen Mengenklammern: {&} # &!

Da Mengen durch ihre Elemente charakterisiert sind, kénnen wir naheliegende Beziehungen zwischen
Mengen benennen und kénnen neue Mengen aus alten Mengen konstruieren.

Definition 1.2.2. Es seien X und Y Mengen.

(a) Ist jedes Element von X auch ein Element von Y, so schreiben wir X C Y und nennen X eine
Teilmenge von Y.

(b) Die Menge X ist gleich der Menge Y, X =Y, falls X CY und Y C X.

(¢) Der Durchschnitt oder der Schnitt von X und Y ist die Menge aller Elemente, die sowohl in X als
auch in Y liegen. Die Notation dafiir ist X NY".

(d) Die Vereinigung von X undY, X UY, besteht aus allen Elementen, die in X oder Y (oder beiden)
liegen.

(e) Die Differenz X \ Y besteht aus allen Elementen in X, die nicht Elemente in Y sind.

Oft veranschaulicht man die obigen Konstruktionen mit sogenannten Venn-Diagrammen (John Venn,
1834-1923).

Diese Bilder konnen irrefithrend sein, weil sie Spezialfélle suggerieren. Zum Beispiel haben wir bei X \' YV’
nicht verlangt, dass X NY # & ist.

Beispiele 1.2.3.
e Esgilt: g C NgCZCQCR.
{1,1,1,1} = {1}.
Ist z € X, soist {z} C X.
Es gilt immer, dass X NY C X UY und X \ X = @.

Eine andere Moglichkeit, neue Mengen aus gegebenen zu formen, ist das Produkt:

Definition 1.2.4. Es seien X und Y Mengen.

e Die Menge
X xY={{{z} {z,y}}re X,y Y}

heifit das kartesische Produkt der Mengen X und Y.
e Wir schreiben abkiirzend (x,y) fiir ein Element {{z}, {z,y}} von X x Y und nennen (z,y) das
geordnete Paar mit erstem Eintrag x und zweitem Eintrag y.
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Vorsicht! Die Menge X x Y stimmt nicht mit der Menge Y x X iiberein. Fiir Mengen gilt zwar {z,y} = {y, 2}
aber (z,y) # (y, x).

Beispiel 1.2.5. Ist X =Y = R, so ist X xY = Rx R und wir schreiben kurz R? dafiir. Wir veranschaulichen
R? als Ebene, so dass ein Element (z,y) € R? als erste Koordinate x und als zweite Koordinate y hat.

y (z,9)

I1.3. Die natiirlichen Zahlen
Definition I1.3.1. Eine Menge X C R heif3t induktiv, falls gilt:
(a) 1e X

(b) Ist x ein Element von X, so auch x + 1.

Sie kennen induktive Mengen: Ny, Q und R sind welche. Wir haben vorher schon die Menge Ny benutzt.
Wir definieren nun:

Definition I.3.2. Die Menge N ist die kleinste induktive Menge und heifit die Menge der natirlichen Zahlen.
Das bedeutet, dass fiir jede induktive Menge X gilt: N C X.
Satz 1.3.3. Ist X eine induktive Menge und gilt X C N, so gilt X = N.

BeEwEIs. Nach Voraussetzung ist X C N. Da N die kleinste induktive Menge ist, gilt N C X, also
X =N. O

Satz 1.3.4. Es sei fiir jedes n € N eine Aussage A,, gegeben, so dass gilt:

(a) Aj ist wahr.
(b) Aus der Annahme, dass A,, fiir ein beliebig gewdhites n € N gilt, folgt immer, dass A,+1 wahr ist.

Dann gilt A, fiir alle n € N.

BEWEIS. Wir setzen X := {n € N, 4, ist wahr}. Damit ist X C N und mit (a) und (b) folgt, dass X
induktiv ist, also ist X = N. O

Bemerkung 1.3.5. Der Nachweis, dass B gilt, heifit auch Induktionsanfang, (IA) . Der Nachweis von (b)
heifit Induktionsschritt, (IS).

Beispiel 1.3.6. Es gibt das berithmte Beispiel von Gauss (Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855): Was
ist die Summe der ersten 100 Zahlen? Wir machen das natiirlich allgemeiner. Es sei n € N. Was ist der Wert
von l1+...4+n?

n(n+1)

Die Behauptung ist, dass der Wert gleich === ist.

(TA) Die Summe von 1 bis 1 ist 1 und das ist % =1.
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(IS) Die Behauptung sei wahr fiir ein beliebiges n € N. Dann ist die Summe 1+ ...+ n +n+ 1 gleich

1+...+n+n+1:w
n(n+1)  2(n+1)
2 2
:n(n+1)+2(n+1)
2
(n+2)(n+1)
2

(n+1)(n+2)
—

I.4. Relationen

+n+1

Wir wollen hiufig Elemente einer Menge in einer geeigneten Weise als dquivalent ansehen.

Definition 1.4.1. Es sei X eine Menge.

(a) Eine Relation auf X ist eine Teilmenge R C X x X. Wir schreiben x ~ y, falls (z,y) € R gilt.
(b) Eine Relation heifit
o symmetrisch, falls fir alle x,y € X gilt:

T~y ey~
o transitiv, falls fiir alle z,y,z € X gilt:
@~y ANy~z)=z~2

o reflexiv, falls fiir alle x € X gilt: x ~ .
(c) Eine Relation R C X x X heifit Aquivalenzrelation, falls R symmetrisch, transitiv und reflexiv ist.

Beispiele 1.4.2.
e Es sei X die Menge aller Menschen dieser Erde und R sei die Relation

(z,y) € R x duzt y.

Reflexivitdt heifit, dass Sie sich bei Selbstgesprichen duzen. Lehrer*innen duzen Schiiler*innen,
aber nicht immer umgekehrt, also ist die Relation nicht symmetrisch. Transitiv ist sie auch nicht:
Sie duzen Thre Tante, die duzt ihren Arbeitskollegen, aber deswegen duzen Sie noch lange nicht den
Arbeitskollegen Threr Tante.

e Eine Relation, die wir in der Mathematik oft benutzen, ist durch Teilbarkeit gegeben. Es sei X = Z
und wir sagen = ~ y, falls © — y durch 24 teilbar ist. Es sind also alle Zahlen zu einem x € Z
dquivalent, die sich nur um ein Vielfaches von 24 von x unterscheiden. Diese Aquivalenzrelation
benutzen Sie jeden Tag, wenn Sie iiber die Uhrzeit reden.

e Die Relation R C R xR, die durch (z,y) € R < z < y definiert ist, ist transitiv, aber weder reflexiv
noch symmetrisch.

e Gleichheit ist eine Aquivalenzrelation: Ist X # &, so kénnen wir definieren, dass = ~y < = = y.

Definition 1.4.3. Es sei X eine Menge und R sei eine Aquivalenzrelation auf X. Eine Teilmenge Y C X
heifit Aquivalenzklasse, falls gilt:

e V40,

s ycY =z~y,

e lstyecYundxz~y,soist x €Y.

Ist Y eine Aquivalenzklasse der Relation R auf X, so heifit jedes Element y in Y ein Reprisentant von
Y.

Es gibt meistens keine kanonische Wahl eines Reprisentanten einer Aquivalenzklasse.
In der obigen Aquivalenzrelation z ~ y < 24 teilt © — y besteht eine Aquivalenzklasse aus denjenigen
ganzen Zahlen, die den gleichen Rest bei der Division mit 24 lassen. Was heifit das fiir die Interpretation als
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Uhrzeit? Die Zahl 0 ist Repriisentant der Aquivalenzklasse Y = {...,—48,—24,0,24,48, ...} aber ebenso 24
oder —24 oder jedes andere y € Y.
Was ist die Aquivalenzklasse von x € X unter der Gleichheitsrelation?

Lemma I.4.4. Es sei R eine A'quiyglenzrelation auf einer Menge X . Dann gehort jedes x € X zu genau einer
Aquivalenzklasse. Sind Y1 und Yo Aquivalenzklassen beziiglich R, so gilt entweder Y1 = Yy oder Y1 NY, = @.

BEwEIS. Fiir ein festes z € X definieren wir:
V. ={yeX,y~z}

Wir weisen nach, dass Y, eine Aquivalenzklasse ist:

e Diese Menge enthélt wegen der Reflexivitédt der Relation z und ist somit nicht leer.

o Gilt z,y € Y., so gilt nach Definition von Y,, dass  ~ z und y ~ z. Dann gilt aber mit der
Symmetrie der Relation, dass auch z ~ y. Die Transitivitat impliziert dann x ~ y.

e Ist y € Y, und gilt = ~ vy, so gilt wiederum nach Definition von Y,, dass y ~ z. Transitivitdt
impliziert, dass © ~ z, also ist « € Y,. Damit erfiillt Y, alle Bedingungen an eine Aquivalenzklasse.

Wir zeigen nun, dass Aquivalenzklassen entweder gleich sind oder disjunkt. Es seien Y; und Y, Aquivalenz-
klassen fiir die Aquivalenzrelation ~ auf X.

Ist Y1 NY5 # @, so gibt es ein z € Y] NY,. Wir zeigen, dass gilt: Y7 C Y5. Es sei also v € Y7, da z und
u beide in Y7 liegen, sind sie dquivalent, also u ~ z. Da aber z auch ein Element von Y5 ist, gilt ebenfalls
u € Y3, also ist jedes Element von Y7 auch ein Element von Y.

Die Inklusion Y5 C Y7 zeigen Sie analog. O

Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X sortiert Elemente in Aquivalenzklassen. Wir fassen diese als
Elemente einer neuen Menge auf:

Definition 1.4.5. Es sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Die Quotientenmenge von X nach
R, X/R, ist die Menge der Aquivalenzklassen.

Beispiele 1.4.6.

e Es sei X die Menge aller Menschen und R sei die Relation, die Leute danach sortiert, welchen
Nachnamen sie haben. Dann besteht die Aquivalenzklasse Meier aus allen Menschen mit diesem
Nachnamen. Kurt Mayer ist kein Element dieser Klasse, sondern ein Element der Aquivalenzklasse
Magyer. Beide Klassen sind Elemente der Menge Menschen/Nachnamen.

e Es sei X = Z und wir betrachten z ~ y < 2 teilt © — y. Dann gibt es die Aquivalenzklasse aller
geraden Zahlen und die Aquivalenzklasse aller ungeraden Zahlen und die Quotientenmenge hat zwei
Elemente.

I.5. Abbildungen

Definition 1.5.1. Es seien X und Y Mengen.
e Eine zweistellige Relation zwischen X und Y ist eine Teilmenge R C X x Y.
¢ Eine zweistellige Relation Ry C X x Y heifit Abbildung, falls gilt: Ist (z,y1) € Ry und (x,y2) € Ry,
so folgt y1 = yo.
o Der Definitionsbereich einer Abbildung, D(Ry), ist die Menge aller z € X, fiir diees ein y € Y gibt
mit (z,y) € Ry.
o Ist Ry eine Abbildung und D(Ry) = X, so nennen wir Ry eine Abbildung von X nach Y.

Bemerkung 1.5.2. Fiir eine Abbildung Ry von X nach Y schreiben wir kurz f: X — Y. Eine Abbildung
ist also eine Vorschrift, die jedem Element 2z € X genau ein Element f(z) € Y zuordnet.

Beispiel 1.5.3. Es ist durchaus erlaubt, allen z € X den gleichen Wert y zuzuordnen. Dann erhalten wir
die konstante Abbildung mit Wert y. Zum Beispiel ist f: R — R, f(z) = 0 fiir alle x € R die konstante
Abbildung mit Wert 0, oder kurz die Nullabbildung.

Definition 1.5.4.
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e Sind f: X — Y und g: Y — Z Abbildungen, so ist die Verkettung oder die Komposition von g mit
f, go f, definiert als die Abbildung, die z € X den Wert g(f(x)) zuordnet, also

(g0 f)@) = g(f(2), Xx—"1 2z

N

e Ist f: X — Y eine Abbildung und ist U C X eine Teilmenge von X, so heifit die Menge
fU) :={f(u),uc U}

die Bildmenge von U wunter f oder kiirzer das Bild von U unter f.
e Ist f: X — Y eine Abbildung und ist V' C Y eine Teilmenge von Y, so heifit die Menge

V) ={r e X, fx) e V}
die Urbildmenge von V unter f oder kiirzer das Urbild von V unter f.

Vorsicht: Die Notation f~! hat in dieser Situation nichts mit Umkehrabbildungen zu tun.

Lemma 1.5.5. Es sei f: X =Y eine Abbildung und seien U C X undV C Y.

e Das Bild von U unter f ist eine Teilmenge von'Y und das Urbild von V unter f ist eine Teilmenge
von X.
o Sind f: X =Y,qg:Y = Z und h: Z — W Abbildungen, dann ist die Komposition assoziativ, d.h.
es gilt
ho(gof)=(hog)of.

BEWEIS. Dass das Bild und das Urbild Teilmengen ergeben, folgt direkt aus der Definition.
Fiir die Komposition von Abbildungen rechnen wir fiir ein beliebiges « € X nach:

ho(go f)(z) =h((go f)(x)) = h(g(f(x))) und ((hog) o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))).
Da beide Werte fiir ein beliebiges € X iibereinstimmen und da eine Abbildung durch die Werte auf allen
x € X eindeutig bestimmt ist, folgt die Behauptung. O

Beispiele 1.5.6.
e Oft geben wir Abbildungen explizit durch eine Vorschrift an, indem man zum Beispiel kurz schreibt
fR=R, z— 23
e Manchmal benutzen wir auch Fallunterscheidungen, um Abbildungen zu definieren. Zum Beispiel
ist die Heaviside Abbildung (Oliver Heaviside, 1850-1925) definiert als

0, fallsz <0,

h:R—=R, h(x)=
=5 (@) {1, falls z > 0.

e Sie kennen Abbildungen, die iiber Wertetabellen definiert sind (Fuflballergebnisse, Temperaturta-
bellen, etc.). Zum Beispiel definiert

v|1]2]3
fy[2]3]1
eine Abbildung f: {1,2,3} — {1,2,3}.
e Eine unscheinbare, aber wichtige Abbildung ist die identische Abbildung. Fiir jede nichtleere Menge
X konnen wir idy : X — X definieren als idx (z) = z fiir alle z € X.
Wir untersuchen oft die Qualitdt von Abbildungen:

Definition 1.5.7. Es sei f: X — Y eine Abbildung.

o f ist surjektiv, falls es fiir alle y € Y ein x € X gibt mit f(z) = y.
o f ist injektiv, falls aus f(x1) = f(x2) folgt, dass x; = x4 ist.
o f ist bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.
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Bemerkung 1.5.8. Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann surjektiv, wenn das Bild von X unter f ganz
Y ist. Die Injektivitdt von f ist dquivalent dazu, dass verschiedene Elemente aus X auch auf verschiedene
Elemente in Y abgebildet werden: Aus 7 # x5 folgt immer, dass f(x1) # f(x2) ist, falls f injektiv ist.

Satz 1.5.9. Fs sei X # & und f: X — Y sei eine Abbildung. Dann gilt:
(a) Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — X gibt, so dass gof = idx.
(b) Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — X gibt, so dass fog = idy .
(¢c) Die Abbildung f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — X gibt, so dass go f =idx
und fog=idy gilt.

Im ersten Fall heifit g ein Linksinverses zu f, im zweiten Fall ein Rechtsinverses zu f und im dritten

Fall heiit g die Umkehrabbildung (oder das Inverse) von f.

BEWEIS. Wir zeigen die Aquivalenz der Behauptungen jeweils, indem wir die Richtungen = und <
getrennt beweisen.

(a) Nehmen wir an, dass f injektiv ist. Wir konstruieren ein Linksinverses g zu f: Da X # &, gibt es
ein 2’ € X. Wir definieren

x  falls f(z) =y.
Da f injektiv ist, definiert diese Vorschrift eine Abbildung. Nun ist fiir jedes x € X nach Konstruktion

9(f(z)) ==,

weil f(x) € f(X) gilt. Also ist g ein Linksinverses zu f.
Wir nehmen nun an, dass f ein Linksinverses g hat und dass f(z1) = f(z2) gilt fiir 1,20 € X. Wir
wenden ¢ an auf diese Gleichung und erhalten

9(f(21)) = g(f(22)).

Da aber 21 = idx (z1) = g(f(z1)) und xz2 = idx (x2) = g(f(x2)) ist, folgt dass z1 = x5 ist, also ist f injektiv.
(b) Es sei f surjektiv. Wir konstruieren ein Rechtsinverses zu f. Da f surjektiv ist, sind die Urbilder
I ({y}) fiir kein y € Y leer. Wir wihlen zu jedem y € Y ein x, € f~*({y}) und definieren

o(y) = {x’, falls y ¢ f(X),

9(y) == zy.

Damit gilt f(g(y)) = f(zy) =y, weil z, € f~1({y}). Also ist g ein Rechtsinverses.
Wir nehmen nun an, dass es ein Rechtsinverses g zu f gibt. Es sei y € Y ein beliebiges Element. Fiir
x := g(y) gilt dann

y=idy(y) = (fog)ly) = flg(y)) = f(z)
und damit liegt y im Bild von X unter f. Da y beliebig war, folgt dass f surjektiv ist.
(c) Da f bijektiv ist, ist es injektiv und surjektiv, also hat f ein Linksinverses g;: ¥ — X und ein
Rechtsinverses go: Y — X. Die Assoziativitdt der Verkettung von Abbildung liefert:

g1=gioidy =g10(foge) = (g10f)ogs=1idxogs = go.

Damit ist das Linksinverse gleich dem Rechtsinversen und wir taufen es g. Diese Abbildung ist das gesuchte
Inverse zu f.

Es sei g nun ein Inverses zu f, so ist g ein Linksinverses und ein Rechtsinverses von f. Damit folgt mit
(a) und (b), dass f sowohl injektiv als auch surjektiv ist. O

Bemerkung 1.5.10. Ist f eine bijektive Abbildung, so ist die Umkehrabbildung eindeutig bestimmt. Wir
schreiben f=1: Y — X fiir diese Abbildung. In diesem Fall ist das Urbild von Y unter f genau das Bild von
Y unter f~! und somit ist die Notation f~'(Y") nicht mehrdeutig.

Eigenschaften von Abbildungen f: X — Y héingen stark von X und Y ab. So ist zum Beispiel die
Abbildung f: Z — Z, x — 2x zwar injektiv, aber nicht surjektiv. Dagegen ist g: Q — Q, x — 2z sowohl
injektiv als auch surjektiv, also bijektiv. Was ist g~ 1?
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z|1]2]3,
fly[2]3]1° )
Zum Abschluss dieses Abschnitts bringen wir Abbildungen in Verbindung mit Aquivalenzrelationen. Es
sei X # @ und R sei eine Aquivalenzrelation auf X.

Was ist die Umkehrabbildung von

Lemma 1.5.11. Es gibt eine surjektive Abbildung 7: X — X/R, die ein x € X auf seine Aquivalenzklasse
m(x) abbildet.

BewEIS. Da Aquivalenzklassen entweder disjunkt oder gleich sind, definiert diese Zuordnung eine Ab-
bildung. Ist Y eine Aquivalenzklasse von R, so ist Y # @. Also gibt es ein € Y. Damit ist 7(z) =Y. O

Es sei f: X — Y eine Abbildung. Wir definieren eine Relation Ry auf X durch
z1 ~p 22 f(21) = f(22).

Rechnen Sie bitte nach, dass dies eine Aquivalenzrelation definiert. Die Aquivalenzklassen sind genau die
Urbilder einelementiger Untermengen des Bildes, also f~!({y}) mit y € f(X).

Satz 1.5.12. Es gibt genau eine Abbildung f: X/Ry =Y mit der Eigenschaft, dass fom=f st

A

X/R;

BEWEIS. Wenn es eine solche Abbildung gibt, so muss f(w(x)): f(z) fiir alle z € X gelten. Dies legt
die Abbildung f auf X/R; fest, indem wir definieren, dass fiir eine Aquivalenzklasse Z f(Z) = f(x) ist, falls
T €.

Diese Definition hingt nicht von der Wahl von x ab. Ist 21 ~y zound z1 € Z € X/Ry soist f(z1) = f(z2)
und somit gilt B

f(Z2) = f(x1) = f(22)

unabhingig davon, ob wir x; oder xy zur Auswertung von f(Z) benutzen. |

I.6. Quantoren

“

Wir haben schon viele Situationen gesehen, in denen wir Ausdriicke wie , Fiir alle z € X ...
gibt ein x € X ...“ benutzt haben.
Wir betrachten Aussagen, deren Wahrheitswert von einem Parameter abhéngt. Es sei X eine Menge und

z € X. Wir benutzen die Notation:
Ve € X : A(x) Die Aussage A(x) gilt fur alle z € X.

Jdr € X : A(z) Es gibt ein x € X, fiir das die Aussage A(z) gilt.
dlz € X : A(z) Es gibt genau ein « € X, fiir das die Aussage A(z) gilt.

Die Symbole V und 3 heiflen Quantoren.

Seien Sie bitte vorsichtig, wenn Sie Aussagen verneinen mochten, die Quantoren enthalten. Die Ver-
neinung der Aussage ,,Alle Primzahlen sind ungerade® ist nicht ,Alle Primzahlen sind nicht ungerade*
(also ,,Alle Primzahlen sind gerade“) sondern , Es gibt eine Primzahl, die nicht ungerade ist“. Diese Aussage
ist wahr: Die 2 ist gerade aber trotzdem eine Primzahl. Vorsicht ist auch angebracht mit Quantoren und
Aussagen, die und oder oder enthalten. Es gelten unter anderem die folgenden Beziehungen.

()

oder ,,Es

(Ve X : A(z))) & 3z € X : =A(x)).
(#(Fr e X : A(z))) & (Vx € X : =A(x)).
(Ve e X : A(x))V (Vx € X : B(x))) = (Vz € X : A(x) V B(x)).

(FzeX:A(x) AB(z)) = (Bx € X : A(z)) A (Fz € X : B(x))).
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()
(Ve e X : A(x)) A (Vx € X : B(x))) & (Vz € X : A(x) A B(x)).
()
FreX:A(x)vB(z) < (Fre X : A(z)) vV (3z € X : B(x))).
Uberlegen Sie sich Beispiele, warum in (c) und (d) nur Implikationen aber keine Aquivalenzen stehen.

Hingt eine Aussage von zwei Parametern ab, darf man Quantoren nicht einfach vertauschen. Ist A(z,y)
eine Aussage mit z € X und y € Y, so gilt nur

(FreX:VyeY : A(z,y)=VYyeY :dxe X : A(z,y).

Ein Beispiel dazu ist X =Y = Z und A(x,y) sei die Aussage, dass z < y ist. Dann ist es falsch, dass es ein
x € Z gibt, welches kleiner ist als alle y € Z, aber es ist wahr, dass es fiir jedes y € Z ein « € Z gibt mit
x <y.

1.7. Michtigkeit von Mengen

Wir verwenden die folgenden Referenzmengen: Fiir n € Ny sei

n o a, falls n = 0,
o {1,...,n}, sonst.

Definition 1.7.1.
(a) Eine Menge X ist endlich, falls es ein n € Ny und eine Bijektion f: n — X gibt. Die Zahl n heift
dann die Mdchtigkeit von X. Wir benutzen die Notation |X| = n oder auch #X = n.
(b) Zwei Mengen X und Y heifien gleichmdchtig, falls es eine bijektive Abbildung f: X — Y gibt.
(¢) Ist X eine Menge, die gleichmiichtig zu Ny ist, so heifit X abzdhlbar.

Beispiele 1.7.2.
e Die Mengen Ny und Z sind gleichméchtig. Die Abbildung

falls n gerade ist,

fZNO—>Z, f(’n):{

—222 falls n ungerade ist,

ist eine Bijektion.

e Die Mengen Ny und Q sind gleichmiéchtig, aber R ist nicht abzéhlbar.

I1.8. Geraden und Geometrie in der Ebene

Elemente in R2 = R x R schreiben wir oft als Vektoren, also

R2 = {@;) ,T1, T2 € R}.
Definition I1.8.1.

(a) Die Summe von x = (il) und y = <y1> ist
2
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r+y

Y

(b) Die Streckung von x = (Il) um den Wertt € R ist tx := (tm)
X2 tiL’Q

tx

Y

Bemerkung 1.8.2. Fiir alle z,y, 2z € R? und alle s, € R gilt:
(@) (x+y)+z=a+(y+2).

(b) Mit 0:= (8) ist0+x=x=x+0.

(c) Fiir alle x € R? gibt es ein —x € R? mit z + (—x) = 0 = (—z) + =, niimlich

(x4 y) =tz +ty.

(h) (s+t)x = sz + ta.
Fiir den R? sind diese Rechenregeln einfach nachzurechnen. Tun Sie das bitte. Analoge Aussagen gelten fiir
den R™ fiir alle n > 1. Wir werden spéter genau diese Rechenregeln benutzen, um allgemein zu sagen, was

ein Vektorraum sein soll.

Definition 1.8.3. Es sei n € N fest.
Fiir p,v € R™ mit v # 0 heifit
Gpo:={p+tv,t e R}

eine affine Gerade mit Fufpunkt p und Richtungsvektor v.

Oft schreibt man kurz G, , = p 4+ Rv. Die obige Darstellung heifit Parameterdarstellung der Geraden.
Vorsicht! Diese Darstellung ist nicht eindeutig:
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Satz 1.8.4. Fir v,w € R"\ {0} und p,q € R" gilt:
Gpo=Gguw < (g€ Gpy und Is € R\ {0} : w = sv).
BewEels. Wir nehmen an, dass Gp » = Gg,w gilt. Da ¢ € Gy . ist also auch ¢ € G} ,. Damit gibt es ein
© € R mit
q=p+ pv.
Ebenso ist ¢ +w € G 4, also gibt es ein A € R mit
q+w=p+ .
Da g+ w # q ist, folgt u # A und
w=q+w-—¢q
=p+Av—(p+ )
=(A = pv.
Wir setzen s := A — p und erhalten w = sv.
Fiir die Riickrichtung sei also ¢ € G, ,,, also gibt es ein A € R mit ¢ = p+ Av. Da w = sv ist, kénnen wir
jedes x € G, schreiben als
T = q+tsv.
Damit gilt aber auch
T =q +tsv
=p+ Av + tsv
=p+ (A+ts)v

und damit ist  ein Element von G, .. Dies zeigt Gy . C Gp . Ist y € Gy 4, so schreiben wir wieder y = p+puwv,
benutzen wiederum ¢ = p + Av und rechnen nach:

Yy =q— Av+ pv

=q+ (p— Av.

Da nach Voraussetzung w = sv ist mit s € R\ {0}, konnen wir schlieBen, dass
y=q+@p—-Nv=qg+(p—Ns"w

und damit gilt auch G, C Gg,- O
Korollar 1.8.5. Ist G C R" eine Gerade und sind x,y € G mit x # vy, so hat G die Parameterform

G =Gy yz-

Insbesondere ist jede Gerade im R™ durch zwei Punkte festgelegt.

BEWEIS. Da z € G, kénnen wir z als Fufipunkt nehmen. Also ist G = G, fiir ein v € R™ \ {0}. Da
Yy € G =Gy, gibt es ein A € R mit y = z + Av. Damit ist

A=y —u,
aber da x # y, ist A # Ox und wir kénnen v schreiben als
v= A"y —2x).
Aus Satz folgt die Behauptung. O

Wie sieht die Paramterdarstellung aus, wenn Sie y als Fupunkt wéhlen?
Im Folgenden betrachten wir der Einfachheit halber wieder den R2. Die Konzepte und Ergebnisse lassen
sich aber auf beliebige R™ fiir n > 2 verallgemeinern.

Definition 1.8.6. Fiir x = <§1) und y = (Zl) sei das Skalarprodukt von x und y
2 2

(@, y) == x191 + 22y2 € R.
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Satz 1.8.7. Die Abbildung
<_7_>: R2 XRz _>Ra (m,y) = <$7y>
hat die folgenden FEigenschaften:

(a) Vo,2',y € R?: (x +2',y) = (z,y) + (¢, y).
(b) Vo,y € RZVt € R: (tz,y) = t{z,y).

(c) Va,y € R?: (z,y) = (y, 7).
(d) Fiir alle x € R? gilt, dass (z,x) > 0; (x,z) = 0 gilt genau dann, wenn x = 0.

BEWEIS. (a) bis (c¢) rechnen Sie direkt nach. Zu (d):
(,2) = 21 + 3

ist die Summe zweier reeller Quadrate und z? > 0 fiir z; € R. Die Gleichheit 27 + 23 = 0 gilt nur, wenn
x1 = xo = 0, aber dass ist dquivalent dazu, dass x = 0. O

Das Skalarprodukt hat vielfaltige Anwendungen, zum Beispiel zur Lingen- und Abstandsmessung und
zur Identifizierung von Winkeln zwischen Vektoren.

Definition 1.8.8. Es seien z,y € R?.

(a) Die Norm (oder auch Linge) von x sei
[|z]| := v/ {z, z).
(b) Wir nennen d(x,y) := ||z — y|| den euklidischen Abstand von z und y.

Aus den Eigenschaften des Skalarprodukts folgt sofort, dass ||z|| > 0 ist und dass der Wert 0 nur fiir
x = 0 angenommen wird. Fiir ein ¢ € R gilt fiir die Streckung von x durch t¢:

ltal| = V/{te, ta) = V/#2(z, ) = [¢]]|z].
Satz 1.8.9. Es seien x,y,z € R2.
(a) Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

[{z o) | < [l ][yl

(b)

|z +yll < [l=[] + [yl

(c)
d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).

z

Die Ungleichung (c) heifit die Dreiecksungleichung.
Beweis. Fiir (a) rechnen wir aus, dass gilt:
(lzlllly)? = (a,y)? =(z, 2){y, y) — (2, y)?
=(21 +23)(y7 +3) — (2151 + 292)°
=aTys + 25y} — 201y132y2

=(z1y2 — 22y1)* = 0.
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Wir erhalten also, dass
(lllllyl)? > (z,y)*
und aus der Monotonie der Wurzelfunktion folgt mit v/r2 = |r| fir alle r € R, dass

[z[lllyll = [z, y)].
Fiir (b) rechnen wir aus, dass
[l +ylI? =(z, 2) + (2,9) + (y, 2) + (y,9)
=||z]* + 2{z, y) + ||yl
gilt. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung kénnen wir dies abschétzen:
el +2(z, y) + Iyl <llzl* + 2|z [yl + [y|?
=(llll + llyl)*.
Die Dreiecksungleichung in (c) folgt direkt, weil nach (b) gilt:
|z =zl = lle —y +y =2l <[lz =yl +[ly — 2|

0
Bemerkung 1.8.10. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung stellt sicher, dass fiir 2,y € R? \ {0} gilt
@) |_ @l
Iyl ]yl

Wir wissen also, dass % Werte im Intervall [-1,1] := {t € R,—1 < ¢ < 1} annimmt. Die Kosinusabbil-
dung
cos: [0, 7] = [-1,1]
ist bijektiv und arccos bezeichne die Umkehrabbildung
arccos: [—1,1] — [0, 7],

die also einem t € [—1, 1] einen Winkel in [0, 7] zuordnet.

Definition 1.8.11. Fiir z,y € R?\ {0} heifit

L{w,y) := axccos (ﬁhﬁn)

der Innenwinkel von x und y.

Beispiele 1.8.12.

e Ist y = —x, so erhalten wir
(z,y) = —(z,z)
. (2.9) (2. 2)
T,y —\Z,T
A£(x,y) = arccos ( ) = ( ) = arccos(—1) = 7.
[ ll]yll [l If] ]

o Ist x =y, so gilt
L(x,y) = L(x,x) = arccos(1) = 0.
o Ist (x,y) = 0 fiir x # 0 # y, so ist arccos(0) = 7 entsprechend 90 Grad. Also stehen x und y
senkrecht aufeinander. Wir sagen auch, dass x und y orthogonal zueinander sind. Zum Beispiel ist

fir x = (am) immer y = (—@) orthogonal.
X9 X1
Y
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Wir benutzen im Folgenden das Skalarprodukt, um Geraden im R2 zu beschreiben.

Es seien p = (gl) € R? und v = (Zl> € R?\ {0}. Ist Gp, C R? eine Gerade, dann gilt fiir ein
2 2

r= (") er2:
€2
z€Gp, & INER 21 =p1 + Avg und 3 = pa + Ava.
Reskalieren wir diese Gleichungen und subtrahieren sie, so erhalten wir

V2T1 — V12 = VU2P1 — V1P2.

Gro < {remo (2 )= 0 (2 N}

Definition 1.8.13. Es sei v = (51) € R? und p € R.
2

(@m%wL:<W)

Also gilt:

—n
(b) Ist v # 0, so sei

H,, ={r € R (z,v) = u} = {x € R?, zyv1 + 2902 = p}.
Durch Nachrechnen sehen Sie direkt:
Lemma 1.8.14. Fiir alle v,w € R? und \ € R gilt:

o (v+w)t=0vt+wt,

o (W) = A@h),

o [l = Il

° (’UL)L = —v,

o (v,wlt) = —(vt, w). Insbesondere ist (v,v') = — (vt v) = —(v,v1) und da die einzige reelle Zahl,

die gleich ihrem Negativen ist, die 0 ist, steht v also immer senkrecht auf v.
Satz 1.8.15. Es sei 0 # v € R? und u € R. Dann ist H, ,, eine Gerade im R? und zwar
HU;M =G_u vt -

[lv]2

BEWEIS. Es sei z € GH 4 ool also existiert ein A € R mit

v+ vt

xr=

I
ol

Wir wenden die Abbildung (—,v) auf diese Gleichung an und erhalten:
(z,v) ﬂﬁm + (o)
v

W
ZW@, v) + Mot v)
[lvll?
= A0
Mooy

=pu+0=p

und damit ist x € H, ;.
Ist umgekehrt x € H, , so gilt

M H
(2= v ) = (@,0) = L fo,0) = p—p =0
[|v][? [|v]I?
Wir setzen y := x — Wv und erhalten in Koordinaten

0= (y,v) = y1v1 + Yavo.

Wir machen eine Fallunterscheidung;:
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Fall 1: Ist v; # 0, so konnen wir die obige Gleichung umformen zu y; = —%’Ug und wir erhalten damit

2L 82 ( V2 ) = <y1> =y.
U1 v \— V1 Y2

Fall 2: Ist v; = 0, so kann vy nicht null sein, weil v # 0. Damit kénnen wir yo ausdriicken als

U1
Yy = ——U1
V2

und damit ist y = g—;vl-.

In beiden Fillen gibt es also ein A € R mit y = Ao’ und wir erhalten, dass
K K

r=——v+y=——v+ "
[[ol|? [[ol|?

und dies ist ein Element von G_u_,, 1. O
Molz*
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KAPITEL II

Algebraische Grundbegriffe

I1.1. Gruppen
Definition II.1.1. Eine Gruppe ist ein Paar (G, -) bestehend aus einer Menge G und einer Abbildung
< GE@xG—=G, (9,h)—g-h,
genannt Verkniipfung, so dass gilt:
(G1) Fiir alle g,h, k € G ist
g-(h-k)=(g-h)- k.

(G2) Es gibt ein e € G mit der Eigenschaft, dass e - g = ¢ ist fiir alle g € G.
(G3) Fiir alle g € G gibt esein ¢’ € G, so dass ¢’ - g = e.

Bemerkung II.1.2. Gruppen haben wegen (G2) immer mindestens ein Element; insbesondere sind sie nie
die leere Menge. Wir nennen e neutrales Element der Gruppe.

Wir fordern nicht, dass g - h = h - g gilt!

Wegen (G1) ist es legitim, Klammern wegzulassen.

Beispiele I1.1.3.
e Die euklidische Ebene (R2, +) ist eine Gruppe mit e = 0.
e Istn = {1,...,n}, soist die Menge aller bijektiven Abbildungen {f: n — n, f bijektiv} eine Gruppe
mit der Komposition von Abbildungen. Sie heifit die symmetrische Gruppe auf n Elementen und
wir benutzen die Notation X,,.

Satz I1.1.4. Es sei (G,-) eine Gruppe mit neutralem Element e.
(a) Fir alle g€ G gilt: g-e=g.
(b) Das neutrale Element ist eindeutig.
(c) Das Element g' in (G3) mit g’ - g = e ist eindeutig. Wir schreiben g~ dafiir.
(d) Fiir alle g € G gilt: g- g’ = e.

BEWEIS. Zu (d): Es sei g € G beliebig. Aus (G3) folgt: g : ¢’ - ¢ = e. Zu diesem ¢’ gibt es wiederum
nach (G3) ein g” € G mit ¢’ - ¢’ = e. Damit erhalten wir aber

g-9 =e-(g-9")
=("-9")-(9-9")

=" (9" 9)-9")
=g"-(e-g')
:g// A g/ —e.

Das zeigt (d).
Zu (a): Wir erhalten mit (d)

ge=g-(g-9)=(9-9)-9g=eg=yg
und das beweist (a).

Zu (b): Wir nehmen an, € sei ein weiteres neutrales Element von G, also gilt € - g = g = ¢ - € fiir alle
g € G nach (a). Mit g = e folgt

eE-e=e=e-€
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aber da e neutral ist, ist e- € = €, also € = e.

Zu (c): Es seien ¢’ und ¢” Elemente in G mit ¢’ - g = e = ¢” - g. Dann folgt aus (a) und (d) und (G1):

9"=9g"e=9"(9-9)=("9)- g =eg=¢

also ¢" = ¢'. O
Satz I1.1.5. Es sei (G,-) eine Gruppe und g,h € G. Dann gilt:

(a) FEs gibt ein eindeutiges x € G mit x - g = h.

(b) Es gzbt ein eindeutiges y € G mit g-y = h.

(©) (¢~ 1— g

(d) (g-h)="=h""-g7".

Die Gleichheit (d) kann man sich merken, wenn man an Pullover und Jacken (oder Socken und Schuhe)
denkt: Wenn Sie sich anziehen, dann ziehen Sie erst den Pullover an und dann die Jacke. Beim Ausziehen
ist es umgekehrt: Sie ziehen erst die Jacke aus und danach den Pullover.

BEWEIS. Bei (a) zeigen wir erst die Eindeutigkeit: Wenn es ein solches z gibt, dann erfiillt es die
Gleichung
z=z-e=x-(9-g")=(x-9)-9g7 ' =h-g!
und damit haben wir keine Wahl fiir 2. Dies zeigt ebenso die Existenz, weil z = h- ¢! die Bedinung erfiillt:
w-g=(h-g")-g=h-(g7'-g)=h-e=h
Behauptung (b) zeigen Sie analog zu (a).

Zu (c): Das Element (¢g~!)7! ist das eindeutige Inverse zu ¢!, aber es gilt auch e = g - g~ und damit
miissen beide Elemente gleich sein.
Teil (d) rechnen wir nach:
(W g™ (g-n)=h""(g7" - (g-h))
=h"'-((g7" - g)-h)
=h~'-(e-h)
=h ' - h=e.
(Il

Weitere wichtige Beispiele fiir Gruppen sind:

Beispiele I1.1.6.

(a) (Z,+) ist eine Gruppe mit e = 0 und das Inverse zu n € Z ist —n.

(b) Analog sind (Q,+) und (R, +) Gruppen.

(¢) (No,+) ist keine Gruppe, weil es zu n > 0 kein Inverses in Ny gibt.

(d) (Q\ {0},) ist eine Gruppe mit e = 1. Dagegen ist (Q,-) keine Gruppe, weil 0 € Q kein Inverses
hat.

(e) Essei @ # X eine beliebige Menge. Dann ist Sym(X) := {f: X — X, f bijektiv} mit der Verkettung
von Abbildungen eine Gruppe mit e = idy. Fiir X = n hatten wir diese Gruppe ¥,, genannt.

(f) G ={e} mit e- e = e ist eine Gruppe, die triviale Gruppe.

Definition I1.1.7. Eine Gruppe (G, -) heifit abelsch, falls fiir alle g, h € G gilt:
g-h=h-g.
Niels Henrik Abel, 1802-1829.

Bemerkung II.1.8. In der obigen Beispielliste sind (a), (b), (d) und (f) abelsche Gruppen. Dagegen ist
Sym(X) nicht abelsch, falls | X| > 2. Uberlegen Sie sich bitte explizit ein Gegenbeispiel.

Definition I1.1.9. Es sei (G, ) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heiflt Untergruppe, falls gilt:
(UG1) H # 2,
(UG2) Fiir alle h,h/ € H gilt: h-h' € H.
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(UG3) Fiir alle h € H ist h~! € H.
Das heifit, dass H unter der Verkniipfung und Inversenbildung abgeschlossen ist.

Satz II.1.10. Ist (G,-) eine Gruppe mit neutralem Element e und H C G sei Untergruppe von G. Dann
gilt:
e cc H,
o Mit der Einschrankung von -
'|H><H: HxH—H
ist H eine Gruppe.
BEWEIS. Da H # @ gibt es ein h € H. Mit (UG3) ist dann A~! auch in H und mit (UG2) auch
h-h™l=e.
Mit (UG2) erhalten wir, dass die Einschrinkung von - auf H x H wiederum Werte in H annimmt. Die
Axiome (G1) und (G2) gelten fiir alle g € G also auch insbesondere fiir alle h € H. Axiom (UG3) impliziert
(G3) fiir H. O

Bemerkung I1.1.11. Ist H C G und K C H jeweils eine Untergruppe, so auch K C G.
Untergruppen abelscher Gruppen sind abelsch.

Beispiele I1.1.12.
e Fiir jede Gruppe (G, -) mit neutralem Element e sind ({e},-) und (G, -) Untergruppen.
e Fiir (G,-) = (R,+) ist sowohl (Q,+) als auch (Z,+) eine Untergruppe und (Z,+) C (Q,+) ist
Untergruppe.
e (Ng,+) C (Z,+) ist keine Untergruppe.

Wir betrachten Abbildungen zwischen Gruppen, welche die Gruppenstruktur respektieren:

Definition II.1.13. Es seien (G,-) und (G’, *) Gruppen. Eine Abbildung f: G — G’ heifit Gruppenhomo-
morphismus (oder kurz Homomorphismus), falls fiir alle g1, go € G gilt:

flg1-g92) = f(g1) * f(g2)-

Beispiele I1.1.14.
e Fiir (G,-) = (G', %) = (Z,+) und fiir ein festes m € Z ist die Abbildung

f:Z—7Z, x+— mzx
ein Homomorphismus, weil
fle+y) =m(z+y) =mz+my = f(z)+ f(y).
e Essei Ryg:={z € R,z > 0}. Fiir (G,-) = (R,+) und (G’,*) = (R0, -) definiert die Exponential-
funktion f(z) = e” einen Homomorphismus, weil
flaty) =" =e"-e" = f(z) f(y).

Satz I1.1.15. Sind (G, -) und (G', *) Gruppen mit neutralem Element ec beziehungsweise eqr und ist f: G —
G’ ein Homomorphismus, so gilt:

(a) fleq) =eq-
(b) Fiir alle g € G: f(g)~ = f(g71).
(c) Ist f zusdtzlich bijektiv, so ist f~1: G’ — G ebenfalls ein Homomorphismus.

BEWEIS. (a): Wir multiplizieren die Gleichung f(eq) = f(eq - eq) = f(eg) * f(eg) von links mit dem
Inversen von f(eq) in G’ und erhalten

ear =f(eq) ™" * fleq)
=flea)™" * (flea) * f(eq))
=(flea) ™" * f(ea)) * f(eq)
=f(eq).
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Fiir (b) rechnen wir nach, dass

Flg™h) = fl9)=flg™" - 9) = flec)
und mit (a) folgt, dass dies gleich eq ist. Da das Inverse eines Elementes eindeutig ist, folgt f(g=!) = f(g) 7 .
Bei (c) ist zu zeigen, dass f~1(g}) - £~ (gh) = f~1 (g} * g4) ist fiir alle g}, g5 € G’. Da f~'o f =idg ist,
erhalten wir:
FHa) - f ) =(f o (ML) - £ (92)
=FH A o) - £ (92))-

und da f ein Homomorphismus ist und da f o f~! = idg ist, stimmt dies iiberein mit

TR )) = F(FH(98))) = £ (g * 95)-
O

Beispiel I1.1.16. Die Exponentialabbildung e: (R,+) — (Rsq,-) ist ein Homomorphismus und bijektiv.
Die Umkehrabbildung, der natiirliche Logarithmus, In: (Rsg,:) — (R, 4) ist also ebenfalls ein bijektiver
Homomorphismus, also gilt fiir alle R 3 x,y # 0:

In(z - y) = In(z) + In(y).

Definition I1.1.17. Zwei Gruppen (G, -) und (G’, %) heiflen isomorph, falls es einen bijektiven Homomor-
phismus f: G — G’ gibt. Die Notation dafiir ist G = G'.

Weisen Sie nach, dass die Isomorphie von Gruppen eine Aquivalenzrelation ist.

Beispiele I1.1.18.
o Wir wissen, dass (Rsq, ) & (R,+). Es sei @« € R\ {0}. Ist dann f,: (R,4+) — (Rso,), z — e*®
auch ein Isomorphismus?
o Es sei m € Z gewihlt. Die Abbildung f: (Z,+) — (Z,+), x — ma ist nur fir m € {—1,+1} ein
Isomorphismus.

Definition I1.1.19. Es seien (G, -) und (G, *) zwei Gruppen und f: G — G’ sei ein Homomorphismus.
e ker(f):= f"(eq') = {9 € G, f(g9) = ec'} heiit der Kern von f und
e Bild(f) = f(G) heiit das Bild von f.

Satz I1.1.20. Es seien (G,-) und (G',*) zwei Gruppen und f: G — G’ sei ein Homomorphismus. Dann
gilt:

(a) Der Kern von f ist eine Untergruppe von G.

(b) Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn ker(f) = {ec}.

(¢) Das Bild von f ist eine Untergruppe von G'.

(d) Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn Bild(f) = G'.

BEwEIs. Die Aussage (d) ist genau die Definition der Surjektivitét.

Bei (a) rechnen wir die Untergruppenaxiome nach.

(UG1): Da immer gilt f(eq) = eq ist der Kern von f nicht die leere Menge, weil eg € ker(f).
(UG2): Sind ¢1, 92 € ker(f), also f(g1) = eqr = f(g2), so ist auch

flg1-92) = f(g1) * f(92) = ecr * eqr = eqr-

(UG3): Ist g € ker(f), so ist f(g') = f(g) "' =eg = ecr.

Zu (b): Wir nehmen an, dass f injektiv ist und dass g € ker(f). Wir wissen aber auch, dass eg € ker(f),
also f(g) = eq' = f(ea). Aus der Injektivitiit folgt g = eg.

Umgekehrt sei ker(f) = {eq} und fiir g1, g2 gelte f(g1) = f(g2). Dann ist

ecr = f(g2) * f(g1) " = flg2- 91 "),

so dass g2 -gfl € ker(f). Nach Voraussetzung ist go ~gf1 = eq also g1 = ¢go.
Zu (c):
(UG1): Das Bild von f ist nicht leer, weil f(eg) = eqr, also eg: € Bild(f).
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(UG2): Sind ¢}, g5 im Bild von f, so gibt es ¢g1,92 € G mit f(g1) = ¢} und f(g2) = g4. Daraus folgt

g1 %95 = fg1) * f(g2) = f(91 - g2)
und damit ist ¢} * g5 ebenfalls im Bild von f.
(UG3): Ist ¢’ im Bild von f, so gibt es ein g € G mit f(g) = ¢’. Dann gilt auch

@) =Fl) =1
und (¢’)~! ist im Bild von f. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir eine sehr wichtige Beispielklasse abelscher Gruppen,
die wir in der Vorlesung oft benutzen werden: Es sei m € Ny und R,, sei die Relation auf Z, die definiert ist
durch

(z,y) € Ry, & m teilt y — .
Dies ist eine Aquivalenzrelation. Man schreibt Z /mZ fiir die Quotientenmenge Z/R,,. Fiir die Aquivalenzklassen
benutzen wir die Notation:
r+mZ:={x € Z,m teilt x — r}.
Oft kiirzen wir diese Menge mit 7 ab. Vorsicht, 7 héngt von m ab, auch wenn das in dieser Notation nicht
sichtbar ist!
Die Menge r + mZ heifit Restklasse von r modulo m.
Fiir z und 2’ aus 7Z schreiben wir
z =2 mod m
und sagen, dass x kongruent ist zu 2’ modulo m, falls z und 2’ in der gleichen Restklasse modulo m liegen.

Beispiele I1.1.21.
e Der Fall m = 0 ist nicht sonderlich interessant: (z,y) € Ry gilt genau dann, wenn x = y ist. Damit
ist
Z/Ry=7Z/0Z = 7.
e Das andere Extrem ist m = 1, weil 1 jede Zahl teilt, also ist
Z/R, =Z/1Z
eine Menge mit einem Element.
Interessant sind die Beispiele Z/mZ fiir m > 2. Wir machen Z/mZ zu einer Gruppe:
Wir definieren die Verkniipfung durch
T+S:=7r+s.
Wir miissen zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl der Représentanten abhéngt: Ist 71 = 75 und
51 = Sa, so ist zu beweisen, dass r1 + s1 = ro + s gilt.

Nach Definition gibt es a,b € Z, so dass r; — o = ma und s; — so = mb gilt. Damit kénnen wir r; + s1
ausdriicken als

r1+ 81 =1y +ma+ sg+mb=ro+ ss+m(a+0d)
und somit ist 1 + s1 = ro + so.

Satz I1.1.22. Fiir alle m € Ny ist Z/mZ eine abelsche Gruppe und die Abbildung
m:Z—Z/mZ, rw—x(r)=F=r+mZ

ist ein surjektiver Homomorphismus mit ker(m) = mZ.
BEwEIs. Wir rechnen zunichst die Gruppenaxiome nach: (G1): Sind r, s, ¢ € Z so gilt
T+3s)+t=r+s+t
S
e e
=F+s+t
=T+ (5+1).
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(G2): Das Element 0 ist das neutrale Element, weil

04+7=0+r=7=7r+0

gilt fiir alle r € Z.
(G3): DaT+—r =7—7r =0 gilt, ist —r das Inverse zu 7 fiir alle r € Z.
Da in Z/mZ fur alle r, s € Z gilt

F+S=r+s=s+r=35+T,

ist Z/mZ abelsch.
Wir haben in Lemma gesehen, dass 7 surjektiv ist. Der Kern von 7 ist

ker(r) ={z € Z,T = 0}
={z € Z,x+mZ=0+mZ}
={z €Z,x+mZ=mZ}
={x € Z,m teilt x}

=m.

Definition I1.1.23. Die Gruppe Z/mZ heiit zyklische Gruppe der Ordnung m.

Wir werden spéter ein geometrischen Modell fiir Z/mZ kennenlernen, welches komplexe Zahlen benutzt.

I1.2. Ringe und Korper

Wir betrachten algebraische Strukturen mit zwei Verkniipfungen, die zueinander passen. Zum Beispiel
konnen Sie ganze Zahlen addieren und multiplizieren und die Distributivgesetze kldren, wie sich beide Ver-
kniipfungen miteinander vertragen.

Definition I1.2.1.
(a) Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen

+: Rx R— R und
< RxR—R

heifit ein Ring, falls gilt:
(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) - ist assoziativ, das heift, dass fiir alle a,b,c € R gilt

a-(b-¢c)=(a-b)-c

(R3) Es gelten die Distributivgesetze. Fiir alle a, b, c € R:

a-(b+c)=a-b+a-c

(a+b)-c=a-c+b-c.

(b) Ein Element 1 € R heifit Einselement, falls fiir alle a € R gilt:
a-l=a=1-a.
(¢) Ein Ring heifit kommutativ, falls fiir alle a,b € R gilt
a-b=">b-a.

Bemerkung I11.2.2.
e Es gibt den Nullring R = {0}, der nur aus dem Element 0 besteht mit 0+ 0 = 0 und 0-0 = 0.
Hier ist das Einselement gleich 0. Vorsicht: Viele allgemeine Eigenschaften von Ringen gelten fiir
den Nullring nicht und wir werden ihn oft ausschlieffen aus unseren Betrachtungen.
e Wir benutzen ,,Punkt vor Strichrechnung“ in Ringen.
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Ist 0 das neutrale Element in (R, +), so gilt:
0-a=(0+0)-a=0-a+0-a

und damit ist 0 - a = 0. Analog zeigen Sie, dass auch a -0 = 0 gilt.

Beispiele I1.2.3.

(a)
(b)
()

Z, Q und R sind kommutative Ringe und das Einselement ist die Zahl 1.

Fiir m € Z, m # £1 ist mZ ein Ring ohne Einselement.

Ist X # & eine Menge und ist R ein Ring, so trigt die Menge aller Abbildungen von X nach R eine
Ringstruktur: Wir setzen Abb(X, R) als die Menge aller Abbildungen von X nach R und definieren
fir f,g: X - R:

(f +9)() :=f(z) + g(z),
(f-9)(@) =f(x) - g().
Hierbei sind + und - auf der rechten Seite die Verkniipfungen in R. Dies definiert eine Ringstruktur.
Hat R ein Einselement 1, so ist die konstante Abbildung mit Wert 1 ein Einselement fiir Abb(X, R).
Ist R kommutativ, so ist Abb(X, R) mit der obigen Struktur es auch.
Wir konnen Abbildungen mit Zusatzstruktur betrachten. In der Analysis werden Sie oft Bei-

spiele der Art betrachten, bei denen X = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall mit [a,b] C R ist und
R =R. Dann haben wir neben Abb([a,b],R) die wichtigen Ringe

{f: [a,b] = R, f stetig}
und
{f: [a,b] = R, f stetig und stetig differenzierbar}.

Wir betrachten wieder ein festes m € Ny und Z/mZ. Zusétzlich zur Addition von Restklassen
konnen wir eine Multiplikation definieren durch

T-§:=TSs.
Diese Multiplikation ist wohldefiniert, also unabhéngig von der Wahl der Représentanten: Ist 77 = 7o
und 51 = S, so gibt es wiederum ganze Zahlen a, b mit
r1 —re = ma und 1 — S9 = mb.
Damit ist
r181 = (ro + ma)(sa + mb) = ras9 + m(mab + asa + r2b)
und daher ist
T1+-81 =7T181 =T989 =T2 " So.

Mit den Verkniipfungen + und - ist Z/mZ ein kommutativer Ring mit Einselement fiir m # 1.
Fiir m = 4 betrachten wir konkret die Additions- und die Multiplikationstabelle.

+]0|1|2]3 0[1]2]3
0/0/1(2]3 0|0l0|0]|0
1(1]2(3]|0 110/1/2]3
212(3|0|1 2102|012
313|012 3101321

Definition I1.2.4. Ein Ring R # {0} heifit nullteilerfrei, falls aus a-b = 0 in R folgt, dass a = 0 oder b = 0.

Wir haben oben gesehen, dass Z/4Z nicht nullteilerfrei ist, weil 2 # 0, aber 2-2 = 0. Dies gilt allgemeiner:

Satz I1.2.5. Es sei 1 #m € N. Dann ist Z/mZ genau dann nullteilerfrei, wenn m eine Primzahl ist.
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BEWEIS. Ist m keine Primzahl, so gibt es natiirliche Zahlen k,¢ mit 1 < k,¢ < m und m = kf. Damit
ist kK # 0 und £ # 0, aber
O=m=k-0
und damit ist Z/mZ nicht nullteilerfrei.
Ist m eine Primzahl und ist k- ¢ = 0, so ist k¢ = am fiir ein a € Z. Wegen der Eindeutigkeit der

Primfaktorzerlegung muss dann m die Zahl k oder /¢ teilen. Dann ist aber deren Restklasse null. O
Wir definieren wieder geeignete Unterobjekte und Abbildungen:
Definition II.2.6.
(a) Ist R ein Ring und R’ C R eine Teilmenge, so heiit R’ ein Unterring, falls (R',+) C (R, +) eine
Untergruppe ist und wenn fiir alle a,b € R’ das Element a - b ein Element von R’ ist.
(b) Hat R ein Einselement 1z und ist R’ C R, dann verlangt man zusétzlich, dass 1z auch ein Einsele-
ment fiir R’ ist.
(¢) Sind (R, 4+, ) und (S, +, *) Ringe und ist f: R — S eine Abbildung, so heifit f ein Ringhomomor-
phismus, falls fiir alle a,b € R gilt:
fla+b) = f(a)+ f(b) und f(a-b) = f(a) = f(b).
(d) Haben R und S Einselemente 15 beziehungsweise 1g, so verlangt man zusétzlich, dass f(1g) = 1g
gilt.
Definition I1.2.7. Ein Korper K ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und -
1, KxK - K,
so dass gilt

(K1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe und
(K2) (K \{0},") ist eine abelsche Gruppe.
(K3) Die Distributivgesetze

(a+b)-¢c=a-c+b-cund
a-(b+c)=a-b+a-c
gelten fiir alle a,b,c € K.

Bemerkung II1.2.8.
e Korper sind insbesondere nullteilerfreie, kommutative Ringe.
e Ist (K \ {0},-) nur eine nicht-abelsche Gruppe, aber es gelten alle anderen Korperaxiome, so heifit
K Schiefkorper.
e Oft schreibt man statt a=! kurz 1 fiir a € K \ {0}.
o Wegen (K2) ist K \ {0} # @. Insbesondere ist ein Kérper niemals der Nullring und 1 # 0 in K.

Beispiel I1.2.9. Die Ringe (Q,+,-) und (R, +, ) sind Korper, aber (Z, +, -) ist kein Korper.
Satz I1.2.10. Ist p eine Primzahl, so ist Z/pZ ein Korper.

BEwEIs. Wir wissen schon von Satz [[1.2.5] dass Z/pZ ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit Eins-
element ist. Es bleibt zu zeigen, dass alle 7 € Z/pZ \ {0} ein multiplikatives Inverses haben.
Wir betrachten fiir ein festes r mit 7 # 0 die Abbildung

fri Z/pZ\ {0} — Z/pZ\ {0}, S~ Ts.
Die Abbildung f, ist injektiv: Ist 75 = rs’, dann ist das genau dann der Fall, wenn 7(5 — s') = 0. Da Z/pZ
ein nullteilerfreier Ring ist, folgt 5 — s’ = 0. Also ist s = ¢’.
Damit ist f, automatisch bijektiv, weil Z/pZ \ {0} eine endliche Menge ist. Insbesondere ist 1 im Bild
von fy. |

Definition II.2.11. Fiir jede Primzahl p schreiben wir F), fiir Z/pZ.
Das F steht hierbei fiir field, also Korper auf Englisch.
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I1.2.1. Der Korper der komplexen Zahlen. Wir versehen die reelle Ebene mit einer Koérperstruktur.
Wir wissen schon, dass (R?, +) eine abelsche Gruppe ist.

Wir definieren ein Multiplikation auf R?: Fiir z = (;1> und y = <Zl> definieren wir
2 2
T1Y1 — T2Y2
11.2.1 Ty = .
( ) 4 (xly2 + $2yl)
Damit ist (R?\ {0},) eine abelsche Gruppe:

(a) (G1) ist eine miihselige Rechnung, die Sie selbst durchfiihren.

(b) Das Element <1

0) ist das neutrale Element:

L\ (o _ (L3 =0-32\ _ (n
0 Yo 1-y2+0-1y1 Y2
X1 0 .
(c) Ist (u) # (0>7 S0 ist
Z1 - _ 1 T1 o 1 Z1
T2 2t a3 \~w2)  |z]2 \ 22

das multiplikative Inverse:
1 1\ (w1 _ 1 2?2 — ((—x2)712) (1
z? 4 23 \—22 x2)  ai4a23 \ mrz—aiz2 ) \O

(d) Dass die Distributivgesetze (K3) gelten, folgt mit einer langwierigen Rechnung, die wir hier unter-
schlagen.

Wir schreiben C fiir R? mit dieser Korperstruktur, C heiit auch komplexze Zahlenebene.
Definition I1.2.12.

(a) Das Element <0)

1) € C heit imagindre Finheit und wird mit ¢ bezeichnet.

T1

(b) Ist z = € C, so heifit x1 der Realteil von x und xy der Imagindrteil von x. Wir kiirzen dies

ab mit Re(z) = z1 und Im(z) = z,.

Bemerkung I1.2.13.

o Es gilt i? = (2) . (g) = <_01) =— (é) , also erfiillt ¢ die Gleichung

i? = —1.

Wir koénnen also 4 als eine Quadratwurzel aus —1 auffassen, aber Vorsicht: Was ist falsch an der

Gleichungskette
1= =vV-IvV-1=/(-1)(-1)=V1=1?
e Wir koénnen jedes (il) € C schreiben als
2

1 0 .
(ii) - (0)”2' <1) St
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e Mit dieser Umformulierung sieht die Multiplikation in C schon freundlicher aus: Fiir z = <§1> und
2

yr\ .
= 1st
Y <yz>

z-y = (1 + 220) (Y1 + Ya2i) = T1y1 + T1yai + Tayri + Tay2i” = (2191 — T2y2) + (T1y2 + T2y )i
Wir brauchen also nur die Rechenregeln in R, i2 = —1 und die Distributivgesetze.

Definition I1.2.14.
(a) Die Abbildung

mee (2)- ()= (%)

heifit komplexe Konjugation. Wir schreiben auch x1 4+ x9t = x1 — 2.

(b) Fiir x = (Il) € C heifit
T2

o] = /23 + 3

der Absolutbetrag von z. Dies ist nichts anderes als die euklidische Norm des Vektors x = (321) €
2
R2.

Bemerkung I1.2.15.
(a) Geometrisch ist die komplexe Konjugation die Spiegelung an der z1-Achse

()
)

—X9

(b) Traditionell werden Elemente in C oft mit z = x + iy notiert. Wir werden diese Schreibweise ab
jetzt benutzen.

Satz 11.2.16. Fiir alle z,w € C gilt:

() T=7,

(b) z+w=z+1w,

(c) zZzw =z w,

(d) 0=0,1=1,i=—i,

(€) |z +w| < 2]+ |wl,

(£) |z - w| = [2|w],

(g) |2|* = z - z. Insbesondere gilt fiir alle z # 0, dass
2t = z

_W.

BEWEIS. Die Beweise der obigen Behauptungen bestehen aus elementaren Rechnungen. Wir fithren
exemplarisch (b) und (g) aus; (e) hatten wir schon in Satz [[.8.9] gesehen.
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Zu (b): Wir schreiben z = 4+ iy und w = u + v und erhalten

z+w=x+1y+u+iv
=(z+u) +i(y+v)
=(z +u) —i(y +v)

=xr — 1y +u—1iv

=z +w.
Zu (g): Auch hier rechnen wir explizit nach:

z-Z=(x+iy) - (x—iy) = 2* +iyx —izy —i*y* = 2* + 9y = |22

Wir beschreiben nun komplexe Zahlen durch ihre Linge und den Winkel:
Definition I1.2.17. Es sei 0 # z € C. Dann heifit die Zahl aus [0, 27), die durch

arg(2) = £(z,1), falls Im(z) > 0,
B 2 — 4(z,1), falls Im(z) <0,

festgelegt ist, das Argument von z.

Wir messen also den Winkel von 1 aus im mathematisch positiven Sinn, also gegen den Uhrzeigersinn.
Zur Wiederholung: Wir hatten £ in Definition definiert, also erhalten wir hier

L(2,1) = arccos (<T;|l>> .

sin(x)

Quelle: Wiki Commons.

Satz I1.2.18. Ist 0 # z € C, so gilt:

(a)
Re(z) = |z|cos(arg(2)), Im(z) = |z|sin(arg(z)).

(b) Das Argument von z ist die eindeutig bestimmt reelle Zahl 0 € [0,2x), fiir die gilt:

z = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(z))).

31



BEWEIS. Fiir (a) betrachten wir zunéchst den Fall, dass der Imaginirteil von z nicht negativ ist, und
damit haben wir arg(z) = £(z,1). Wir berechnen

|z| cos(arg(z)) =|z| cos(£L(z,1))
=|z| cos(arccos <<Z’1>>)

||
(z,1)
=lz|
E

()0)

e(z).

Ebenso ist

lsin(arg(2)) = ¢ sin(arccos ( £171)).

Wir kiirzen im Folgenden (cos(t))? mit cos?(t) und (sin(t))? mit sin®(t) ab. Da fiir alle ¢ € R gilt
cos’t +sin?t =1

erhalten wir
sin(t) = £1/1 — cos? t.

Wir nehmen an, dass Im(z) > 0 und damit ist das Argument von z ein Element von [0, 7] mit der Konsequenz,

dass sin(arg(z)) > 0. Dies liefert
, 1
|z|\/1 — cos?(arccos (< E >>)

=Vlz> =
*\/Rez + Im(2)? — Re(2)?
Im(2)2

—[Im(2)]-

|z] sin(arccos

Aber da Im(z) > 0, ist dies gleich Im(z).

Im zweiten Fall mit Im(z) < 0 besteht der Beweis aus einer analogen Rechnung, bei der Sie beachten
miissen, dass sowohl der Sinus als auch der Kosinus 27-periodisch sind.

Zu (b): Ist 0 = arg(z), so gibt |z| cos(#) gerade den Realteil von z und |z|sin(d)) gerade den Imaginérteil
von z an. Zu zeigen ist die Eindeutigkeit von 8: Wir nehmen also an, dass wir z schreiben kénnen als

2 = |2l (cos(6) + i sin(6)) = |2](cos(e) + isin(0)),
wobei sowohl 6 als auch p in [0, 27) liegen. Da |z| # 0 gilt, ergibt ein Koeffizientenvergleich, dass
(I1.2.2) cos(0) = cos(p) und sin(f) = sin(p)
gilt. Wir benutzen das Additionstheorem fiir den Sinus und schreiben
sin(f — p) = sin(f) cos(p) — cos(d) sin(p).

Wegen der Identitédten aus ist dieser Ausdruck 0 und 0 — g is ein Vielfaches von 7. Da beide in [0, 27)
liegen, ergibt dies

0 —o=knr, ke{-1,0,1}.
Fiir den Kosinus ergibt das

cos(f — o) = cos(km) = (—1)*.
Das Additionstheorem fiir den Kosinus ergibt aber auch

cos(f — o) = cos(f) cos(p) + sin(f) sin(o) = cos?(A) + sin*(0) = 1.

Daher muss k£ = 0 sein und damit ist 0 = p. O
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Die Darstellung komplexer Zahlen in der Form z = |z|(cos(8) + isin(0)) heifit Polarkoordinatendarstel-
lung.
Notation I1.2.19. Wir folgen der iiblichen Notation und setzen fiir § € R
e = cos(0) + isin(6).

(I

1

B\ [sin(e) ‘-l N

cos(8) |

Quelle: Wiki Commons, Stephan Kulla

Dass dies mehr ist als eine blofle Konvention, lernen Sie in der Analysis oder Sie sind neugierig und
gucken schon mal https://en.wikipedia.org/wiki/Euler27s_formula#Using_power_series.
Damit kénnen wir jede komplexe Zahl z # 0 schreiben als z = re'’| wobei |z| = r ist.

Beispiel I1.2.20. Fiir § = 7 erhalten Sie die beriihmte Eulersche Formel:
e'™ = cos(m) +isin(r) = —1+i-0=—1.

Satz I1.2.21. Ist z = re'? und w = se'?, so ist

i(0+e)

Z-W =rse

Bemerkung I1.2.22. Die Multiplikation komplexer Zahlen hat also die folgende geometrische Bedeutung:
e Die Léngen multiplizieren sich.
e Die Winkel addieren sich.

BEWEIS. Dies ist eine direkte Rechnung, die wiederum die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus
benutzt:

z - w =|z|(cos(0) + isin())|w|(cos(o) + isin(p))
=|z||w|(cos(#) cos(p) — sin(P) sin(p) + i(sin(@) cos(p) + cos(d) sin(p)))
—J2lluwl(cos(8 + g) + isin(6 + g)).

I1.3. Vektorriaume

Der Begriff des Vektorraums ist grundlegend fiir die gesamte Lineare Algebra. Er ist eine Abstraktion
der Rechenregeln, die wir schon im R? beobachtet haben. Vergleichen Sie bitte die folgenden Axiome mit

Bemerkung [[.8.2]
Definition II.3.1. Es sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum (oder auch Vektorraum dber K) besteht aus
einer Menge V' zusammen mit zwei Abbildungen
+:VxV =V
S K xV =V,
so dass die folgenden Axiome erfiillt sind:

(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.

(V2) Fiir alle A\, p € K und alle v,w € V gilt:
(a) A +p) - v=A-v+pu-v.
D) A-(v+w)=X-v+ A w.
() A-p)-v=A(p-v).
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(d) 1-v=mw.

Bemerkung I1.3.2.
e Die Elemente von V werden auch Vektoren genannt.
e Das neutrale Element Oy der abelschen Gruppe (V, +) heiit der Nullvektor.
e Die Elemente aus K heiflen in diesem Zusammenhang oft Skalare.
e Wir werden im Folgenden - hidufig weglassen und zum Beispiel Av fiir A - v schreiben.

Sie kennen schon Beispiele von Vektorrdumen:

Beispiele 11.3.3.
e Es sei K ein beliebiger Korper und n € N. Wir definieren auf

4l
V=K"= e K
Ty
die Addition komponentenweise:
1 Y1 1+ Y1
=]
Tn Yn Tn + Yn
und setzen fiir A € K
T AT
A = :
T, ALy,

Damit ist K™ ein K-Vektorraum.

Speziell fiir n = 1 erhalten wir, dass jeder Kérper K ein K-Vektorraum ist.

R ist ein Q-Vektorraum.

C ist ein R-Vektorraum.

Ist X # o eine Menge und K ein Korper, so ist die Menge aller Abbildungen von X nach K,
V = Abb(X, K), ein K-Vektorraum, wenn wir Abb(X, K) mit der folgenden Struktur versehen: Es
seien f,g € Abb(X, K) und A € K. Wir setzen

(f +9)(@) :=f(z) + g(z),
(A @) =X f().
Der Nullvektor ist die Nullabbildung X — K, die alle x € X auf Ox abbildet und —f ist das
additive Inverse zu f.
e Ist V ein K-Vektorraum, so ist V insbesondere nicht die leere Menge, weil (V,+) eine abelsche

Gruppe ist. Der kleinstmogliche Vektorraum ist der Nullvektorraum: Er besitzt ein einziges Element,
0, und hat die Struktur 0 +0 =0 und A -0 = 0 fiir alle A € K.

Satz I1.3.4. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann gilt fir alle A € K und alle v,w € V:

()OK U_Ov,

(b) A-0y =0y.

(¢) Aus A-v =0y folgt, dass A = 0k oder v =0y .
(@ (-1)-v =,

BEWEIS. Das Argument fiir (a) kennen Sie bereits: Da Ox - v = (0x + 0x) - v = 0 - v + O - v gilt,
koénnen wir Og - v abziehen und erhalten O - v = Oy .

(b) ist dhnlich: A- 0y = A- (0y +0y) = A- 0y + A - Oy ergibt wiederum A - Oy = Oy.

(¢) Ist A-v =0y und X # 0, so ist

v=1-v=XA"1d=2"1w)=0y.
(d) Da (-1)v+v=((-1)+ 1)v =0k - v = Oy gilt, ist (—1)v das additive Inverse von v, also —v. O
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Beachten Sie, dass wir in (c) benutzt haben, dass alle 0x # A € K invertierbar sind.
Oft schreiben wir im Folgenden nur 0 sowohl fiir Ox als auch fiir Oy .
Wir definieren wieder geeignete Unterobjekte:

Definition II.3.5. Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit ein Untervektorraum von V,
falls gilt:

(UV1) U #2

(UV2) Fiir alle uy,us € U ist ug +uz € U.

(UV3) Fir alle A€ K und u € U ist Au € U.

Die Axiome (UV2) und (UV3) besagen, dass U unter der Addition und der skalaren Multiplikation
abgeschlossen ist.
Die Vektorraumstruktur von V' vererbt sich auf Untervektorrdume:

Satz I1.3.6. Es sei V ein K-Vektorraum und U C 'V sei ein Untervektorraum. Dann ist U mit der Ein-
schrinkung von + und - auf U

+|U><U: UxU— (]7

. |K><U: KxU—=>U

selbst ein K-Vektorraum mit Oy = Oy .

BEwEIs. Wir zeigen zunéchst, dass (U, +) eine abelsche Gruppe ist: Das Axiom (UV1) impliziert (UG1)
und (UG2) folgt aus (UV2). Mit (UV3) folgt, dass fiir alle u € U auch (—1)u = —u in U ist, also gilt (UG3),
damit ist (U, +) eine Untergruppe von (V,+) und insbesondere abelsch.

Das Axiom (V2) tibertréigt sich von V auf U. O

Beispiele I1.3.7.
(a) In jedem K-Vektorraum V sind {0y} C V und V C V Untervektorrdume.
(b) Wir betrachten im K™ fiir ein festes k mit 0 < k < n die Teilmenge

Tl

Dies ist immer ein Untervektorraum des K™.
(c¢) Ist K =R und V =C, so ist

Ug :={z+1i -0,z €R}
ein Untervektorraum von C. Ebenso ist
Ur:={0+i-y,y € R}

ein Untervektorraum.

(d) Vorsicht: C ist natiirlich auch ein C-Vektorraum, aber in dieser Situation sind Ug und U;g keine
Untervektorrdume, weil die skalare Multiplikation in beiden Fillen hinausfiihrt: 1+ -0 € Ur aber
i(14+14-0)=14¢ Ug. Ebenso ist i(0+i-1) = —1 ¢ Ug.

(e) Ist X # & eine Menge und ist Y C X eine Teilmenge, so ist

U={f:X—>K, fly) =0k fallsy e Y}

ein Untervektorraum von Abb(X, K). Man nennt U auch den Annihilator von Y.
Fiir (UV1) bemerken wir, dass die konstante Nullabbildung ein Element von U ist.
Sind f,g € U und ist y € Y, dann ist

(f+9)(y) = fly) +9(y) =0k + 0k =0k
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und damit ist auch f 4+ g € U. Das zeigt (UV2).
Ist f € U und )\ € K, so gilt fiir alley € Y

Af)(w) = A- fu) = A0k = 0x

und das zeigt (UV3).
(f) In Abb(No, K) ist

U:={f:Ng— K, f(n) # 0 nur fiir endlich viele n € Ny}

ein Untervektorraum.

Bemerkung I1.3.8.
e Sind W C U und U C V Untervektorrdume, so auch W C V.
e Ist V ein K-Vektorraum und sind Uy, Uy C V' Untervektorrdume, so ist auch U; N Us ein Untervek-
torraum.
Vorsicht: Uy U Us ist im Allgemeinen kein Untervektorraum von V. Zum Beispiel kénnen wir
in V = R? die Untervektorraume

() ree). () res

betrachten. Dann sind (é) und <(1)> in U; UUs, aber die Summe ist (1

1) und dies ist kein Element
von Uy U Us.

I1.4. Linearkombinationen
Definition II.4.1. Es sei V ein K-Vektorraum.
(a) Sind vy, ...,v, Elemente von V und sind Aq,..., A, € K, dann heifit
W= ANv1+ ...+ \Up

eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.
(b) Die Menge
Spang (vi,...,vn) :={Av1 + ...+ Ao, A € K}
heifit der von vq, ..., v, aufgespannte Raum oder das Erzeugnis von vy, ..., Uy.
(c) Ist @ # X C V eine beliebige Teilmenge von V', so heifit

Spang (X) :={Av1 + ...+ Apom, i € K v, € X, m € Ny}
der von X aufgespannte Raum oder das Erzeugnis von X.
Beachten Sie bitte, dass alle auftretenden Summen endlich sind!

Satz 11.4.2. FEs sei V ein K-Vektorraum, vy,...,v, € V und @ # X C V. Dann gilt:

(a) Spang (vi,...,vy) ist ein Untervektorraum von V.
(b) Spang(X) ist ein Untervektorraum von V.
(c) Ist U CV ein Untervektorraum und ist @ # X C U, so ist auch Spang(X) C U.

Bemerkung I1.4.3. (c) besagt, dass Spany (X) der (beziiglich Inklusion) kleinste Untervektorraum von V/
ist, der X enthilt.

BEWEIS. Zu (a): Da Oy = 0gvy + ...+ Ogv, € Spang (vy,...,v,), gilt (UV1).
Sind v, w € Spang (v1,...,v,), so gibt es A1,..., A\, € K und py,...,u, € K mit
V=AU F .o+ ApUp, W = 101 + ... + lUpUp.
(Notfalls ergéinzen wir mit Skalaren O, um auf die gleiche Lénge der Linearkombination zu kommen.) Damit
ist dann auch
v4+w= (A1 4+ p1)vr + ...+ (Ap + o)V € Spang (ve, ..., vp).
Mit v wie oben und p € K ist
o = p(Av1 4 oo F Aptn) = pAv1 + .o+ AU, € Spang (v, ..., p).
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Damit gelten auch (UV2) und (UV3) fiir Spang (v1,...,0y).

Der Beweis von (b) ist véllig analog.

Zu (c): Ist @ # X C U C V, so liegen wegen (UV2) und (UV3) auch alle Linearkombinationen von
Elementen von X in U und somit Spang (X) C U. O

Beispiele 11.4.4.
e Ist K ein Korper, so seien ey bis e, die Vektoren im K™ der Form

1 0 0
0 1 0
€1 = 0 y €2 = 0 yerey€n = 0
0 0 1
Dann ist fiir alle r mit 1 <r < n
T
T,
Spang(e1,...,e.) = 0 1, € K
0
und insbesondere gilt Spany(e,...,e,) = K™.
e Fiir n = 1 erhalten wir, dass fiir alle x € K \ {0} gilt:
Spang(z) = K

aber
Spany (0x) = Ok.
e Was ist Spang(m) fiir V' = R als Q-Vektorraum?

Wir hatten bisher immer vorausgesetzt, dass @ # X. Die sinnvolle Konvention ist,
Spang(2) = {0}
zu setzen, weil der Nullvektorraum der kleinstmogliche Vektorraum ist.
Definition I1.4.5. Es seien X und Y Mengen. Eine Abbildung
¢ XY

heiflt eine durch X indizierte Familie von Elementen von Y.
Die Menge X heifit dann Indexmenge. Statt ®(x) schreibt man hiufig auch y, und statt der Familie oft

kurz (ym)mEX~
Ist X eine endliche Menge, so heifit die Familie endlich.

Notation I1.4.6. Ist X =n = {1,...,n}, so ist jede Familie ®: n — Y durch die Ordnung auf n geordnet.
Fiir ® schreiben wir dann auch (y1,...,yn)-

Beispiele 11.4.7.

Z1
e Eine Familie ®: n — R entspricht einem Vektor | :
In
e Eine Familie ®: m — R"™ entspricht m Vektoren im R™: (v1,...,v,,), v; € R™. Wir hatten vorher

schon die Familie ®: n — R"™ betrachtet, die ¢ € n auf den Vektor e; abbildet.
Definition I1.4.8. Es sei V ein K-Vektorraum.
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(a) Eine endliche Familie (vq,...,v,) von Vektoren v; € V heift linear unabhdingig, falls gilt:
Sind Ay,..., A € K und ist Ajv; + ...+ A\v,. =0, so folgt Ay =... =\, =0.
Andernfalls heifit die Familie linear abhingig.

(b) Eine beliebige Teilmenge @ # Y C V heifit linear unabhdngig, falls fiir jede endliche Teilmenge
{vi,...,vn} C Y die Vektoren (vi,...,v,,) linear unabhingig sind. Andernfalls heifit Y linear
abhdngig.

(c) Die Konvention ist, dass die leere Menge linear unabhéingig ist.

Beispiele 11.4.9.
e Im K3 ist die Familie

1 0 1
01,11]),(1
0 0 0
linear abhingig, weil
1 0 1 0
1-10)+1- (1) +(-1)-|1)={0
0 0 0 0
gilt.
e Im K™ ist jede Teilmenge von {ey,...,e,} linear unabhingig.
e Enthilt eine Familie von Vektoren eines Vektorraums eine linear abhéngige Unterfamilie, so ist sie

selbst linear abhingig.

Jede Teilmenge Z C Y einer linear unabhéngigen Teilmenge Y C V eines Vektorraums V ist selbst
linear unabhéngig.

Ist (vg)zex eine Familie mit v, € V fiir alle € X und gibt es x,y € X mit v, = vy, s0 ist (vg)zex
linear abhéngig, weil

1~1}1+(—1)~1}y=0\/
gilt.
Satz 11.4.10. Es set V ein K-Vektorraum.

(a) Fir eine Familie (v1,...,v,) von Vektoren in V sind dquivalent:

(i) (v1,...,vy) ist linear unabhingig.
(ii) Jeder Vektor v € Spang (vi,...,vy) laft sich in eindeutiger Weise als Linearkombination der
Vektoren vy, ..., v, schreiben.
(b) Enthilt eine Familie von Vektoren mehr als einen Vektor, so ist sie genau dann linear abhingig,
wenn ein Vektor der Familie eine Linearkombination anderer Vektoren der Familie ist.

Im Beweis benutzen wir das Summenzeichen: Z?:l Aiv; steht fir Aqv1 + ... + Ao,

BEWEIS. Zu (a): Wir zeigen (ii) = (i), indem wir — (i) = - (ii) beweisen:

Ist die Familie linear abhingig, so kann man den Vektor 0y auf mindestens zwei Arten als Linearkom-
bination schreiben.

(i) = (ii): Ist

n n
v = Z)\ﬂ}z = Zuﬂ}z mit )\zaﬂz eK
i=1 i=1

So ist
n

OV =V —0V= Z()\Z — ui)vi.

i=1
Nach Annahme von (i) impliziert dies, dass fiir alle 4 gilt, dass A\; — u; = O ist, also dass A\; = p; gilt.
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Zu (b): Essei (v1, . .., v,) eine linear abhéingige Familie. Dann gibt es A1, ..., A, € K mit > .~ A\jv; = Oy,
aber nicht alle \; sind null. Es sei \; # 0. Dann ist

n
Vi = — E )\;1)\]'1}]'.
j=1

i
Ist umgekehrt v; = piv1 + .. 4 pi—1Vi—1 + Big1Vig1 + ...+ fpUp, SO ist
Ov = pvr + .+ pim1vim1 + (=1D)vi + pig1vig1 + o+ pfinvn
aber —1 # 0. |

I1.5. Basis und Dimension

Definition I1.5.1. Es sei K ein Korper und V sei ein K-Vektorraum.

(a) Eine Teilmenge Y C V heifit Erzeugendensystem von V, falls V' = Spang (Y).
(b) Eine Teilmenge Y C V heifit eine Basis von V, falls Y ein linear unabhiingiges Erzeugendensystem
von V ist.

A priori ist nicht klar, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Wir kommen auf diese Frage zuriick.

Beispiele I1.5.2.
o Ist V =K" soist {e1,...,e,} eine Basis von V. Sie heifit Standardbasis des K™. Oft brauchen wir
geordnete Basen und dann betrachten wir die Familie (eq,...,e,) als geordnete Basis des K.
e Ist V = C als R-Vektorraum, so ist {1,7} eine Basis.
Satz I1.5.3. Es sei K ein Korper und V # {0} sei ein K-Vektorraum. Dann sind dquivalent:

(a) Y ist eine Basis von V.

(b) Y ist ein minimales Erzeugendensystem von V. (Das heifit: Y ist ein Erzeugendensystem von V
und fir alley € Y ist Y \ {y} kein Erzeugendensystem von V.)

(¢) Y ist eine mazimale linear unabhingige Teilmenge von V. (Das heifst: Y ist linear unabhingig und
fir allev e V\Y ist Y U{v} linear abhingig.)

BEWEIS. (a) = (b): Wir nehmen an, dass es ein y € Y gibt, so dass auch Y \ {y} ein Erzeugendensystem
ist. Dann konnen wir y darstellen als Linearkombination

y=> Ay
i=1
fiir geeignete \; € K, y; € Y \ {y}. Damit ist aber
0=(-1y+ Z AiYi
i=1

und Y wiére linear abhéngig.
(b) = (a): Es sel Y ein minimales Erzeugendensystem. Wir nehmen an, dass die Familie Y = (y;);cs linear
abhéngig ist, also gibt es y1,...,ypr1 € Y und Aq,..., Ap41 € K mit

n+1

> Awi=0
i=1

so dass nicht alle \; = 0 sind. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass A, 1 # 0. Dann gilt:
Ynt1 = Z —A A
i=1

und damit wire auch Y\ {y,+1} ein Erzeugendensystem im Widerspruch zur Minimalitéit von Y.
(a) = (c): Es sei v € V' \ Y. Da Y Erzeugendensystem ist, gilt

U= Z >\7y77
el
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mit y; € Y und wobei nur endlich viele \; # 0 sind. Damit ist Y U {v} linear abhéngig.
(c) = (a): Es seil Y eine maximale linear unabhingige Teilmenge von V. Wir zeigen, dass Y dann V erzeugt.
Es sei v € V beliebig.

Ist v € Y, so ist v € Spang(Y).

Ist v € V'\ 'Y, so ist nach Voraussetzung Y U {v} linear abhingig und 3u, A1, ..., An:

n
po + Z Aiyi =0,
=1

so dass nicht alle p, A1, ..., A, gleich 0 sind und mit y1,...,y, € Y. Wéare nun p = 0, so ist also ein \; # 0,
aber es gilt trotzdem

E”: Aiyi = 0.
i=1

Das ist ein Widerspruch zur linearen Unabhéingigkeit von Y. Also ist u # 0, aber damit ist

n
v=—p"" Y Ny
=1

Da v beliebig war, zeigt dies, dass Y ein Erzeugendensystem ist. (|

Definition I1.5.4. Ein K-Vektorraum V heifit endlich erzeugt, falls es eine endliche Teilmenge Y C V gibt,
so dass V' = Spang (V).

Lemma 1I1.5.5. Es sei V' ein K-Vektorraum, der nicht endlich erzeugt ist. Dann gibt es fir jedes n € N
Vektoren vy, ...,v, € V, die linear unabhdingig sind.

BEWEIS. Wir machen vollstdndige Induktion iber n € N.
(TA) Ist V der Nullvektorraum, so ist V' endlich erzeugt. Sei also ohne Beschriinkung der Allgemeinheit
V # {0}. Dann gibt es ein v; € V mit vy # 0y . Damit ist {v1} linear unabhéngig.

(IS) Es sei n € N beliebig und es seien vy, ..., v, linear unabhingig. Es ist Spany (vi,...,v,) eine echte
Teilmenge von V, weil ansonsten V' endlich erzeugt wire. Es gibt also ein v,,11 € V' \ Spang (v1, ..., v,). Wir
behaupten, dass (v1,..., v, Unt1) linear unabhéngig ist.

Es sei 0 = E?jll Av; mit \; € K. Ist Apq1 # 0, so konnen wir v, ausdriicken als

n
—1 2 :
Un4+1 = _)\n-‘rl )\i'Ui
=1

aber damit ist v, in Spang (vy,...,v,). Widerspruch.
Also muss A, 4+1 = 0 gelten und wir haben 0 = Y7, A\;v;. Da aber (vq,...,v,) linear unabhéngig ist,
miissen alle A; = 0 sein. Also gilt insgesamt

0=XA =...=\p = Any1.
O

Satz I1.5.6 (Basisauswahlsatz). Ist V ein K-Vektorraum und ist Y C V ein endliches Erzeugendensystem,
so gibt es eine Teilmenge B C Y, die eine Basis von V ist. Insbesondere hat jeder endlich erzeugte Vektorraum
eine Basis.

BEWEIS. Ist Y selbst schon linear unabhéingig, so ist Y selbst eine Basis. Wir kénnen also ohne Ein-
schrankung annehmen, dass Y| > 1 gilt.

Ist Y linear abhiingig, so gibt es nach Satzein v € Y mit der Eigenschaft, dass v € Spang (Y'\{v}).
Damit ist Y \ {v} immer noch ein Erzeugendensystem.

Iterieren Sie diesen Prozess. Nach endlich vielen Schritten erhalten Sie ein minimales Erzeugendensystem
und dieses ist nach Satz [1.5.3] eine Basis. O
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Bemerkung I1.5.7. Natiirlich ist nicht jeder Vektorraum endlich erzeugt. Beispiele sind unter anderem
Abb(Ny, K) oder

K[X]:={f:No— K, f(n) =0 fiir fast alle n € Ny}.
Wir sehen spéter mit Zorns Lemma, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt (Max August Zorn (1906—
1993)).

Lemma I1.5.8 (Austauschlemma). Ist V' ein K-Vektorraum und ist B = {v1,...,v,} eine Basis von V, so
ist fiir w = Z?=1 Aiv; mit N; € K die Menge B), = {v1,...,U5—1,W, Vk41,...,0,} ebenfalls eine Basis von
V, falls A\, # 0.
1 0 0
Beispiel I1.5.9. Wir betrachten e; = [ 0], ea=|1] und es = [ 0| im K3 und
0 1
1
w=|1] =e; +es.
0
Dann sind sowohl {ej,w, ez} als auch {w, es,e3} Basen des K?3.
BEwEIs. Wir koénnen die vy, ..., v, gegebenenfalls umnummerieren und kénnen daher annehmen, dass
k=1ist in

(IL.5.1) w=> Aw;.
i=1

Wir zeigen, dass B’ := B} = {w, vs,...,v,} eine Basis von V ist.

Die Menge B’ ist ein Erzeugendensystem von V: Ist v € V beliebig, so gibt es p1, ..., u, € K mit
n
v = Z HiUs,
i=1
weil B ein Erzeugendensystem ist. Da A1 # 0 gilt in (I1.5.1)), folgt, dass

v = )\flw — (Z )\11)\2"01‘> .

=2
Einsetzen ergibt damit fiir v:

V=l <)\1_1w — i: )\1_1)\1"01'> + i: HiU;
i i—2

=p1Ay UH—Z M1>\1 i)
und damit ist v € Spang (w, v, ..., vy).
Die Menge B’ ist linear unabhingig: Wir nehmen an, dass

2
Brw + Zﬁﬂ}i =0.

i=1

Einsetzen von ([1.5.1)) ergibt
n 2
D Bidivi+ Y Bivi =0
i=1 i=1

also
BiAiv1 + Z(ﬁl/\i + fBi)v; = 0.
i—2
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Da {vy,...,v,} linear unabhingig ist, bekommen wir fiir die Koeffizienten die Gleichungen
P11 =0und BN\ + 5; =0 fir 2 <i < n.
Nach Annahme ist A\ # 0, also muss 51 = 0 gelten. Damit folgt aber, dass fiir 2 < i < n alle 8; =0sind. 0O

Satz I1.5.10 (Austauschsatz). Ist V' ein K-Vektorraum, ist B = {v1,...,v,} eine Basis von V und ist

{wy,...,w.} eine linear unabhingige Teilmenge von V. Dann gilt:
(a) r<n
b) Ji1,... i € {1,...,n}, so dass der Austausch von v;, gegen ws, ..., v; gegen w, eine neue Basis
1 T

von V ergibt.
Nach einer Umnummerierung der v; kénnen wir also (wy, ..., w,, vy41,-..,v,) als neue Basis betrachten.

BEWEIS. Wir zeigen die Behauptungen mit Induktion iiber r € Ny. Fiir » = 0 ist nichts zu zeigen. Es
sei die Aussage fiir alle k < r — 1 giiltig. Zu zeigen ist, dass sie dann auch fiir k£ = r gilt.

Es sei also {wy,...,w,} linear unabhingig. Damit ist auch die Teilmenge {wi,...,w,_1} linear un-
abhangig. Wir erhalten also, dass

e r —1 < n, und dass

o B:={wy,...,wpr_1,Vp,...,0,} eine Basis von V ist.
Wir behaupten, dass dann auch r < n gilt. Wir nehmen an, dass r > n ist. Damit muss r — 1 = n sein und
B ={wi,...,w,} ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge. Aber nach Annahme ist
{wiy oy wpg1 b ={wr, .., we}

ebenfalls linear unabhéngig und dies ist ein Widerspruch zur Maximalitdt. Also ist r < n.

Wir zeigen nun, dass es ein i, € {r,...,n} gibt, so dass wir v; gegen w, austauschen kénnen. Da B eine

Basis ist, finden wir Ay,..., A\.—1 und gy, ..., 4, mit

r—1 n

Wy = Z )\iwi + Z,ujvj.

i=1 j=r
Wiren alle p; = 0, so wire w, eine Linearkombination der wi,...,w,—;. Das ist ein Widerspruch zur
linearen Unabhéngigkeit der {wq,...,w,}. Also muss es ein i, € {r,...,n} geben mit u; # 0. Mit dem
Austauschlemma ist dann {wy, ..., Wy, Oy, ..., 0.} \ {v;, } eine Basis. O

Definition I1.5.11. Ist V ein K-Vektorraum und ist B = {v1,...,v,} eine Basis von V, so heifit n die
Linge der Basis.

Korollar I1.5.12.
(a) Hat ein K-Vektorraum V eine endliche Basis, so ist jede Basis von V endlich.
(b) Je zwei Basen eines endlich erzeugten K-Vektorraums haben die gleiche Linge.

BEWEIS. Zu (a): Ist B = {v1,...,v,} eine Basis von V und ist B’ eine weitere Basis von V, die nicht end-
liche Lange hat, so gibt es eine linear unabhéngige Teilmenge {w, ..., w,4+1} C B’. Dies ist ein Widerspruch
zum Austauschsatz.

Zu (b): Sind B = {vy,...,v,} und B’ = {wy, ..., w,} zwei Basen von V|, so gilt mit dem Austauschsatz,

weil B’ linear unabhiingig ist und B eine Basis ist, dass m < n ist. Vertauschen wir die Rollen von B’ und
B und setzen B als die linear unabhingige Teilmenge an und B’ als Basis, erhalten wir n < m, so dass
insgesamt Gleichheit gilt. O

Damit kommen wir zu einer der zentralen Begriffe der linearen Algebra:

Definition I1.5.13. Es sei V ein K-Vektorraum. Wir definieren die Dimension von V tiber K als
0, falls V =0,
dimg (V) :=qn, falls V eine Basis der Linge n hat,

0o, falls keine Basis endlicher Lénge fiir V' existiert.
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Bemerkung I1.5.14. Wir betrachten die leere Menge als Basis des Nullvektorraums. Damit ist die obige
Definition konsistent.

Beispiele I1.5.15.
e Fiir alle n € Nist dimyg K™ = n, weil {e1,...,e,} eine Basis der Linge n ist.
e dimg C = 2, weil {1,4} eine Basis der Lange zwei ist.
o dimg K[X] = oo.

Satz I1.5.16. Ist V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und ist U C 'V ein Untervektorraum, so ist U
ebenfalls endlich erzeugt und dimg U < dimg V. Gilt dimg U = dimg V, so ist U = V.

BEWEIS. Ist dimg V = n und wére U nicht endlich erzeugt, so gibt es n+1 linear unabhéngige Vektoren

V1, ..., Unt1 € U C V und das steht im Widerspruch zum Austauschsatz. Damit hat U eine endliche Basis
{wi,...,w,} und mit dem Austauschsatz folgt r < n.

Nehmen wir an, dass dimyg U = dimg V' < oo und dass B = {wy,...,w,} eine Basis von U ist. Gibt es
dann ein v € V\U = V \ Spang (w1, ...,w,), soist B’ = {wy, ..., wy, v} linear unabhingig, aber dann wire
dimg V >2n+1>dimgU. O

Korollar I1.5.17. Ist V ein K-Vektorraum mit dimgV = n < oo, so bilden je n linear unabhdngige
Vektoren eine Basis.

BEWEIS. Ist X = {v1,...,v,} linear unabhingig, so ist X Basis von U := Spang (v1, ..., v,). Damit ist
aber dimyg U = dimg V und natiirlich ist U C V ein Untervektorraum. O
Korollar I1.5.18. (Basiserginzungssatz) Es sei V' ein K -Vektorraum mit dimg V = n < co. Ist {wy, ..., wn}
eine linear unabhingige Menge in' V', so gibt es Vektoren w41, ..., Wy, so dass {w1,...,w,} eine Basis von
V st

BEWEIS. Wir wissen, dass es eine Basis B = {v1,...,v,} der Linge n von V gibt. Wir kénnen m
Vektoren in B gegen wy, ..., w,, austauschen und erhalten die gewiinschte Basis. O

I1.6. Exkurs: Existenz von Basen im allgemeinen Fall

Definition I1.6.1. Es sei X eine Menge
(a) Eine Relation R auf X heifit antisymmetrisch, falls aus  ~ y und y ~ « fiir z,y € X folgt, dass
xr =y ist.
(b) Eine Relation heifit partielle Ordnungsrelation, falls sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.
(¢) Eine Menge X mit einer partiellen Ordnungsrelation heif3t partiell geordnete Menge (im Englischen:
poset fir partially ordered set). Oft schreiben wir dann kurz (X, <)

Beispiele I1.6.2.
e Natiirlich sind Ny, Z, Q und R mit der iiblichen Relation z ~ y < = < y partiell geordnete Mengen.
e Ist X eine beliebige Menge, so ist die Potenzmenge P(X) eine partiell geordnete Menge, indem wir
setzen:
Y<Z&Y CZ

e X ={2,3,4,...} ist eine partiell geordnete Menge mit der Relation
x~y < teilt y.

Definition I1.6.3. Ist (X, <) eine partiell geordnete Menge, so heifit ein Element m € X mazimal, falls fiir
alle x € X gilt: Ist m < z, so ist = m. Ein m € X heifit minimal, falls fiir alle z € X gilt: z < m =z =m.

Beispiele 11.6.4.
e (R, <) hat weder ein maximales noch ein minimales Element. Was ist mit Ny?
e o ist minimal in P(X) und X ist maximal in P(X).
e In X ={2,3,4,...} mit der partiellen Ordnung gegeben durch die Teilbarkeit sind alle Primzahlen
minimal. Es gibt also kein eindeutiges minimales Element.

Definition I1.6.5. Es sei (X, <) eine partiell geordnete Menge.
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(a) (X, <) heiBt total oder linear geordnet, falls fiir alle z,y € X gilt, dass = < y oder dass y < z gilt.

(b) Ist (X, <) partiell geordnet und ist S C X, so heiit S eine Kette, falls S mit der Einschrinkung
von < total geordnet ist.

(c¢) Ist S C X, so heift ein & € X eine obere Schranke fiir S, falls fiir alle s € S gilt: s < .

Beispiele I1.6.6.
e (R, ) ist linear geordnet.
e (P(X),C) ist genau dann linear geordnet, wenn | X| < 1 ist.
e In X ={2,3,4,...} mit der Teilbarkeitsrelation ist nicht linear geordnet. Zum Beispiel teilt 2 weder
3 noch teilt 3 die 2. Gibt es eine unendliche Kette S C X, so dass 2 € S7

Das folgende Lemma wurde unabhéngig von Max Zorn im Jahr 1935 und von Kazimierz Kuratowski im
Jahr 1922 bewiesen (1896-1980). Es heifit trotzdem meistens nur Zorns Lemma

Lemma I1.6.7 (Zorns Lemma). Ist (X, <) eine partiell geordnete Menge, X # &, so dass jede Kette in X
eine obere Schranke hat, dann hat X ein maximales Element.

Dieses Lemma ist dquivalent zum Auswahlaxiom, das wir schon einmal benutzt haben, als wir gezeigt
haben, dass surjektive Abbildungen ein Rechtsinverses haben. Es besagt, dass es fiir jede Familie F nichtleerer
Mengen eine Menge S gibt, so dass fiir alle F' € F gilt, |[F N S| = 1.

Wir benutzen Zorns Lemma nun fiir den Existenzsatz fiir Basen:

Satz I1.6.8. Es sei K ein Korper. Jeder K-Vektorraum besitzt eine Basis.

BEwEILs. Wir zeigen sogar mehr: Ist V' ein beliebiger K-Vektorraum und ist X C V eine beliebige linear
unabhéngige Teilmenge, so gibt es eine Basis B von V mit X C B.
Wir definieren
F:={Y CV,X CY und Y ist linear unabhingig}.

Wir priifen nach, dass % die Voraussetzung von Zorns Lemma erfiillt:

o ¥ +£ & denn X € .F.
e 7 ist partiell geordnete Menge mit C.
e Essei S C . eine Kette beziiglich C. Wir betrachten die Vereinigung

z=JV¥

Yes

Wir behaupten, dass Z eine linear unabhéngige Teilmenge von V ist. Wir nehmen dazu beliebige
Elemente vy, ...,v, € Z. Fiir jedes i € {1,...,n} sei Y; so gewihlt, dass v; € Y;. Alle Y1, ...,Y,, sind
aus S und S ist total geordnet. Damit folgt, dass es ein iy gibt, so dass Y;, das grofite Element in
{Y1,...,Y,} beziiglich C ist. Damit gilt fiir alle ¢, dass v; € ¥; C Y;,, also sind alle vy, ...,v, € Y;,.
Aber Y;, selbst ist eine linear unabhéingige Menge. Damit ist {v1,...,v,} linear unabhéngig.

e Damit haben wir gezeigt, dass Z = Jy.gY C V, X C Z und Z ist linear unabhéngig. Nach
Konstruktion ist Z € 7.

e Ebenfalls nach Konstruktion ist Z eine obere Schranke von S.

Zorns Lemma impliziert, dass .% ein maximales Element hat.

Wir behaupten, dass dieses maximale Element, welches wir schon einmal 55 nennen, eine Basis von V
ist. Da B € .7 ist, ist B linear unabhingig.

Wir nehmen an, dass es ein v € V'\ Spang (B) gibt. Dann ist die Menge BU {v} eine linear unabhingige
Teilmenge von V, die nach Konstruktion X enthélt. Aber damit ist BU{v} in .# und B C BU{v}. Dies ist ein
Widerspruch zur Maximalitdt von B. Daher kann es kein solches v geben und B ist ein Erzeugendensystem
von V. (]

Zorns Lemma gibt Thnen keinen Algorithmus, um eine Basis von V' zu konstruieren. Wenn Sie also eine
Basis von R als Q-Vektorraum suchen, dann wissen Sie jetzt zwar, dass diese existiert (wenn Sie an das
Auswahlaxiom glauben), aber hinschreiben kénnen Sie diese noch lange nicht.
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I1.7. Summen von Untervektorrdumen

Wir hatten gesehen, dass fiir Untervektorrdume Uy, ..., U, eines Vektorraums V die Vereinigung U; U
...UU, im Allgemeinen kein Untervektorraum von V ist. Die Summe ist ein geeigneter Ersatz:

Definition I1.7.1. Ist V ein K-Vektorraum und sind Uy, ..., U, Untervektorraume von V, so heif3t
Ui+...4 U, ={veV,Iu,...,upu, €U; mit v=us + ...+ up}.
die Summe der Untervektorrdume Uy, ..., U,.

Satz I11.7.2. Ist V ein K-Vektorraum und sind Uy, ..., U, Untervektorrdaume von V, so gilt:
(a) Uy +...+ U, =Spang (U1 U...UU,), insbesondere ist Uy + ... + U, ein Untervektorraum von V.

(b) )
i=1

Fiir (b) benutzen wir die Konventionen
o0 + 00 = 00,
00 +n = oco=mn+ oo fir alle n € Ny,
n < oo fiir alle n € Ny.

BEWEIS. Zu (a): Nach Konstruktion gilt Uy + ...+ U, C Spang (U U...UU,), weil die Elemente von
Ui + ...+ U, gerade als Summen von Elementen aus den U; definiert sind. Umgekehrt sei v € Span g (U; U

... UU,), also
vV = Z)\i’UZ‘,
i=1

wobei die \; € K und v; € Uy U...U U, sind. Wir sortieren die v; danach, in welchem Uj sie liegen. Da wir
nicht vorausgesetzt haben, dass U; N U; = {0y } ist, ist diese Darstellung nicht eindeutig, aber es existieren
) (5)

..., Um; € Uj, so dass wir die obige Summe umsortieren kénnen zu

m m;
v = Z (Z )‘l(c])vl(cj))
j=1 \k=1
und dies ist eine Summendarstellung wie in Definition
Fiir (b) iiberlegen wir zunichst, dass die Behauptung wahr ist, falls eines der U; unendliche Dimension
hat. Wir kénnen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass alle U; endlich-dimensional sind.
Wir wihlen eine Basis B; von U;. Damit ist

Spang (B1U...UB,) =Spang (U1 U...UU,) =U1+ ...+ U,.

o

Damit ist By U...UDB,, ein Erzeugendensystem, aus dem man eine Basis als Teilmenge auswéhlen kann, also
gilt die Abschétzung;:

n n

dimg (Uy + ...+ Up) < [B1U...UB,| <Y |Bi| =) dimg Us.
i=1 i=1

Beispiel I1.7.3. Fiir V = R3 betrachten wir die Untervektorriume
Uy = Spang(eq, e2) und Uz = Spang(ez, €3).
Hier ist jeweils dimpg U; = 2. Die beiden Unterrdume schneiden sich in Spang(ez), also
dimr U1 NU; = 1.

Es gilt aulerdem
dimR(Ul + Ug) = dimg R3 = 3,
weil Spang(er, ea,e3) = R3.
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Das Verhalten im obigen Beispiel ist ein allgemeines Phénomen:
Satz 11.7.4. Ist V ein K-Vektorraum und sind Uy, Uy Untervektorraume endlicher Dimension, so gilt:
dimg (Uy + Us) = dimg (Uy) + dimg (Uz) — dimg (U N Us).
Im obigen Beispiel ist dies 3 =2+ 2 — 1.

BEWEIS. Es sei B = (v1,...,0,) eine Basis von Uy N Us. Wir ergéinzen diese zu einer Basis
By :={v1,...,0m,w1,...,w} von Uy und
By :={v1,...,0m,us ..., up} von Us.

Wir behaupten, dass dann
B:= {v1,. 0, Uy W1, oo, Wy UT -, U}
eine Basis von U; + Uy ist. Das zeigt die Behauptung, weil
dimg (Ui +Us)=m+k+L=m+k+m+{—m=dimg U; +dimg Us — dimg (U; N U3).

ist.
Die Menge B ist ein Erzeugendensystem von U; 4 Us: Wir wissen, dass fiir i = 1,2 gilt, dass U; =
Spany (B;). Damit folgt aber sofort, dass Uy U Uy C Spang (B; U Bs) ist und ebenso

Ui +U; = SpanK(Ul U UQ) - SpanK(31 UBQ) c Uy + Us.

Mit B = B; U B, folgt die Behauptung.
Die Menge B ist linear unabhéngig: Wir nehmen an, dass es eine Linearkombination der Null gibt:

m k L
(I1.7.1) Z AUy + Z BsWs + Z viuy = 0.
r=1 s=1 t=1

Wir setzen
m k
U= Z AUy + Z,U/sws
r=1 s=1
Damit ist v € U; und wegen der Gleichung ist v = — Zle viu ein Element aus Us. Also ist v € Uy N Us.

Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung von Elementen als Linearkombinationen von Basiselementen muss
gelten, dass p1, ..., 1 = 0. Ebenso liefert der Vergleich von

m 4
E ArUp = — § ViU,
r=1 t=1

dass die Koeflizienten A1, ..., A, und vq, ..., v, alle null sein miissen. Damit sind alle Koeffizienten in ([1.7.1]
null. O

Lemma I1.7.5. Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sind Uy und Us Untervektorrdume mit
Ui +Us =V, so sind dquivalent:
(a) U1 N U2 = {Ov}
(b) Jedes v € V lafst sich eindeutig als Summe v = uy + ug schreiben mit u; € Uy und us € Us.
(c)
dimK(U1 + UQ) = dimK U1 + dimK U2.

BEWEIS. (¢) = (a): Mit Satz [I1.7.4] folgt, dass in der Situation in (c¢) gilt, dass dimg (U3 NUs) = 0 ist,
also Uy NUy = {0y }.

(a) = (b): Da V = U; 4+ U, kénnen wir jedes v € V' schreiben als v = u; 4+ ug mit u; € U;. Wir nehmen
an, dass wir zwei solcher Darstellungen finden kénnen, also zusétzlich noch v = w} + ub mit u; € U;. Wir
stellen

v =y +upy = uj + ub
um und erhalten
uy — uj = ubh — us.
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Also liegen sowohl u; — uf als auch uy — ug in Uy N Uy aber dieser Schnitt ist {0y }. Somit gilt
uy = u} und ug = ub.

(b) = (c): Ist dimg (U; NUs) > 0, so existiert ein Oy # w € U; NUsy. Dann hat aber der Vektor Oy zwei
verschiedene Darstellungen:
Oy =0y +0y =u—u=u+(—u)
im Widerspruch zur Annahme. |

Definition I1.7.6. Ist V = U; 4+ Uy mit Uy N Uz = {0y }, so heifit V die (innere) direkte Summe von Uy
und Us. In diesem Fall schreiben wir Uy @ U, fiir Uy + Us.

Beispiel I1.7.7. Ist V = R? mit U; = Spang(e1, e3) und Uy = Spang(es), so ist Uy + Uy = Uy ® Us, weil
der Schnitt von U; und Us nur aus dem Nullvektor besteht.

Das niichste Resultat folgt aus Lemma [[T.7.5]

Korollar I1.7.8. Ist V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sind Uy, Us Untervektorrdume, so
sind dquivalent:
(a) V=U; @Us,,
(b) Fliir jede Basis B1 von Uy und Ba von U ist B = By UBy eine disjunkte Vereinigung und ergibt eine
Basis von V.
(C) V =U; +Us und dimg V = dimg Uy + dimg Us.

BEWEIS. (a) = (c¢) folgt aus der Dimensionsformel fiir die Summe aus Satz [[1.7.4
(c) = (b): B erzeugt Spang (U; UUs) = Uy + Uy = V. Damit folgt, dass
dimg V < ‘BI < ‘Bl| + |BQ| =dimg U7 +dimg Uy = dimg V.

Also ist dimg V' = |B| und B ist eine Basis von V. Es muss auch die Gleichheit |B1|+ |Ba| = |B1 U Bs| gelten.
Das geht nur, wenn By N By = & ist.

(b) = (a): Es sei B; jeweils eine Basis fiir U; fiir ¢ € {1,2}. Mit (b) ist dann B = By U B; eine Basis von
V und By N By = &. Es ist

V = Span g (B) = Span (B1 U By) = Spany (U; UUs) = Uy + Us
und damit folgt
dimg V = ‘B‘ = ‘Bl| + |BQ‘ =dimg Uy + dimg Us,

weil By N By = @. Damit ist dimg (U; NUz) = 0 und U; N Uy = Oy O
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KAPITEL III

Lineare Abbildungen

II1.1. Definition und Dimensionsformel

Lineare Abbildungen erhalten die Struktur von Vektorrdumen. Sie respektieren die Addition und die
Multiplikation mit Skalaren

Definition III.1.1. Es sei K ein Kérper und V und W seien K-Vektorridume. Eine Abbildung f: V — W
heifit K-linear (oder Vektorraumhomomorphismus), falls gilt:

(L1) f ist ein Gruppenhomomorphismus f: (V,+) — (W, +).

(L2) Fir allev € V und A € K ist f(Av) = Af(v).

Bemerkung II1.1.2.
o f:V — W ist genau dann K-linear, falls gilt:

(L) VA pu€ K,\Vo, ' € Vi f(hw+ ') = Af(v) + pf(v).

Dass (L) (L1) impliziert, folgt mit A = g = 1x und (L2) folgt mit x4 = 0x. Umgekehrt, falls (L1)
und (L2) gelten, dann erhalten wir wegen (L1), dass f(Av+ pv’) = f(Av) + f(pv') ist und mit (L2)
konnen wir dies weiter umformen zu Af(v) + pf(v').

e Ist f K-linear, dann gilt auch fiir endliche Summen

f (Z >\1:Uz'> = ZAif('Ui)-

Satz II1.1.3. Es sei f: V — W eine K-lineare Abbildung. Dann gilt:

(a) f(Oy) =0w und f(v—1")= f(v) — f(V') fir alle v,v" € V.

(b) Ist U C V ein Untervektorraum, so ist das Bild f(U) ein Untervektorraum von W. Insbesondere
ist f(V) ein Untervektorraum von W.

(c) Ist W' C W ein Untervektorraum, so ist das Urbild f=Y(W') ein Untervektorraum von V. Insbe-
sondere ist ker(f) = f~1(Ow) ein Untervektorraum von V.

(d) Ist f zusdtzlich bijektiv, so ist f=1 eine K -lineare Abbildung.

BEWEIS. (a) hatten wir schon in Satz gesehen.

Zu (b): Da 0, € U gilt, ist f(Oy) € f(U), also ist f(U) # @. Sind wy,wy € f(U), so gibt es uj,us € U
mit f(u;) = wy und f(uz) = we. Damit gilt fir A\, u € K:

fQur + pug) = M (ur) + pf (uz) = Awy + pws € f(U).

Damit sind die Untervektorraumaxiome fiir f(U) erfiillt.

Zu (c): Ist W/ C W ein Untervektorraum, so ist Oy € W’. Damit ist Oy € f~Y(0w) C f~1(W'),
insbesondere ist f~1(W) nicht leer. Sind vy, vy € f~1(W’) und sind A\, Ay € K, so ist

favr + Xov2) = A f(v1) + Ao f(v2) € W'

und damit ist A\jvy + Agwg € F7H(W).

Zu (d): Nach Satz ist f~! ein Gruppenhomomorphismus bziiglich der Addition. Fiir w € W und
A€ K ist

A THw) = TSN w) = (T (w) = £ ().

Beispiele II1.1.4.
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e Ist V =W, so ist die identische Abbildung K-linear.

e Ist V =W =R, dann ist idy die Abbildung, die z € R auf x abbildet. Dagegen sind die Abbildungen
x — a" fiir n € Ny;n > 1 nicht linear! Genausowenig sind x — sin(z),  — cos(z) oder x — €*
linear.

e Sind V und W beliebige K-Vektorrdume, so ist die Nullabbildung K-linear: Da f(v) = Oy fiir alle
v gilt, ist auch f(Av + pv') = Oy und das ist gleich A0y + puOw = Af(v) + pf (V).

e Essei A € K und V = W. Dann ist die Streckung um A eine K-lineare Abbildung: Wir haben
f: V=V, f(v) = v. Dann folgt mit den Vektorraumaxiomen

flpv + ") = XMpv 4+ vv') = dpv + v’ = pdv + v’ = pf(v) + v f (')

fiir alle p,v € K, v,v' € V.
Der Kern von f ist

Oy, A#0g
er(f) = {v € V2o = 0} {M N
und das Bild von f ist
Oy, A=0g
Vi={veV, eV :n =v}= ’
V)= (o e V.3 eV =) {M o

Im zweiten Fall benutzen Sie AA"1v = v.
e Eine einfache aber wichtige R-lineare Abbildung des R? ist eine Scherungsabbildung: Fiir (5) € R?

z\ _(z+y
()=
Rechnen Sie nach, dass die Scherungsabbildung R-linear ist. Sie bildet die Standardbasisvektoren

wie folgt ab: f(e1) = eq und f(e2) = e + es.

y

ist

e er+ ez = f(ez)

Y

e1 = f(e1)

¢ Eine weitere wichtige Beispielklasse linearer Abbildungen sind Drehungen. Im R? kann man Drehun-
gen explizit beschreiben. Fiir hohere Dimensionen lernen Sie eine einfache Darstellung im zweiten
Semester kennen.
Wir halten einen Winkel 6 € R fest. Wir nennen die Abbildung

rw o me, (2o (G002 ) )

die Drehung um 6.
Setzen wir wiederum die Standardbasisvektoren ein, so erhalten wir

Ry(e1) = Ry (é) B (z?;((g)
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und

- () (25)

Wir rechnen die R-Linearitdt von Ry nach.
Fiir die Additivitit benutzen wir die Definition der Vektoraddition im R2 und erhalten:

x+a"\, [cos(f) (z+ ') —sin(d) - (y + )
Ral (y + y’>) B (Sin(ﬁ) (@ +a) + cos(0) - (y + y'))

— (Gt o)+ (Gl e )

() ena(7)

Fiir ein A € R und (i) € R? erhalten wir:

s ()= (Sl ) - o)

Hier konnen wir A jeweils ausklammern und mit der Definition der Streckung von Vektoren im R?
kénnen wir A herausziehen und erhalten ARy (i)

e Ist K beliebig und ist V = W = K|[X], so definieren wir die formale Ableitung von Polynomen, D,
als K-lineare Abbildung

D: K[X]— K[X], D (Z aiXi> = ia X'
=0 =0

Fiir K = R sollte IThnen das bekannt vorkommen. Vorsicht! Fiir andere Kérper K verhélt sich D
anders, als Sie das vielleicht gewohnt sind. So ist zum Beispiel fiir K = [, die formale Ableitung

des Polynoms X? + X »’
D(X? + XP) = pXP~ ' 4 p2X7° 1,
Aber da p = 0 = p2, verschwindet die formale Ableitung, also
D(X? + X7") = O, (x]-
Sie kénnen sich leicht weitere Beispiele iiberlegen.
Die Komposition linearer Abbildungen ist wiederum linear:

Lemma II1.1.5. Es seien V,W,Z K-Vektorriume und es seien f:V — W und g: W — Z K-lineare
Abbildungen. Dann ist auch go f K-linear.
BEwEIS. Fiir A,z € K und v,v’ € V rechnen wir nach:
(go f)( M+ ') =g(f(Av + uv’)  nach Definition von g o f
=g(Af(v) + puf(v')) weil fK-linear ist
=Xg(f(v)) + ug(f(v"))  weil g K — linear ist
=X(go f)(v)+ u(go f)(v') nach Definition von go f.

Definition III.1.6.
(a) Eine K-lineare Abbildung f: V — W heifit
e Monomorphismus, falls f injektiv ist,
e Epimorphismus, falls f surjektiv ist,
o Isomorphismus, falls f bijektiv ist,
e Endomorphismus, falls V- = W ist, und
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o Automorphismus, falls f ein bijektiver Endomorphismus ist.
(b) Zwei K-Vektorrdume V und W heiflen isomorph, V = W, falls es einen Isomorphismus f: V — W
gibt.
(¢) Die Zahl dimg (Bild(f)) = dimg f(V) heiit der Rang der Abbildung f. Wir schreiben dafiir kurz
rg(f)-

Bemerkung III.1.7.

e Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation.

e Ist V ein K-Vektorraum, so bilden die Automorphismen von V' eine Gruppe, Aut(V'). Machen Sie
sich bitte die Gruppenstruktur im Detail klar.

e Ist f: V — W eine K-lineare Abbildung und X ein Erzeugendensystem von V, so ist f(X) ein
Erzeugendensystem von f(V): Ist w € f(V), so gibt es ein v in V mit f(v) = w. Da X ein
Erzeugendensystem von V ist, ist Spang (X) =V, also gibt es x1,...,z, € X und Ay,..., A\, € K
mit v = >, \;z;. Damit ist aber auch

w=f)=f (Z /\il‘i> = Z)\zf(xz)

Der folgende Satz beschreibt eine wichtige Beziehung zwischen der Dimension eines Definitionsbereiches
einer linearen Abbildung und der Dimension von Kern und Bild dieser Abbildung. Wir werden ihn sehr oft
benutzen.

Satz IT1.1.8 (Dimensionsformel). Ist f: V — W eine K-lineare Abbildung und ist V endlich-dimensional,
so gilt:
dimg V = dimg ker(f) + rg(f) = dimg ker(f) 4+ dim g Bild(f).
BEWEIS. Da ker(f) C V ein Untervektorraum ist, gilt auch dimyg ker(f) < co. Es sei B = {v1,...,vx}
eine Basis von ker(f). Wir kénnen diese mit dem Basisergéinzungssatz zu einer Basis
B = {Ul,...,vk,vk+1,...,vn}

von V erginzen. Wir wissen, dass f(B) ein Erzeugendensystem von f(V) ist, aber wir wissen auch, dass

F(01) = .. = f(og) = 0.
Also ist {f(vk+1),--., f(vn)} ein Erzeugendensystem von f(V'). Nehmen wir an, dass gilt

n

Z Aif(vi) = 0w
i=k+1
fir A\; € K. Da f linear ist, ist dies gleichbedeutend mit
f ( Z Aﬂh’) = Ow
i=k+1
aber damit ist Z?:k-u Aiv; ein Element im Kern von f. Es gibt also Aq,..., A\x € K, so dass gilt

n k
Z /\ﬂ}i = — Z )\i'Ui
=1

i=k+1
also
Z )\i'Ui = Ov.
i=1
Aber {vy,...,v,} ist eine Basis von V, also miissen alle \; = Ok sein. Insbesondere ist dann auch
Ak-‘rl ::An:OK
und damit ist (f(vgt1),-. .., f(v,)} linear unabhéngig, also eine Basis des Bildes von f. Abziihlen ergibt nun

n=dimg V =k + (n — k) = dimg ker(f) + dimg Bild(f).
(]
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Korollar IT1.1.9. Ist f: V — V ein Endomorphismus und gilt dimg V < oo, dann sind dquivalent.

(a) f ist injektiv,
(b) f ist surjektiv,
(c) f ist bijektiv.

BEWEIS. Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn ker(f) = {0y}, und dies ist dquivalent dazu,
dass dimg ker(f) = 0 gilt. Mit der Dimensionsformel aus Satz [[T1.1.8| ergibt dies

dimK V= dimK Blld(f)
also ist Bild(f) C V ein Untervektorraum gleicher Dimension, und dies ist dquivalent zu Bild(f) = V, also

zur Surjektivitat von f. O

Beispiel II1.1.10. Vorsicht, Korollar [[IT.1.9] gilt nicht fiir unendlich-dimensionale Vektorriume. Zum Bei-
spiel ist die formale Ableitung D: R[X] — R[X] surjektiv, weil

1
D(=X") = X""! firn>1
n

und damit sind alle Basiselemente im Bild. Aber konstante Polynome haben triviale Ableitung, also ist D
nicht injektiv.
Satz II1.1.11. Es seien V und W K-Vektorrdume.
(a) Die Menge
Homg (VW) :={f: V = W, f ist K-linear}
ist ein K-Vektorraum. Er ist ein Untervektorraum von Abb(V,W).
(b) Ist V=W, so ist Endg (V) := Homg (V, V) ein Ring mit 1.
Der Ring Endg (V') heifit der Endomorphismenring von V.
BEWEIS. Zu (a): Sind f,g € Abb(V, W), so setzen wir fiir alle v € V und fiir alle A € K

(f+9)(w) ==f(v) +g(v),
(Af) () :=Af(v).
Damit wird Abb(V, W) zu einem K-Vektorraum. Sind f,g € Homg (V, W), so zeigt eine Rechnung, dass

auch Af 4+ pg € Homg (V, W) sind fiir alle A\, u € K.
Zu (b): Als multiplikative Verkniipfung auf Endx (V') setzen wir fir f,g: V=V und v € V

(9f)(v) == (g0 f)(v).

Damit wird Endg (V') zu einem Ring. Das Einselement ist die identische Abbildung, idy . O

IT1.2. Matrizen

Unser Ziel ist eine moglichst explizite Beschreibung linearer Abbildungen durch die Wahl von Basen und
die Angabe ihrer Bilder.
Wodurch sind lineare Abbildungen festgelegt?

Satz II1.2.1. Es seien V und W K-Vektorrdume endlicher Dimension, v1,...,v, € V und wy,...,w, € W
seien Vektoren. Dann gilt:

(a) Ist die Familie (vy,...,v,) linear unabhingig, so gibt es mindestens eine lineare Abbildung f: V —
W mit f(v;) = w; firl <i<n.

(b) Ist (v1,...,v,) eine Basis von V', so gibt es genau eine lineare Abbildung f: V — W mit f(v;) = w;
fiir 1 < i < n. Dieses f erfillt dann, dass Bild(f) = Spang (w1,...,w,) und dass f genau dann
injektiv ist, wenn die Vektoren (w1, ..., wy) linear unabhingig sind.
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BEWEIS. Wir beweisen zunéchst (b): Jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung als

n
v = E )\ﬂ)i.
i=1

Haben wir die Werte f(v;) = w; gewihlt, ist also

flv) = Z Aiw;
i=1

festgelegt. Sie rechnen leicht nach, dass das so definierte f K-linear ist.
Dies zeigt, dass Bild(f) C Spang (w1, ...,wy). Ist umgekehrt ein w € Span g (w1, ..., w,), also

i=1
fiir passende p; € K, so ist
o= 3ot =1 (3
i=1 i=1
Also Spang (w1, ..., w,) C Bild(f). Damit gilt

Bild(f) = Spang (w1, ..., wy).

Ist (w1,...,w,) linear abhéngig, so gibt es u1,...,u, € K, die nicht alle null sind, mit

n
i=1

Damit ist v := > ; piv; # Oy aber f(v) = O . Also ist f dann nicht injektiv.
Ist umgekehrt f(v) = 0, so schreiben wir v eindeutig als

n
v = E )\1"01‘
i=1

mit \; € K. Also gilt

i=1 i=1

Ist (w1, ..., w,) linear unabhéingig, so folgt A\; = ... = A, = 0 und damit war v = Oy und f ist injektiv.

Zu (a): Ist (v1,...,vy) lediglich linear unabhéngig, so ergénzen wir (v1,...,v,) zu einer Basis B =
(V1y+ vy Un, Untls -« -, Umm) von V. Wir withlen beliebige weitere Elemente wy,y1,...,w,, € W und definieren
flv;) == w; fur alle 1 < i < m. O

Lineare Abbildungen sind also durch die Werte auf einer Basis festgelegt. Wir benutzen dies zu einem
Vergleich von V mit dimg V =n < oo mit K.

Korollar IT1.2.2. Ist V ein K-Vektorraum und ist B = (v1,...,v,) eine Basis von V, so ist V isomorph zu
K™. Insbesondere ist jeder endlich-dimensionale K -Vektorraum isomorph zu einem K" mit einem eindeutig
bestimmten n > 0.

BeEwEIs. Wir wissen, dass (e1,. . ., e,) eine Basis des K™ ist. Wir definieren ®5: K™ — V durch ®5(e;) =
v; fir 1 <4 < n. Da (vy,...,v,) eine Basis ist und damit insbesondere linear unabhingig, ist ®5 injektiv.
Nach Konstruktion ist ®z surjektiv, also bijektiv.

Isomorphe Vektorrdume haben die gleiche Dimension und fiir n # m gilt dimg K™ = n # m = dimg K™.
Damit folgt die Eindeutigkeit. O

Definition I1I1.2.3.
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(a) Es sei K ein Korper. Ein rechteckiges Schema

aiq N A1n

Am1 .- Qmn

mit a;; € K heifit eine m x n-Matriz mit Fintrdgen in K.
(b) Die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintréigen in K bezeichnen wir mit M(m X n, K).
(c) Ist f: K™ — K™ eine K-lineare Abbildung und ist

ail ain
fler) = soos flen) = )
am1 Amn
so heifit
aii A1n
M(f) = :
Gm1l -+ Qmn

die darstellende Matrix von f.

Bemerkung I11.2.4. Satz[lI1.2.1| besagt, dass f durch M (f) eindeutig bestimmt ist und umgekehrt.

U1

Istv= | : | € K" ein beliebiger Vektor, so ist

HORS YT

=1
ail Ain
=1 + ...+ v,
Am1 Amn
S vay
j=1Y5015

2 =1 Vjm;

Damit kénnen wir die Anwendung einer linearen Abbildung durch Multiplikation einer Matrix mit einem
Vektor ausdriicken:

ail . A1n V1
Definition I11.2.5. Es sei A = : ; und v =

am1l .- OGmn Un
Die Multiplikation von A mit v, Av, ist

n
a1 . A1n (%1 Zj:l a1;v;
Av = : . : = :
n
Am1  --- amn Un Zj:l Am;jVj

Sind f: K™ — K™ und g: K™ — K* K-lineare Abbildungen, dann ist auch go f K-linear. Im Folgenden
wollen wir die darstellende Matrix von go f, M(go f), bestimmen. Es sei (e1,...,e,) die Standardbasis des
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K™ und (ef,...,e),) sei die Standardbasis des K™. Die darstellenden Matrizen, M (f) und M(g), seien

Fiir M(go f) gilt dann:

Also ist
m
Cij = g Qisbs;.
s=1

Da wir die Verkniipfung linearer Abbildungen durch Matrizenmultiplikation ausdriicken mochten, definieren
wir diese dementsprechend:

Definition IIT.2.6. Ist A € M (¢ x m, K) und B € M(m x n, K), so definieren wir das Produkt von A mit
B, AB, dadurch, dass wir den Eintrag an der Stelle (i, ) von AB angeben:

(AB)” = Z aikbkj.
k=1

Mit dieser Definition ist dann
M(go f)=M(g)M(f).

Beispiel II1.2.7. Die Verkniipfung von Abbildungen ist nicht kommutativ und das spiegelt sich in der
Nichtkommutativitdt der Matrizenmultiplikation wider. Ist K beliebig und 1 = 1x, 0 = O, und ist A =

0 1 0 0 .
(O 0),B—<1 0>,sog11t
0 1\ /0 O 10
am=(5 o) (¢ 0)= (o o)
wohingegen
0 0\ /0 1 0 0
pa= (1 0) (0 0)= (0 1)

Was sind die zugehorigen K-linearen Abbildungen, die durch A und B dargestellt werden?
Beispiel II1.2.8. Wir hatten die Drehung um den Winkel § auf dem R? betrachtet mit
Ry <x> _ <C.OS(9) - — sin(f) - y>
y sin(f) - x 4 cos(0) - y
und wir hatten die Bilder der Standardbasisvektoren schon ausgerechnet. Damit ist

_ [cos(f) —sin(h)
M(Rg) = (sin(@) cos(0) ) '
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Fiir zwei Winkel 6, 05 wissen wir, dass
(R92 o R91) M(R92) (R91)

gilt, also konnen wir direkt berechnen, was M (Ry, o Ry,)
cos(f2) —sin(f2)\ [cos(61)
M{(Ro, o Ro,) = <sm( 2) cos(6s) ) <sm(91) cos(f1)
<COS( o) cos(61) — sin(f2) sin(fy), — cos(fs)sin(f;) — sin(fy) cos(é)l))
sin(f2) cos(01) + cos(f2) sin(61), — sin(f)sin(6r) + cos(b2) cos(d;)
_ 008(02 + 01) — sm(02 + 91)
B <sin(92 +61) cos(f2 + 67) )
:M(R92+91)'

ist:

- sm(01))

01

Hier haben wir wieder die Additionstheoreme fiir den Kosinus und Sinus benutzt. Die Kommata in der
mittleren Matrix dienen nur der besseren Lesbarkeit. Anschaulich war das Ergebnis zu erwarten: Wenn wir
erst um den Winkel #; drehen und danach um den Winkel 65, so drehen wir insgesamt um den Winkel 81 +65.

Bemerkung I11.2.9. Da die Verkettung von Abbildungen assoziativ ist, ist auch die Multiplikation von
Matrizen assoziativ.
Ist f: K™ — K™ eine K-lineare Abbildung, so ist

rg(f) = dimg Bild(f) = dimg Spang (f(e1), ..., f(en))-
Dies ist gleich der Anzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren in M (f).
Beispiel I11.2.10. Es seien f,g: R® — R? die beiden folgenden Abbildungen:
w32 3). - (32 3)
Dann ist rg(f) =1 und rg(g) = 2. Es gilt zum Beispiel
(3)=7()+20)
) 4 \0 2\2
In Analogie zu Satz definieren wir:

Definition IIT.2.11. Es seien A, B € M(m x n, K) mit Eintrégen a,;,b;; und A € K:

()
(A + B)ij = (aij + blj) und (/\A)ZJ = )\aij.
(b) Die Transponierte einer Matriz A, A, ist die Matrix

(A% = aji.
(c¢) Die Matrix
1 0 0
0 1 0
Ep = M(idgn) =
0 0 1

heifit die n x n-FEinheitsmatriz.

Bemerkung IT1.2.12. Man schreibt die Koordinaten fiir die Einheitsmatrix auch gerne in der geschlossenen
Form

1, i=3j

En ii = (51 = ’ ’

( ) J J {07 Z # j

Die Funktion d;; heifit die Kronecker-Delta- Funktion.
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Beispiel I11.2.13. Ist

100 %
A=[0 1 0 0] eMBx40Q)
214 2
so ist die Transponierte von A, A’
2
oo (102
A=[o 10 0 = e M(4 x 3,Q).
2 1 4 9 0 0 4
5 10 2
Lemma III.2.14 (Rechenregeln fiir Matrizen). Sind A, A" € M(m x n,K), B,B’ € M(n xrK), C €

M(r xs,K) und A € K, so gilt.
(a) A(B+B')=AB+ AB' und (A+ A )\B=AB+ A'B
(b) (AA)B = A(AB) = A(AB).
(c) (AB)C = A(BC).
(d) (AB)' = B'A".
(e) A=E,A=AE,.

BEWEIS. Die Behauptungen (a), (b) und (e) zeigt man durch stures Nachrechnen, (c) hatten wir schon
begriindet.
Zu (d): A habe Eintréige a;; und B habe die Eintrége b;;. Aus der Formel fir die Multiplikation von

Matrizen erhalten wir
n
B)U = E aikbkj =:Cij-
k=1
Wir wissen nach Definition der Transponierten, dass

((AB)")ij = (AB)ji = ¢cji = Z ;jkDri-
Da (B');i = byj und (A");; = a;i, erhalten wir fiir den Emtrag ij in BtAt:

(B'A"y =) briaj
k=1
und da die Multiplikation im Koérper K kommutativ ist, ist dies gleich

Z ajkbki = ((AB)t)”
k=1

Damit erhalten wir insbesondere:

Satz I11.2.15. Die Menge aller n x n-Matrizen iber einem Kérper K, M(nxn, K), bildet mit der Addition
und Multiplikation von Matrizen einen Ring mit 1 = E,,.

Bemerkung I11.2.16. Fiirn = 1ist M(1x1, K) = K, aber fiir alle n > 2 ist M (nxn, K) nicht kommutativ.
Fiir n > 2 ist M(n x n, K) nicht nullteilerfrei. Zum Beispiel ist

0 1\ /0 1 00
0 0)\o o) = \o o) = mexern

Definition II1.2.17. Eine Matrix A € M (n x n, K) heifit invertierbar, falls es ein A’ € M(n x n, K) gibt
mit AA' = E, = A'A.

Satz I11.2.18. Die Menge
GL,(K):={A € M(n xn,K), A invertierbar}
bildet mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe mit neutralem Element E,,.
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BEWEIS. Wir miissen zeigen, dass mit A, B € GL,(K) auch AB € GL,(K) ist. Es sei A’ eine Matrix
mit AA’ = E,, = A’ A und ebenso sei B’ eine Matrix mit BB’ = E,, = B’B. Dann ist auch

(B'A")(AB) = B'(A’/A)B=B'E,B=B'B=E,
und

(AB)(B'A") = A(BB')A = AE, A" = AA' = E,.
Wir wissen schon, dass Matrizenmultiplikation assoziativ ist und dass FE,, ein neutrales Element ist. O
Definition I11.2.19. Die Gruppe GL,,(K) heiit die allgemeine lineare Gruppe der n x n-Matrizen.

Hierbei kommt GL von general linear. Wir schreiben ab jetzt wieder A=1 fiir A’.

Satz II1.2.20. Es seien V und W K-Vektorriume, so dass By = (v1,...,v,) eine geordnete Basis von V
ist und Bs = (w1, ..., wy,) eine geordnete Basis von W. Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung f: V — W
genau eine Matriz A = (a;;) € M(m x n,K), so dass

F;) =" aijw;
i=1

gilt. Diese Matriz nennen wir Mgzl (f).
Die Abbildung

MG Homg (V,W) = M(m x n,K), f+ M§(f)
ist ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen.

Definition ITI.2.21. Die Matrix Mg; (f) heiit die Matrizdarstellung von f beziglich der Basen By und Bs.

Nach Wahlen von geordneten Basen von V und W kann man also jede lineare Abbildung eindeutig durch
eine Matrix beschreiben.

BEWEIS. Da f(v;) € W, kénnen wir f(v;) als Linearkombination in den w, ..., w, schreiben, also
m
f(Uj) = Zaijwi.
i=1
Da (wi,...,wy) eine geordnete Basis von W ist, ist f(v;) und damit die j-te Spalte von A eindeutig

bestimmt.
Ist g: V — W K-linear, also f,g € Homg(V, W), und ist Mg; (9) = (bijz), so gilt:

(f +9)(v5) = f(v) + g(v))

m
Q5 W; + E bijwi
=1

|P”13 =

i=1

I
NE

(aij + bij)w;
1

o
Il

und fiir A € K gilt

M) =AY aiw = Aagjw;.
i=1

i=1
Damit gilt:
Mg} (f +9) = Mg, (f) + Mg} (9) und
Mgy (Af) =AM, (f)
und somit ist M gzl eine K-lineare Abbildung. Satz impliziert, dass Mg . bijektiv ist. ]
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Beispiel II1.2.22. Es sei f: R? — R? die lineare Abbildung, die z = auf ( ﬁ—lx ) abbildet. Es
2

x1

T2
sel S = (e, eqz) die geordnete Standardbasis und By = S, By = <( > ( >) = (w1, wsy). Wir berechnen
fler)=e1+ea=w; =1-w1+0-wy und f(ez) =ex =we =0-w; + 1wy und damit gilt

wsn=(; V). mEn=(5 1)

Korollar I11.2.23. Es seien V und W wiederum K-Vektorriume mit geordneten Basen By = (v1,...,0,)
und By = (w1, ..., wy). Dann bilden die linearen Abbildungen

PV =W, (o) = {SUJ iiiitk B
fir 1 <i<nundl<j<m eine Basis von Homg (V, W). Insbesondere ist
dimg Homg (V, W) = dimg V - dimg W.
BEWEIS. Wir setzen E; = Mg; (4,0;) Dann ist E; eine Matrix mit

. 1, k=j/l=1i
EZ — ) b) b
( j)kl {0, sonst.

Die Ej bilden eine Basis von M (m x n, K), weil wir jedes A € M(m x n, K) eindeutig schreiben kénnen als

n. m
AZZZGME

i=1 j=1

Mit Satz [[T1.2:20] folgt die Behauptung. O

Beispiel I11.2.24.
1 2 1 0 0 1 0 0 0 0
G D= o) o)+ () Y)
=1-F{ +2-E{+3-E;+4-E3.
Bemerkung IT1.2.25. (a) Ist f € Endg(V) und ist By = By = B, wobei B = (v1,...,v,) eine

festgewiihlte geordnete Basis von V' ist, so schreiben wir kurz Mp(f) fiir M5 (f).
(b) Die lineare Abbildung Mp: Endg (V) = M(n x n, K) ist dann durch

f = (a5), mit f(v,) Zamvl

gegeben.
(c) Speziell fir die identische Abbildung idy erhalten wir Mp(idy) = E

IT1.3. Affine Unterrdume und Abbildungen

Wir hatten die Beispiele affiner Geraden im R? betrachtet, wobei G, , fiir p € R? und 0 # v € R?
gegeben war durch

Gpo ={p+ M, e R}

Wir werden allgemeine affine Unterrdume dazu benutzen, um die Losungsmengen linearer Gleichungssysteme
zu beschreiben.

Definition ITI.3.1. Es sei V ein K-Vektorraum.
(a) Ist M C V und ist v € V, so ist v + M die Menge
v+ M:={v+m,me M}
(b) Ist U C V ein Untervektorraum, so heifit v + U ein affiner Unterraum von V.
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Lemma II1.3.2. Ist A=v+ U ein affiner Unterraum von V, so gilt:

(a) U={a—d,a,d € A}.

(b) v+U=0v+Usv—-2 €U.

BEWEIS. Zu (a): Fiir u € U setzen wir a = v +u und ¢’ = v = v 4+ Oy und damit ist u = a — @/,
also U C {a — d/,a,a’ € A}. Umgekehrt seien a und a’ aus A, also gibt es uj,us € U mit a = v + vy und
a' = v+ uy. Damit ist dann a —a’ = u; —us € U.

Zu b): Ist v+ U =0 4+U,soist v=v+0€v+U =" +U, also gibt es ein u € U mit v = v’ + .
Damit ist dann v —v' =u € U.

Esv—v eUundv+uecv+U,soist

vtu=v+@w—-v)+ucv+U.
Ist v/ +u € v + U, so ist
V4u=v+ 0 —v)+Uev +U.
O

Definition I11.3.3. Ist A = v 4+ U ein affiner Unterraum von V', so heifit dimg U die Dimension von A:
dimg A := dimg U.

Bemerkung II11.3.4. Lemma besagt, dass U durch A eindeutig bestimmt ist, das heifit die obige
Definition der Dimension macht Sinn.

Ist A=v+ U und ist v' € A beliebig, so ist v — v’ € U und damit ist v + U = v’ + U. Damit eignet sich
jedes beliebige v’ € A als FuBBpunkt.

Beispiel II1.3.5. Es sei V = R2. Was sind mdogliche affine Unterriume des R2??
e dimg A = 0: In dem Fall ist A = v + U mit dimg U = 0. Damit muss aber U der Nullvektorraum
{0} C R? sein und A = v + {0} = {v} ist ein Punkt.
e dimg A = 1: Hier ist A = v + U mit dimg U = 1. Damit hat U eine Basis der Form {u} mit
R2 35w +# 0 und U = {\u, A € R} ist eine Gerade durch den Nullpunkt. In diesem Fall ist

A=v+U={v+ I, e R}

und dies ist die Gerade in Parameterform G, ,. Solche Geraden nennen wir auch affine Geraden.
e dimg U = 2: In diesem Fall ist also U C R? ein Untervektorraum mit dimg U = dimg R? = 2 und
damit ist schon U = R? und ebenso ist v+ U = U = R2.

Bemerkung III1.3.6.
e 2-dimensionale affine Unterrdume nennt man affine Ebenen.
e Ist dimg V = n, so heifit ein (n — 1)-dimensionaler affiner Unterraum von V eine affine Hyperecbene.

Lemma II1.3.7. Es sei V ein K-Vektorraum.

(a) Fin affiner Unterraum A = v+ U von V ist genau dann ein Untervektorraum, wenn 0 € A.
(b) Ist (A; C V)er eine Familie affiner Unterrdume von V', so ist ihr Schnitt (\,; Ai entweder ein
affiner Unterraum von V oder leer.

icl

BEWEIS. Zu (a): Ist v + U = W ein Untervektorraum von V, soist 0 € v+ U, weil 0 € W.

Ist umgekehrt 0 € v + U, so ist v € U und damit ist v + U = U.

Zu (b): Ist (;c; Ai # @, so gibt es ein v € [,c; A;. Also ist v € A; fiir alle i € I. Damit konnen wir
jedes A; schreiben als A; = v+ U;, wobei U; ein Untervektorraum von V ist. Aber (.., U; ist wiederum ein

Untervektorraum von V', somit ist
ﬂAi: ﬂ(v+Ui):v+ﬂUi
icl icl il

iel

wieder ein affiner Unterraum von V. O

Definition II1.3.8. Es seien V, V' zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung f: V — V' heifit affine Abbildung,
falls es eine lineare Abbildung ¢: V — V’ gibt und ein w € V', so dass fiir alle v € V gilt:

() = w+ o(v).
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Bemerkung II1.3.9. Ist f gegeben, so sind ¢ und w eindeutig bestimmt: f(0) = w und p(v) = f(v) — w.

Satz I11.3.10. Es seien Vi, Vo, V3 K-Vektorraume und f: Vi — Vo, g: Vo — V3 seien affine Abbildungen.

a) Dann ist die Komposition g o f ebenfalls affin.

b) Ist A C Vi ein affiner Unterraum von Vy so ist f(A) ein affiner Unterraum von Va.

c) Ist B C Va ein affiner Unterraum von Vs, so ist das Urbild f~(B) entweder affin oder leer.

d) Ist f(v) = w+ o(v) fir ein K-lineares p, so gilt: f ist genau dann injektiv oder surjektiv, wenn ¢
es ist.

(
(
(

BEWEIS. (a) ist eine einfache Rechnung: Ist f(v) = w + ¢(v) fiir alle v € V4 mit einem w € V5 und ist
g(v2) = z + 1P (ve) fiir alle vy € Vo mit einem z € V3, so ist

(g0 f)(v) =g(w+p(v)) = 2+ (w + ¢(v)) = 2 + Y(w) + Y(e(v)).
Wir setzen u := z + ¥(w) € V3 und £ := 9 o . Dann ist £ K-linear und g o f ist affin.
Zu (b): Ist A = v + U ein affiner Unterraum von V und ist f(v) = w + ¢(v) wie oben, so ist
flA)=w+ov+TU)=w+ )+ o).
Da ¢(U) ein Untervektorraum von Vs ist und da w + ¢(v) € V3, ist f(A) wiederum affin.
Zu (c): Wir nehmen an, dass das Urbild f~!(B) nicht leer ist und es sei vg € f~(B). Wir setzen
wg = f(vp) € B und schreiben B = wy + Uy mit einem Untervektorraum Us C V5. Dann ist
f7H(B) ={veWw,f(v) € B}
={veV,w+ ) €wy+ Us}
={veVi,w+e() € f(v) + Uz}
={veVi,w+e),w+e) €w+p(v) + Uz}
={veV,p(v—19) € Us}
={veVi,v—vy € U)}
=g + 4,071(U2).
Zu (d): Ist f(v) = w+ ¢(v) fiir alle v € V1, so ist f =Ty, o, wobei Ty, : Vo — Vo, Ty (v2) = w 4 ve. Die

Translation um w ist eine Bijektion mit Inversem 7_,, und damit folgt die Behauptung. O

Bemerkung II1.3.11. Da K-lineare Abbildungen insbesondere affine Abbildungen sind, kénnen wir den
obigen Satz auf B = {b} anwenden und erhalten mit f = ¢, dass das Urbild ¢ ~!(b) entweder leer ist oder
affin. Ist a € ¢~ 1(b), so ist

0 1) = a + ker(yp).

Denn ist v € ker(p), so ist p(a+v) = ¢(a) +¢(v) =b+0 =bund ist a’ € p~1(b), so ist a’ = a+ (a’ —a)
und p(a’ —a) =b—b=0. Damit ist a’ — a € ker(yp).

ITI.4. Lineare Gleichungssysteme
Definition I11.4.1. Es sei K ein Korper.

(a) Ein lineares Gleichungssystem, (LGS) iiber K, ist ein System von Gleichungen der Form

a1121 +a12x2 + ...+ ainx, = b1
(IT1.4.1) :
Am1T1 + Qm2T2 + ...+ ApTn = by

mit a;;,b; € K. Gesucht sind z1,...,2, € K.

(b) Ist by = ... = by, =0, so heift das LGS homogen; ansonsten heifit es inhomogen.
(c) Ersetzt man in einem LGS (IIL.4.1)) alle by, ..., b,, durch 0, so erhilt man das zugehirige homogene
LGS.
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(d) Die Matrix

air a2 ... Qip
A=
Aml  Gm2 -+ Gmn
b1
heifit die Koeffizientenmatriz des LGS . Mitb= | . | € K™ suchen wir also die Ldsungs-
bm,

menge des LGS
L(A;b) :={x € K", Az = b}.
(e) Die Matrix
a1 ai2 ... Qin b1
(Alb) =
Am1 Am?2 .. Amn bm
heifit die erweiterte Koeffizientenmatriz des LGS (II1.4.1]).
Bemerkung I11.4.2.
e Zu einem LGS Az = b wie in ([I1.4.1]) betrachten wir die K-lineare Abbildung f: K™ — K™ die
durch Matrixmultiplikation mit A gegeben ist.
e Die Menge L(A;b) ist dann gerade das Urbild von b unter f:
L(A35) = £,
Mit Satz [[11.3.10| folgt, dass L(A;b) entweder leer ist oder ein affiner Unterraum des K.
o Ist v € L(A;D), so ist
L(A;b) =v+ L(A;0) = v + ker(f).
Damit erhélt man die allgemeine Losung des LGS durch Addition der Losungen des homogenen
LGS zu einer speziellen Losung.

e Wann ist L(A;b) # &7
Es sei rg(A) die Dimension des von den Spalten von A aufgespannten Unterraums des K™.
Dann gilt:
rg(A), falls b Linearkombination der Spaltenvektoren von A ist,

Alb) =
rg(Alb) {rg(A)—i—l, sonst.

Im ersten Fall gibt es also z1,...,z, € K, so dass

b= inf(ei) = f(Z zie;)

und das heifit, dass
1
rx=| | € L(A;b).
T,
Ist umgekehrt © € L(A;b), so ist b= f(z) = >, z; f(e;) und somit ist b eine Linearkombination
der Spaltenvektoren von A.
Satz I11.4.3. Ist f=A-: K" - K™ mit A€ M(m x n,K) und ist b € K™, so gilt:

(a) rg(A) =rg(A|b) & L(A;b) # @ < b € Bild(f).
(b) L(A;b) = & < rg(Alb) = rg(A) + 1 < b ¢ Bild(f).
(c) Ist L(A;b) # @, so ist L(A;b) ein affiner Unterraum des K™ der Dimension n — rg(A).
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BEWEIS. Die Punkte (a) und (b) hatten wir vorher schon begriindet. Fiir (c) schreiben wir L(A4;b) =
v+ ker(f) und berechnen, dass

dimg L(A4;b) = dimg (v + ker(f)) = dimg (ker(f)) = n — dimg Bild(f) = n — rg(A),
wobei wir die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen aus Satz benutzt haben. O

Definition II1.4.4. Eine Matrix A € M (m x n, K) ist in Zeilenstufenform, falls fiir ¢ = 2,...,m gilt: Sind
die ersten (k — 1) Eintrége der (i — 1)-ten Zeile 0, so sind die ersten k Eintriige der i-ten Zeile gleich 0 (fiir
ke{l,...,n}).

Eine Matrix in Zeilenstufenform sieht schematisch so aus:

* ok ok ok ok ok ko k%

* ok ok ok k% %
* ok ok ok kx|

* ok ok %

* ok

wobei * fiir einen nicht-trivialen Eintrag steht. Da wo nichts steht, ist eine 0. Ein konkretes Beispiel iiber R

ist
-1 0 V2 3 0 1 =
00 2 £ 1 V6 2
o0 o0 4 2 L z
0o 0 0 0 0 1 1
00 0 0 0 0 e

Lemma I11.4.5. Ist A in Zeilenstufenform, so ist die Lisungsmenge L(A;b) des LGS Az = b genau dann
leer, falls es ein 1 < i < m gibt mit a;; = 0 fir alle 1 < j < n, aber b; # 0.

BeEwEIS. Gibt es ein 1 < ¢ < m gibt mit a;; = 0 fiir alle 1 < j < n, aber b; # 0, so lautet die i-te
Gleichung des LGS
0=anx1+...+apnz, =b; #0

und das ist nicht losbar.

Gibt es kein solches i, so kann man das LGS suksessive 16sen. O
1 2 3 4

Beispiel 111.4.6. Essei K =Qund A= |0 0 1| und b= |7]. Die Gleichung Az = b ergibt sofort
0 0 0 0

x3 = 7 und damit erhalten wir iiber die erste Gleichung
1+ 2x0+21=4
also 1 + 2z = —17. Die Losungsmenge ist
L(A;b) = {2 € Q® a3 =T,21 = —215 — 17}
und dies ist ein affiner Unterraum des Q3 der Dimension 1.

Wenn wir lineare Gleichungssysteme 16sen méchten, dann sollten wir sie also in Zeilenstufenform iiberfithren.
Wie geht das?

Lemma I11.4.7. Ist T € GL,,,(K), dann ist L(A;b) = L(T A;Th).

BEWEIS. Ein 2z € K™ ist genau dann in L(A;b) wenn Az = b gilt. Da T eine invertierbare m x m-Matrix
ist, gilt dies genau dann, wenn T Az = T ist, also wenn x € L(T A;Tb) ist. O

Wir brauchen also invertierbare Matrizen, die uns helfen, ein beliebiges LGS in Zeilenstufenform zu
bringen.

Definition I11.4.8. Es sei K ein beliebiger Korper.
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(a) Fiir 0 # A € K sei A%(\) die Matrix in M (m x m, K), die nur auf der Diagonalen von 0 verschiedene
Elemente als Eintrag hat, und zwar

1, k=0k+4,
ANpe =<4\, k=0=1,

0, sonst.
Schematisch sieht A%(\) wie folgt aus
1

_ 1
AZ()\) == >\ I
1

1

wobei leere Stellen wiederum fiir 0 stehen und A der Eintrag an der Stelle (i,14) ist.
(b) Fiir 1 < i # j < m sei 7(4,7) die Matrix aus M (m x m, K) mit

(i, ) L, k#4,7,
7(4, = , )
I ek 0, k=1oderk=j,
und fiir k # £:
. 1, (k,0) = (i,j) oder (k,€) = (4,1),
T@ﬁw{ (k,€) = (i.) oder (k. 0) = (4,)
0, sonst.
Schematisch:
1
1
0 1
1
1
1 0
1
1
wobei die beiden Eintrége auBerhalb der Diagonalen mit 1 in den Koordinaten (i,j) und (j,1)
stehen.

Fir A € K und i # j sei

8(i, j,\) = Em + X+ E,

das heifit, dass die einzigen nichttrivialen Eintriige von 0(4,7, A) Einsen auf der Diagonale und ein A in
Koordinate (i, j) ist.
Matrizen der Form A*()\), 7(i, ) und 6(4, j, \) heiBen Elementarmatrizen.

Bemerkung IT1.4.9. Es sei A € M(m x n, K).

o Ist A\ # 0, so ist A’(\) - A die Matrix, in der die i-te Zeile von A mit A\ multipliziert wurde.

e Die Matrix 7(i,7) - A unterscheidet sich von A durch die Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile.

e 5(i,4,A) - 0(4,5,—A) = By, und 6(4,j, A) - A entsteht aus A, indem man das A-fache der j-ten Zeile
zur i-ten Zeile von A dazuaddiert.
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e Matrizenumformungen wie oben heiflen elementare Zeilenumformungen. Da Elementarmatrizen in-
vertierbar sind, dndert sich die Losungsmenge nicht. Geht das LGS Az = b aus Az = b durch
elementare Zeilenumformungen hervor, so ist L(A;b) = L(A;b).

Wir erhalten somit einen Algorithmus, der ein LGS in Zeilenstufenform iiberfiihrt:

(a) Vertauschen Sie die Zeilen so, dass in der ersten Zeile das erste von 0 verschiedene Element nicht
weiter rechts steht als bei allen anderen Zeilen.

(b) Multiplizieren Sie alle Zeilen (inklusive der ersten Zeile), bei denen der erste nicht-triviale Eintrag
in der gleichen Spalte wie in der ersten Zeile steht mit geeigneten A € K\ {0}, so dass diese Eintriige
zu 1 werden.

(¢) Subtrahieren Sie die erste Zeile von diesen Zeilen.

(d) Tst noch keine Zeilenstufenform erreicht, so wenden Sie (a)-(c) auf die Matrix an, die durch Streichen
der ersten Zeile entsteht.

Bemerkung I11.4.10. Die Normierung der ersten Eintrédge auf 1 ist nicht notwendig zur Losung, aber sie
macht den Vorgang im Allgemeinen iibersichtlicher.

0 1 1
Beispiel IT1.4.11. Wir betrachten die Matrix | 5 —10 15
1 4 2
5 —10 15
Vertauschen der Zeilen gemif (a) gibt [ 1 4 2
0 1
1 —2 3
Normierung wie in (b) liefert | 1 2
0 1
1 2
Subtraktion wie in (c) ergibt | 0 -
0 1 1
Wir machen jetzt weiter mit den Zeilen 2 und 3, weil noch keine Zeilenstufenform erreicht wurde,
1 -2 3
normieren die zweite Zeile wie in (b) und erhalten 0 1 —2
1

Mit (c) bekommen wir die Zeilenstufenform

@\\I

Normieren wir noch einmal nach (b) bekommen wir O 1
0 0 1
Weére ein Vektor b mit zu beriicksichtigen gewesen, hitten wir alle Schritte fiir die erweiterte Koeflizien-
tenmatrix (A|b) durchfiihren miissen, um die neue erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) zu erhalten.

OA\»—t

Wir erhalten also einen Algorithmus zur Losung inhomogener LGS Ax = b. Dies ist der Gaufs-Algorithmus:
(a) Uberfithren Sie die Matrix (A|b) wie oben in eine Matrix in Zeilenstufenform (Alb).

(b) UberprjifNen Sie mit Lemma [[I1.4.5] ob die Losungsmenge L(A;b) = L(A;b) leer ist.

(c) Ist L(A;b) # @, so losen Sie das LGS schrittweise auf.

II1.5. Koordinatentransformationen
Wir hatten im Korollar [[I1.2.2| gesehen, dass es fiir einen K-Vektorraum V mit Basis B = (v1,...,vy,)
einen Isomorphismus ®5: K™ — V gibt mit ®g(e;) = v;.
Zur Erinnerung: Ist g: K™ — K™ eine K-lineare Abbildung, so bezeichnet M(g) die darstellende Matrix
zu Standardbasis.
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Lemma III.5.1. Es seien V und W zwei K-Vektorriume und f: V — W sei K-linear. Fir geordnete
Basen A = (vi,...,v,) von V und B = (wi, ..., w,,) gilt fir die darstellende Matriz MZ\(f):

Mg (f) = M(®5' o f o ®a).

glofoda

Kn Km
S
v ! W

BeEwEIS. Nach Definition von Mg (f) ist

m

flug) = ZM;;“(f)jiwg'-

Aber ® 4(e;) = v; und ®g(e;j) = wj, so dass wir erhalten
f(vi) = f(Pale))
= @5(25" (f(Pale:))

- %(Z M (5" (f(®alei))))jie;)

=Y M@ (f(®ale:)))siw,

wobei wir bei der letzten Umformung ausnutzen, dass &g K-linear ist. |

Damit erhalten wir eine explizite Formel fiir die darstellende Matrix einer Komposition linearer Abbil-
dungen:

Satz I11.5.2. Es seien V,W und Z endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit geordneten Basen A, B und
C. Dann gilt fir alle K-linearen Abbildungen f: V - W und g: W — Z:

(IIL.5.1) Mg (go f) = ME(g) - M (f),
wobei - das Matrizenprodukt ist.

Sie konnen sich das als eine Kiirzungsregel merken, indem Sie bei der Komposition von Abbildung die
Basis streichen, die doppelt vorkommt:

Mg (g0 f) = ME(g) - ME\(f)
BEwEIS. Wir fiigen wieder einmal eine identische Abbildung ein und erhalten:
Mgt (go ) =M(®c'ogo fody)
=M(® ' ogodgodglofody)
=M(®;'ogo®p)  M(Pg'ofody)
= ME(g) - Mg (f)-
(|

Oft benutzen wir nicht die Standardbasis und wéhlen stattdessen eine Basis, die an die lineare Abbildung
angepasst ist. Betrachten die zum Beispiel eine Spiegelung im R? an einer Ursprungsgeraden, dann kann es

sinnvoll sein, einen erzeugenden Vektor der Geraden als Basiselement zu betrachten. Wie verhélt sich M, ;34( ),
wenn wir die Basis wechseln?

Definition III1.5.3. Es seien A und A’ zwei geordnete endliche Basen eines K-Vektorraums V. Dann heif$t
T =MD, 0 ®y)
die Transformationsmatriz des Basiswechsels von A nach A’.
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Bemerkung II1.5.4.
e Sie kennen Tf, schon, weil

T =M@ 0o®4) = M(®, oidy o @ 4) = M4 (idy),
also ist T f, nichts anderes als die darstellende Matrix der identischen Abbildung beziiglich der
Basen A und A’
e Es ist
T4 - T4 = M4 (idy) - M4 (idy) = M%) (idy oidy) = M7 (idy)

und M%)/ (idy) ist die Einheitsmatrix E,, wenn dimg V = n.

Genauso erhalten wir T" ;44' oTj‘/ = F,, und damit sind beide Matrizen Tj‘l und TA“, invertierbar,
also Elemente in GL, (K).

Satz II1.5.5 (Transformationssatz). Es seien V und W endlich-dimensionale K - Vektorriume, A, A" seien
geordnete Basen von V und B, B’ seien geordnete Basen von W. Es sei f: V — W eine K -lineare Abbildung.
Dann gilt:

Mg (f) =Tg - Mg (f) - (T2)" =Tg - ME(f)- T4 -
Insbesonder gilt: Ist f: V — V ein Endomorphismus, so ist

M (f) = Tsb - Ma(f) - (T) ™' = To - Ma(f) - T4
Wenn Sie Diagramme mogen, dann kénnen Sie sich den Satz so veranschaulichen:

Mg (f)-

e N
M (f)-

BEWEIS. Wir schmuggeln wiederum identische Abbildungen hinein:
Mg (f) = Mg (idw o f oidy)
= Mg, (idw) - Mg'(f) - M5 (idv)
=T Mg(f) T
=Tg - Mg (f) - (TH)"

Beispiel II1.5.6. Wir betrachten V = W = R? und f sei die Spiegelung an der Winkelhalbierenden.

A

f(x)e

or
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Als geordnete Basis wahlen wir
1 -1
=(0)-(7))
Dann liegt (}) auf der Spiegelachse und ist invariant unter f, wohingegen
-1 1 -1
(3)-(4)--()

Ma(f) = (é 01> .

Benutzen wir stattdessen die Standardbasis S = (e, e3), so ist die Transformationsmatrix

1 -1
A
TS - (1 1 ) ’
L (1 -1 .
weil 1]=a + e und | ) =e—en Das Inverse ist
(TA)—l _ TS — 1 1 1
S A 2\—-1 1)/

Entweder berechnen Sie das Inverse oder Sie iiberlegen sich, dass
1./1 -1 1./1 —1
2=5 ()= (V) mae =3 ()= (V)

Ms(f) = T3+ Ma(f) - T3
(1 -1\ (1 0\ 1(1 1
S\l 1 0 -1/ 2\-1 1
_1(0 2
- 2\2 0
_ (0 1
—\1 0/

Da f(e1) = ez und f(es) = ey, stimmt obige Rechnung mit der direkten Bestimmung von Mg(f) iiberein.

Damit ist die darstellende Matrix

Damit erhalten wir

Definition ITL.5.7.
(a) Zwei Matrizen X, Y € M(mxn, K) heiflen dquivalent, fallses ein S € GL,,,(K)undein T € GL,,(K)

gibt mit
Y =SXT 1.
(b) Zwei Matrizen X,Y € M(n x n, K) heifilen dhnlich, falls es ein T € GL,(K) gibt mit
Y =TXT "

Bemerkung III.5.8.
e Ahnliche Matrizen sind auch dquivalent mit S = T, aber die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht,
selbst wenn die beteiligten Matrizen quadratisch sind:
Als Beispiel betrachten wir eine Matrix Y # E,, € GL,,(K) und wir nehmen X = E,,, S =Y,
T = E,,. Dann gilt
SXT'=YE,E, =Y
also ist jedes Y € GL,,(K) &quivalent zu E,,. Aber fiir alle T' € GL,,(K) gilt
TE T '=TT"'=E,
und damit ist nur E,, dhnlich zu F,,.
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e Sowohl dhnlich als auch dquivalent definieren eine Aquivalenzrelation auf der Menge der n x n-
beziehungsweise m x n-Matrizen. Wir begriinden das fiir dquivalent:
Die Relation ist reflexiv, weil fiir S = E,, und T = E,, gilt, dass SXT~! = X ist. Die Symmetrie
gilt, weil aus Y = SXT ! folgt, dass S™'YT = X gilt und T = (T—1)~L.
Ist Y =S, XT, ! und Z = YT, so folgt

Z = 8SYTyt =88 XT ' Tyt = (8281) X (ToTy) !

Satz II1.5.9.

(a) Zwei Matrizen X undY sind genau dann dquivalent, wenn sie die gleiche lineare Abbildung beziiglich
verschiedener Basen darstellen. Das heif$t: Es gibt einen n-dimensionalen K -Vektorraum V mit zwei
geordneten Basen A und A’ und einen m-dimensionalen K -Vektorraum W mit geordneten Basen
B und B’ und es gibt eine K -lineare Abbildung f: V — W, so dass

X = Mg(f), Y =Mg ()

(b) Zwei quadratische Matrizen X und Y sind genau dann dhnlich, wenn sie den gleichen Endomor-
phismus beziiglich verschiedener Basen darstellen.

BEWEIS. Wir zeigen (a) und iiberlassen die Anpassung fiir (b) Thnen.

Gibt es solche V, W mit entsprechenden Basen und f, so folgt die Aquivalenz von MZ'(f) und M, g‘// (f) mit
dem Transformationssatz Es sei umgekehrt Y = (y;;) dquivalent zu X = (z;;) mit Y = SXT~! und
X,)Y e M(m xn,K). Es sei A= (v1,...,v,) eine beliebige geordnete Basis des K™ und B = (w1, ..., wy)
sei eine beliebige Basis des K™. Wir definieren f: K™ — K™ durch

m
(”Ul) = Z Tj;Wsj.
j=1

Damit ist Mg (f) = X.

Da die Matrizen S = (s;;) und T = (¢;;) invertierbar sind, gibt es eine Basis A" = (v1,...,v],) mit
n
’UJ = Z tijvg
i=1
und es gibt eine geordnete Basis B’ = (wf,...,w],) mit

m
wj; = Z Si5W
i=1
Wir rechnen nach, dass Mg (f) =Y ist: Es sei T~" das Inverse von T mit Eintriigen (¢t~1);;

flv;) = f(Z((t_l)jwj) = Z(t_l)jif(vj)
_ Z . J
_ Z% 1),
_ Z% 1), se0)

7.k, 2

E E 1 /
= Sgkﬂjk] t )ji Wy
7.k
= E yéiwe-
14
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Bemerkung IT1.5.10. Sie zeigen in einer Ubungsaufgabe, dass eine Matrix X € M(m xn, K) vom Rang r

T

0
Aquivalenzklassen von Matrizen durch den Rang festgelegt. Ahnlichkeitsklassen sind dagegen komplizierter!

dquivalent ist zu < 8) Hierbei stehen die Nullen fiir Nullmatrizen der passenden Grofle. Damit sind die

Wir hatten den Rang einer linearen Abbildung als die Dimension ihres Bildes definiert und uns in
Bemerkung[[IT:2.9iiberlegt, dass der Rang einer linearen Abbildung f: K™ — K™ mit der maximalen Anzahl
linear unabhéngiger Spalten der darstellenden Matrix iibereinstimmt. Daher ist die folgende Definition des
Spaltenrangs konsistent mit unserer bisherigen Definition des Rangs.

Definition III.5.11. Es sei X € M(m x n, K). Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten von X
heiit der Spaltenrang von X, rg(X), und die maximale Anzahl linear unabhéingiger Zeilen von X heifit der
Zeilenrang von X, rg(X).

Satz II1.5.12. Sind V,W endlich-dimensionale K-Vektorriume und ist f: V — W eine K-lineare Abbil-
dung, so ist fiir jede geordnete Basis A von V und B von W :

rgMgz'(f) = rg(f).

BEWEIS. Esseien @ 4: K™ — V und ®5: K™ — W die Isomorphismen, die durch die geordenten Basen
A und B definiert sind. Dann gilt:

rgMg' (f) = rg(M (5" o f o @)
= rg(@gl ofody)
= dimg Bild(®z' o fo®4)
und da ® 4 und ®z Isomorphismen sind, ist dies gleich dimg Bild(f) = rg(f). O
Lemma I11.5.13. Ist X € M(m x n,K) und S € GL,(K), so ist

(a) ($71)t = ($1)!
(b) rg(X) = fg(X") und ig(X) = rg(X").

BEWEIS. Zu (a) erinnern wir uns an Lemma [[11.2.14{ und rechnen nach, dass
(S Ht.8t=(S- S Y =FE =E,.

Teil (b) ist klar, weil die Spalten von X genau die Zeilen von X! sind und die Zeilen von X? genau die
Spalten von X sind. O

Lemma II1.5.14. Sind X und Y dquivalent, so gilt:
rg(X) = rg(Y) und rg(X) = rg(Y).

BEwWEIS. Wir wissen mit Satz [[I1.5.9| dass es ein f € Homg (K™, K™) und geordnete Basen A, A’ von
K" und B, B’ von K™ gibt, so dass

X = Mg (f) wnd Y = Mg/ (f).

Mit Satz folgt damit

rg(X) = rg(f) = rg(Y).
Das zeigt (a). Fiir (b) schreiben wir Y als SX7T~! mit invertierbaren Matrizen S und T. Damit ist das
Transponierte von Y':

Yt — (SXTfl)t — (Tfl)ttht — (Tt)letst
und damit sind Y* und X* ebenfalls dquivalent und wir erhalten
rg(X) = rg(X") = rg(Y") = rg(¥).
|

Satz I11.5.15. Es sei X € M(m x n, K). Dann stimmt der Spaltenrang von X mit dem Zeilenrang von X
tber.
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(s

BEWEIS. Ist rg(X) =7, so ist X dquivalent zu ( 0

E. 0
0 O

8), also gibt es invertierbare Matrizen S und T,

sodass X =S < > T—!. Damit ist dann die Transponierte von X:

w6k Y- (5 s

und somit ist auch X* dquivalent zu (EOT 8) und daher gilt

rg(X) = rg(X") =r = rg(X).
]

Beispiel I11.5.16. Hat eine Matrix weniger Zeilen als Spalten, dann kann man den Zeilenrang oft einfacher
bestimmen als den Spaltenrang. So ist zum Beispiel der Zeilenrang von

10 5 15
2 1 3

IT1.6. Quotientenvektorriume

sichtbar gleich 1.

Es sei V ein K-Vektorraum und U C V sei ein Untervektorraum. Wir setzen fiir v,w € V:
(I11.6.1) vewisv—welU
Lemma II1.6.1. Dies definiert eine Aquivalenzrelation.

BEWEIS. Da 0y € U ist, ist v ~ v, also ist die Relation reflexiv. Ist v ~ w, so ist v —w € U. Aber damit
ist auch (—1)(v —w) = w — v € U, also ist die Relation symmetrisch. Sind v —w € U und w — z € U, so ist
auch die Summe in U, aber die ist

V—wtw—z=v—2

also ist die Relation transitiv. O

Wir notieren die Aquivalenzklasse eines Elementes v € V' als [v].

Satz I11.6.2. Ist V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V', so bildet die Quotientenmenge
V/U einen K-Vektorraum mit den Verkniipfungen

[v] + [w] := [v + w]
Av] := [Mw)
firviw eV und A € K.

BEWEIS. Wir miissen zeigen, dass die Verkniipfungen wohldefiniert sind. Sind also v ~ vg, wy ~ w2, SO
sind v1 — vo und wy — w9 aus U. Damit ist dann aber auch
(’Ul +w1) — (’Ug +’LU2) = (’Ul — ’Uz) + (’U)l — 'lUQ) S U

und v + w1 ~ vy + we. Das zeigt die Wohldefiniertheit das Addition. Ist v ~ w und ist A € K, so ist
A(v —w) € U und somit gilt Av ~ \w.

Die Vektorraumaxiome iibertragen sich von V auf V/U. Fiir den Nullvektor Oy, gilt: Oy, = [u], wobei
u ein beliebiger Vektor aus U ist. ]

Definition I11.6.3. Der K-Vektorraum V/U heifit der Quotientenvektorraum von V nach U. Die Projektion
m: V — V/U heifit die kanonische Projektion.
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2
Geraden, die parallel sind zu U: Die Gerade U entspricht der Aquivalenzklasse von des Nullpunkts. Die affine

Gerade G mit Richtungsvektor (;) und Schnittpunkt

Beispiel I11.6.4. Ist V = R? und ist U = Spany { <1> }, dann entsprechen die Aquivalenzklassen affine

(1) mit der z-Achse enthélt alle Vektoren, die in

der Aquivalenzklasse des Vektors (1> liegen. Die Aquivalenzklasse des Vektors (3’ 5) ist die gleiche wie

0 1

die Aquivalenzklasse des Vektors (g

) und entspricht der affinen Gerade G5 mit Richtungsvektor (é) und
Schnittpunkt <3) mit der z-Achse.

Gfg Gfl U G1 G2 GS

Bemerkung II1.6.5. Die kanonische Projektion ist K-linear: Fiir A, € K und v,w € V gilt

m(Av + pw) = [Mv + pw] = Ao + plw] = An(v) + pr(w).
Der Kern von 7 ist genau U: Ist 7(v) = Oyy, so ist [v] = Oy, und dies ist genau dann der Fall, wenn v € U
ist.

Wir konnen den Quotientenvektorraum dazu benutzen, um jede beliebige K-lineare Abbildung durch
einen Isomorphismus zu ersetzen:

Satz I11.6.6. Es seien V,W zweir K-Vektorriume und f:V — W sei eine K-lineare Abbildung. Dann
existiert ein eindeutiger Isomorphismus f: V/ker(f) — Bild(f), so dass f = io fon, wobei i: Bild(f) — W
die Inklusion ist.

v— 1 w

V/ ker(f) —— Bild(f)

BEWEIS. Falls f existiert, ist es eindeutig festgelegt, weil fiir alle v € V gelten muss, dass

flvl = f(m(v) = f(v).
Wir haben also gar keine Wahl und miissen es mit der Definition f[v] := f(v) versuchen.
Ist [v1] = [v2], so ist v; — vy € ker(f) nach Definition und damit gilt

floi] = flva] = f(v1) — f(v2) = f(v1 —v2) = Ow

73



also f[vi] = f[vs]. Damit ist die Abbildung wohldefiniert und da f K-linear war, ist f auch K -linear.
Da das Bild von f nach Konstruktion gleich dem Bild von f ist, ist f surjektiv als Abbildung f: V/ker(f) —

Bild(f).
Wir haben f so definiert, dass es injektiv ist: Ist f[v] = f(v) = Ow, so ist v € ker(f) und damit ist
[’U] = OV/ kcr(f)- |:|

Satz I11.6.7. Ist V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und ist U C V ein Untervektorraum, so gilt
dlmK(V/U) = dimK V- dimK U.

BEWEIS. Wir betrachten die kanonische Projektion 7: V' — V/U und erhalten mit der Dimensionsformel
fiir K-lineare Abbildungen aus Satz [IL.1.§|

dimg V = dimg Bild(7) + dim g ker (7).
Der Kern von 7 ist genau U und da 7 surjektiv ist, ist V/U = Bild(). O

Bemerkung II1.6.8. Sind V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und ist f: V. — W K-linear, so
kénnen wir eine geordnete Basis (v, ..., v¢) des Kerns von f zu einer Basis A = (vy,...,v,) von V ergénzen.
Es sei A’ = (vey1,...,Un). Esist nicht schwierig zu sehen, dass dann B’ = (f(vey1), .. -, f(vn)) eine Basis des
Bildes von f ist, die wir ebenfalls zu einer Basis B = (f(ve41),--., f(Un), W1y, Wim—yr) von W ergénzen.
Die Abbildung f: V/ker(f) — Bild(f) ist dann festgelegt durch

flvil = f(vi), €+1<i<n.

E. 0

Die Matrixdarstellung von f ist Mg'(f) = ( 0 0

) und die von f ist Mg\ (f) = E,.
Satz I11.6.9 (Universelle Eigenschaft des Quotientenvektorraums). Es sei V' ein K-Vektorraum, U C V sei
ein Untervektorraum und w: V — V/U sei die kanonische Projektion.
(a) Fiir alle K-Vektorriume W und alle K-linearen Abbildungen f:V — W mit f|ly = 0 gibt es eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung f: V/U — W mit for = f:

% d %
B
\ AT
V/U
(b) Ist Q ein K-Vektorraum und ist 7: V — Q eine K-lineare Abbildung, so dass gilt

o ’fr|U =0.
o Zu jeder linearen Abbildung f:V — W mit f|ly = 0 gibt es eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung f: Q > W mit for = f.
Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus ¢: @ — V/U, so dass p o7t = 7:

_V
Q—>* v

BEWEIS. Zu (a): Fiir ein solches f gilt wiederum f[v] = f o 7(v) = f(v) und damit ist f eindeutig
bestimmt. Da f(u) = Oy ist fiir alle w € U, ist f(v +u) = f(v) fiir alle v € V und f ist wohldefiniert. Die
Linearitét von f iibertrigt sich wieder von f auf f.

Zu (b): Wir wenden (a) auf 7 an und erhalten eine eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung 7: V/U —
Q mit 7 o7 = 7. Ebenso gibt es wegen der Eigenschaft von @ zu der Abbildung 7: V — V/U ein eindeutig
bestimmtes 7: Q — V/U mit

TOomW=m.

Damit erhalten wir insgesamt, dass



Es gilt aber auch idg o # = #. Aus der Eindeutigkeit der Abbildung folgt, dass 7 o 7 = idg ist. Analog
beweist man, dass 7o 7 = idy/y. Damit ist ¢ := 7 der gesuchte eindeutige Isomorphismus. O

Bemerkung ITI.6.10. Man benutzt den Term universelle Eigenschaft, um zu signalisieren, dass etwas durch
seine Eigenschaft bis auf einen eindeutigen Isomorphismus bestimmt ist.

Haben wir ein f: V — W mit f|y = 0 und erhalten wir f = f o, so sagt man auch, dass f iiber V/U
faktorisiert.

IT1.7. Produkte und duflere direkte Summen

Definition II1.7.1. Es sei (V;);cr eine Familie von K-Vektorrdumen. Dann ist
]___[Vi = {(vi)ier,vi € Vi}
i€l
das Produkt der Vektorraume V; und
@Vi = {(vi)ier,vi € V;,v; =0 fir fast alle ¢ € I}
icl
ist die duflere direkte Summe der V;.

Bemerkung IT1.7.2.
o Ist |I| < oo, soist P,c; Vi = [[;c; Vi- Aber zum Beispiel ist

Pr# [ R:
neNg n€Np
Die konstante Einsfolge (1,1,...) ist ein Element von [[, .y, R, liegt aber nicht in (P
unendlich viele Koordinaten nicht-trivial sind.
e Sowohl @, ; Vi als auch [],.; Vi sind K-Vektorrdume, wobei die Vektorraumstruktur komponen-
tenweise definiert ist:

nen, Ry weil

icl

('Ui)iel + (wi)iel = ('Ui + wi)iel» A (Ui)iel = ()\ : 'Ui)iel-

e Ist fiir alle ¢ € I die Dimension dimg V; < oo, so gilt:

dim g <@ w) = dimg V;.
icl iel
Die Gleichheit gilt natiirlich auch, falls ein V; unendlich dimensional ist, aber dann ist sie nicht sehr
hilfreich.
e Es gilt immer, dass
Pvic][v
iel i€l
ein Untervektorraum ist.

Lineare Abbildungen aus dufleren direkten Summen sind einfach zu beschreiben, ebenso lineare Abbil-
dungen in Produkte. Wir betrachten die Monomorphismen fiir j € I:

Vj, 1= ja
i Vi — Vi, ((v)i =1 "’
@ G- {12
Die Abbildung bildet also ein v; auf die Folge ab, die nur an der Stelle j v; ist und ansonsten 0.

Satz I11.7.3. Ist W ein K-Vektorraum und ist (V;);cr eine Familie von K -Vektorrdumen, so ist die Abbil-
dung
Hom (D Vi, W) — [[Homi (Vi, W), f = (f o ta)ier
icl i€l
ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen.
Das heifit: Ist fiir jedes j € I eine lineare Abbildung g;: V; — W gegeben, so gibt es ein eindeutiges
lineares g: @,;c; Vi = W mit go; = g; fiir alle i € 1.
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BEWEIS. Ist v € @, Vi, soist v =73
Ist fou; =0 fiir alle j € I, so ist
F@) = O 1) =Y fle(v) =0
Jjel Jel
und damit ist f die konstante Nullabbildung. Also ist die Abbildung injektiv.
Ist gj: V; — W gegeben fiir alle j € I, so setzen wir

90> 1)) = gi(v;).

jerI jeI

jer ti(vj), wobei v; € Vj und v; = 0 fiir fast alle j € I.

Die Abbildung g ist dann K-linear und g o ¢; = g; fiir alle j € I. Also ist die Abbildung auch surjektiv. [

Satz I11.7.4 (Universelle Eigenschaft der direkten Summe). Ist (V;);cr eine Familie von K -Vektorriumen
und ist W ein K-Vektorraum, fir den es eine Familie K-linearer Abbildungen h;: V; — W gibt mit der
Eigenschaft: Fiir alle K-Vektorrdume Z ist die K-lineare Abbildung

Homy (W, Z) — [ [ Homx (Vi, 2), [ = (f 0 ha)ier
iel
ewn Isomorphismus.
Dann gibt es einen eindeutigen Isomorphismus ¢: @,;c; Vi = W mit @ o1; = hy fiir alle j € 1.

BEWEIS. Wegen der Eigenschaft der dufleren direkten Summe gibt es ein eindeutiges h: @, ; Vi = W
mit hov; = h; fur alle j € 1.

Umgekehrt gibt es wegen der geforderten Eigenschaft von W ein eindeutiges ¢: W — €5
tohj = firalle j € J.

Wir betrachten ¢ o h und ho .

Die Verkniipfung ¢ o h erfiillt

el

ier Vi mit

tohotj=1t1oh; =1
aber ebenso gilt natiirlich, dass id@iel v; o tj = ;. Wegen der Eindeutigkeit der Abbildungen folgt
toh=idg,_ v,
Fiir h o+ erhalten wir in analoger Weise
hotohj="hou;=h;
und da ebenfalls idy o h; = h; gilt, impliziert die Eindeutigkeit wiederum h o ¢ = idyy.
Damit ist ¢ = h der gesuchte Isomorphismus. |

Korollar I11.7.5 (AuBere versus innere direkte Summe). Ist V ein K-Vektorraum und sind Uy, Uy C V
Untervektorrdume, so dass V = Uy @ Us. Dann ist V isomorph zur duferen direkten Summe von Uy und Us.

Das Symbol @ ist also nicht mehrdeutig. Die direkte Summe von Untervektorrdumen stimmt iiberein mit
der dufleren direkten Summe. Da wir hier nur zwei Komponenten haben (also |I| = 2), ist Uy @ Uy = Uy x Us.

BEWEILS. Wir zeigen, dass V' die universelle Eigenschaft der &ufleren direkten Summe von U; und U,
hat. Es seien hy: Uy — V und hy: Uy — V die Inklusionen der Untervektorrdume U; C V', Us C V. Jedes
v € V 148t sich nach Lemma eindeutig schreiben als v = w1 + uo mit u; € U;. Ist W ein beliebiger
K-Vektorraum und sind hy: Uy — W und hy: Us — W K-linear, so setzen wir

h('l}) = hl(ul) + hg(’dg).

Dieses h ist wohldefiniert, K-linear und erfiillt die Eigenschaften wie in Satz [[II.7.4] Damit ist V isomorph
zur dufleren direkten Summe von Uy und Us. O

Beispiel IT1.7.6. Betrachten wir V = R? und sind U; # U, C R? Untervektorriume jeweils der Dimension 1,
dann ist R? = U, @U,. Wir kénnen diese Zerlegung benutzen, um lineare Abbildungen auf R? zu konstruieren,
indem wir sie auf U; und Uy festlegen. Sind ¢1: U; — R2? und t5: Uy — R? die Inklusionen, dann kénnen wir
zum Beispiel g;: U; — R? definieren durch

g1 =1t1, g2 = —l2.
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Wir erhalten eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung g: R? = U; ® Uy — R? mit g|ly, = ¢; und

g|U2 = —l2.
Steht die Gerade U; zum Beispiel senkrecht zu Us, so beschreibt g genau die Spiegelung an U; im R2.

7






KAPITEL IV

Determinanten

IV.1. Das Vektorprodukt des R?
Definition IV.1.1. Die Abbildung

R?® x R® — R®
U1 w1 V2Wy — V3W2
v |, | w2 = (’U,’LU) = v XWw= V3w — v1wWs
V3 w3 V1W2 — VW1

heiBt das Vektorprodukt oder das Kreuzprodukt auf dem R3.

Beispiele IV.1.2. Die Vektorprodukte der Standardbasisvektoren sind einfach zu berechnen:

1 0 0
e1xea=|[0]x|1]=10
0 0 1

und
eg X e3 =e€e1, €3 Xe =eq.
Aber Sie erhalten auch:

eg X e = —es, ez X eg = —eq, 61X63:762und61X€1:62X62:63X63:O.

Zusammen mit dem Skalarprodukt im R3, welches gegeben ist durch

U1 w1
(—,—): R3 x R® — R, vo |, | we = V1w + Vowsy + V3ws
U3 ws

erhalten wir folgende Rechenregeln:

Lemma IV.1.3. Fir alle u,v,w,v,w’ € R® und A\, u € R gilt:
(a) Das Vektorprodukt ist bilinear:

/!

Ao+ ') x w = Av x w) + p(v
v X (Aw + pw’) = Mo x w) + p(v x w').

xw),

(b) Das Vektorprodukt ist antisymmetrisch:
VX W= —w X .
(¢c) FEs gilt die Graf$mann-Identitit:
ux (vxw)={u,w) v—(u,v) - w.
(d) Es gilt die Jacobi-Identitit:
ux (vxw)+ovx(wxu)+wx (uxwv)=0.
(e) (uxv,w) = (u,v x w).
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BEWEIS. (a), (b) und (e) beweisen wir hier nicht, (c) ist eine Ubungsaufgabe. Wir leiten (d) aus (c) her:
ux (vxw)+vXx(wxu)+wx (uxv)
=(u,w) - v — (u,v) - w~+ (v,u) - w— {(v,w) - u+ (w,v) - u— (w,u) v
=((u, w) = (w,u)) - v+ ((v,u) = (u,v)) - w+ ((w,v) = (v, w)) -u
=0.

O
Bemerkung IV.1.4. Die Graimann-Identitét ist in der Physik auch als bac-cab-Regel bekannt, weil die

rechte Seite sich so liest, wenn man die Vektoren a, 5,6' nennt und die Skalare von rechts an die Vektoren
heranmultipliziert:

@x (bx &) =bldé) — &a,b).

Uber das Vektorprodukt kann man die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung zu einer Gleichung machen,
indem man konkret den Fehlerterm angibt:

Satz IV.1.5. Fiir alle v,w € R? gilt:
1ol NJwl[* = [lv > w]? + (v, w)?.

BEWEIS. Nach Definition ist ||[v x w||? = (v X w,v x w) und mit Lemma [IV.1.3| (¢) kénnen wir dies
umformen:

(v X w,v X wy = {v,w X (VX w)).

Mit der GraBBmann-Identitit erhalten wir daraus

(v,w x (vxw)) = (v, (wW,w) -v— (wW,v) - w)
= (w, w){v,v) — (w, v){v, w)

= [Jwl|P[lv]]* = {w, v)*.

Bemerkung IV.1.6. Wegen der Antisymmetrie gilt fiir alle v € R?, dass
UXV=—UX0V
und damit muss v X v = 0 sein. Damit gilt aber ebenfalls
(v,v x w) = (v xv,w)=0

also steht v X w immer senkrecht auf v. Genauso zeigen Sie, dass v X w senkrecht auf w steht. Wir benutzen
die Notation L y wenn z senkrecht auf y steht:

vloxwlw.
Welche Linge hat v x w? Wir erhalten mit Satz [[V.1.5] dass
o x wl* = |v]*lw]]* - (v, w)?
ist. Wir formen dies weiter um zu
o x wl]? = o] [|w]]* - (v, w)*
= [[olPllw][*(1 = cos®(£(v, w)))
= [[o]]?[lw][* (sin* (£ (v, w))).
Damit ist ||v x w|| der Flicheninhalt des von v und w aufgespannten Parallelograms.
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[lwl]sin(£ (v, w))

>/ U

Man kann sich merken, in welche Richtung v x w zeigt, indem man die rechte-Hand-Regel benutzt:
Entspricht v dem Daumen und w dem Zeigefinger der rechten Hand, dann entspricht v x w dem Mittelfinger.
Wem das zu kompliziert ist, der kann sich auch lediglich den Fall e; x es = e3 merken:

€3

€1 €2

Definition IV.1.7. Es sei (z,y, ) eine geordnete Basis des R?. Fiir ein p € R? heifit
P={p+rex+py+vz,0< \puv<1}
das von (x,y,2) aufgespannte Parallelotop (oder Spat) an p.
Satz IV.1.8. Das Volumen des von (z,y,z) aufgespannten Parallelotops ist
Vol(P) = |{z x y, 2)|.
Das Vektorprodukt wird deshalb auch manchmal Spatprodukt genannt.

BEWEIS. Das Volumen von P ist natiirlich unabhéngig von p. Wir kénnen also ohne Einschrinkung
annehmen, dass p = 0 ist. Das Volumen errechnet sich aus dem Produkt aus Grundfliche und Hohe. Die
Grundflache ist genau das Parallelogram, welches von x und y aufgespannt wird. Fiir die Flidche kennen wir
den Flicheninhalt und der ist ||z x yl|.

Wir betrachten n := % Dieser Vektor hat Linge 1 und steht senkrecht auf z und y.

z/

/

T

Damit ist die Hohe des Parallelotops h = |(n, z)| und wir erhalten insgesamt fiir das Volumen von P:

(= Xy, 2)]|

= [{z x y,2)].
||z < yl|

Vol(P) = [z x yll - h = [lz x y|| - |(n, 2)| = ||z < yl|
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IV.2. Die Determinantenabbildung
Definition I'V.2.1. Es sei K ein beliebiger Koérper und n € N. Eine Abbildung
det: M(n xn,K) - K, A det(A),

heifit eine Determinantenabbildung, falls gilt:
(D1) Die Abbildung det ist linear in jeder Zeile, das heifit

air ... Qin aixr ... Qin

det )\ail N )\am = Adet ;1 . in

an1 . Apn an1 .. Qpp

und
a1 NN QA1n ail e A1n a11 NN A1n
/ li / /

det | a1 +a;; ... aGin+a;,, | =det | an ... ain | +det]a;; ... a,
an1 e Apn pl ... Qpn Apl .- Qpp

(D2) Die Abbildung det ist alternierend, das heifit, dass det(A) = 0, falls zwei Zeilen von A iibereinstimmen.
(D3) Die Abbildung det ist normiert durch det(E,) = 1.

Satz IV.2.2. Istn € N, K ein Kdrper und ist det: M (n x n, K) — K eine Determinantenabbildung, so gilt
fiir alle A,B € M(n x n,K) und alle A € K:

(a) det(AA) = A" det(A).
) Ist eine Zeile von A gleich 0, so ist det(A) = 0.
) Entsteht B aus A durch das Vertauschen zweier Zeilen, so ist det(B) = — det(A).
) Entsteht B aus A durch die Addition eines Vielfachen einer Zeile von A, so ist det(B) = det(A).
e) Ist A eine obere Dreiecksmatriz, also ist A = (a;;) und a;; = 0 fiir alle i > j, so ist det(4) =

[T .

Eine obere Dreiecksmatrix ist also von der Form

(b
(c
(d
(

aix a2 ... Qin
0 az22 ... Q2p

A=
0 ... 0 apn

Unterhalb der Diagonalen stehen also nur Nullen.

BEWEIS. Zu (a): Jede der n Zeilen von A ist mit A multipliziert und daher erhalten wir mit (D1), dass
det(AA) = A" det(A) ist.
Zu (b): Ist die i-te Zeile von A null, so wihlen Sie a1, ..., a;, beliebig aus K (zum Beispiel a;; = 1) fur

1 < 7 < n.Dann ist

aiq . A1n ail . QA1n
aij—1,1 -+ Qi—1n i—1,1 -+ Qi—1n
det 0 0 =det [0-a;1 ... 0-a;, | =0-det(A) =0.
aj41,1 --- Aifln Ai41,1 .- Qitln
an1 cee Ann an1 e Ann
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Zu (c): Es sei a; = (a1, .. ,a;,) die i-te Zeile von A. Dann kénnen wir A schreiben als

ai

an
Es sei B die Matrix, die aus A entsteht, indem man Zeile i und Zeile j vertauscht fiir i < j. Nach (D2) gilt

ay

0 = det

an

und nach (D1) und (D2) kénnen wir diese Determinante umformen zu

ai ai
aj—1 a;—1
Qj a;
Qi+1 Qj+1
det | : | +det| : |,
aj—1 aj—1
a; Q.
aj+1 Aj+1
Qp Qp
weil
ai a1
a;—1 a1
a; a;
Qj+1 Ai+1
det : =0 =det
aj—1 aj—1
a; a;
aj+1 Gj+1
Qp Qp,

und wir erhalten det(B) + det(A).
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ay

Qi—1
Zu (d): Wir schreiben die Matrix B als | a; + Aa; | und erhalten wegen (D1):
Qi1
G,
a1 aq a1 aq
aj—1 ai—1 aj—1 Ai—1
det B=det [ a;+Aa; | =det | a; | +det| Xa; | =det(A)+ Adet | a;
Aj4-1 Aj41 Aj4-1 Aj41
an Ap, anp QA

aber im letzten Term kommt die Zeile a; doppelt vor und daher bleibt nur det(A) iibrig.

aip a1z ... Qin
0 ass ... Q2p

Zu(e):IstA=| . . . .| und sind alle a;; # 0, so kann man A durch wiederholte Addition
0 ... 0 apn

von Vielfachen von Zeilen in die Matrix transformieren, die als nicht-triviale Eintrdge nur die Diagonalein-
triage aiq,...,ay, hat:

ail 0 0
0 .

: . -0
0 ... 0 apn

Die Determinante dieser Matrix ist aber nach (D1)

ail 0 0
0o ..
det _ =ai1 ...  Gpydet(E,)
P
0 ... 0 apn

und wegen der Normierung in (D3) ist dies gleich [];"; a;.

Sind nicht alle a;; # 0, so gibt es ein grofites ig, so dass a;,;,, = 0. Durch wiederholte Addition von
Vielfachen der Zeilen ig + 1,...,n kann man A transformieren zu einer Matrix, deren ig-te Zeile nur aus
Nullen besteht. Damit ist aber die Determinante von A wegen (a) trivial. O

Lemma IV.2.3. Ist A € M(nxn, K), dann ist die Determinante von A genau dann trivial, wenn rg(A) < n
gilt.

BEWEIS. Durch allgemeine Zeilenumformungen kénnen wir A zu A’ transformieren, wobei A’ eine obere
Dreiecksmatrix ist:
)\1 *
Al =
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Hierbei steht * fiir einen beliebigen Teil der Matrix A’, der uns nicht weiter interessiert und 0 steht fiir ein
unteres Dreieck voller Nullen. Damit ist die Determinante von A

n

det(A) = & det(A') = £ H i
i=1
und die Determinante von A verschwindet genau dann, wenn es ein i € {1,...,n} gibt, so dass A\; = 0. Dies
ist genau dann der Fall, wenn A nicht invertierbar ist, und dies wiederum ist dquivalent dazu, dass A nicht
vollen Rang hat. U

Korollar IV.2.4 (Eindeutigkeit der Determinantenabbildung). Fir jeden Kérper K und fir allen > 1 gibt
es hochstens eine Determinantenabbildung

det: M(n xn,K) — K.
BEWEIS. Jedes A € M(n x n, K) kann durch elementare Zeilenumformungen auf obere Dreiecksgestalt

/\1 *
A/ = .
0 An
gebracht werden und es gilt det(A) = £ det(A’), wobei das Vorzeichen bestimmt ist durch die Anzahl der

Zeilenvertauschungen. Damit ist

n

det(4) =+ ]\

i=1

eindeutig bestimmt. O
Satz IV.2.5. Fiir jeden Korper K und fiir alle n > 1 gibt es eine Determinantenabbildung
det = det,,: M(n xn,K) — K.

BEWEIS. Wir beweisen die Behauptung mit vollstindiger Induktion iiber n. Fiir n = 1 miissen wir
dety(a) = a setzen und diese Abbildung erfiillt die Axiome (D1), (D2) und (D3).

Fiir den Induktionsschritt definieren wir A}; als die Matrix, die aus A entsteht, wenn wir die i-te Zeile
und die j-te Spalte streichen.

ail . a1,5—-1 ai,j+1 N A1n
A = aj—11 .- Qi—145-1 Gj—1541 --- Qi—1n
t Qig1,1 - Qiplj—1  Qitlj+1 -+ Gifin
An1 ce Qn,j—1 An, j+1 ce Apn

Damit ist A}; € M((n —1) x (n — 1), K) und det,,_ A, existiert.
Wir wihlen ein beliebiges aber festes j € {1,...,n} und definieren

detn(A) = Z:»L:l(—l)i—’_jaij . detn_l(A;j).

Wir miissen (D1), (D2) und (D3) fiir dieses det,, nachrechnen.
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Damit ist Ay ; = Al ; und fiir i # k entsteht /Nl;] durch Multiplikation einer Zeile von A}, mit A € K. Damit
ist detn_l(flgj) = /\detn_l(Agj) und fiir det,, erhalten wir

detnfl = Z(_l)i+j&ij detn—l(ﬁgj) + (_1)k+jdkj detn—l(‘i;cj)
2k
= Z(—l)i+j(~lij)\detn,1(z4;j) + (—1)k+j)\akj detn,l(A;j)
iZh
= Adet,(A).
Die Additivitdt von det,, zeigen Sie analog.
Zu (D2): In A sei die k-te Zeile gleich der ¢-ten fiir k # £.
Fiir i # k oder ¢ # { hat A;j auch zwei iibereinstimmende Zeilen und somit ist nach Induktionsannahme
det,,—1(Aj;) = 0 fiir alle i # k und alle i # £. Damit bleiben nur zwei Terme fiir det,,(A):
detn(A) = (71)k+jakg detn_l(Aﬁcj) + (*1)Z+jagj detn_l(Aéj).
Es gilt ar; = a¢;. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit ist & < £. Die Matrix AZJ' geht aus A;Cj durch
£ — k — 1 Zeilenvertauschungen hervor. Damit ist
det,,—1(Ay;) = (—1)f—k-1 det,,—1(A4y;)
und wir erhalten
det,(A) = (=1)"ag; det, 1 (Ay;) + (=1) 7 (=1)*"F 1 det, 1 (A};) = 0,

weil
(_1)Z—k—1+f—j — (_1)2[—k—j—1 — (_1)k+j+1.

Zu (D3): Wir rechnen einfach nach:
detyn (En) = Z?:l(_l)i+j(En)ij detnfl((En);j)
Da (E,)ij = d;j, bleibt nur der Term fiir ¢ = j {ibrig und die obige Summe ist
(—1)2j detn_l(En_l) =1.
O

Wir schreiben ab jetzt wieder det statt det,. Aus dem Beweis von Satz [[V.2.5] erhilt man sofort die
Folgerung;:

Korollar IV.2.6 (Spaltenentwicklungssatz von Laplace). Fiir A € M(n x n, K) ist
(IV.2.1) det(A) = (=1)"a;; det(A}))

i=1
fiir jedes beliebige aber fest gewdihlte j € {1,...,n}.

1 2
Beispiel IV.2.7. Wir wollen die Determinante von (1 ) € M (3 x 3,C) berechnen. Die Vorzeichen
0 1

S =W

kann man sich mit dem Schachbrettmuster

+o+
I+
O = =
[EEES )
S =W

+
— | merken. Fiir j = 1 ergibt sich fiir dets
_|_
~1)2.1. i1 ~1)3.1. 2.3 —“1)4.0- 2 3
(—1)*-1 detg(l Z.)+( 1)%-1 det2(1 ; +(=1)*-0- dety 1)
Determinanten von 2 x 2-Matrizen sind mit der Formel aus dem Beweis elementar berechenbar:

deto (CCL 2) =ad — be.
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Damit erhalten wir fiir die obige Determinante:
i2—1—(20—3)=-2-2i+3=1-2i.

aix a2 aig
Beispiel IV.2.8. Ist n =3 und A = | as1 ass as3 | so ergibt die Formel fiir die Determinante

asy Qazz2 ass
det(A) = ai1a22a33 — a11a23a32
— 21012033 + 021032013
+ az1a12023 — a31013022

Das gibt die sogenannte Sarrus-Merkregel fiir die Determinante von 3 x 3-Matrizen. Schreiben Sie die Matrix
hin und zusétzlich wiederholen Sie die ersten beiden Spalten:

\\\
\\\

Sie summieren die Terme mit der durchgezogenen Linie mit dem Faktor (—|—1) und die mit der gestrichelten
Linie mit (—1) auf. Aber Vorsicht! Diese Formel gilt nur fiir n = 3. Fiir allgemeines n hat die Determinante
n! Summanden.

Satz IV.2.9. Die Determinantenfunktion ist linear in jeder Spalte.

BEWEIS. Sind ag,...,ay,, aJ, a;’ € K™ und ist A € K, so folgt mit der Entwicklung nach der j-ten Spalte:

INgE

det(ai,...,a;—1,Aa;,aj41,...,a,) =

(=17 (Xaij) det(Aj;)

—

Z)\d (al,...,an)

und

'r”ﬂs

o
Il
N

det(ay,...,a;-1,a; +aj,a;11,...,a,) (—1)" (aj; + aj;) det(Aj;)

't”ﬂs

Il
—

(—1)"aj; det(A};) + Y (—1)"ay; det(Al;)
=1

/
d (al, . aj,l,aj,ajJrl, N ,(ln)
"
+det(as,...,aj-1,a5,a;41,...,an).

Satz IV.2.10. Fiir alle A€ M(n x n,K) gilt
det(A) = det(A").

BEWEIS. Wir zeigen, dass die Abbildung A ~ det(A?) eine Determinantenabbildung ist. Wegen der
Eindeutigkeit folgt dann die Behauptung. Das Axiom (D1) gilt wegen Hat A zwei {ibereinstimmende
Zeilen, so hat A! zwei iibereinstimmende Spalten. Somit ist der Rang von A’ nicht maximal und somit
verschwindet die Determinante det(A?). Dies zeigt (D2). SchlieBlich gilt (D3):

det(E!) = det(E,) =1,
weil E! = E,, ist. O
Korollar IV.2.11 (Zeilenentwicklungssatz). Es seien A, B € M(n x n, K).
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(a) Fir jedes 1 < i< n gilt:
det(A) =Y (=1)"a;; det(Aj;).
j=1
(b) Entsteht B aus A durch das Vertauschen zweier Spalten, so ist det(B) = — det(A).

BEWEIS. Zu (a): Dies ist genau die Berechnung der Determinante det(A?) = det(A) durch die Entwick-
lung nach der i-ten Spalte.
Zu (b): In diesem Fall entsteht B* aus A* durch das Vertauschen zweier Zeilen. Damit gilt

det(B) = det(B") = — det(A") = — det(A).

Satz IV.2.12 (Multiplikationssatz). Fiir alle A,B € M(n x n, K) gilt
det(AB) = det(A) det(B).

BeweEIs. Gilt det(B) = 0, so ist der Rang von B echt kleiner als n. Damit gibt es ein « € K™ mit x # 0,
aber Bx = 0. Damit ist dann aber auch (AB)x = A(Bz) = 0, so dass der Rang von AB auch nicht maximal
ist, also ist dann auch det(AB) = 0 und die behauptete Gleichheit gilt in diesem Fall.

Wir kénnen also annehmen, dass det(B) # 0. Wir zeigen, dass die Abbildung

det(AB)

A= 3B

eine Determinantenabbildung ist. Das beweist die Behauptung.
Die Normierung (D3) ist einfach:

det(E,B) det(B)
det(B)  det(B)

Ebenso einfach ist (D2): Hat A zwei iibereinstimmende Zeilen, so ist der Rang von A echt kleiner n.
Damit ist aber auch der Rang von AB nicht maximal und det(AB) = 0.

Die Arbeit steckt im Nachweis von (D1): Wir betrachten die Elementarmatrix A?(\) aus Definition
und bilden A = A*(\)A. Dann entsteht A aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit A\ € K. Aber
det(A*(\)) = A. Damit ist

det(AB)  det(A'(\)AB) | det(AB)
det(B) det(B) - " det(B)

Fiir die Additivitat schreiben wir A = mit Zeilenvektoren af und B = (b1 bn) mit Spal-

tenvektoren b;. Das Produkt AB ist

wobei a’ - b; das Matrixprodukt einer 1 x n mit einer n x 1-Matrix ist. Ist a’ = (a%l) + aéz)), so erhalten wir
in der i-ten Zeile

((a’él) + aéz)) by, (a€1) + aZ@)) “by) = ((az(i)) bi,y .y (a21)) “by) + ((aéz)) by (%2)) “by).
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Damit ist dann det(AB) = det(A)B) + det(A(2)B), wobei

Insgesamt erhalten wir

det(B) det(B) ~ det(B) det(B)
(|
Korollar IV.2.13. Ist A € GL,(K), so ist det(A™!) = det(A)~!.
BEWEISs. Das folgt sofort wegen
1 =det(E,) = det(AA™") = det(A) det(A™).
O

Bemerkung IV.2.14. Ahnliche Matrizen haben iibereinstimmende Determinanten: Ist B = TAT ! mit
A,Be M(nxn,K)und T € GL,(K), so ist

det(B) = det(TAT™') = det(T) det(A) det(T™') = det(T) det(A) det(T) ™" = det(A).

Definition IV.2.15. Fiir einen Endomorphismus f: V — V eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums
V und fiir eine beliebige geordnete Basis B von V' heif3t

det(f) := det ME(f)

die Determinante von f.

Korollar IV.2.16. Fiir Endomorphismen f,g: V — V mit V wie oben gilt:

(a) Die Abbildung f ist genau dann ein Automorphismus, wenn det(f) # 0.
(b) Fiir alle f € Aut(V) gilt: det(f~1) = det(f) .
(c) det(go f) = det(g) det(f).

Beispiele IV.2.17.
(a) Ist Ry: R? — R? die Drehung um den Winkel 6, so ist

cosf) —sinf
sinf  cos@

det(Ry) = det ( > = cos? 0 +sin® 0 = 1.

(b) Ist Sp: R? — R? die Spiegelung an der Ursprungsgerade mit Winkel 6, so hat Sy die Matrixdarstel-

cos20  sin26 . cos 20 sin 26 e s .
lung (sin 2% —cos 20), weil Sp(e1) = (sin 29> und Sp(ez) = (_ cos 29). Damit ist die Determi-

nante
cos20  sin260

sin26 —cos26
Beachten Sie, dass in beiden Beispielen der Wert der Determinante unabhingig vom Winkel ist!

Satz IV.2.18. Fir ein beliebiges A € M(n x n,K) setzen wir C = (¢;j) € M(n x n,K) mit ¢;; =
(=1)"* det(AY%;). Dann gilt

det(Sp) = det < ) = —cos?260 —sin? 20 = —1.

AC = CA =det(A)E,.
Insbesondere gilt fiir A € GL,(K):

(IV.2.2) A7l =



BeEwEIS. Wir iiberpriifen zunichst die Diagonaleintriige: Fiir beliebiges i € {1,...,n} ist
Clii = Y aijcji = Z aij - (—1)" det(Al;) = det(A).
j=1
Fiir @ # k gilt

AC 7,k — Za”cﬁk = Za” j+k det( )

Ersetzen wir in A die k-te Zeile durch die i-Zeile von A und nennen wir die resultierende Matrix A, so ist
Aj; = Aj; und somit

Za” 17, det(Ap;) =y - (—1)7 1 det(A},) = det(A)
j=1

aber da A zwei iibereinstimmende Zeilen hat, ist det(A) = 0. Damit ist (AC);; = 0 fiir alle k # i und
AC = det(A)E,,. Analog folgert man, dass CA = det(A)E,, gilt. O

Beispiel IV.2.19. Tst K beliebig und ist A = (Z cbz> € GLy(K), so ist C = (C” 012) mit ¢ =
(

C21  C22
(=)l det(d) = d, c12 = (=1)172det(b) = —b, co; = (—1)*1det(c) = —c und cop = (—1)>*2det(a) = a,
also
C= ( d ‘b) .
—c a

Die Determinante von A ist ad — bc und somit ist

1 1 d —b
Al = = .
~ det(A) ¢ ad — be (—C a >

Satz IV.2.20 (Cramersche Regel). FEs seien aq,...,a,,b € K™ und die Matrix A = (ay,...,a,) € M(n X

L1
n, K) sei invertierbar. Dann ist das LGS Ax = b eindeutig losbar durch x = | @ | mit
Tn
T = det(ala sy Qi—1, ba Qit1s- -, an)
‘ det(A)

Bemerkung IV.2.21. Die Cramersche Regel ist fiir numerische Berechnungen hochgradig ungiinstig. Wir
werden aber die Existenz und Form der Losung benutzen.

BEWEIS. Da A invertierbar ist, ist klar, dass Az = b eindeutig 16sbar ist durch z = A~'b. Wir wissen
schon, dass
1
det(A)

(A7Y)y, = (=1)" det(A},),

und somit erhalten wir fiir z;

n n
=2 (A =3 gy
j=1 j=1

Wir betrachten die Matrix (a1, ...,ai—1,€j,@it1,...,a,). Die Entwicklung nach der i-ten Spalte liefert fur
die Determinante

1) det(A),) - b

det(al, ey G155, Qg Ty, an) = (—I)H—j det(A;Z)
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Dab= 377, bje;, folgt

T = Z ﬁ(m(—l)iﬂ det(A};) - b;

n

Jj=1

1
et(A) Jz:det(al, ey i—1,€5, Qj4-1, - - .,an) . bj

[N

=1
1
~ det(A)

det(al,...,ai_l,b,ai+1,...,an).

IV.3. Orientierung und Volumen

Orientierung und Volumen sind Konzepte, die Anwendungen von Determinanten bei geometrischen Fra-
gestellungen liefern, zum Beispiel in hoherer Analysis, Topologie und Differentialgeometrie, wo man die
Orientierbarkeit und das Volumen von sogenannten Mannigfaltigkeiten studiert. Der Grundkorper K ist fiir
diese Betrachtungen K = R.

Definition IV.3.1. Es sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum. Zwei geordnete Basen Bi, B2 von
V heiflen gleich orientiert, falls fiir die Transformationsmatrix Tg; gilt, dass det(Tg;) > 0 ist. Andernfalls
heiflen By und By entgegengesetzt orientiert.

Beispiele 1V.3.2.
(a) Ist V =R und ist By = (b1) und ist By = (b2) mit b1,b2 € R\ {0}, so sind By und By genau dann
gleich orientiert, falls es ein positives A € R gibt mit by = Aby.
Ist A < 0, so sind B; und B, entgegengesetzt orientiert. Dies folgt, weil A~! in diesem Fall die
Determinante der Basiswechselmatrix ist.
(b) Ist V = R2, so sind in

U1

By = (v1,v2) und By = (v}, v}) gleich orientiert, wihrend in der Situation

<
ey

(%) U2

U1

B1 = (v1,v2) und By = (v}, v}) entgegengesetzt orientiert sind.

Lemma IV.3.3. Die Relation gleich orientiert ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller geordneten
Basen eines R-Vektorraums V' endlicher Dimension.
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BEWEIS. Die Dimension von V sei n. Dann ist det(T5) = det(E,) = 1 > 0 fiir jede beliebige geordnete
Basis B von V.

Da

det(T§") = det(T52) 7",

gilt, dass det(Tg;) genau dann positiv ist, wenn det(Tgf) positiv ist.

Mit

det(T)5!) = det(T5") det(T5?)

folgt die Transitivitét. |

Definition IV.3.4. Ist V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, so heifit eine Aquivalenzklasse geordne-
ter Basen eine Orientierung von V.

Satz IV.3.5. Jeder endlich-dimensionaler R-Vektorraum V # {0} besitzt genau zwei Orientierungen.

BewEIs. Es gibt mindestens zwei Orientierungen: Ist B = (v1,va,...,v,) eine geordnete Basis und sei
B' = (—v1,va,...,v,), dann ist

det(T5) = det <_01 EO > =-1
n—1

und damit sind B und B’ entgegengesetzt orientiert.

Es gibt genau zwei Orientierungen: Sind B; und By entgegengesetzt orientiert und sind Bs und Bj
ebenfalls entgegengesetzt orientiert, so ist det(Tg;) < 0 und det(ng) < 0. Damit ist aber det(Tg;) > 0, so
dass By und Bj gleich orientiert sind. O

Definition I'V.3.6. Essei V # {0} ein R-Vektorraum und dimg V' < co. Wir nennen einen Automorphismus
f € Aut(V) orientierungserhaltend, falls det(f) > 0 ist. Wir schreiben Aut(V)* fiir

Aut(V)t = {f € Aut(V),det(f) > 0}.
Bemerkung IV.3.7. Rechnen Sie nach, dass Aut(V)" C Aut(V) eine Untergruppe ist!
Beispiel I'V.3.8. Die Drehungen Ry des R? sind orientierungserhaltend, weil det(Ry) = 1. Aber Spiegelun-
gen Sy haben det(Sy) = —1, sind also nicht orientierungserhaltend.
IV.4. Determinanten und Permutationen

Wir hatten fiir ein beliebiges n € N die symmetrische Gruppe ¥, kennengelernt als die Gruppe der
bijektiven Selbstabbildungen der Menge n = {1,...,n}. Sie hatten sich iiberlegt, dass |3,| = n! gilt und
dass ¥, nicht abelsch ist, falls n > 3 ist.

Im Folgenden benutzen wir die folgende Notation: Ist o € ¥,,, so notieren wir o durch die Wertetabelle

1 n ) ' '
(U(l) U(n))' Sind 7,0 € X, so ist damit

<T(11) » 7(7;)> <a(11) » azln)>:<7'(al(l)) » T(O—T(Ln)))

1 2 3\ (/1 2 3\ (1 2 3
32 1)\2 1 3/ \2 3 1)°

Die Elemente in ¥,, nennt man auch Permutationen.

Zum Beispiel ist

Definition IV.4.1. Ein 7 € ¥, heifit Transposition, falls 7 genau zwei Elemente aus n vertauscht und alle
anderen Elemente fest 148t.

Beispiel IV.4.2. Die Elemente
(1 2 3 (123 (123
2=l 1 03) T3 2 1) I T 1 3 2

sind die Transpositionen in 3.
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Wir schreiben im Folgenden id fiir idy,.

Lemma IV.4.3.
(a) Fir jede Transposition T € ¥, gilt ToT =: 72 =id.
(b) Jede Permutation o € ¥, fir n > 2 lift sich als endliches Produkt von Transpositionen schreiben:

0O=T10...0Tk, T; ist Transposition.
(¢) Jede Transposition T € X, ist zur Transposition
- (1 2 3 ... n>
21 3 ... n
konjugiert, das heifft es gibt ein o € X, so dass
T=0o0T00 !
gilt.

BEWEIS. Behauptung (a) gilt nach Definition einer Transposition.
Zu (b): Ist o = id, so setzen wir o = 7 o 7 mit einer beliebigen Transposition 7.
Ist o #id, so gibt es ein i; € {1,...,n}, so dass

o(i) = 1, | falls‘i 6.{1,...,1'1 -1},
#4p, firi=i;.

Damit ist dann o (1) > 4. Wir betrachten die Transposition 71, die genau 4; und o (i) vertauscht und wir
setzen o1 = 71 0 0. Dann ist o(i) = ¢ fiir alle ¢ € {1,...,i1}. Entweder ist o7 = id oder wir iterieren den
obigen Prozess und erhalten 75, 05 bis 7, 0k, so dass o, = id mit £ < n und

O =TLO...0T1 00 =id.
Dann ist aber
O':(Tko...O’Tl)_l:’7'1710...07']:1:’7'10...07']6.

Zu (c): Die Transposition 7 vertausche k und ¢ in n. Wir wihlen ein o € ¥,, mit (1) = k und o(2) = £. Die
anderen Werte von o sind beliebig.

Dann gilt
cgotgoo (k) =0c(r2(1)) =0(2) =fund c oz 00 1(£) = 0(112(2)) = o(1) = k.
Ist k#i#{,s0ist corpo0 (i) =000 (i) =1i. O
Bemerkung IV.4.4. Zu einer Permutation o € ¥, betrachten wir die Matrix E, mit
(eg-1(1))"
E, = :
(€g-1(m))"

Da E, aus E, durch das Vertauschen von Zeilen hervorgeht, muss gelten

det(E,) € {£1}.
1 2 3 .
Ist 0 = (2 3 1), so ist

(60—1(1))75 (63)t 0 0 1
Eg = (60—1(2))t = (el)t = 1 0 0
(es-1(3))" (e2)" 0 10

Lemma IV.4.5. Fiir r,0 € ¥, gilt:

(a) (Eo)ij = 0i.0(;)
(b) Eyor = E,E;.
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BEWEIS. Zu (a): Die j-te Spalte von E, enthilt nur eine einzige 1 und sonst nur Nullen. In der i-ten
Zeile steht (e,-1(;))". Das hat nur dann eine 1 an der Stelle j, wenn o~ (i) = j ist, also i = o (j).
Fiir (b) vergleichen wir die Matrixeintriige:
(EoBr)ij = Y (Bo)ir(Br)ks
k=1

= Z@ o (k) Ok, 7 (5)

k
= 0i,0(r(3)
=(

Il
_

D'OT)’L

Definition IV.4.6. Die Abbildung
sign: ¥, — {£1}, o+ det(E,) =:sign(o)
heiit die Signumsabbildung. Der Kern der Signumsabbildung heifit die alternierende Gruppe A, also
A, = ker(sign) = {0 € %,,,sign(o) = +1}.
Bemerkung IV.4.7.
e Da gilt:
sign(o o 7) = det(Eyor) = det(E,E;) = det(E,) det(E;) = sign(o)sign(7),

ist sign ein Gruppenhomomorphismus sign: (X,,,0) — ({£1},-).
o Ist 7 eine Transposition, so ist sign(r) = —1.
e Die Gruppe A, hat %‘ Elemente.

Satz IV.4.8 (Leibnizregel). Ist K ein beliebiger Korper und ist A = (a;5) € M(n x n, K), so gilt
det(A) = Z Sign(o)a1p(1) -+ * Apo(n)-
o€,
BEWEIS. Die i-te Zeile von A ist (a;1,...,a:,) und das kénnen wir schreiben als
aile’i + ...+ ainefl.
Entwickeln wir die Determinante von A nach der ersten Zeile, erhalten wir damit mit (D1)

(eil )t
(az)"
det(A Z ay;, det . )

i1=1 .
(an)’
wobei wir (a;)! abkiirzend fiir die j-te Spalte von A schreiben. Wir iterieren diesen Prozess, indem wir die

zweite Zeile ebenso als Summe schreiben, und danach die weiteren Zeilen bis zur letzten. Damit ergibt sich
fiir die Determinante von A:

det(A)

n n "
E E Qa

A14, A244 det ( 3)
i1=112=1

3

11=11i0=1 Tn=1 (ei. )t
n



(eil)t
Ist 45 = 4 fir 1 < j # k < n, so ist det : = 0, also miissen wir nur diejenigen (i1, ...,i,)
(€:,)"
beriicksichtigen, die paarweise verschieden sind. Fiir solche (i1,...,%,) gibt es aber genau ein ¢ € %,, mit
o(j) = i;. Damit folgt schlieilich

(eo'(l))t
det(A) = Z A1g(1) *+ -+ " Ono(n) det = Z Alo(1) "+ -+ ana(n)sign(ofl).
oES, (eon))! oeS,
Aber sign(c~1) stimmt mit sign(c) {iberein. O

Korollar IV.4.9. Ist A€ M(nxn, K) mit n = ny +na, n1,ns = 1 und so dass es B € M(ny xny, K) und
C € M(ng x ng, K) gibt mit
B D
-(7 )

mit einer Matriz D. Dann gilt det(A) = det(B) det(C).
BEwEIs. Wir betrachten die Abbildung i: X,, X X,, = X5, 4n,,

S
Es gilt:
i(01,02) = i(01,1dn,) 0 i(idp, , 02).
Damit ist
sign(i(o1,02)) = sign(i(o1,idn, ))sign(i(idy, , 02)) = sign(oq )sign(os).

In der Determinante von A

det(A) = Z sign(a)alg(l) Cee Qpo(n)
oES,

sind nur die Summanden nicht null, fiir die gilt
O'(Z) S {1,...,n1} =1€ {1,...,77/1}.

Diese Permutationen entsprechen aber genau dem Bild von ¢ und wir erhalten

det(A) = Z Sign(o)ala(l) T Qpo(n)
o€ (Xn; XXn,y)

= E sign(i(01,02))@1i(01,00)(1) * - - * Cni(or,00)(n)
(01,02)EXn; XBn,

= E Sign(al)algl(l) Cee Opiog(ny) E Sign<02)an1+1,02(1)+n1 tees " Qnydng,oa(n2)+ng
01€X,, 02€X,,

= Z sign(o1)b1o, (1) * -+ * Onyoy(ng) Z SIgN(02)C1 0(1) * -+ - * Ung,0n(ns)

Uleznl 0'262712

= det(B) - det(C).
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1 2 0 1
- . 3 410 .
Beispiel IV.4.10. Es sei A = 01 2 0 € M(3 x 3,Q). Dann ist
01 3 0
1 2 01 1 1 2 0
3 410 3 0 4 1
detlg 1 2 of = g 0 1 2
01 3 0 0 0 1 3
1
(o )0 3
=(-3)-(3-2)

Beim ersten Schritt haben wir Spaltenvertauschungen durchgefiihrt (Spalte vier mit Spalte drei und dann
Spalte drei mit Spalte zwei).

IV.5. Minoren
Minoren liefern ein Determinantenkriterium fiir den Rang einer Matrix.

Definition IV.5.1. Ist A € M(mxn, K) und ist k < m,n, so heifit A’ € M (kxk, K) eine k x k-Untermatriz
von A, falls A’ aus A durch das Streichen von m — k Zeilen und n — k Spalten hervorgeht.

Die Determinanten det(A’) heiBit dann ein Minor k-ter Ordnung von A, oder kurz ein k-Minor.
Satz IV.5.2 (Minorenkriterium fiir den Rang). ist A € M(m x n, K), so sind dquivalent:

(a) rg(4) >k

(b) Es gibt eine k x k-Untermatriz A’ von A mit det(A") # 0.

BEWwEIs. Gilt det(A") # 0, so ist der Rang von A’ genau k, aber damit gilt fiir den Rang von A
rg(A) > rg(A') = k.
Ist umgekehrt rg(A) > k, so gibt es k linear unabhéngige Zeilen in A. Wir wihlen diese Zeilen aus und

schreiben sie in eine Matrix B € M (k x n, K). Da der Zeilenrang von B gleich dem Spaltenrang von B ist,
muss es in B auch k linear unabhingige Spalten geben. Wir schreiben diese in eine Matrix C' € M (k x k, K)

und dieses C erfiillt det(C) # 0, weil C vollen Rang hat. O
Korollar IV.5.3. Fir A€ M(m x n,K) und r € N sind dquivalent:
(a) rg(A) =
(b) Es gibt einen Minor der Ordnung r, der nicht verschwindet und alle Minoren héherer Ordnung sind
trivial.

Beispiel IV.5.4. Der Rang von (3 2 (1)) ist zwei, weil zum Beispiel gilt, dass det (3 (1)> =3 # 0 ist.
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KAPITEL V

Eigenwerttheorie

V.1. Eigenwerte und Eigenvektoren

4 1), also f(e;) = 4ey. In Richtung e; verursacht f

Beispiel V.1.1. Es sei f: R? — R? mit M(f) = (O 1

also lediglich eine Streckung um den Faktor 4.
Definition V.1.2. Es sei V ein K-Vektorraum und f: V — V sei ein Endomorphismus.
(a) Ein A € K heifit ein Figenwert von f, falls es ein v € V' \ {0} gibt, so dass
f(v) = Av.
(b) Ein Vektor v € V'\ {0} mit f(v) = Av heifit ein Eigenvektor von f zum Eigenwert .
(c¢) Fir A € M(n x n,K) heifit ein A € K ein Eigenwert von A, falls es ein v € V'\ {0} gibt, so dass
Av = Av und dieses v heiit dann Eigenvektor von A zum Eigenwert A.

(d) Der Endomorphismus f heifit diagonalisierbar, falls es eine Basis von V' gibt, die aus Eigenvektoren
besteht.

Bemerkung V.1.3. Vorsicht: 0y ist niemals ein Eigenvektor, aber A = O kann als Eigenwert vorkommen.
Ist f diagonalisierbar und ist V endlich-dimensional, so ist M5 (f) mit B wie oben eine Diagonalmatrix.

Beispiele V.1.4.

o Ist f: R? — R? mit M(f) = diagonalisierbar?

1
0 1
. 1 1 1 L . . .
Es gilt f 3] =13 und B = (e, _3 ist eine Basis aus Eigenvektoren, also ist f
diagonalisierbar mit Eigenwerten 4 und 1.

e Essei Ry die Drehung im R? um den Winkel 6, also M (Ry) = (COS 0 —sind

sinf  cosf ) Speziell fiir 0 = 0, 7

erhalten wir
M(Ro) = E2 und M(Rw) = —EQ,
und damit sind Rg und R, diagonalisierbar mit B = (e, e3). Was passiert fiir andere Winkel?

Satz V.1.5. Ist f € Endg (V) und sind vq,...,v, Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Figenwerten
Aly.voy An, S0 ist die Familie (vq,...,v,) linear unabhdingig.

BEwEIs. Wir beweisen die Behauptung mit Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist also v; ein Eigenvektor
zum Eigenwert A\; und damit ist v1 # 0, so dass (v1) linear unabhéngig ist.
Fiir den Induktionsschluss von n — 1 auf n betrachten wir

i=1
mit p; € K. Damit ist dann auch
0=F0)=> pif(vi) =3 pirivi.
i=1 i=1
Andererseits ist auch

A1 Z,uivi = Z)\mm =0,
i=1 i=1
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so dass
n
Z,Ui()\i —A)vi =0
i=2

gilt. Nach Induktionsannahme sind allerdings (vs, ..., v,) linear unabhingig, so dass wir fiir alle 2 <i < n
die Gleichung p;(A1 — A;) = 0 erhalten. Die \; waren aber paarweise verschieden, so dass p; = 0 sein muss
fiir 2 < ¢ < n. In der Ausgangsgleichung ist dann aber auch p1v; = 0. Da v; # 0 als Eigenvektor, muss
damit 1 = 0 sein. Somit sind alle y; trivial. ]

Korollar V.1.6. Es sei dimg V =n < oco. Dann gilt:

(a) Jedes f € Endg (V') hat hiéchstens n verschiedene Eigenwerte.
(b) Hat f genau n verschiedene Figenwerte, so ist f diagonalisierbar.

BEWEIS. Da jede Familie von Vektoren mit mehr als n Elementen linear abhéingig ist, folgt (a). Ist
v; jeweils ein Eigenvektor zum Eigenwert )\;, so ist nach Satz die Familie B = (vy,...,v,) linear
unabhéngig und damit ist B eine Basis. Die Matrixdarstellung von f beziiglich B ist

MO0 ...0
0 A
ME(Hy=| " 7
: . 0
0 ... 0 X\

O

Bemerkung V.1.7. Die Bedingung 1.6 (b) ist nur eine Implikation, keine Aquivalenz. Die Einheitsmatrix
E,, ist natiirlich diagonalisierbar, aber alle n Eigenwerte stimmen iiberein und sind gleich 1.

Definition V.1.8. Fiir ein f € Endg (V) und ein A € K heifit
Eig(f;A) == {v eV, f(v) = A}

der Eigenraum von f beziiglich \.
Bemerkung V.1.9.
e Der Nullvektor Oy ist zwar niemals ein Eigenvektor, aber es gilt Oy € Eig(f; \) fiir alle f € Endg (V)
und alle A € K.
e Ein )\ € K ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn der Eigenraum nicht nur aus dem Nullvektor

besteht.
o Ist A1 # A2, so ist
Eig(f; A1) NEig(f; A2) = {0y} :
Ist v ein Vektor im Schnitt, so gilt Ajv = f(v) = A2v und damit (A — Az2)v = 0. Ist v # Oy, so muss
A1 — Ao = 0 gelten, also A\; = Ao
e Fiir ein v € V gilt:
v € Eig(f; \) & v € ker(f — Aidy),

wobei f — AMidy € Endg (V). Damit ist Eig(f; A) ein Untervektorraum von V.
e Mit dieser Uberlegung erhalten wir, dass A € K genau dann ein Eigenwert von f ist, falls f — Aidy
nicht injektiv ist. Ist V' endlich-dimensional, so ist das dquivalent dazu, dass

det(f — Aidy) = 0.
Wir haben also ein Determinantenkriterium dafiir, dass A\ ein Eigenwert ist.
Definition V.1.10. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € Endg (V). Die Abbildung
Pr: K — K, A~ det(f— AMdy)
heifit das charakteristische Polynom von f.
Bemerkung V.1.11.
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o Eigentlich miisste Py die charakteristische Polynomfunktion heiflen, aber die Bezeichnung ist so
iiblich.

e Die Eigenwerte von f sind genau die Nullstellen von Ps.

e Ist B eine geordnete Basis von V und ist A = ME(f) € M(n x n, K), so ist

ME(f — Nidy) = A — \E,
und fiir das charakteristische Polynom gilt:
Pr(\) = det(f — Midy) = det(MB(f — Aidy)) = det(A — AE,).
Wir setzen daher P4(X) := Pr()\).
Lemma V.1.12. Sind A und A’ dhnliche Matrizen, so ist Po(\) = Pas(X).

BEWEIS. Ahnliche Matrizen stellen den gleichen Endomorphismus f € End k (V) beziiglich verschiedener
Basen dar. Fiir dieses f ist dann
Ps(X) = P¢(X) = Par(N).

Definition V.1.13. Ist f € Endg (V) und A € K. Gilt dimg Eig(f; \) # 0, so heifit
fgeo(f3 A) == dimg Eig(f;A)

die geometrische Vielfachheit von A\ beziiglich f.

Beispiel V.1.14. Es sei Ry: R? — R? wiederum die Drehung um den Winkel 6 mit

Ag = M(Ry) = (cos@ —smﬁ) .

sinf cosf

Dann ist
Pay(A) = det < sin 6 cosf — A\

= (cos® — \)? +sin? 0 = cos? § — 2\ cosf + \? +sin” 0
=A% —2X\cosf + 1.

Diese Polynomfunktion hat die komplexen Nullstellen

cos — A —sinf )

A1 =cosf +isinf, Ay =cosf —isinf.
Diese Nullstellen sind nur dann reell, wenn sinf = 0, und fiir § € [0, 27) ist das nur fiir § = 0,7 der Fall.
Die Drehnung um den Winkel 0, Ry, ist die identische Abbildung und Ay = FEj ist eine Diagonalmatrix. Wir
haben
dimpg Eig(Ro; 1) = 2 = ftgeo(Ro; 1).
Die Drehung um 180 Grad, R, hat A; = —F> und hier sind
dimg Eig(Ry; —1) = 2 = lgeo(Rx; —1).

Drehungen sind also nur fiir die Ausnahmewinkel 0, 7 diagonalisierbar als R-lineare Abbildungen.
Bemerkung V.1.15. Wir erhalten folgenden Algorithmus zur Bestimmung von Eigenwerten und Eigen-
vektoren von A € M(n x n, K):

(a) Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion Py.
(b) Ist P4(\) =0, so bestimmen Sie mit dem Gauf-Algorithmus die Eigenvektoren:
v € Eig(A;\) & (A—AE,)v =0.
(c) Hat der K™ eine Basis B = (v1,...,v,), die aus Eigenvektoren von A besteht, so setzen wir
S i= (v1,...,vn) € GL,(K).
Damit gilt dann
SASilei = SA’UZ = 5)\1% = )\ZS'Uz = )\iei
und SAS~! ist damit eine Diagonalmatrix.
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Beispiel V.1.16. Es sei Sp: R? — R? die Spiegelung an der Ursprungsgeraden mit Winkel . Dann ist

cos20  sin26
M (Sp) = (sin 20 —cos 29)

und

cos 20 — A sin 260
Ps,(A) = det ( sin 20 —cos 20 — )\>

= (o820 — \)(—cos 20 — \) — sin? 20
= —cos? 260 + \? — sin? 26
=M1

Wir erhalten also die Nullstellen A\; = 1 und Ay = —1. Der Eigenraum zu 1 ist:

. PR Y rcos20 +ysin20\ [z
Elg(507 1) = {(y) ) (z sin 20 — y cos 29) B (y>}

Mit den Additionstheoremen erhalten wir, dass die Losungsmenge genau aus den Vektoren

tcos
{<tsin6‘> b e R}

besteht und dies ist genau die Gerade, an der Sy spiegelt. Analog bekommen wir

. —tsinf
Elg(SQ;_l) = {( tC(b)ISna ) t e R} )

und dies ist die Urspungsgerade, die senkrecht auf der Spiegelungsgeraden steht.

cosf  —sin 9), also genau M (Ry), und

.. . . .. o -1 __
Damit ist zum Beispiel fir t =1 57+ = (SinH cosf

SM(Sg)S~" = (é _01) .

2 2

Beispiel V.1.17. Es sei A = (0 9

) € M(2 x 2,R). Dann ist

Pa()\) = det (26A QQA) =(2-)\)2

Wir haben also nur A = 2 als Nullstelle. Was ist Eig(A;2)? Das passende LGS ist

T T 0 2\ (z
also 2y = 0. Damit bekommen wir y = 0 und Eig(A4;2) = Spang(e1) also dimg Eig(A;2) = 1. Die Matrix A

ist also nicht diagonalisierbar.

V.2. Polynome

Wir hatten schon in den Ubungen zur Linearen Algebra und Analytischen Geometrie I Polynome kennen-
gelernt. Fiir das Weitere brauchen wir etwas mehr Hintergrund. In diesem Abschnitt sei K ein kommutativer
Ring mit 1.

Definition V.2.1. Eine Menge A mit Verkniipfungen
+:AxA— A
x: AxA— A
T HKxA—= A
heifit eine K-Algebra, falls gilt:
(A1) (A,+,x) ist ein Ring.
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(A2) Fiir alle a,b € Aund A\, p € K gilt:
(A+m)-a=Xatp-a
A(a+b)=X-a+A-b,
() -a=X-(p-a),
l-a=a.
(A3) Fiir alle a,b € A und A\, p € K gilt:
(- 0)# (- b) = () - (a x ).

Bemerkung V.2.2.

e Ist K ein Korper, so ist A ein K-Vektorraum.

o Wir schreiben meistens ab statt a * b.

e Ist (A, +,*) ein kommutativer Ring (oder ein Ring mit 1), so heifit A eine kommutative K -Algebra
(oder eine unitire K-Algebra).

e Sie kennen schon Beispiele von K-Algebren: Fiir jedes n € N ist M (nxn, K) eine unitire K-Algebra,
die allerdings fiir n > 2 nicht kommutativ ist.

o Fiir jeden K-Vektorraum V ist Endx (V') eine unitére K-Algebra.

Definition V.2.3. Sind A und B zwei K-Algebren, so heifit ein Ringhomomorphismus f: A — B ein
K -Algebrahomomorphismus, wenn fiir alle A € K und alle a € A gilt:
fA-a) =X f(a).
Sind A und B unitdr mit Einselementen 14 € A und 15 € B, so verlangen wir zusétzlich, dass gilt:
f(14) =15.
Wir wiederholen die Konstruktion von Polynomalgebren.

Definition V.2.4. Es sei K ein kommutativer Ring mit 1.

(a) Als Menge ist K[X] die Menge aller Abbildungen f: Ny — K mit der Eigenschaft, dass f(n) =0
ist fiir fast alle n € Ng.

(b) Das Nullpolynom 0 € K[X] ist die Abbildung 0: Ny — K mit 0(n) = O fiir alle n € Ny.

(c) Fir f,g € K[X] sei (f+g)(n) := f(n) + g(n) und fir A € K sei (Af)(n) :== Af(n).

(d) Fir f,g € K[X] sei

(f9)n) = 3 F(i)g(n — i)
=0

und 1gx) sei die Abbildung

].K, n=20
1K[x](n)={0K n£0.

Satz V.2.5. Fiir K # 0 ist K[X] eine unitire und kommutative K -Algebra.

BEWEIS. Sie haben schon gezeigt, dass K[X] ein kommutativer Ring mit Eins ist, somit gilt (A1). Sie
haben ebenfalls gezeigt, dass K[X] ein K-Vektorraum ist; das impliziert (A2). Wir rechnen (A3) nach: Es
seien also f,g € K[X] und A\, p € K. Dann gilt (Af)(i) = Af(i) und ebenso fiir g. Da K kommutativ ist,

erhalten wir:
n

(A (kg)(n) =Y (Af)(@)(ng)(n — i)

=) fli)g(n =)
= Au(fg)(n).
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Wir benutzen wieder die Schreibweise, bei der wir f: Ny — K mit der Folge (f(0), f(1),...) identifizieren
und X fiir die Folge (0,1,0,...) schreiben. Dann ist X? - X/ = X**J fiir alle 4,5 € No. Ist f € K[X] ein
beliebiges Element mit f(n) = a,, so entspricht f der Folge (ag, a1, ...), die wir ausdriicken kénnen als

aO-X0+a1-X+...+aN-XN,
wenn N maximal ist, mit ay # 0.

Definition V.2.6. Es sei K ein kommutativer Ring mit 1.

(a) Ist f € K[X], f = (ag,a1,a2,...), so heifit
o a; der Koeffizient von X°,
e N der Grad von f, Grad(f), wenn N maximal ist mit ay # 0; ay heifit dann der Hichstkoeffizient
von f.
e Das Element f heifit normiert, falls sein Héchstkoeffizient 1 ist.
(b) Das Nullpolynom hat Grad —oc.
(c) Die K-Algebra K[X] heifit die Polynomalgebra iber K und X heifit Unbestimmite.

Satz V.2.7. Sind f,g € K[X], so gilt

(a) Grad(f 4+ ¢) < max(Grad(f),Grad(g)),
(b) Grad(fg) < Grad(f) + Grad(g). Ist K nullteilerfrei, so ist Grad(fg) = Grad(f) + Grad(g).

Beispiel V.2.8. Ein drastisches Beispiel dafiir, dass in (a) nur eine Abschitzung gilt, ist Grad(f + (—f)) =
Grad(0) = —oo. Ist K = Z/67Z, und f =3, g = 2X> + 2, so erhalten wir

Grad(fg) = Grad(3(2X? + 2)) = Grad(0) = —oc.
Daher gilt fiir kommutative Ringe mit Nullteilern bei (b) auch im Allgemeinen nur eine Abschétzung.

BEWEIS. Ist f =0 (oder g =0),soist f + g =g (oder f+¢g= f) und fg = 0. In diesem Fall erhalten
wir dann (a) und (b) in der Form

Grad(f + ¢g) = max(Grad(f), Grad(g)), und Grad(fg) = —oc.

Wir nehmen also an, dass

N M
f= ZaiXi #0und g = ijXj #0
=0 §=0
und N = Grad(f), M = Grad(g). Die Abschitzung fiir (a) konnen Sie direkt ablesen. Fiir das Produkt
ergibt sich

N+M
fg = Z Cka mit CN4+M = aNbM.
k=0
Hat K keine Nullteiler, so ist cyar # 0, weil ay # 0 # bys und deshalb gilt Gleichheit. O

Weil nullteilerfreie kommutative Ringe mit 1 so wichtig sind, haben sie einen eigenen Namen.

Definition V.2.9. Ein Integritdtsbereich ist ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit 1, der nicht der
Nullring ist.

Satz V.2.10. Es sei B eine unitdre K-Algebra. Dann gibt es fiir jede Wahl von b € B genau einen K-
Algebrahomomorphismus pp: K[X] — B mit ¢p(X) = b.

BEWwEIS. Zur Eindeutigkeit: Da ¢, (X) = b ist, gilt fiir ein beliebiges f = Zio a; X, dass

N .
ou(f) = aib’
=0

und damit ist ¢, eindeutig festgelegt durch die Forderung, dass es ein K-Algbrahomomorphismus ist. Das
impliziert unter anderem ¢, (1x7x7) = 15. |
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Bemerkung V.2.11. Die Abbildung ¢} heifit auch der zu b € B gehdrende Finsetzungshomomorphismus.
Ist B = K, so erhalten wir fiir jedes A € K

oa(f) = F(N).
Jedes f € K[X] definiert damit eine Polynomfunktion

() (f): A= f(A).
Die Zuordnung f — ¢(_y(f) ist im Allgemeinen nicht injektiv.

Beispiel V.2.12. Es sei K = F,, der Kérper mit p Elementen fiir eine Primzahl p. Das Polynom f = X? - X
ist nicht das Nullpolynom, aber fiir alle @ € F,, gilt:

va(f)=a’—a=a—a=0,
weil fiir alle @ € F, gilt, dass a” = @. Also ist die zugehérige Polynomfunktion die Nullabbildung.

Satz V.2.13 (Polynomdivision mit Rest). Es sei K ein Integrititsbereich. Ist g € K[X], g # Og[x], so dass
der Hdochstkoeffizient von g invertierbar ist in K, so gibt es zu jedem Polynom f € K[X| eindeutig bestimmte
Polynome q,r € K[X], so dass

f =qg +r mit Grad(r) < Grad(g).

BEwEIs. Wir betrachten zuniichst den Fall, dass f = 0 ist oder dass f # 0 aber Grad(f) < Grad(g) ist.
In diesem Fall setzen wir ¢ = 0 und r = f.

Es sei also f # 0 und M := Grad(f) > Grad(g) =: N. Wir beweisen die Behauptung durch absteigende
Induktion nach M. Fiir M = N korrigiert ¢ den Hochstkoeffizienten und r sammelt die abweichenden Anteile
niedrigeren Grades auf.

Es sei also M > N und wir schreiben f = Zi\io a; X" und g = Z;Y:O b; X7 mit apy # 0 # by. Nach
Voraussetzung ist by invertierbar in K.

Wir definieren

hi=f—auby XM Ng.

Nach Konstruktion ist der Koeffizient bei XM fiir h gerade ap; — aMb]_Vle = 0 und damit ist der Grad
von h echt kleiner als M. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also qo,r € K[X] mit Grad(r) < N und
h = qog + r. Damit kénnen wir auch f zerlegen:

f=h+ OLMb;\;lXM_Ng = (qo + aﬂTbNIXNI_N)g +r

und wir setzen ¢ = qo + aMbElXM_N. Das zeigt die Existenz der Zerlegung.
Zur Eindeutigkeit: Ist f = gg +r = pg + s, so dass Grad(r), Grad(s) < Grad(g) gilt, so ist

(g—plg=s—r.

Es gilt aber Grad((q — p)g) = Grad(q — p) + Grad(g), wihrend Grad(s — r) < Grad(g) ist. Das geht nur,
wenn g — p = 0 ist und damit ist auch s —r = 0, also sind ¢ = p und r = s. O

Korollar V.2.14. Ist K ein Integrititsbereich, f € K[X] und ist A € K eine Nullstelle von f (also ox(f) =
f(A) =0), so gibt es genau ein Polynom g € K[X]| mit

f=X=XNg e K[X]
und Grad(g) = Grad(f) — 1.
BEWEIS. Polynomdivision mit Rest liefert
f=qX =X +r

mit Grad(r) < 1, aber px(f) = 0= px(¢(X —A)+7) = r(N). Also muss r(A) = 0 gelten, aber r ist konstant,
so dass r = 0 ist. O

Korollar V.2.15. Ist K ein Integrititsbereich, so besitzt ein f € K[X]\ {0}, hichstens Grad(f) viele
Nullstellen.
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BeweEIs. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber den Grad von f. Ist Grad(f) = 0, so hat
f gar keine Nullstellen.

Ist A € K eine Nullstelle, so zerlegen wir f wie eben als f = (X — \)g mit Grad(g) = Grad(f) — 1.
Nach Induktionsvoraussetzung hat g dann hochstens Grad(f) —1 viele Nullstellen und daher hat f hochstens
Grad(f) viele Nullstellen. O

Korollar V.2.16. Hat ein Integrititsbereich K unendlich viele Elemente, so ist die Auswertungsabbildung
K[X] = Abb(K, K), f = ¢(f)=f(=)
ingektiv.
BewEls. Wire p_)(f) die Nullabbildung fiir f # 0, so hiitte f unendlich viele Nullstellen. O
Das Korollar gilt insbesondere fiir K = Z,Q, R oder C.
Definition V.2.17. Ist K ein Integrititsbereich und 0 # f € K[X], so heifit
pu(f;A) == max{r € No,dg € K[X], f = (X = \)'g}
die Vielfachheit der Nullstelle A von f.

Bemerkung V.2.18. Ist u(f;A\) =0, so ist f = g, » = 0 und damit f(\) # 0, also ist A in diesem Fall gar
keine Nullstelle von f. Es gilt immer p(f;\) < Grad(f).

Durch Induktion nach dem Grad von f beweisen Sie direkt mit Korollar die folgende Zerlegung.

Lemma V.2.19. Ist K ein Integrititsbereich und 0 # f € K[X], so dass f mindestens eine Nullstelle in K
besitzt. so gibt es A1,..., A € K mit \; # \j fir i # j, n1,...,nm € N und ein g € K[X] ohne Nullstelle
in K, so dass

=X =A)" .- (X =An)"g.
Die \j,n;, g sind bis auf Reihenfolge eindeutig.

Definition V.2.20. Fiir einen Integritétsbereich K sagt man, dass ein f € K[X] in Linearfaktoren zerfdllt,
falls

f=a(X =)™ - (X = Ap)™m
gilt mit a, A\1,..., A\, € K und n; € N.
Beispiel V.2.21. Wir betrachten die Drehung um 6 im R? und hatten

- cosf —X —sinf \ o
PRG(X)_det( R sin9—X>_X —2cos6X + 1.

Dann zerfillt Pg,(X) fiir alle § iiber C in Linearfaktoren
Piy(X) = (X — (X — %)
aber nur fiir # = 0, 7 zerfillt Pr,(X) auch iiber R in Linearfaktoren als
Pp,(X) = (X —1)2, und Pr_(X) = (X +1)%

Bemerkung V.2.22. In der Funktionentheorie und der Topologie lernen Sie einen Beweis des Fundamen-
talsatzes der Algebra kennen:

Ist f € C[X] mit Grad(f) > 1, so hat f mindestens eine Nullstelle in C. Damit zerfillt jedes solche
f € C[X] in Linearfaktoren.
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V.3. Diagonalisierbarkeit

Ziel dieses Abschnitts ist es, ein hinreichendes und notwendiges Kriterium dafiir zu entwickeln, dass
ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums diagonalisierbar ist. Wir betrachten ab jetzt
wieder K als Korper.

Bemerkung V.3.1. Ist ein A € M(n x n, K) diagonalisierbar, so ist
M—X 0 ... 0
0 Ao — X

~TImx -2
: . . 0 i=1
0 0 \,—X

PA(X) = det

und P4 zerfillt also in Linearfaktoren. Die Umkehrung gilt allerdings nicht. Wir hatten schon fiir B = ((2) ;)

gesehen, dass zwar Pg(X) = (X — 2)?, aber B war nicht diagonalisierbar.

Definition V.3.2. Ist K ein Kérper und ist A € K ein Eigenwert fir A € M(n x n, K), so heifit die
Vielfachheit der Nullstelle A des charakteristischen Polynoms die algebraische Vielfachheit des Figenwerts A
von A:

Hatg(A; A) := p(Pa(X); A).
Ist f € Endg (V) und ist V endlich-dimensional, so ist faig(f; A) := p(Pr(X); A) und heifit die algebrai-
sche Vielfachheit des Eigenwerts A von f.

Beispiel V.3.3. Fiir A # 0 sei A = ())\ }\

Heeo(A; A) = 1 mit fige0 Wie in Definition [V.1.13
Lemma V.3.4. Ist A€ M(n xn,K) und ist A\ € K ein Eigenwert von A, so gilt
1 < /-Lgeo(A; A) < Malg(A; A) < n.

. Dann ist frag(A;A) = 2, weil P4(X) = (A — X)?, aber

BEWEIS. Ist m = figec(A; N), so gibt es eine Basis (v1,...,v,) von Eig(A;\). Wir ergénzen diese zu
einer Basis (vy,...,v,) von K™ Mit S71 = (v1,...,v,) ist
AE,, B
-1 _ m
SAS™ = ( 0 C’>

mit geeigneten Matrizen B, C. Mit Korollar folgt, dass
Pa(X) = (A — X)™ det(C — AEp_pn)
und somit ist faig(A;A) 2 M = lgeo(A; A). O

Satz V.3.5 (Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit). Es sei V' ein K-Vektorraum mit dimg (V) =n und f €
Endg (V). Es seien A1, ..., Ay, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f. Dann sind dquivalent:

(a) f ist diagonalisierbar,
(b) Pp(X) zerfdllt in Linearfaktoren und prgeo(fiNi) = fraig(f; M) fiir alle 1 < i< m,
(c)

Z,Ufgeo(f; A’L) =n,
=1

(@ )
V = PEig(f; M),

i=1
das heifst, dass sich jedes v € V' eindeutig schreiben lifit als v = w1 + ... + uy mit u; € Eig(f; \;)
firl<i<m.
Definition V.3.6. Die Zerlegung von V wie in (d) heifit die Eigenraumzerlegung von V.
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BEWEIS. (a) = (b): Wir wihlen eine Basis B aus Eigenvektoren v1,..., U5 VOl A1, Uk, 41, - -, Uky+ks

von Ag, ... und Vg, ko 141y Ukyt.. ks, YOI Apy. Dann ist A = ME(f) von Diagonalgestalt mit
ME, 0 .0
A—| 0 B ;
: . 0
0 e 0 AnB,

und Pa(X) = [[i%, (A — X)*¥, so dass fiir alle 1 < i < m gilt, dass
fgeo (A5 Ai) = pralg (A5 As).-
(b) = (c): Zerfillt Py in Linearfaktoren Pp(X) = [[in,(A; — X)¥, so gilt n = YI"  k;. Aber da
ki = paig(A; Ni) = pgeo(A; Ag) ist fiir alle ¢, ist auch
ki = Mgeo(A; )\)
i=1 i=1
(¢) = (d): Setze U = Eig(f; A1) + ... + Eig(f; An). Aber Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten

sind linear unabhéngig. Damit ist U die direkte Summe der Eigenrdume und fiir die Dimension von U
erhalten wir

n =

dimg U = dimg Big(f; i) = Y _ geo(f3 Ai) = n = dimg V.

i=1 i=1
Alsoist U =V.
(d) = (a): Wihle Basen fiir alle Eigenrdume Eig(f; A;). Die Vereinigung dieser Basen ist eine Basis von
V aus Eigenvektoren. O

Bemerkung V.3.7. Eine Matrix A € M(n x n, K) ist damit genau dann diagonalisierbar, falls P4(X) in
Linearfaktoren zerféllt und fiir alle Eigenwerte A von A gilt, dass figeo(A4; A) = paig(A; N).

V.4. Triagonalisierbarkeit

Wir haben eben gesehen, dass nicht alle quadratischen Matrizen diagonalisierbar sind. Wir untersuchen
jetzt, wann eine Matrix zumindest dhnlich ist zu einer oberen Dreiecksmatrix.
In diesem Abschnitt ist K ein festgewahlter Korper und V ist ein K-Vektorraum der Dimension n < co.

Definition V.4.1. Essei f € Endg (V). Dann heiit ein Untervektorraum U C V' f-invariant, falls f(U) C U.

Beispiele V.4.2.

{0y} C V ist f-invariant fiir alle f € Endg (V).

V selbst ist natiirlich auch f-invariant fiir alle f € Endg (V).
Sind Uy, Uy f-invariant, so auch Uy N Us und Uy + Us.

Jeder Eigenraum von f, U = Eig(f; ), ist f-invariant.

Ist U C V ein f-invarianter Untervektorraum, so kénnen wir f auf U einschrinken und erhalten f|y €

Lemma V.4.3. Ist f € Endg (V) und ist U f-invariant, so teilt Py, (X) das Polynom Py(X).
BEWEIS. Es sei A eine geordnete Basis von U und wir ergéinzen sie zu einer geordneten Basis 5 von V.
Dann hat M§(f) die Form
MA(fly) D
B(ey alJlu
) = (M2

und
Py(X) = det(MA (f|lv) — X Eaimy v) det(C' — X Er_dimy v) = Py, det(C' — X Ep_dim e v)-

Definition V.4.4.
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(a) Eine Fahne von V ist eine Kette von Untervektorrdumen
(V41) {Ov}:%cvlc...cvn:‘/,

so dass fiir alle 0 < ¢ < n gilt: dimg V; = 4.
(b) Eine Fahne wie in (V.4.1)) heifit f-invariant fir f € Endg (V'), falls fiir alle 0 < ¢ < n gilt: f(V;) C Vi.

Bemerkung V.4.5. Ist B = (v1,...,v,) eine geordnete Basis von V, so ist V; = Spany(vy,...,v;) nicht
immer f-invariant. Betrachten Sie zum Beispiel V = R? mit der Standardbasis und f(e1) = ea, f(e2) = e1.

Satz V.4.6. Ist f € Endg(V), so sind dquivalent:

(a) FEs gibt eine f-invariante Fahne von V.
(b) Es gibt eine geordnete Basis B von V, so dass ME(f) eine obere Dreiecksmatriz ist.

BEWEIS. (a) = (b): Es sei
{Ov}=VocWVicC...CcV,=V

eine f-invariante Fahne und es sei (v1) eine Basis von V;. Wir kénnen sie ergénzen zu einer Basis (v, v2)

von Vs und iterativ erhalten wir fiir jedes V; eine Basis (v1,...,v;) bis hin zu ¢ = n und B = (v1,...,v,).
Damit ist MJ(f) eine obere Dreiecksmatrix.
(b) = (a): A = ME(f) sei eine obere Dreiecksmatrix fiir B = (vy, ..., v,). Wir schreiben wieder A = (a;;)

und setzen V; := Spang (v1,...,v;). Es gilt

n %
floi) =) agivy =) ajivj,
=1 =1

weil A obere Dreiecksmatrix ist und somit ist jedes V; f-invariant mit Dimension i. ]

Definition V.4.7. Ein f € Endg (V) heiit triagonalisierbar, falls es eine geordnete Basis B von V' gibt, so
dass ME(f) eine obere Dreiecksmatrix ist. Eine Matrix A € M(n x n, K) heif$t triagonalisierbar, falls sie
dhnlich ist zu einer oberen Dreiecksmatrix.

Satz V.4.8 (Triagonalisierbarkeitskriterium). FEs sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f €
Endg (V). Dann sind dquivalent:

(a) f ist triagonalisierbar,
(b) Py(X) zerfdllt in Linearfaktoren.

BEWEIS. (a) = (b): Es sei ME(f) eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonale (A1,...,\,), dann ist
Py(X) =ILiey (N = X)),

(b) = (a): Wir machen Induktion iiber n = dimg (V). Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.

Wir nehmen an, dass Py(X) zerfillt als Pp(X) = [[;_, (X — X) fiir ein n > 1. Es sei 0 # vy € Eig(f; \1).
Wir ergéinzen (v1) zu einer Basis B = (vy,...,v,) von V. Dann gilt:

g =y )

und Py(X) = (M —X)P;(X). Also zerfillt P;(X) in Linearfaktoren und nach Induktionsvoraussetzung gibt
esein S € GL,_1(K), so dass SAS™! =: D eine obere Dreiecksmatrix ist. Wir setzen

(Y
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Dann ist S~! = (1 ~01> und

(3 (3 D &)
(5 i)
“\0 SAS!
_ (M *
0 D
und dies ist eine obere Dreiecksmatrix. O

Benutzen wir den Fundamentalsatz der Algebra, so erhalten wir:
Korollar V.4.9. Jede Matriz A € M(n x n,C) ist triagonalisierbar.

1 -1
1 3

Py X)=(1-X)B3-X)+1=X?—-4X +4=(X -2)~

Beispiel V.4.10. Es sei A = ( > € M(2 x 2,R). Dann ist

Also muss A triagonalisierbar sein. Das LGS
-1 -1 T
G 3)6)-
ergibt x = —y, so dass Eig(4;2) = Spang (_11) Der Vektor eg erfiillt Aey = <_31>, also konnen wir

S—1= ( 1 0) setzen und bekommen

N T CE R )

V.5. Das Minimalpolynom
Wir hatten fiir jede unitéire K-Algebra B die Abbildung
K[X] = Abb(B,B), [~ (b= @u(f) = f(b))
kennengelernt. Wir ordnen sie in den folgenden Kontext ein:

Definition V.5.1.

(a) Ist R ein Ring, so heifit eine Teilmenge I C R ein Linksideal (beziehungsweise ein Rechtsideal), falls
gilt:
(I1) (I,4) C (R,+) ist eine Untergruppe.
(I2) Fiir alle r € R und alle « € I ist rx € I (beziehungsweise zr € I).

(b) I C R heifit (beidseitiges) Ideal, falls es sowohl Rechts- als auch Linksideal von R ist.

(c) Fiir eine K-Algebra B iiber einem Koérper K ist ein Ideal I C B ein Untervektorraum, der zusétzlich
(12) erfiillt.

(d) Ist K ein Korper und B eine unitire K-Algebra, so ist

Amn(b) := {f € K[X], ou(f) = f(b) = 0}
der Annihilator von b.
Lemma V.5.2. Der Annihilator Ann(b) C K[X] ist ein Ideal fiir alle b € B.
BEWEIS. Sind f,g € Ann(b), also f(b) = ¢g(b) = 0 und sind A, 4 € K, so ist auch
(Af + pg)(b) = Af(b) + ng(b) =0
und somit ist Ann(b) C K[X] ein Untervektorraum.
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Ist f € Ann(b) und ist h € K[X] beliebig, so gilt
(fh)(b) = f(b)h(b) = 0 - h(b) = 0 = h(b) - 0 = h(b) [ (D).
Also ist sowohl fh also auch hf ein Element des Annihilators. O

Beispiele V.5.3. Wir bestimmen im Folgenden Annihilatoren zu B = M (n x n, K). Hierbei ist die Auswer-
tung eines Polynoms auf einer Matrix so zu verstehen, dass wir fiir ein A € M(n x n, K) und ein f € K[X]
mit f = a, X™+ ...+ a1 X + ag die Matrix f(A) als a,, A™ + ...+ a1 A + agE,, definieren.

Der Annihilator der Einheitsmatrix ist

Ann(E,) = {f € K[X], f(En) = 0}.
Dies sind also alle Polynome f = a,, X™ 4 ... 4+ a1 X + ag mit
anE' + ...+ a1 B, +apE, =0.
Dies konnen wir zusammenfassen zu der Bedingung
(am + ...+ a1+ ag)E, =0.
Dies kann nur wahr sein, wenn a,, + ...+ a1 + ag = 0 ist, aber dies ist genau f(1). Damit gilt:
feAm(E,) < f(1) =0« f=(X —1)g fiir ein g € K[X].

Betrachten wir dagegen die n x n-Nullmatrix 0, so ist

Ann(0,) = {f € K[XJ, £(0,) = 0,}.
Schreiben wir f wieder wie oben, so ist f(0,) = agE,, also ist

Ann(0,,) := {f € K[X], f hat keinen konstanten Term}.

Diese Polynome kénnen wir schreiben als X - g mit g € K[X], weil sie 0 als Nullstelle haben.
Fiir n = 2 betrachten wir die Matrix ¢ = (8 é) Es gilt ¥? = 0. Setzen wir v in f = a,, X™ + ...+
0 1) | Also sind alle Polynome im

Annihilator, die weder einen nicht-trivialen konstanten Term noch eine nicht-trivialen linearen Term haben.

a1 X + ag ein, so bleibt nur f(¢) = a19 + agE» iibrig, also die Matrix (&O

Satz V.5.4. Ist K ein Korper und ist 0 # I C K[X] ein Ideal, so gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes
h € K[X] mit
I={feK[X],3g € K[X]: f=gh}.
Die iibliche Notation ist I = h- K[X] oder kurz I = (h) und solche Ideale heiflen Hauptideale. Man sagt
auch, dass K[X] ein Hauptidealring ist.

BEWEIS. Wir zeigen erst die Eindeutigkeit: Es sei also (he) = I = (hy). Dann gilt fiir alle 0 # g € I,
dass g = hy fi1 = hafe mit f1, fo € K[X]. Also gilt fiir den Grad von g:
Grad(g) = Grad(h;) + Grad(f;) = Grad(h;),
Das Element hj — hg ist ein Element von I, weil (I, +) eine abelsche Gruppe ist. Mit g = hy — ho erhalten

wir also
Grad(hy — hg) > Grad(hy),
falls hy — ho # 0 ist. Da aber h; und hy beide normiert sind, ist Grad(h; — he) < Grad(h;), also muss
hi1 — ho = 0 sein und somit h; = hs.
Wir zeigen die Existenz von h iiber die Polynomdivision mit Rest. Es sei 0 # h' € I so gewiéhlt, dass fiir
alle g € I gilt: Grad(g) > Grad(h’). Wir schreiben b’ wieder als
MW=a,X"+...+a1 X +ao
mit a, # 0. Da I ein Ideal ist, liegt auch a, 'h’ =: h in I.
Es ist klar, dass hK[X] C I, weil h € I. Ist umgekehrt f € I'\ {0}, so kénnen wir f schreiben als
f=qh+r
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mit Grad(r) < Grad(h). Dann ist aber r = f — gh und f — gh € I, weil h und f in I sind. Der Grad von h
war aber minimal und daher muss r» = 0 gelten. Wir kénnen also jedes solche f als Vielfaches von h schreiben
und damit ist auch I C (h). O

Definition V.5.5. Es sei K ein Korper, B sei eine unitire K-Algebra und b € B. Das eindeutig bestimmte
normierte Polynom my, € K[X] mit Ann(b) = (my) C K[X] heiBt das Minimalpolynom von b.

Speziell fiir B = M (n x n, K) erhalten wir fiir jede Matrix A € M (n x n, K) das Minimalpolynom von
A, ma.

Arthur Cayley (1821-1895), William Rowan Hamilton (1805-1865)

Satz V.5.6 (Satz von Cayley-Hamilton). Ist A € M(n x n,K), so gilt
pa(Pa(X)) = Pa(A) = 0y.

Also ist das charakteristische Polynom von A, P4(X), ein Element des Annihilators von A und wird daher
vom Minimalpolynom von A, ma(X), geteilt.

BEWEIS. Wir betrachten fiir ein 0 # v € K™ die Vektoren

vo =A% = E,v =v,0; = Av, vy = A%v, . ..

also v; = A'v fiir i € Ng. Da dimg K™ = n, gibt es ein m < n, so dass (vg,...,Vn_1) linear unabhingig ist,
aber (vg, ..., Um—1, V) ist linear abhéngig. Es sei U = Span (vg, - . - , Um—1) und wir schreiben
(V.5.1) Vm = —QQUQ — ++. — Qi 1Vmm—1-
Damit ist die Darstellung von A|y beziiglich der Basis (vp, ..., vm,—1) gleich

0 0 0 —ap

1 0

01 0

0 1
o . .0 :
00 ... ... 0 1 —am_1

Das charakteristische Polynom von A|y ist daher

X 0 ... ... ... 0 —ap
1 -X ; ;
0 1 -X
Py, (X) =det(Aly — XE,,) =det | 0 1
—-X
0 0 0 1 —am-1— X



Wir entwickeln die Determinante nach der letzten Spalte und erhalten

-X 0 ... ... .. 0
1 =X 0 0
. 0 1 —-X
0 1 :
m+2 m+3 0 1
(=1)™ "y det 0 o | +(=1)"""aidet
-X _
0 0 1 : X
0 O 0 1
-X 0 0
1 —-X
(D = X)det | O X
0 1
0 0 1 =X

= (=1)™(ao + a1 X + ... Faym 1 X X™),
Da U A-invariant ist, gibt es ein ¢ € K[X] mit Ps(X) = q(X )Py, (X). Wir wenden diese Gleichung auf v
an und erhalten
PA(A)U = q(A)PA‘U(A)’U = q(A)((—l)m(aovo +av1 4+ -1V —1 + Um)).
Da aber agvg + a1v1 + ...+ @pm—1Vm—1 + v = 0 gilt, ist dieser Ausdruck trivial. Da wir ein beliebiges v # 0
gewiihlt hatten, folgt damit dass P4(A) =0,, € M(n x n, K) ist. O

Korollar V.5.7. Fiir jedes A € M(n x n, K) haben ma(X) und Pa(X) ibereinstimmende Nullstellen und
fir alle A € K gilt

p(maz A) < p(Pa; ).
BEWEIS. Nach Cayley-Hamilton gilt
(V.5.2) PA(X) = gma(X)
fiir ein ¢ € K[X]. Somit ist jede Nullstelle von m 4 auch eine Nullstelle von P,4. Ist umgekehrt A eine Nullstelle
von Py, ist also A ein Eigenwert von A, so gibt es ein 0 # v € K™ mit Av = Av. Wir schreiben
ma(X) = X"+ apm 1 X"+ ar X + .
Da ma(A) =0, ist, ist auch
0=0,v=ma(A)v=((A"+am 1 A" ' +. . . o1 A+00)Ep)v = N0+ 1 AN o4 4 agv = ma(N)o.
Da aber v # 0 vorausgesetzt war, ist m4(A) = 0. Die Abschétzung iiber die Vielfachheit der Nullstellen folgt

direkt aus (V.5.2)). O

Satz V.5.8. Es sei A € M(n x n,K). Ist A diagonalisierbar, so zerfillt ma in paarweise verschiedene
Linearfaktoren.

Bemerkung V.5.9. Es gilt auch die Umkehrung, aber den Beweis dafiir sehen wir erst spéter.

BEWEIS. Es sei A diagonalisierbar und es seien Ay, ..., A, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von

A, also gilt m < n. Wir setzen
m

ga(X) = [[(X = X) € K[X].
i=1
Ist ga(p) = 0, so ist auch P4(u) = 0, weil p dann einer der Eigenwerte sein muss. Damit muss g4 das
Minimalpolynom m4 teilen.



Da A diagonalisierbar ist, gilt
J@:@mmmm.
i=1
Wir schreiben ein beliebiges 0 # v eindeutig als

V=vV1+ ...+ Uy

mit v; € Eig(A; A;). Damit ist dann ga(A)v; = 0 fiir alle ¢, weil

ga(Awi = [ TJ(A=NE) | - (A= NEn)v; .
1 S——————
i#i =0
Damit ist g4(A)v ebenfalls trivial. Da v beliebig gewiihlt war, folgt, dass ga(A) = 0, ist, aber damit ist g
ein Vielfaches von m 4. Zusammen erhalten wir g4 = m4. O



KAPITEL VI

Normalformen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, Ahnlichkeitsklassen quadratischer Matrizen zu beschreiben.

VI.1. Charakteristische Matrizen

Im Folgenden betrachten wir Matrizen iiber K|[X]. Allgemeiner sei R ein kommutativer Ring mit Eins,
zum Beispiel Z, Z/6Z oder K[X].

Definition VI.1.1. Zwei Matrizen A, B € M(n x n, R) heien dquivalent iiber R, falls es invertierbare
Matrizen P,Q € M(n x n; R) gibt, so dass B = P~1AQ.
Sie heifien dhnlich iiber R, falls es eine invertierbare Matrix S € GL,(R) gibt mit B = S~1AS.

Definition VI.1.2. Fiir einen Kérper K und A € M(n xn, K) sei Ma(X):= A— XFE,, € M(n xn, K[X])
die charakteristische Matriz von A.

Das charakteristische Polynom P4(X) ist also die Determinante der charakteristischen Matrix:
PA(X) =det(A— XE,) =det Ma(X) € K[X].
Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917)

Satz VI.1.3 (Satz von Frobenius). Es sei K ein Kdrper. Zwei Matrizen A,B € M(n x n, K) sind genau
dann dhnlich iber K, wenn die charakteristischen Matrizen Ma(X) und Mp(X) dquivalent sind iber K[X].

Wir kénnen also anstelle des Ahnlichkeitsproblems fiir Matrizen iiber K das Aquivalenzproblem iiber
K[X] untersuchen.

BEWEIS. Die eine Richtung der Aquivalenz ist einfach: Ist B = S™'AS mit S € GL,(K), so ist
Mp(X)=B—-XE,=S8"1A48 - S'E,SX =S (A—- E,X)S = ST'Ms(X)S

und da GL,,(K) C GL,(K[X]) eine Untergruppe ist, gibt das sogar die Ahnlichkeit, nicht nur die Aquivalenz,
der charakteristischen Matrizen.
Nehmen wir nun an, dass M 4(X) dquivalent ist zu Mp(X). Es gibt also invertierbare Matrizen P(X), Q(X) €
GL,(K[X]) mit
P(X)(B - XE,) = (A—XE,)Q(X).
Wie sehen P(X) und Q(X) aus? Dies sind Matrizen mit Eintridgen in K[X]. Wir kénnen die Summen in
den Eintrédgen von P(X) und Q(X) auseinanderziehen und erhalten

ZPX und Q(X ZQXI mit P;, Q; € M(n x n, K).

=0 =0
Hier bringen wir die Summen auf die gleiche Lange, indem wir gegebenenfalls Nullen einfiigen. Beachten Sie,
dass wir X° mit E,, identifizieren. Damit ist

P(X)(B—XE,) = ZPBX’ ZPXZ“

und

(A-XE,)Q(X) = i AQi X' — i QX
i=0 1=0
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Wir vergleichen die Koeffizienten und erhalten die Gleichungen

und
(VI.1.2) PyB = AQp und P,, = Q.

Wir multiplizieren die Gleichung (VI.1.1]) mit A® durch und summieren auf. Dies gibt

iAiPiB — iAiPi,l = iAi—HQi — iAiQifl
i=1 i=1

i=1 i=1

=A"1Q,, — AQy, weil sich die restlichen Terme wegheben
=A"t'p — PyB  wegen (VI.1.2)
Ein Vergleich der Anfangs- und Endterme ergibt

i=0 =0

und wenn wir B beziehungsweise A ausklammern, erhalten wir:

(VL.1.3) (Zm: A‘R) B=A (zm: A"Pi> .

Wir definieren S = Y 7" A‘P; € M(n x n,K). Dann besagt (VL.1.3) gerade, dass SB = AS. Es bleibt
also zu zeigen, dass S invertierbar ist. Nach Voraussetzung war P(X) invertierbar, das heifit, es gibt ein
R(X) € M(n x n, K[X]) mit

(VL.1.4) P(X)R(X)=E, = E, X"
Wir schreiben R(X) wieder explizit als R(X) = 321" Ri X" mit R; € M(nxn,K). Essei T =" B/R; €
M (n x n, K). Wir rechnen nach, dass

ST = szm:BjRj = iAfSRj,

§=0 §=0
weil mit (VI.1.3]) gilt, dass SB = AS ist. Wir setzen die Definition von S ein und bekommen
m m ]
ST = Z Z A PR,
§=0 i=0
Da R(X) das Inverse zu P(X) ist, bleibt von der ganzen Doppelsumme nur E,, {ibrig. O

Wir werden also im Folgenden Matrizen iiber K [X|] betrachten. Vorsicht: K[X] ist natiirlich kein Korper,
aber wir werden die folgende Eigenschaft von K|[X] benutzen:

Definition VI1.1.4. Ein kommutativer Integritéitsbereich R heifit ein euklidischer Ring, falls es eine Abbil-
dung

v: R— Ny
gibt, mit v(0) = 0, so dass es fiir alle a,b € R mit a # 0 Elemente ¢,r € R gibt mit
b= qa+r, sodass v(r) <v(a).
Die Abbildung v heifit euklidische Norm.
Sie kennen zwei Beispiele euklidischer Ringe:
Beispiele VI.1.5.

114



(a) Wir hatten in Satz[V.2.13| gezeigt, dass K[X] die Polynomdivision mit Rest zulift. Hier ist

R {Srad(f) R

die euklidische Norm.
(b) In den ganzen Zahlen, Z, kénnen Sie ebenfalls mit Rest teilen. Hier ist v der Absolutbetrag.

Bemerkung VI.1.6. Sie kénnen den Beweis von Satz auf beliebige euklidische Ringe iibertragen.
Damit ist jedes Ideal I C R in einem euklidischen Ring ein Hauptideal, also von der Form I = (a) = aR fiir
ein a € R. Solche Ringe nennt man Hauptidealringe.

Definition VI.1.7. Es sei R ein Integritétsbereich.

(a) Sind a,b € R und ist ¢ € R gegeben mit b = ga, so teilt a b. Wir sagen auch, dass b ein Vielfaches
von a ist. Die Notation ist alb.

(b) Fiir eine Familie von Elementen (a; € R);cr heifit d € R ein gemeinsamer Teiler der a;, falls d|a;
gilt fiir alle ¢ € I. Ein gemeinsamer Teiler heifit grifter gemeinsamer Teiler, (ggT), falls er von
allen gemeinsamen Teilern geteilt wird.

(c) Fiir zwei Ideale I, I C R ist

L + 1y :={x1 + 22,21 € 1,22 € I}

die Summe von Iy und I5.
(d) Ein p € R heifit irreduzibel, falls gilt: p ist keine Einheit und ist p = ab mit a,b € R, so ist a oder b
invertierbar.

Bemerkung VI.1.8.
e Das Ideal I + I5 ist das kleinste Ideal mit Iy C Iy + Is und I, C I + I>.
e Ist R ein Hauptidealring so gilt:

alb < (b) C (a) :

Wenn es ein ¢ € R gibt mit aq = b, ist klar, dass b € (a) gilt. Damit aber auch (b) C (a).
Ist umgekehrt (b) C (a), so ist b € (a) und damit gibt es ein solches gq.

e Ist R ein Hauptidealring, so ist fiir aj,...,a, € R das Ideal (a1) + ...+ (a,) wiederum ein Ideal,

also gibt es ein d € R mit

(a1) + ...+ (an) = (d).
Fiir alle ¢ ist damit (a;) C (d), also teilt d alle a;. Ist e ein weiterer Teiler aller a;, so ist (a;) C (e)
fiir alle ¢ und somit auch (d) = (a1) + ... + (a,) C (e). Somit gilt d|e. Also ist d der ggT von
A1y...,0pn.

e Ist R = Z, so sind die irreduziblen Elemente die Zahlen +p, wobei p eine Primzahl ist.

e Ist R = R[X], so sind die Polynome a X +b mit a # 0 und die Polynome a X2+ bz +c mit b? —4ac < 0
irreduzibel. Der Fundamentalsatz der Algebra sagt, dass fiir R = C[X] nur die Polynome aX + b
mit a # 0 irreduzibel sind.

e Ist R ein euklidischer Ring, so gilt v(x) = 0 genau dann, wenn x = 0 ist. Wire es nicht null, so
kénnten wir die 1 schreiben als 1 = gz + r mit v(r) < v(z) = 0. Es gibt aber kein Element mit
kleinerer Bewertung als null.

VI1.2. Invariantenteiler

Ziel dieses Abschnitts ist eine Normalform fiir quadratische Matrizen {iber einem euklidischen Ring R.

Satz VI.2.1. Es sei R ein euklidischer Ring und A € M(n x n,R). Wir erlauben als Zeilen- und Spalten-
transformationen das Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten und die Addition eines Vielfachen einer Spalte
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oder Zeile zu einer anderen Spalte oder Zeile. Dann lGf$t sich A immer umformen zu einer Diagonalmatrix

C1 0 0
0 C2
0 0 ¢,

so dass cilea] . .. |en.
Beachten Sie, dass jedes ¢; die 0 teilt.

BEWEIS. Ohne Einschrankung sei A # 0. Wir kénnen weiterhin annehmen, dass a1; # 0 ist und dass fiir
alle Eintrége a;; gilt, dass v(a11) < v(a;;) gilt. Ansonsten vertauschen wir die Zeilen und Spalten so lange,
bis oben links ein solches Element steht.

a 0
Unser Ziel ist es A in eine Matrix der Form (aél fl) zu transformieren, so dass a1, alle Eintréige von

A teilt. Dann kénnen wir iterativ weitermachen.

Nehmen wir an, es gibt in der ersten Spalte ein Element a;; # 0 und ¢ sei minimal mit dieser Eigenschaft
und ¢ > 1. Da R euklidisch ist und da aq1 # 0 ist, finden wir ein ¢ € R mit v(a;; — gai1) < v(aip). Wir
addieren das —q-fache der ersten Zeile zur i-ten Zeile und erhalten eine Matrix in der der neue Eintrag
x;1 an der Stelle (4,1) eine echt kleinere euklidische Norm hat als vorher. Ist dieser Eintrag nicht null, so
vertauschen wir wieder Zeilen und Spalten und erhalten eine Matrix A’, in der gilt, dass

ahy # 0 und v(ay,;) < v(aj;) fiir alle 4, ;.

Da x;; unter den Eintriagen von A’ ist, haben wir in diesem Schritt erreicht, dass v(a;) < v(a11). Solange
also in der ersten Zeile oder Spalte ein Element auflerhalb des Eintrags in (1, 1) nicht verschwindet, kénnen
wir die euklidische Norm des ersten Diagonalelements echt verkleinern. Dieses Verfahren muss dadurch nach
endlich vielen Schritten abbrechen, weil v(a11) eine feste natiirliche Zahl war. Wir finden also nach endlich
vielen Schritten eine Matrix der Form

b1 O
o5 5)

mit v(b11) < v(bi;). Da wir A # 0 angenommen haben, ist b;; # 0. Wir miissen jetzt noch dafiir sorgen,
dass wir diese Matrix ersetzen kénnen durch eine, in der der Eintrag in (1, 1) alle anderen Eintrége teilt.

Nehmen wir an, dass es ein Paar (4, j) gibt, so dass b;; nicht von by; geteilt wird. Wir teilen wieder mit
Rest und erhalten ein w € R mit v(b;; — wdi1) < v(b11), aber nach Annahme ist b;; — wdi1 # 0.

Wir addieren die erste Zeile von B zur ¢-ten Zeile.

Wir Subtrahieren das w-fache der ersten Spalte der so entstandenen Matrix von der j-ten Spalte der
Matrix. Zusétzlich 16schen wir den nicht-trivialen Eintrag in der 1-ten Spalte durch Addition eines Vielfachen
der ersten Zeile. Dann haben wir eine neue Matrix B’, die von der Form so ausieht wie B, in der b;; #
0 ist, aber v(b};) < v(b;;). Diesen Prozess kénnen wir wiederum nur endlich oft durchfiihren wegen der

Beschranktheit der Norm von b;;. Somit kénnen wir B in endlich vielen Schritten in eine Matrix A der Form

(a(l)l 21) transformieren, so dass a@11|a;; fiir alle 4, j gilt. O

Korollar VI.2.2 (Invariantenteilersatz). Uber einem euklidischen Ring ist jede Matriz A € M(n x n, R)
dquivalent zu einer Diagonalmatriz

C1 0 . 0
0 Co

L 0
0 0 e,

so dass cilea] . .. |en.



BEWEIS. Die Spalten- und Zeilenumformungen im Beweis entsprechen der Multiplikation mit invertier-

baren Matrizen, ndmlich Matrizen der Form 7(¢, j) und (4, j, A) wie in Definition [II1.4.8 a
Bemerkung VI.2.3. Die Elemente cq, ..., ¢, sind nicht eindeutig, sie sind nur bis auf Multiplikation mit

invertierbaren Elementen festgelegt. Fiir R = K[X] kann man die Eindeutigkeit erzwingen, indem man
verlangt, dass die Polynome ¢; normiert sind. Das werden wir im Folgenden tun.

Definition VI.2.4. Die ¢; € R wie in Korollar heiflen Invariantenteiler von A.
Wir wollen die ¢; mit anderen Groflen in Beziehung setzen. Minoren hatten wir in Definition

Definition VI.2.5. Ist A = (a;;(X)) € M(n x n, K[X]), so sei d;(A) der grofite gemeinsame Teiler aller
Minoren j-ter Ordnung von A. Dann heifit d;(A) der j-te Determinantenteiler von A.

Beispiel VI1.2.6. Einige Determinantenteiler konnen Sie sofort ohne Nachdenken hinschreiben: Fiir j = n
erhalten wir d,,(A) = det(A) und d;(A) ist der ggT aller Matrixeintrige a;;(X).

Determinantenteiler geben ein notwendiges Kriterium fiir Aquivalenz:

Lemma VI1.2.7. Sind Ay, Ay € M(n x n, K[X]) dquivalent, so haben Ay und Ay tbereinstimmende Deter-
minantenteiler.

BEWEIS. Wir zeigen, dass d;j(A;) alle Minoren j-ter Ordnung von As und damit d;(Asz) teilt. Wegen
der Symmetrie der Behauptung, folgt dann die Gleichheit.

Ist S € M(n x n, K[X]) beliebig, so sind die Zeilen von SA; Linearkombinationen von Zeilen von A;:
Wir schreiben S als Matrix mit Zeilen s;, also

S1
S =
Sn
und wir schreiben A; als Matrix mit Spalten a;, also A; = (ay,...,an).
Dann ist
(s1,a1) ... (s1,an)
sa=| :
(Snya1) ... (Sp,an)

Damit sind Minoren j-ter Ordnung von SA; Linearkombinationen der Minoren j-ter Ordnung von Aj;.
Ebenso iiberlegt man sich, dass fiir jedes T' die Spalten von SA;T Linearkombinationen der Spalten von SA;
sind und damit sind die Minoren j-ter Ordnung von Ay = SA;T Linearkombinationen der Minoren j-ter
Ordnung von Aj; insbesondere teilt d; (A1) die Minoren j-ter Ordnung von A,. Damit teilt auch d;(A;) diese
Minoren. ]

Definition VI.2.8. Ist A € M(n x n, K) und ist M4(X) die charakteristische Matrix von A, dann heiflen
die normierten Polynome

D = ¢;(Ma(X)) und dY := d;(MA(X))
die Invarianten- und Determinantenteiler von A.

Bemerkung VI.2.9. Fiir Diagonalmatrizen in Invariantenteilerform sind die Determinantenteiler natiirlich
einfach hinzuschreiben: Ist

cic 0 ... O
A= 0 co :
0
0 0 ¢,
mit ¢1]...|cy, soist dj(A) =¢1-...-¢j.
Insbesondere ist also dfg):cg)-..mc(j) fur alle 1 < j < n.
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Satz VI.2.10 (Klassifikation iiber Invarianten- und Determinantenteiler). Zwei Matrizen A, B € M(n x
n, K) tber einem Korper K sind genau dann dihnlich, wenn sie ibereinstimmende Invarianten- und Deter-
minantenteiler haben.

BEwEIS. Wir hatten gesehen, dass A und B genau dann dhnlich sind, wenn ihre charakteristischen
Matrizen M4 (X) und Mp(X) dquivalent sind. Diese Matrizen wiederum sind dquivalent zu Diagonalmatrizen

Ao 0 Ao 0
2 - : (2)
0 cy . : und O cp
: . .0 : .0
0o ... 0o 0 ... 0 v
Diese sind genau dann dquivalent, wenn cx) = cg) gilt fiir alle 1 < ¢ < n. Da wir die Determiantenteiler

ausdriicken koénnen als
dy) =P und @9 = a9 i j > 1
und ebenso fiir B, sind die Invariantenteiler von A und B genau dann gleich, wenn die Determinantenteiler

iibereinstimmen. O

-3
1 € M(3 x 3,R) mit charakteristischer Matrix

0
2
2

-3

27 1

2-X

Wir vertauschen die erste mit der zweite Zeile und erhalten
1 2—-X 1
4—-X 0 -3
1 2 2—-X

4
Beispiel VI.2.11. Wir betrachten 4 = | 1
1

Wir addieren das —(2 — X)-fache der ersten Spalte zur zweiten Spalte und zichen die erste Spalte zusétzlich
von der dritten ab:

1 0 0 1 0 0
4-X —(4-X)2-X) -3-44X|=[4-X -(A-X)2-X) X-7T
1 2-(2-X) 2-X -1 1 X 1-X

Wir ziehen das (4 — X)-fache der ersten Zeile von der zweiten ab und ziehen die erste Zeile von der dritten
ab:

1 0 0
0 —-4-X)2-X) X-7
0 X 1-X
Wir addieren nun die dritte Spalte zur zweiten:
1 0 0
0 - U-X)2-X)+X-7 X-7
0 1 1-X
Vertauschen von Zeile 2 und 3 gibt
1 0 0
0 1 1-X

0 —(4-X)2-X)+X-7 X-7
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Diese Matrix konnen wir schliefflich durch Ausrdumen der Eintréige in (2, 3) und (3, 2) durch die benachbarte
Eins umformen zu

1 0 0
0 1 0
0 0 —X34+8X2—-21X+8

Sie wissen, dass der Eintrag unten rechts das charakteristische Polynom sein muss.

V1.3. Frobenius-, Weierstraf3- und Jordannormalform

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, handhabbare und iibersichtliche Reprisentanten der Ahnlichkeitsklassen
quadratischer Matrizen zu erhalten. Im gesamten Abschnitt sei K ein Korper.

Definition VI.3.1. Essei g = X"+ a, 1 X" ' +...+ a1 X + ap € K[X] ein normiertes Polynom. Ist der
Grad von g gleich 1, so sei B, := (—ayp). Fiir n > 1 sei

00 ... ... ... 0 —ag
10 :
01 0 : :
By=|: ¢ 1 - : ; € M(nxn,K)
0 0 0 1 —ap_q

die Begleitmatriz von g.

Bemerkung VI.3.2. Im Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton haben wir gesehen, dass Pp,(X) =
(—1)"g(X) gilt. Die charakteristische Matrix von By ist

-X 0 0 —Qg
1 -X :
0 1 =X : :
Mp,(X):=| ¢ ¢ 1 °. : s € M(n x n, K[X))
: : oo =X :
0 0 ... ... 0 1 —apq1-X

Streichen wir die erste Zeile und die n-te Spalte, so bleibt

1 -X 0 ... 0
0 1 =X
0 1 0 EM(an,K[X])
. x
0 0 1
mit Determinante 1, so dass die Determinantenteiler von By gerade 1,...,1, g sind und
i) i 1, 2 <n,
-y -{ i
g, t=n.



Damit ist B, — X E,, = Mp_ (X) dquivalent zur Matrix

1 0 0
0 1

: .1 0
0O ... ... 0 g

Satz VI.3.3 (Frobenius-Normalform). Ist A € M(n x n, K), dann ist A zu genau einer Matriz der Form

By, 0 ... e 0
0 By, :
: : € M(nxn,K)
: . By, O
0 e 0 By,
dhnlich, wobei die g1, ...,g, normierte Polynome iber K vom Grad > 1 sind, fir die g1|...|g, gilt.
BEWEIS. Die charakteristische Matrix von
By, 0 ... L. 0
0 By,
Bgl7"~ gr =
BgT71 O
0 0 By,
ist dquivalent zu einer Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen (1,...,¢1,...,1,...,1, g,) und diese ist wieder-
um #quivalent zu einer Diagonalmatrix mit Diagonaleintrdgen (1,...,1,¢1,...,6.). Sind 1,...,1,91,..., 9,
die Invariantenteiler von A, so sind 1,...,1,¢1,...,g, ebenfalls die Invariantenteiler von By, .. 4 und mit
folgt, dass A &hnlich ist zu By, .. 4,.. Da die Invariantenteiler eindeutig sind, sind auch die Matrizen
Bg,,..., By, eindeutig. ([

Die Matrizen By, bis By, kann man gegebenenfalls weiter aufspalten:

Lemma VI1.3.4. Ist g=hy ... hg, so dass die h; paarweise teilerfremd sind und normiert vom Grad > 1,
s0 ist By dhnlich zu

By, 0 0
0
0
0 0 By,

BEWEIS. Die charakteristische Matrix von

Bu, 0 0
0
0
0 0 B,



ist iiber K[X] dquivalent zu

E, 0 0
H(X) = 0 m
S
0 0  hg
1 0 0
0 1
fiir ein passendes m. Zu zeigen ist, dass H(X) und G(X) = | : .. . . 1| die gleichen Invarianten-
: .1 0
0O ... ... 0 g
und Determinantenteiler haben. Wir berechnen die Determinantenteiler: Fiir d,, gilt
dp (G X)) =g=hy- ... - hpg =d,(H(X))

und d;(G(X)) =1ftur alle1 <j<n—1 Fir H(X) ist

Beispiel VI.3.5. Betrachten wir das Polynom X2 + 1 = (X — i)(X + i) € C[X], so ist (0 - ) die

Begleitmatrix zu X2 +0- X + 1 und diese Matrix ist dhnlich zu ( 0

—i 0\ (B, 0
0 i) \ 0 By
mit hy = X +7und hy = X — 4.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrafl (1815-1897).

?) iiber C, weil

Korollar VI.3.6 (Weierstra-Normalform). Ist A € M(n X n,K) dann gibt es eine bis auf Reihenfolge
eindeutig bestimmte Folge hy,..., hy von Potenzen irreduzibler, normierter Polynome in K[X], so dass A
Br,, 0 ... 0

dhnlich ist zu
: . -0
0 ... 0 By
Die h; heiflen Weierstrafische Elementarteiler. Der folgende Beweis bleibt unvollsténdig, weil wir nicht
gezeigt haben, dass sich jedes Polynom in K[X] vom Grad > 1 in irreduzible Faktoren zerlegen li8t.

BEWEIS. Wir wissen, dass A dhnlich ist zu

By, 0 ... O
0
: . .0
0 ... 0 B
wenn 1,...,1,91,...,9, die Invariantenteiler von A sind. Wir benutzen die hier unbewiesene Zerlegung der
g als Produkt von Potenzen irreduzibler Polynome in K[X]. O
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Wir untersuchen den Spezialfall, bei dem alle h; von der Form (X — A\)™ sind:

Lemma VI1.3.7. Ist A € K und ist m € N, so ist die Begleitmatriz von (X — \)™ dhnlich zur Matriz

A0 ...00
J(A;m) = 1

: .0

0 ... 1 A

BEWEIS. Wir betrachten die charakteristische Matrix von J(\;m):
A-X 0 ... 0

Myom)(X) = !
6 oo 1A= X
und erhalten
det M y(xiny (X) = dY73. 0 = (A= X)™ = (1) (X — \)™.
Das Streichen der ersten Zeile und der m-ten Spalte gibt eine Matrix mit Determinante 1 und somit stimmen
die Determinantenteiler von J(A;m) mit denen der Begleitmatrix von (X — A)™ iiberein:

_ 4@
J(A\m) dB<X,>\)m

firl<i<m.
Definition VI.3.8. Die Matrix J(A;m) heifit die m x m-Jordan Matriz zu A.
Marie Ennemond Camille Jordan, genannt Camille Jordan (1838-1922).

Satz VI.3.9 (Jordansche Normalform). Es sei A € M(n x n,K) und das charakteristische Polynome von
A, Pa(X), zerfalle iiber K in Linearfaktoren. Dann g¢ibt es eine bis auf Reihenfolge eindeutige Folge von
Jordan-Matrizen Jy,...,J, iber K, so dass A dhnlich ist zu

Jo 0 ... 0
0 .
: - .0
o ... 0 J.

BEWEIS. Da cg) immer dg) teilt und da diese wiederum P4 (X) = df:) teilen, zerfallen alle Invarianten-
und Determinantenteiler von A ebenfalls in Linearfaktoren. Damit ist A dhnlich zu

B(X*)\l)ml 0 “ee O
0
0
0 0 Bix-xmr
und damit auch dhnlich zu
J()\l; ml) 0 0
0
0
0 0 JA;my)



9 -7 0 2
Beispiel VI.3.10. Es sei A = Z :Z (2) ? € M(4 x 4;Q). Wir berechnen P4(X) durch Entwicklung
0 0 0 2
nach der letzten Zeile und erhalten
9-X -7 0 2
Py(X) = det 171 *5:4X 5 PX %
0 0 0 2-X
=(2-X)*((9 - X)(—5— X) +49)
=(2-X)}(X? —4X +4)
=(2-X)!

und somit ist A = 2 eine vierfache Nullstelle. Wir miissen die Eigenvektoren von A bestimmen:

NP IS

(A—2E4) =0«

0

L Ne 8
o
cococo
O = NN
[SERS IS
I
o

Die Koeffizientenmatrix hat Rang 2: Sie kann nicht mehr als Rang 2 haben wegen der 0-Spalte und der
beiden sichtbar linear abhéingigen ersten und zweiten Spalte. Da det (:Z ? = -7+ 8 =1 # 0 hat sie
genau Rang 2.

Damit ist die Dimension des Eigenraums dimg Eig(A;2) = 2 und als Jordansche Normalformen kommen

a priori

2 000
4|0 200 _(J2y o0
Y lo 1 2 o 0 J(2;3)
00 1 2
und
2 000
|t 200 _(J/2 o
27 (oo 2 0f "\ 0 J22
00 1 2

in Betracht.
Wir bestimmen das Minimalpolynom von A. Es ist A — 2E, # 0. Das hatten wir oben schon gesehen.
Aber (A —2E,)? ist

7T =7 0 2 7T =7 0 2
7T =7 0 2 T =7 0 2| _ 0
4 -4 0 1 4 -4 0 1 '
0 0 00 0 0 0 0

Also ist das Minimalpolynom m(X) = (X — 2)2. Ahnliche Matrizen haben iibereinstimmende Minimalpo-
lynome. Wir bestimmen also die Minimalpolynome von A; und As:

0 0 00
. . . 0 0 0 O - 2 .
Die Matrix (A; — 2) ist 010 0 und damit ist (A; — 2)? # 0. Daher muss die Jordansche
0 01 0
Normalform von A gleich Ay sein. Wir machen den Test:

123



0 0 0O 00 00y /0O 0 0O
“2=2=14 5 0 o| ™ {9 00 o]fo0 00|
00 10 00 10 00 10
Bemerkung VI.3.11.
(a) Oft finden Sie Jordan-Matrizen in der Form
A1 0 ... 0
0
0
: oo 1
0 ... ... 0 A
Dies liefert eine dquivalente Theorie, weil
A1 0 ... 0
0
0| =JNm)
: oo 1
0 ... ... 0 X
und fiir A € M(n x n; K) gilt fir alle i c(j) = CXZ und dg) = d(jz.
JA;m) 0 ... 0
(b) Ist A &hnlich zu 0 C : mit paarweise verschiedenen \;, so ist
o ... 0 J(/\T(?mr)
Pa(X) = (v = X)™ L (A — X)™

und damit gilt paig(A; ;) = m;.
(c¢) Fiir die geometrische Vielfachheit gilt dagegen:

A0 ... 0
1 . EET
Hgeo . ) ) =1
: . .0
0 ... 1 X

Allgemeiner gilt: Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts ist die Anzahl der Jordan-Blocke
zu diesem Eigenwert.
(d) Das Minimalpolynom kénnen Sie ebenfalls direkt aus der Jordanschen Normalform ablesen: Sind

A,y A die verschiedenen Eigenwerte von A und zerfillt P4(X) in Linearfaktoren, so sei ¢;
jeweils die Grofle eines maximalen Jordanblocks zum Eigenwert A;, dann gilt:

0 0 ... o0\"

1 0, k>t

(T(Nis ) = XiEy )" = =

0O ... 1 0

Damit gilt fiir das Minimalpolynom von A:
ma(X) = (X =A% (X =\
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Wir erhalten als Spezialfall: Zerfillt das Minimalpolynom von A in paarweise verschiedene Linear-
faktoren, so ist ¢; = 1 fiir alle 1 < 7 < m und damit gibt es nur Jordanblocke der Grofle 1. In diesem
Fall ist A diagonalisierbar. Das ist die fehlende Riickrichtung von Satz

Satz VI.3.12. Es sei A € M(nxn, K). Dann ist A genau dann diagonalisierbar, wenn das Minimalpolynom
ma(X) in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfdllt.

Bemerkung VI.3.13. Ist V' ein K-Vektorraum endlicher Dimension und es sei A die darstellende Matrix
von f € Endg(V), so ist Py(X) = Pa(X). Zerfillt P4(X) in Linearfaktoren, so ist A &hnlich zu J :=
J(/\l; ml) 0 e 0

0 . Wir schreiben diese Matrix als Summe J = D + N, wobei D eine
: . . 0
0 e 0 JNymy)
Diagonalmatrix ist der Form
A O 0
0
A1
D =
Ar
: .. 0
0O ... ... ... ... 0 M\
und N hat nur Einsen unterhalb der Diagonalen:
Ny 0 ... O
N = 0
0
0 0 Np
0
1 0
mit N; = ] ] , wobei wir wieder die Konvention benutzen, dass dort wo nichts steht, Nullen

1 0

sind.

Man kann also jedes solche f zerlegen als f = fp + fn, wobei fp diagonalisierbar und fn nilpotent ist.
Es gilt

Inofp=fpofn.
Dies liefert eine multiplikative Version der Jordanschen Normalform: Ist f € Auti(V), so setzen wir fy =
idy + ff)l o fn. Damit erhalten wir
fpofu=fpolidy+fp'ofn)=fo+fn=1

Die Abbildung fy heifit unipotent. Wir kénnen also jeden solchen Automorphismus f multiplikativ zerlegen
in einen Diagonalanteil fp und einen unipotenten Anteil fi;.

VI1.4. Exkurs: Anwendung der Jordanschen Normalform auf Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt sei K = R oder C. Wir suchen ein n-mal stetig differenzierbares f: R — K, welches
die Gleichung

(VL.4.1) ™ fa,  fO D4 daf +aof =0
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erfiillt. Hierbei seien die a; aus K und f(9) bezeichne die i-te Ableitung von f. Die obige Gleichung nennt
man eine homogene Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Wir setzen z1 = f,...z, = f 1. Dann ist (VL.4.1)) dquivalent zu
o = a9, xh =x3,..., 2 | =x, und 2/, = fOV,

also z], = — Z?:l a;—1x;, so dass die x; einmal stetig differenzierbar sind. Wir benutzen die Abkiirzung

C(R, K) fiir den K-Vektorraum der i-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf R. Die z; sind also aus
Cl(R,K) und

Z1
X:=|: | eC(RK").
In
Insgesamt ist (VI.4.1]) d&quivalent zu
0 1 0 0
0 1 0
X' =AX mit A =
0 B | 1
—ap —Aa1 ... .. oo —AQp_1

Wir koénnen also eine homogene Differenzialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten auf eine
Matrixgleichung der Form X’ = AX bringen mit X € C*(R, K™).

Wir betrachten leicht allgemeiner X’ = AX mit X € C'(R, K™) und beliebigem A € M(n x n, K).
Schreiben wir aus, was das heift, so erhalten wir

/
T = a1121 + ...+ a1pTy

/
T, = Ap1x1 + ...+ AGpply

Wir betrachten zuniichst einfache Spezialfiille: Ist A zum Beispiel eine Diagonalmatrix, so reduzieren
sich die obigen Gleichungen zu

/
1'1 = a1y

T, = Apn Ty
und in der Analysisvorlesung lernen Sie, dass Sie in diesem Fall
(V1.4.2) z;(t) = c;e®t
als Losung erhalten. Da e = 1 gilt, ist ¢; = x;(0).

Ein &hnlich einfacher Fall ist der, bei dem A diagonalisierbar ist. Es gibt also ein S € GL,(K), so dass

d 0 ... 0

SAS~! = D ist, wobei D = 0 d eine Diagonalmatrix ist. Damit ist SA = DS und wir
: . w0
0 ... 0 d,

erhalten:
(Sz) = Sz’ = SAx = D(Sxz).

Aber mit y := Sz wissen wir nach dem ersten Fall, wie eine Lésung aussieht fiir ' = Dy. Wir erhalten also
y und damit auch z = S~1y.



Definition VI.4.1. Es sei K = R oder C. Fiir A € M(n x n, K) ist

A _ -

(V1.4.3) et=>" T
i=0

Bemerkung VI.4.2. Wir fassen einige Eigenschaften der Exponentialabbildung fiir Matrizen zusammen:

Die Reihe in (VI.4.3) konvergiert fiir alle A € M(n x n, K).
Fiir 0 € M(n x n, K) erhalten wir €° = E,,.
Sind A, B € M(n x n, K), so ist

eATB — 4B,
A invertierbar ist, mit (e4)~! = e~4, weil

eAefA _ eAfA _ 60 =FE, = efAJrA — efAeA.

Damit ist klar, dass e

A1
e Fiir Diagonalmatrizen D = ist die Exponentialfunktion beschreibbar als
An
A1
[ee] 1 Al '
M) _ 1
¢ - Z il
=0 )\n
o [N
=0 %)\;
eM
( e)‘"
Damit wird das System (VI.4.2)) mit \; := a;; zu
At
1 crettt c1
| = : — e Ant .
Tn cpent Cn
Da x;(0) = ¢;, konnen wir das weiter umformen zu
At
T xl(o)
| =e M
Ty 2, (0)
Dies ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
C1
X' =AX, X(0)=|:
Cn

Ist K = R, so wird nicht jedes charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfallen, aber fiir K = C
gilt dies nach dem Fundamentalsatz der Algebra. Wir beschrinken uns jetzt auf den Fall, wo A nur aus
einem Jordanblock besteht.

127



Es sei also X' = J(A\;n)X:

x/ “ e . )\xl

1 R .1 21 + Az
'/ : . .0

T 0 ... 1 X o Tn-1 + ATn

Auch in diesem Fall gibt es eine explizite Losung. Wir leiten die ersten Koordinaten her:
Es ist klar, dass x1 = creM gilt mit Anfangswert ¢; = z1(0). Fiir 2 erhalten wir

oh =z + A\xy = creM + Aao.
Filr z2 1= coe? + ¢ite?t ist
xh = AegeM + e Mt + cret = Aag + c1eM = Ay + 11
Setzen wir fir o5 = xo + Az ein, was wir iber zo wissen, so ist
xhy = crteM + coe™ 4 A,

so dass man hier x5 = cze* + cpte + $t?eM raten kann.
Fiir allgemeines n erhélt man:

Firn =3 ist

ert 0 0 0 0 O 0 0 O
—(o e o|[E+|t 0 0|+]0 00
0 0 e 0t 0 £ 00
e 00 1 00
— 0 e>‘t 0 . t 1 0
0 0 eM £ ¢
und
x1 c1 et 00 c1
2o | =/t eyl =0 M 0 |- cit+co
T3 C3 0 0 €>\t Cl% =+ Cgt + C3

VI.5. Verallgemeinerte Eigenrdume

Es sei K wieder ein Korper, V sei ein K-Vektorraum mit 1 < dimg V =n < oo und f € Endg (V). Wir
nehmen an, dass das charakteristische Polynom von f {iber K in Linearfaktoren zerfillt, also

PrX)=(-D"(X =)™ ... (X =)™
mit paarweise verschiedenen A\; € K und m; > 1.

Definition VI.5.1. Der Vektorraum ker((f—A;idy)™) =: vEig(f; A;) heiit der verallgemeinerte Eigenraum
von f zum Figenwert \;.

Es ist auch die Bezeichnung Hauptraum von f zu A; iiblich.
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Bemerkung VI.5.2. Der Eigenraum Eig(f;);) ist immer im verallgemeinerten Eigenraum vEig(f;\;)
enthalten. Allgemeiner gilt: Ist g € Endg (), so ist

ker(g) C ker(gog) C ... Cker(go...og) =ker(¢™) C ...
——

fir alle m > 1.

Verallgemeinerte Eigenrdume kann man zur Bestimmung der Basiswechselmatrizen fiir Jordannormal-
formen benutzen. Ist A € M(n x n,K), Pa(X) = (=1)"(X — A)* - ... - (X — A\ und ma(X) =
(X =A™ ...+ (X — A\)™r, so haben wir

Eig(A; \;) = ker(A — \;E,,) C ker((A — M E,)?) C ... Cker((A— NE,)™) = vEig(4; \;).
Wir starten mit einem Vektor 0 # v} € ker((A — A\ E,)™) mit (A — M\ E,) (v}) # 0 fiir alle i < my. Wir

setzen

= (A= ME,)(eh),

Uiy -1 = (A= M Ep) (U, ).
Aus (X — A\)IH = X(X — M\p)7 — M\ (X — \p)? folgt
(VL5.1) X(X = A) = (X = M)+ (X =\
Lemma VI1.5.3. Es gilt:

1 _
Av; =

)\11}

1+1+)‘1@i17 0<i<mg —1
i:mlfl.

m1—1
BEWEIS. Es gilt (4 — A\ E,,)™ (v}) = 0 nach Voraussetzung und mit (VL.5.1)) erhalten wir
Avl = A- (A= MEn) (v) = (A= MEn) "™ (v) + AL(A = M Ey) (vg).-
Fiir i < my — 1 ergibt sich damit
Av} = vil_H + Ao},
wahrend wir fir i =mq; — 1
(A= X Ep)™ (vg) =0
erhalten und damit

Aol

mlfl

= )\1@1

mi—1°

O

Wir kénnen damit die Basiswechselmatrix fiir die Jordannormalform bestimmen. Es sei \; ein Eigenwert
und A; habe Multiplizitét m; in ma(X).
(a) Wir suchen zu \; ein v}, also ein v} € K™ mit
(A= NE,)™ (v)) = 0 aber (A — N\ E,) (v)) # 0 fiir 0 <4 < m;.
(b) Wir berechnen die Vektoren
v, vl = (A= NE)0, ..., vl = (A= XNE,)™ ).

Y Ymyi—1 T

(c) Wir wiederholen die Schritte (a) und (b) gegebenenfalls, falls es noch weitere Jordanblocke zu A;
gibt. Diese treten mit Multiplizitdt < m; in ma(X) auf. Wir achten darauf, dass die neuen Vektoren
linear unabhéngig von den bisher gefundenen sind.

(d) Haben wir A; abgearbeitet, so machen wir mit den anderen Eigenwerten von A weiter.
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Beispiel VI1.5.4. Wir betrachten wieder das Beispiel

9 -7 0 2
7 -5 0 2
A= 4 -4 2 1
0 0 0 2

Sie wissen, dass 2 ein Eigenwert ist und dass
PA(X) = (X —2)* und ma(X) = (X —2)%

Wir suchen also ein v§ € Q* mit (A — 2E4)v} # 0. Dazu schreiben wir hin

7 -7 0 2
7 -7 0 2
A=2Bi=1, 4 o1
0 0 00

Da die erste Spalte von A — 2E, nicht verschwindet, eignet sich zum Beispiel e; als v§ und wir erhalten als
1
U1

’U% = (A — 2E4)€1 =

=IEN N

Damit ist der Beginn einer passenden Basis.

co o~
o W~

Wir brauchen nun einen von e; und linear unabhiingigen Vektor w} wiederum mit (A—2E4)w( # 0.

O W~

Hierzu kénnen wir zum Beispiel wé = e4 nehmen: e4 liegt nicht im Erzeugnis von e; und , weil es eine

=R IES)

nicht-triviale 4. Koordinate hat.

Damit erhalten wir als Basis

1 7 0 2
0 7 0 2
of’14]’10](1
0 0 1 0
Wir nehmen diese Vektoren als Spaltenvektoren der Matrix S:
1 7 0 2
07 0 2
§= 0 4 0 1
0010
Dann gilt
2 0 0 0
1 |1 2 00
SAST = 0 0 20
0 01 2
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VI.6. Zyklische Unterrdume
Es sei K wieder ein Koérper, V sei ein K-Vektorraum und f € Endg (V).
Definition VI.6.1. Der Vektorraum V heiflt zyklisch beztiglich f oder f-zyklisch, falls es ein v € V' gibt mit
V = Spang (v, f(v), f2(v),...).
Jeder Vektor v € V' mit dieser Eigenschaft heifit ein f-zyklischer Vektor von V.
Die folgenden Matrizen sollten Thnen bekannt vorkommen:

Satz VI.6.2. Es sei 1l < dimgV =n < oo und f € Endg (V). Dann gilt, dass V genau dann zyklisch ist
beziiglich f, wenn es eine geordnete Basis B von V' gibt, so dass

00 ... ... ... 0 —a
10 : :
01 0

Ms(f)=1" 0 1
o . -0 —ap_o
00 ... ... 0 1 —ap

BEwELs. Ist V' f-zyklisch und ist v ein f-zyklischer Vektor von V', so setzen wir

B= (v, f(v),....f""(v)).
Wir haben frither schon gesehen, dass B linear unabhéngig ist, aber dass (v, f(v), ..., f*~!(v), f*(v)) natiirlich
linear abhiingig sein muss, weil wir hier mehr Vektoren haben als die Dimension von V. Also gibt es
ag,...,0ap—1 € K mit
(W) + a1 f" N W) .+ arf(v) +ag = 0.

Damit ist
o0 ... ... ... 0 —agp
1 0 : :
01 O
Mg(f) = 0 1
Do . 0 —an—2
00 ... ... 0 1 —an

Hat f umgekehrt eine Matrixdarstellung Mp(f) wie oben mit B = (vy,...,v,), so ist vy f-zyklisch. O

Bemerkung VI.6.3. Wir kénnen aus einer Matrixdarstellung wie oben wieder direkt das charakterische
Polynom ablesen: Ist

00 ... ... ... 0 —ap

Lo : .

01 0 : :
Ms(f)=1: 0 1 - : : ;

M . 0 —ap—2

O 0 ... ... 0 1 —an
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soist Pp(X) = (-1)"(X"+ a1 X" ' +...+ a1 X +ap).
Korollar V1.6.4. Ist dimg V =n < co und ist V' f-zyklisch fir ein f € Endg (V), so ist
(=1)"m(X) = Pr(X).

BEWEIS. Da (v, f(v),..., f" 1(v)) linear unabhingig ist, kann kein Polynom p € K[X], welches einen
Grad strikt kleiner als n hat, f annulieren. ]

Korollar VI1.6.5. Ist dimg V =n < oo und f € Endg(V), so stimmt das Minimalpolynom von f mit dem
n-ten Invariantenteiler tiberein:

my(X) = c™(f).

BeEwEls. Es seien 1,...,1,41,...,¢, die Invariantenteiler von f mit Begleitmatrizen By, ..., By, und
g1 |-..| gr. Wir wissen, dass jede darstellende Matrix Mp(f) von f dhnlich ist zu
By, 0 ... O
B= 0
0
0 0 By,

Wir miissen also zeigen, dass g, = my(X) gilt.
Ist g € K[X] beliebig, so ist

9(Bg) 0 0
0
9(B) =
: T 0
0 . 0 g(Bgr)
Wir wissen, dass g; das Minimalpolynom von By, ist fiir alle 1 <4 < r. Damit gilt
g(B) =0« g; | gfirallel <i<r

Da aber ¢; | ... | g gilt, erhalten wir

9(B)=0<gr|g.
Aber dies ist genau die Charakterisierung des Minimalpolynoms als normiertes Polynom, welches den Anni-
hilator von B, und damit von f, erzeugt. Also ist g, = m;(X). |

Bemerkung VI.6.6. Es sei wieder f € Endg (V) fiir ein endlich-dimensionales V.
(a) Da gilt
n n 1 n
(—1)"Pp(X) = df =

erhalten wir wiederum mit m(X) = c(f"), dass my(X) | Pr(X).

(b) Gilt my(X) = (—1)"P;(X), so sind die Invariantenteiler von f genau 1,...,1,my(X) und dies sind
die Invariantenteiler von B, (x). Begleitmatrizen sind gerade die darstellenden Matrizen von En-
domorphismen zyklischer Vektorrdume. Damit erhalten wir die folgende Verschérfung von Korollar

VL6.4

Satz VI.6.7. Ist f € Endg (V) und dimg V = n < oo, dann ist V genav dann f-zyklisch, wenn my(X) =
(—1)"P¢(X) gilt.

Definition VI1.6.8. Ist U C V ein Untervektorraum eines K-Vektorraums V und ist U f-invariant fiir ein
f € Endg(V), so heiBt U f-zyklisch, falls U f|y-zyklisch ist.

U flu

N N

Vf)V
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Satz VI.6.9. Ist f € Endg (V) mit dimg V < 00, so kann man V zerlegen als
V=U®...0U,,

so dass U; # 0 jeweils ein f-zyklischer Unterraum von V' ist. Zusdtzlich erfillen die Minimalpolynome g;
von flu,, dass g; | gi+1 fur alle1 < i < r—1. Die g; sind dann die Invariantenteiler von f und g, = my(X).

BEWEIS. Es gibt eine geordnete Basis B von V, so dass

By 0 ... 0
0
Mgp(f) =
: . . 0
0 ... 0 B,

Jedem B; entspricht ein f-invarianter Untervektorraum U;, so dass f|y, durch By, dargestellt wird. Damit
ist U; automatisch f-zyklisch und V =U; @ ...® U,.. Aus der Eindeutigkeit der Invariantenteiler folgt, dass
die g; genau die nicht-konstanten Invariantenteiler von f sind. |
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KAPITEL VII

Dualriume und Bilinearformen

VIIL.1. Der Dualraum eines Vektorraums
Definition VII.1.1. Es sei K ein Korper und V sei ein K-Vektorraum. Dann heif3t
V*:=Homg(V,K) = {¢: V — K, ¢ ist K-linear}
der Dualraum von V. Seine Elemente heiflen Linearformen oder (lineare) Funktionale.

Beispiele VII.1.2.

a1
(a) Ist V.= K" und ist a := | : | € K" fest gewdhlt, so ist
an
T n
' K" > K, |—>Zai$i
i=1
Ty,

eine Linearform. Fiir n = 2 sind p* <i1> = z71 und @2 <il> = x5 konkrete Beispiele.
2 2

(b) Ist V = C°(]0,1],R) der Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf dem Einheitsinter-
vall, so ist e: V = R, e(f) = f(0) eine Linearform.
(c) Ebenfalls auf V = C°(]0, 1], R) definiert das Integral eine Linearform:

$: CO([0,1,R) 5 R, o(f) = / f(z)d.
0

Bemerkung VII.1.3. Wir hatten allgemein in Korollar[[I1.2.23|die Dimensionsformel dim g Homg (V, W) =
dimg V - dimg W, falls dimg V,dimg W < oo. Sie wissen also, dass dimg V* = dimg V gilt fiir endlich-
dimensionales V.

Definition VIIL.1.4. Ist B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis von V, so sei die zu B duale Basis B* =
(vy,...,v}) definiert durch

1}; (’Uy) = 51J

Bemerkung VIIL.1.5. Die duale Basis verdient ihren Namen: Ist Y . Ao = 0 mit A\; € K, so gilt
insbesondere, dass

0= 3 A (o) =
i=1
ist fir alle 1 < j < n.

Sie konnen mit Funktionalen testen, ob ein Vektor trivial ist:

Lemma VIIL.1.6. Es sei V ein beliebiger K-Vektorraum und es sei v € V' \ {0}. Dann gibt es ein ¢ € V*
mit p(v) # 0.

BEWEIS. Da v # 0, ist (v) linear unabhiingig. Wir ergéinzen (v) zu einer Basis von V: B = (v, v;)er-
(Wenn V' endlich-dimensional ist, geht das mit dem Basisergiinzungssatz [[1.5.18} sonst brauchen Sie Satz

135



11.6.8]) Wie jede K-lineare Abbildung sind Linearformen durch die Werte auf einer Basis bestimmt. Wir
definieren
p: V=K, o) =1, ¢v)=0firalleie I.
|

Satz VII.1.7. Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, so liefert jede Wahl einer geordneten Basis
B von V einen Isomorphismus
gg: V= V™.
BEWEIS. Ist B = (v1,...,v,), so ist B* = (v],...,v}) und wir setzen natiirlich gg(v;) = v}. O

e n

Bemerkung VII.1.8. Da dieser Isomorphismus von der Basiswahl abhingt, betont man das gerne und
sagt, dass dieser Isomorphismus nicht kanonisch ist.

Beispiel VII.1.9. Reskaliert man zum Beispiel die Basis B und betrachtet fiir A # 0 die Basis B =
(Avy, ..., Avy,), so gilt nach Definition der dualen Basis

v; (v5) = bij = (Avi) " (Avy).
Die Linearitét von (Av;)* ergibt dann (Av;)*(Av;) = A(Av;)*(v;) = 6;5. Also ist
(Av)* =271 of
Fiir die Isomorphismen gz und g’ erhalten wir damit die folgende Beziehung;:
g5/ (vi) = g5 (A" ;)
= X"lgg (\v;)
= A" (wy)*
= A2
= A"2g5(vy).

Die Reskalierung schlégt sich also quadratisch auf die zugehorigen Isomorphismen durch. Damit ist gz # g
fiir alle A # £1.

Definition VII.1.10. Sind V und W zwei K-Vektorrdume und ist f: V — W eine K-lineare Abbildung,
so heifit f*: W* = V*, f*(¢) = o f, die zu f duale Abbildung.

Bemerkung VII.1.11. Beachten Sie, dass sich beim Ubergang zur dualen Abbildung die Laufrichtung der
Abbildung éndert!

Hom g (V, W) x Homg (W, K) — Homg (V. K),  (f,4) = o f,
v [ () K.
\N /
w
Lemma VII.1.12.
(a) Die Abbildung f* ist K-linear.
(b) Sind U,V,W K -Vektorridume und sind UL 5v—2 W K-lincare Abbildungen, so ist (go f)* =
frog.

BEWEIS. Wir rechnen (a) nach:

F (1 4+ pe) = (Mpy 4+ pe) o f (nach Definition)
=ANprof+ppgo f
= A1 of)+pu(v20f)
= A (Y1) + uf* (Y2).
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Zu (b): Fiir ¢ € W* ist

]

Beispiel VII.1.13. Ist f: R?* — R? R-linear mit darstellender Matrix M (f) = (3 2 1) und ist ¢: R? —

1 01
R die Linearform (?) = 2x1—xo, so ist M(¢) = (2,—1). Die Abbildung f*(¢) hat die darstellende Matrix
2
* 3 2 1
M) = Mo f) = ) () =2 -0)- (] § 1) = 6.,
Sie bildet e auf 5, e; auf 4 und ez auf 1 ab.

Satz VIIL.1.14. (Matrizdarstellung dualer Abbildungen) Es seien V. und W endlich-dimensionale K-
Vektorrdume mit geordneten Basen By und Bs. Ist f: V — W eine K-lineare Abbildung, so gilt

B3 px
(VIL1.1) Mpg? (f7) = Mg ()"
BEwEIs. Es seien By = (v1,...,v,) und By = (wy,...,wy,). Die darstellenden Matrizen fiir f und f*

seien Mg;(f) = (a;;) und MBBf (f*) = (eij). Zu zeigen ist a;; = a;;. Wir wissen, dass

Fg) = arjuwr
k=1
und dass
Frwy) =Y agv;.
(=1

Wir wenden ein festes w; an und erhalten

m

m
wi(f(vg)) = wi Y anjwp =Y agjwi (wg) = aij.
k=1 k=1
Aber es gilt auch w}(f(v;)) = f*(w])(v;) und somit

W (F(03) = W) = 3 anvi (v;) = ae
/=1

|

Beispiel VII.1.15. Wir betrachten wieder das Beispiel von vorher. Es sei also f die lineare Abbildung mit

M(f) = <i1)) (2) }) und (il) = 221 —x2. Wir betrachten die duale Basis zur Standardbasis (e7, €3). Dann
2

ist 1) = 2e} — €3 und es hat als Vektor des (R?)* die Darstellung (_2 ) . Multiplizieren wir die Transponierte

1
von M(f) mit diesem Vektor, so erhalten wir

i (2) - % (1) (2)- 2:1

und das ist der Vektor 5ej + 4ej + lef im (R3)*.
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Definition VII.1.16. Ist V ein K-Vektorraum und ist M eine Teilmenge von V', so heifit
MY = {p e V* o(m) =0 fiir alle m € M}
der Annulator von M.

Lemma VII.1.17.
(a) MO ist fiir jedes M C V ein Untervektorraum von V*.
(b) Ist dimg V < 00, so gilt Spany (M) = {v € V,(v) = 0 fiir alle p € M°}.
(¢) Ist M =U ein Untervektorraum von V und ist dimg V' < oo, so gilt
U={veV, o) =0 fir alle p € U"}.
(d) Ist dimg V < oo und ist U C V ein Untervektorraum in 'V, so gilt dimg U° = dimg V — dimg U.

BEWEIS. Die Behauptung (a) folgt durch direktes Nachrechnen. Fiir (b) nehmen wir ein v € Span (M),
also v =", \ym; mit m; € M. Ist ¢ € M, so gilt

p(v) = Z Aip(m;) =0,

also gilt Span (M) C {v € V,p(v) = 0 fiir alle o € M°}. Wir nehmen an, dass es ein v € V gibt mit ¢(v) = 0
fiir alle ¢ € M, aber mit v ¢ Span - (M). Es sei (uq,...,u) eine geordnete Basis Span (M). Dann ist nach
Annahme (uq,...,us,v) linear unabhiingig und kann daher zu einer Basis (ug,...,ug, v, wy,...,w,) von V
erganzt werden. Wir setzen

o(u;)) =0,1<i <Y,

p(v) =1,

Dann ist ¢ € M? nach Konstruktion, aber ¢(v) = 1. Das ist ein Widerspruch, also muss v im Erzeugnis von
M liegen. Behauptung (c) folgt aus (b), weil SpangU = U gilt in (c¢). Fiir (d) wihlen wir eine geordnete

Basis By = (u1,...,u) von U. Wir ergéinzen diese zu einer geordneten Basis B = (uq,. .., Uk, W1, - .-, Wy)
von V. Die zu B duale Basis von V* ist also B* = (uj, ..., up, Wi, ,...,w;).
Es sei ¢ € V*. Dann kénnen wir ¢ schreiben als
k n
(VIL1.2) o= Nui+ > pw;.
i=1 j=k+1
Mit dieser Darstellung ist ¢ genau dann in U°, wenn p(u;) = 0 ist fiir alle 1 < j < k und das wiederum
ist #quivalent dazu, dass in Al = ... = M\ = 0 ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn ¢ €
Spang (Wi, q,...,wy,) gilt.
Damit ist (wj, ,...,w};) eine Basis von U? und

dimg U° =n — k = dimg V — dimg U.

O

Eine konkrete Anwendung ist die Beschreibung von Hyperebenen durch Funktionale: Ist V' ein n-
dimensionaler Vektorraum und ist U C V ein (n — 1)-dimensionaler Untervektorraum, so wissen wir mit
Lemma dass dimg U? = n — (n — 1) = 1 ist. Damit ist U° = Span (i) fiir jedes ¢ € U°\ {0}. Die
Hyperebene U ist dann

U={veV,p) =0}

Beispiel VII.1.18. Es sei U C R3,

Z1
U= r1 | ,x1,23 €R
3
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Dann konnen wir U auch beschreiben durch das Funktional

Z1
3
(,OE]R, plx2] =21 — X9,
x3
weil
1 T
U= o |, x; €R ol z2 ] =0
zs3 xs3

Eine #hnliche Beschreibung erhalten wir fiir affine Hyperebenen, also fiir affine Raume der Form vy + U,
wobei U C V eine Hyperebene ist. Ein v € V ist genau dann in vy + U, wenn v —vg € U ist. Ist p € U%\ {0},
so gilt:

v—v9 €U & (v —19) =04 ¢(v) = p(vo).
Damit ist also ¢ auf vg + U konstant mit Wert ¢(vg). Dies liefert eine koordinatenfreie Variante der Hesse-
Normalform affiner Hyperebenen: Ist ¢ := ¢(vg), so gilt

v+ U={veV,pw) =cl

4
Beispiel VII.1.19. Ist v9 = | 2 | € R? und nehmen wir wieder das Funktional aus dem obigen Beispiel,
1
S0 ist
4
pl2]|=4-2=2
1
Damit ist
1 T Z1
vo+ U = To €R3,cp To | =2 = 1 —2| eR?
I3 I3 I3

Wir benutzen Annulatoren auch, um das Bild und den Kern dualer Abbildungen zu beschreiben:

Satz VII.1.20. (Bild-Kern-Korrespondenz) Es seien V und W endlich-dimensionale K -Vektorriume und
f:V =W sei K-linear. Dann gilt.

(a) Bild(f*) = (ker(f))°.

(b) ker(f*) = (Bild(f))°.

BeEWEIS. Fiir die erste Enthaltenseinsrelation in (a) brauchen wir nicht, dass V endlich-dimensional ist:
Ist ¢ € Bild(f*), so gibt es ein ) € W* mit ¢ = f*(¢)) =¥ o f. Ist v € ker(f), so folgt

p(v) = (Yo flv) =¢(f(v)) =¢(0) =0

und damit ist ¢ € (ker(f))°.

Ist umgekehrt ¢ € (ker(f))? und ist r = rg(f), so withlen wir geordnete Basen By = (vq,...,v,) von V

und By = (wy, ..., wy,) von W, so dass
E. 0
g =% 0)

@(Uj)v 1<y<r,
w.) =
Plws) {07 r< .

ist. Wir definieren ¢ € W* als

Dann ist

fwmw:wqmwzwwnz{”w*l<j<ﬁ

0, r<j.
Da ¢ € (ker(f))? = (Spang (vrs1,--.,v,))°, ist ¢ ebenfalls trivial auf v, 1,...,v, und damit ist
p=vof=f"¥)
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und (ker(f))° C Bild(f*).
Fiir (b) rechnen wir lediglich nach:

(Bild(f))? = {¢ € W*, p(w) = 0 fiir alle w € Bild(f)}
={peW", o(f(v)) =0 fir allev e V}
={peW", f (p)(v) =0 fir allev e V}
= ker(f*).
(]

Korollar VII.1.21. Es seien V und W endlich-dimensionale K -Vektorriume und f: V — W sei K-linear.
Dann ist rg(f) = rg(f*).

Dies liefert wiederum, dass der Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix iibereinstimmen. Insbesondere
wissen wir schon, dass das obige Resultat wahr ist. Wir beweisen es trotzdem noch einmal:

BEWEIS.
rg(f*) = dimg Bild(f*) (nach Definition)

= dimg (ker(f))° (nach Satz [VILI.20)
= dimg V — dimg ker(f) (nach Lemma [VILI.17)
= dimg Bild(f) (mit der Dimensionsformel)

rg(f)-

Definition VII.1.22. Fiir einen K-Vektorraum V heif}t
V= (V*)" = Homg (V*, K)
der Bidualraum von V.

Bemerkung VII.1.23. Dual- und Bidualrdume sind wichtige Objekte zum Beispiel in der Funktionalana-
lysis und der Physik.

Zu einem festen v € V' betrachten wir die Abbildung
iv: V= K, iy(p) = ¢(v),
das heifit, i}, wertet einfach ein Funktional auf v aus.
e Die Abbildung ¢}, ist linear: Fiir A\, x € K und ¢,¢ € V* ist
iv(Ap + ) = (A + ) (v) = Ap(v) + e (v) = iy () + piy ().
e Wir kénnen aber auch das v € V variieren und dann gilt fiir \, u € K und vy,v9 € V:

W () = p(Mvr + pwz) = Ap(v1) + pp(ve) = N () + pit? ().

e Wir erhalten also insgesamt eine lineare Abbildung
y: V — V¥
v iy
Satz VII.1.24. (Vergleich von Vektorriumen mit ihren Bidualrdumen)

(a) iy ist immer ein Monomorphismus.
(b) Ist dimg V < o0, so ist iy ein Isomorphismus.
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(c) Ist f € Homg (V,W) fiir einen K-Vektorraum W, so ist
f*oiy =iwo f

V—f>W

Ve o W
BEWEIS. Zu (a): Ist ¢}, =0, so gilt fiir alle ¢ € V*, dass
0 =iy (p) = »(v)

gilt. Mit Lemma [VIL.T.6] folgt dann aber schon, dass v = 0 ist, also ist iy immer ein Monomorphismus.
Zu (b): Ist dimg V < o0, so gilt

dimg V** = dimg (V*)* = dimg V* = dimg V.

Da 7 injektiv ist, ist es somit auch ein Isomorphismus.
Zu (c): Wir schreiben aus, was die Definitionen ergeben: Fiir f € Homg (V,W), v € V und ¢ € W* ist

((F**) 0 i) () = Y o J*(4)
— (o f)
(6o f)()

und
(iw o () (W) = il (¥) = ¥(f(v)).
O

Bemerkung VII.1.25. Ist V unendlich-dimensional, so ist iy (V') in der Regel ein echter Untervektorraum
von V**. Fiir endlich-dimensionales V' heifit iy auch kanonischer Isomorphismus, weil iy von keinerlei
Wahlen, insbesondere von keiner Basiswahl, abhéngig ist.

VII.2. Bilinearformen

Wir hatten schon das Standardskalarprodukt auf dem K™ kennengelernt und verallgemeinern diesen
Begriff wie folgt:

Definition VII.2.1.
(a) Sind V und W zwei K-Vektorrdume, so heifit eine Abbildung
B:VXW S K
eine Bilinearform, falls fiir alle A € K, v,v’ € V und w,w’ € W gilt:
Bv+ v, w) = B(v,w) + B, w),
Bv,w+w'") = B(v,w) + Blv,w)
B(Av,w) = A\B(v,w) = B(v, \w).

(b) Eine Bilinearform S heilt nicht-ausgeartet im ersten (bezichungsweise zweiten) Argument, falls aus
B(v,w) = 0 fiir alle w € W folgt, dass v = 0 gilt (beziehungsweise, falls aus (v, w) = 0 fiir alle
v €V folgt, dass w = 0 gilt). Gilt beides, so heifit 8 nicht-ausgeartet.

(c¢) Wir verwenden die Notation Bilg (V, W) fiir

Bilg(V,W):={B: V x W — K, j ist Bilinearform}.

Beispiele VII.2.2.
o Ist A€ M(m x n, K), so ist die Abbildung

Ba: K" x K" > K, (z,y)—~a'-A-y
eine Bilinearform.
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100 O

P 1o . . 010 O

e Ein wichtiges Beispiel ist die Minkowski-Form: Ist K = Rund m = n = 4,sogibt A = 001 0
0 0 0 -1

die Bilinearform

T Y1 100 0 U1
x 01 0 O
Ba 962 ) Zi = (21, 22, 23, T4) 00 1 0 zz = T1Y1 + T2y2 + T3Y3 — TaY4.
Ty Ya 00 0 -1 Yq
Der R* wird hierbei in drei Raumkoordinaten (die ersten drei) und eine Zeitkoordinate (die letzte)

aufgeteilt. Vorsicht: Die Konventionen, welches die Zeit- und welches die Raumkoordinaten sind, ist
nicht einheitlich.
Hermann Minkowski, 1864-1909.
e Fiir n =m und A = E,, bekommen wir als 54 genau das Standardskalarprodukt auf dem K™:

€ Y1 n
BE, N = E TiYi-
—
Tn Yn ‘

e Ist V ein K-Vektorraum, so ist die Auswertungsabbildung
(VIL2.1) e V'xV =V, (p,v)— @)

eine Bilinearform. Lemma impliziert, dass € im zweiten Argument nicht-ausgeartet ist: Ist
p(v) = 0 fiir alle € V*, so ist v = 0. Umgekehrt ist natiirlich ¢ = 0, falls p(v) = 0 ist fiir alle
v € V, also ist € auch nicht-ausgeartet im ersten Argument, also insgesamt nicht-ausgeartet.

Ist die Minkowski-Form nicht-ausgeartet? Was ist mit dem Standardskalarprodukt?

Bemerkung VII.2.3. Die Menge Bilg (V, W) ist selbst ein K-Vektorraum.
Ist 8 € Bilg (V, W), so erhalten wir fiir festes v € V eine Abbildung

Blv,—=): W = K,
die K-linear ist. Damit ist S(v, —) € W* fiir alle v € V und wir kénnen v ebenfalls variieren und erhalten:
By:V =W*  By(v):=B(v,—).
Sie kénnen natiirlich auch das zweite Argument benutzen und bekommen
Bw: W = V" Bw(w) :=p(—,w).

Lemma VII.2.4. Es seien V und W zwei K-Vektorrdaume. Dann gilt:

(a) Die Abbildung

0: Bilg (V, W) — Homg (V, W™)
B Bv

ist ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen.
(b) Gilt zusdtzlich, dass dimg V,dimg W < oo sind, so ist

dimK BIIK(V, W) == dimK V. dimK w.
(¢) Die Bilinearform 8 ist genau dann nicht-ausgeartet im ersten Argument, falls By injektiv ist.
BeEWwEIS. Fiir (a) definieren wir die Abbildung
v HomK(V, W*) — BllK(V, W)
als y(f) = e(f (=), —), so dass y(f)(v,w) = e(f(v),w) = f(v)(w) ist. Hierbei ist ¢ die Auswertungabbildung
aus (VIL.2.1)). Wir zeigen, dass « invers zu ¢ ist. Die Komposition v o § ergibt auf 8 € Bilg(V,W) die
Bilinearform mit Werten

(v 0 0)(B) (v, w) = ~(6(8)) (v, w) = 6(B)(v)(w) = B(v,w)
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und daher ist v 0 §(5) = S.
Umgekehrt, ist § o v ausgewertet auf einem f € Homg (V, W*) das Element in Homg (V, W*) mit Wert

(0o (f)(w) = 6(v(H))(v) =v(f)(v, =) = f(v).
Fiir (b) berechnen wir die Dimension mit (a) als
dimy Bilg (V, W) = dimg Homg (V, W*) = dimg V - dimgx W* = dimg V - dimg W

Zu (c): Die Abbildung By ist genau dann nicht injektiv, falls es ein 0 # v € V gibt mit Sy (v) = 0 und
das ist dquivalent zu
By (v)(w) = 0 fiir alle w € W.

Das ist genau dann der Fall, wenn § im ersten Argument ausgeartet ist. ]

Bemerkung VIIL.2.5. Ist 8 € Bilg(V, W), ist By = (v1,...,v,) eine geordnete Basis von V und ist By =
(w1,...,wn) eine geordnete Basis von W, so kdnnen wir die Matrix B = (f5;;) mit 8;; = 8(v;, w;) bilden.

o Fiir die Matrix B = (f,;) gilt, dass B € M(n x m, K) ist.
e Die Bilinearform 3 ist durch die Matrix B eindeutig bestimmt, weil fiir v = >~ ;| A\ju; und w =
> iy pjw; wegen der Bilinearitit von 3 gilt:

Bv,w) = ﬂ(z Aivi,Zujwj)
i=1 =1
DoAY B, wy)
i=1  j=1
= Z)\i Z:U‘jﬂij
i=1 =1

M1

=, ) B |
Hm

Definition VII.2.6. Fir g € Bilg(V,W) heifit B = (5,;) die darstellende Matriz der Bilinearform [

beziiglich der Basen By und Bs.

Notation VII.2.7. Um diese darstellenden Matrizen von darstellenden Matrizen linearer Abbildungen
abzugrenzen, schreibt man oft

B = (Bij) = Mg, 5,(8B).
Sie ahnen schon was kommt. Wir machen uns klar, was bei einem Basiswechsel passiert:

Satz VIL.2.8. (Transformationsformel) Es seien V und W endlich-dimensionale K -Vektorriume, By, B}
seien geordnete Basen von V und Ba, B} seien geordnete Basen von W. Ist 5 € Bilg(V,W), so gilt:

Mg, 5,(B) = (ng)t - Mg 5, (B) 'ng
Insbesondere gilt fiir V=W und By = B, B} = B:
Mg, 5,(8) = (Tgff)t Mg 51 (B) - T,f;-
BEWEIS. Wir legen die Notation fest: Es seien

Bl:(vl7""vn)’ Bi:(vi7"'7v/:l)’

By = (wy,...,wy), By=(w,...,w,),
also
n m
v; = Z(Tgf)eﬂ)é und w; = Z(Tgf)kjw;.
(=1 k=1
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Stures Nachrechnen ergibt dann die behauptete Formel:

Mg, 5,(8B)ij = B(vi, w;)

o

m
(T )eivls (ng)me>
k=1

M:

Il
-

M:
M=

(T}j; )eiB(vy, w;)(ng ki

~
Il
—
ol
S
S
—

[
NE
(]

(Tgf )eiMp; 5, (8) ek (ng ki

Il
-
™~
Il
—

1

= &

iy

|
—

B
(T3 M y(9) - T )

]

Fiir Matrixdarstellungen von Endomorphismen hatten wir die Aquivalenzrelation der Ahnlichkeit be-
trachtet. Fiir Bilinearformen erhalten wir einen analogen, aber doch verschiedenen, Begriff.

Definition VII.2.9. Fiir B,C € M(n X n, K) heifit B kongruent zu C, falls es ein S € GL,(K) gibt mit
C=S"-B-S.

Bemerkung VII.2.10. )
e Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge M (n x n, K). Rechnen Sie das bitte nach.
e Ist B kongruent zu C mit C = S*- B - S, so gilt

det(C) = det(S*BS) = det(S?) det(B) det(S) = det(S)? det(B).
Da S € GL, K ist, ist det(S) # 0.
e B ist genau dann kongruent zu C, wenn B und C' die gleiche Bilinearform § beziiglich verschiedener
Basen darstellen.
VII.3. Bilinearformen mit speziellen Eigenschaften

Im gesamten Abschnitt sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

Definition VII.3.1. Eine Bilinearform 8: V x V — K heif}t
o symmetrisch, falls f(v,w) = B(w,v) fiir alle v,w € V,
e alternierend, falls f(v,w) = —B(w,v) fir alle v,w € V.

Nur falls die Charakteristik von K 2 ist, stimmen beide Begriffe iiberein.

Beispiele VII.3.2.
(a) Das Standardskalarprodukt auf dem K™

T1 'A%
(=, =): K" x K" — K, < .
Tn Yn

n
> Y au
=1

ist symmetrisch.

(b) Ist V = C°(]0,1],R), so ist
8(t0) = | Fadgte)ds

symmetrisch.

(c) Ist V = K" und ist B die Matrix

0 _En
B_(En 0 )6M(2n><2n,K),
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so ist B* = —B. Die assoziierte Bilinearform
Be(v,w)=v"-B-w

ist alternierend. Im Spezialfall n = 1 erhalten wir

0 -1
B(l O)GM(ZXQ,K)

T n _ o
op <(:v2) 7 <y2>) T T
Bemerkung VII.3.3.

e Ist B € M(n xn,K) und ist B! = —B, so gilt
det(B) = det(B") = det(—B) = (—1)" det(B).
Falls 2 # 0 ist in K und falls n ungerade ist, erzwingt dies, dass det(B) = 0 ist.

e Ist B € M(n xn,K) und ist 8 die assoziierte Bilinearform mit Sp(v,w) = v*Bw, so ist (g
genau dann symmetrisch, falls BY = B gilt: Ist B = (8;;), B = (v1,...,0s), v = > ; Ajv; und
w = Y7 pjvy, dann ist

Bv,w) = Z Z Aiftj Bi-
i=1 j=1
Dies ist genau dann gleich S(w,v) fur alle v, w, wenn §;; = f;; ist.
e Vorsicht: Symmetrische Matrizen, also B € M(n x n, K) mit B = B bilden keine Untergruppe

mit der Matrizenmultiplikation. Zum einen muss B nicht invertierbar sein und zum anderen ist

(AB)t = Bt A, also selbst, wenn A® = A und B! = B gilt, ist (AB)! = BA und nicht gleich AB.
Definition VII.3.4. Ist §: V x V — K eine symmetrische Bilinearform, so heifit
GV K, q) = B,0)
die zu [ assoziierte quadratische Form.

Bemerkung VII.3.5. Das quadratisch kommt daher, dass die Bilinearitéit von 8 dafiir sorgt, dass fiir ein
A e K gilt
a(\v) = (A, o) = N*B(v,v) = Nq(v).

b

Beispiel VII.3.6. Essei V =R? und B = ( ) mit a,b € R. Dann ist

a
b

Bi ((2) ; (5:)) = (z1,72) (Z 2) (g;) = a(z1y1 + x2y2) + b(y122 + T1y2).

Die assoziierte quadratische Form ist
q <2> = a(z] + x3) + 2bx 1 20.
(1) Betrachten wir den Spezialfall, bei dem b = 0 ist, aber a # 0, so ist

’ () — a(a? + o3).

X2

IS

Diese quadratische Form kénnen Sie sich anhand ihrer Niveaumengen
(™ 2 T1y _
N (0) e (2) =)

T1 2 2 _ T

=r<sr]+Hary = —.

q (Iz) 1 2 a

Die ergibt als Niveaumenge eine Kreislinie mit Radius 7.

(2) Der Fall a = 2, b =1 ergibt fiir » = 1 eine Ellipse.

veranschaulichen. Hier gilt
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10
Wolfram Alpha

(3) Fiir a = 2, b =3 und r = 1 erhalten Sie als Niveaumenge eine Hyperbel.

Wolfram Alpha

Satz VIL.3.7. (Polarisierungsformel) Ist 2 # 0 in K, so gilt fiir jede symmetrische Bilinearform 8 auf V
und ihre assoziierte quadratische Form q:

1
Blv,w) = S (q(v +w) = q(v) = g(w)).
BEWEIS. In der folgenden Rechnung benutzen wir erst die Definition von ¢, dann die Bilinearitit und
dann die Symmetrie von 3:
q(v +w) = q(v) = q(w) = B(v + w, v+ w) — B(v,v) — Blw,w)
= ﬂ(’U,’U) =+ ﬂ(vvw) +,B(w,v) + ,B(w,w) - [‘3(’0,1}) - B(waw)
= 28(v,w).
|

Bemerkung VII.3.8. Ist V = K" und ist B = (8;;) die darstellende Matrix von § beziiglich der Stan-
dardbasis, so ist

T T
q| | =(@1,...,2n) - B-|
Tn Tn
n
= E ey
ij=1
n
2
= § Biizi + E 2Bijzix;.
i=1 1<i<j<n

Bei der letzten Umformung haben wir benutzt, dass B = Bt gilt.

Wir wollen einen angemessenen Skalarproduktsbegriff fiir den C™ haben. Wir haben die Lingenmessung
im R™ mit
||l = v/ (2, z)
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fir x € R™. Fiir C hatten wir die Norm einer komplexen Zahl z definiert als

lz| =Vz-z.
Wir setzen diese Definition auf den C” fiir n € N fort:

Definition VII.3.9. Das Standardskalarprodukt des C™ ist
Z1 w1
(VIL3.1) (z,w) == 21W1 + ... + zpwy, fir z= [ ¢ [ und w =
Zn Wn
Bemerkung VIIL.3.10.
(a) Dieses Skalar ist additiv in beiden Komponenten. Es gilt:
(z + 2, w) = (z,w) + (z/,w)
und
(z,w+w') = (z,w) + (z,w")
fiir alle z, 2/, w,w’ € C".
(b) Ist A € C, so gilt auch
Az, w) = Mz, w)
fiir alle z,w € C", weil sich in (VIL.3.1)) eine Streckung mit A im ersten Argument aus der Summe
herauszieht. Dahingegen gilt B
(2, Aw) = Mz, w),
weil die Eintrége der zweiten Komponente konjugiert werden in (VIIL.3.1)).
(¢) Dieses Skalarprodukt liefert einen Lingenbegriff, indem wir setzen:

(d) Die Inklusion R™ c C*
1 xr1 + 0-12
Rfsz=|: | = : eC"
T Tp+0-1

ist vertriglich mit der Definition der Skalarprodukte im R™ und C", weil fiir z,y € R" gilt, dass
das Skalarprodukt im C™ angewandt auf = und y den Wert

n n
(T, y) = Z%’Qi = Z%yz
i=1 i=1

ergibt, weil fiir reelle Zahlen r gilt, dass 7 = r ist. Also stimmt der obige Ausdruck mit dem Wert
des Standardskalarprodukts auf dem R™ von z und y iiberein.

(e) Aber Vorsicht: Wir haben C mit R? identifiziert und genauso kénnen Sie den C" mit dem R?"
identifizieren, indem Sie ein

z1
Y1
a=|:|€ R2"
T
yn
auf '
1+
: =ze(C"
Ty + 1Yn
abbilden.
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Y1
Istb=| : | € R?", so erhalten wir fiir das Skalarprodukt im R?"
T,
Yn
n
(a,b) = > (@} + yays),
i=1
xh +iy]
wohingegen das Skalarprodukt im C™ von z und w = : den Wert
Ty, + 1Yy,
n n n n
(zow) = (@i +iys) (@h —iy}) = > (@axi +yivh) +i > (v — 2fy) = (zw) +i Y (v} — 2ys)
i=1 i=1 i=1 i=1

hat. Der Isomorphismus C"® = R?" von R-Vektorrdumen ist also nicht mit den jeweiligen Skalar-
produkten kompatibel.
Definition VII.3.11. Es sei V ein C-Vektorraum.

(a) Eine Abbildung f: V — V heifit semi-linear, falls f(vy + va) = f(v1) + f(v2) und f(Av) = Af(v)
gilt fiir alle vy, v9,v € V und A € C.

(b) Eine Abbildung 3: V x V — C heifit eine Sesquilinearform, falls 8 im ersten Argument linear ist
und im zweiten Argument semi-linear ist.

(¢) Eine Sesquilinearform 8 heifit hermitesch, falls fiir alle v,w € V gilt:

B(v,w) = B(w,v).
Beispiel VII.3.12. Das Standardskalarprodukt auf dem C” ist eine hermitesche Sesquilinearform.
Bemerkung VII.3.13. Charles Hermite (1822-1901).

Das semi von halb kommt ist klar. Sesqui kann man sich als anderthalb merken: (einfach) linear in der
ersten Komponente und halblinear in der zweiten, also anderthalb.

Wir fassen einige Eigenschaften von Sesquilinearformen zusammen:

Satz VII.3.14. Es sei V ein C-Vektorraum und B: V x V. — C eine Sesquilinearform.
(a) Ist B = (v1,...,v,) eine geordnete Basis von V, B = B(v;,v;) = Mg(B), v = Y1 A\jv; und
w = 2?21 v, so ist
Ju
Bv,w) = (A1,..., ) -B- | :
Hn,
(b) Ist B' eine weitere geordnete Basis von V, so gilt fiir B' = Mg (f3):
B = (1§ - B-TF.

(¢) Die Sesquilinearform (3 ist genau dann hermitesch, wenn B' =B gilt fiir B wie in (a).
(d) Ist q(v) = B(v,v), so ist

Blo,w) = (alv -+ ) — (v —w) + iglv + iw) gl — iw))

Hierbei miissen Sie nicht voraussetzen, dass [ hermitesch ist.

BEWEIS. Sie beweisen (a) wie in Bemerkung [VII.2.5] (b) wie in Satz [VII.2.8] (¢) wie in Bemerkung
VII.3.3|und (d) wie in Satz [VIIL.3.7] O
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VII.4. Skalarprodukte und Orthonormalisierung

Unser Ziel ist es, aus einer gegebenen Familie (v1,...,v,) von Vektoren eine neue Familie (wy, ..., w,)
zu konstruieren, so dass alle w; Norm 1 haben und so dass w; senkrecht steht auf w; fiir ¢ # j. Im Folgenden
sei der Grundkorper K = R oder C.

Definition VII.4.1. Es sei V ein K-Vektorraum.
(a) Eine symmetrische (beziehungsweise hermitesche) Bilinearform S heifit positiv definit, falls fiir alle
0#£v eV gilt, dass B(v,v) > 0 ist.
(b) Eine positiv-definite symmetrische (beziehungsweise hermitesche) Bilinearform auf V heifit ein Ska-
larprodukt auf V.
(¢) Ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt heifit ein euklidischer Vektorraum, und ein kom-
plexer Vektorraum mit einem Skalarprodukt heifit ein unitdrer Vektorraum.

Bemerkung VII.4.2. Die Eigenschaft positiv-definit zu sein impliziert insbesondere auch fiir hermitesche
B, dass B(v,v) € R ist, weil C kein angeordneter Korper ist. Diese Eigenschaft impliziert auch, dass 3
nicht-ausgeartet ist.
Beispiele VI1I1.4.3.

e Das Standardskalarprodukt auf dem R™ oder C™ macht R™ zu einem euklidischen und C" zu einem

unitéren Vektorraum.
e Essei V = (C°0,1],R) und wir betrachten die Bilinearform

1
()= [ f@)g(a)da.
0
Diese ist symmetrisch und (f, f) > 0 fiir alle f # 0, also ist V mit dieser Bilinearform euklidisch.

Definition VII.4.4. Es sei V ein euklidischer oder ein unitérer Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —): V' x
V — K. Dann heif3t
[=1:V =R, o] :=v({v,v)
die Norm auf V.
Lemma VII.4.5. Fir jeden euklidischen oder unitdren Vektorraum gilt die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung:
(v, w)| < [[ol[||lwl] fiir alle v,w € V.

Es gilt genau dann |(v,w)| = ||v||||w]|, wenn v und w linear abhingig sind.

BEwEIs. Wir fithren den Beweis fiir K = C; der reelle Fall ist einfacher.

Da das Skalarprodukt positiv-definit ist, erhalten wir
(VIL4.1) 0 < (W + paw, A + pw) = A (v, v) + pfi{w, w) + Mi(v, w) + p(w, v).

Wir setzen X := (w,w). Ist w # 0, so ist also 0 < A € R. Multiplizieren wir (VIL4.1) mit A~! durch, so
ergibt das

0. < {0, 0) (1w, w) + i + v, w) + plw, v),
Fiir p = —(v,w) erhalten wir
0 < <Ua U> <w7 w> + <U7 w><v, ’U)> - <U7 w)(v, ’U]> - <U7 ’U)><U], U>
= |lolP[[w|* — [{v, w)[*.

Wurzelziehen gibt das Ergebnis.

Ist w # 0, so folgt aus v = Aw, dass |(v,w)| = |(Aw,w)| = |A|||w||* und ||v||||w]| = |A]|]w]|?.
Gilt umgekehrt |[(v, w)| = ||v]|||w]|, so ist mit A := (w,w) und p = — (v, w)
0= (A + pw, v+ pw).
Aber damit ist Av + pw = 0. |

Satz VIIL.4.6. (Figenschaften der Norm) In einem euklidischen oder unitiren Vektorraum V gilt:
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(@) [lv]|=0<v=0.
(b) [|xoll = [All[v]]-
(c) [Jlv+wl|| < |||+ ||w|| (Dreiecksungleichung).

BeEweIs. Eigenschaften (a) und (b) folgen direkt aus der Definition der Norm. Zu (c) rechnen wir nach:
v 4+ w|]? = (v +w,v + w)
= (v,v) + (v,w) + (w,v) + (W, w)
< ol =+ 2ffvl[[[wl] + [|wl]*
(vl] + [wl]).

Beachten Sie, dass

(v, w) + (w,v) = (v,w) + (v,w) € R
ist fiir alle v, w, weil fiir alle z € C gilt, dass z + zZ € R. Fiir den vorletzten Schritt haben wir die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung benutzt. Wurzelziehen gibt die Behauptung. (Il

Definition VIIL.4.7.
(a) Zwei Vektoren v und w eines euklidischen oder eines unitéiren Vektorraums heiflen zueinander
orthogonal (v L w), falls (v, w) = 0.
(b) Zwei Untervektorrdume Uy, Uz von V heiflen zueinander orthogonal, (Uy L Us), falls (u1,uz) = 0
fiir alle u; € Uy und alle uy € Us.
(c) Fiir einen Untervektorraum U C V heift

Ut :={v eV, (uv)=0 fir alleu c U}

das orthogonale Komplement von U in V.
(d) Eine Familie von Vektoren (vi,...,v,) mit v; € V heiit orthogonal, falls (v;,v;) = 0 fiir alle ¢ # j.

(e) Eine Familie von Vektoren (vy,...,v,) mit v; € V heifit orthonormal, falls sie orthogonal ist und
zusitzlich gilt, dass ||v;|] = 1 fir 1 <4 < n.
(f) Ist eine geordnete Basis (vy,...,v,) orthonormal, so heiit sie eine Orthonormalbasis von V. Wir

kiirzen das mit ON-Basis ab.

Beispiele VII.4.8.
e Die Standardbasis (eq,...,e,) ist eine ON-Basis des R"™. Es gilt

SPa”R(ei)J‘ = Spang(e1,...,€i—1,€i41,---,€n).
e Welche f € C°([—m, 7], R) sind orthogonal zu g(z) = sin(x)? Es gilt zum Beispiel
/ sin(x) cos(z)dz = 0.
Finden Sie andere Beispiele?

Lemma VII.4.9. Es sei V wieder ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum.

o Ist (v1,...,v,) eine orthogonale Familie mit v; # 0, so ist (vi,...,v,) linear unabhingig und
(ﬁ, cee ﬁ) ist orthonormal.
o Ist (v1,...,v,) eine ON-Basis von 'V, so gilt fir jedes v € V
(VI1.4.2) v =(v,01)v1 + ...+ (U, V) Up.

Beweis. Fiir (a) nehmen wir an, dass Adjv1 +. .. + A\yv, = 0 ist. Wir wenden (v;, —) auf diese Gleichung
an und erhalten, dass \;(v;, v;) = 0 ist. Aber (v;,v;) # 0, weil nach Voraussetzung v; # 0. Also folgt, dass
alle \; = 0 sind.

Fiir die normierte Familie (IlziH ey HZ—””) gilt
n
(o Vj 1

) (viyvj) = i j.

(

il l [lol1"~ Hallllvs |
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Fiir (b) setzen wir \; := (v,v;) und rechnen nach, dass
(AMv1+ .o Aun, i) = N
gilt fiir alle 1 < ¢ < n. Damit ist
(v = (A1 + ...+ Avy),v;) =0 fiir alle ¢.
Aber da die v; nach Vorausssetzung eine Basis von V' bilden, folgt damit, dass

v—(AMvr 4.+ ) = v — ((v,v1)v1 + ..+ (v, 05)v) = 0.

Jogrgen Pedersen Gram, 1850-1916, Erhard Schmidt, 1876-1959.

Satz VIL.4.10. (Satz von Gram-Schmidt) Es seiV ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitirer
Vektorraum und U C 'V sei ein Untervektorraum mit einer ON-Basis B = (u1,...,Un). Dann gibt es
eine Erginzung (u1,...,Um, Umil,--.,Un), die eine ON-Basis von V ist. Insbesondere besitzt jeder solche
Vektorraum V' eine ON-Basis.

BEWEIS. Ist U =V, so ist nichts zu zeigen. Wir nehmen also an, dass U C V und es sei v € V \ U. Wir
setzen
0= (v, u)ur + ... + (U, U ) U,
und w = v — v. Es gilt
(w,u;) = (v,u;) — (0, ;)

= <U’ui> - <<U’ui>ui7ui>

=0.
Damit ist w orthogonal zu allen Vektoren aus U. Wir setzen
w
Um+1 = 77
" [|wl]
und betrachten U’ := Span (u1, ..., Um, Vm41). Dann hat U’ eine ON-Basis und hat eine Dimension mehr
als U. Durch Iteration folgt die Behauptung, weil V' endlich-dimensional ist. O

Bemerkung VII.4.11. Der Vektor v ist die orthogonale Projektion von v auf den Untervektorraum U.

2

<

Bemerkung VII.4.12. Aus dem vorigen Beweis kénnen wir das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungs-
verfahren herleiten.

Gegeben sei eine Familie (wq,...,wy) linear unabhéngiger Vektoren eines euklidischen oder unitdren
Vektorraums.

e Wir setzen vy := wy.



e Wir bilden

<U1, w2>
Vg 1= Wy —
(v1,v1)
(v1,w3) (v, ws3)
V3 i—= W3 — —
<U1, U1> <U27 U2>
k— 1
Uw wk
Vg = W — E
i=1 v’b? vl
e Dann sind die Vektoren (vy,...,v;) zueinander orthogonal. Durch Normalisierung erhalten Sie ein
ON-System (—Hjji” e, —HZ:H)
e Sie konnen auch zwischendurch Normalisieren und setzen
Jj—1 /
r_ _ Y
’Uj = wy— <’U¢,'Ll}j>1}i, v = H’U/H
=1 J

Definition VII.4.13. Ist V euklidisch oder unitéir und ist V =U; ®...® U,, so heifit die direkte Summen-
zerlegung orthogonal, falls U; L U; fiir alle ¢ # j.

Satz VII.4.14. Ist U ein Untervektorraum eines euklidischen oder unitiren K-Vektorraums V endlicher
Dimension, so ist V. =U @ Ut und dimg V = dimg U + dimg UL.

BEWEIS. Es sei (ug,...,u,) eine ON-Basis von U, die wir zu einer ON-Basis (U1, ..., Um, Umt1,---Un)
von V erginzen.
Wir behaupten, dass U+ = Spany (Vyi1, - - ., vn) gilt:

Da die vy 41, - .., v, orthogonal sind zu uy, ..., U, folgt sofort, dass Spany (vmi1,...,v,) C Ut gilt.
Ist umgekehrt w = Y 1" Au; + Z?:mﬂ wiv; ein Element von U+, so folgt, dass \; = (w,u;) = 0 gilt fiir
alle 1 <4 < m und somit ist w € Spang (Vm+1,-- -, Un)- 0

Ab jetzt schrinken wir uns in diesem Abschnitt auf K = R an.
Definition VII.4.15. Es sei V ein euklidischer Vektorraum und es seien vy, ...,v, € V. Dann heift
(v1,v1) ... (v1,0p)
G(v1,...,v,) :=det . :
(Un,v1) oo (Un,0p)
die Gramsche Determinante von (vy,...,vy,).

Satz VIIL.4.16. Es ist genau dann G(v1,...,v,) > 0, wenn (vy,...,v,) linear unabhdingig ist.

Bemerkung VII.4.17. Man kann zeigen, dass G(vy,...,v,) in jedem Fall nicht negativ ist (s. Fischer,
Lineare Algebra, 15. Auflage, Vieweg Verlag, Seiten 208-210).

BEwEIs. Wir wissen, dass U := Spang(v1, ..., v,) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum ist.
Satz[VIIL.4.10|impliziert, dass U eine ON-Basis (w1, .. ., W, ) besitzt. Wir schreiben v; = a;ywy +. . . 4+ Qi Wi,
und setzen A := (a;;) € M(n x m,R). Damit folgt

G(vi,...,v,) = det(A- AY).

Die Familie (v,...,v,) ist genau dann linear unabhéingig, wenn n = m ist und A invertierbar ist und dies
ist dquivalent zu det(A) # 0, also det(A)? > 0. O
Definition VII.4.18. Es sei V ein euklidischer endlich-dimensionaler R-Vektorraum und vq,...,v, € V.
Dann heif3t

VG1,...,v,) = Vol(vy,...,vp)
das Volumen des von (v1,...,v,) aufgespannten Spats.
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Beispiel VII.4.19. Betrachten wir vi,vs,v3 € R? und setzen A an als die Matrix, welche die Vektoren
v1, V2, v3 als Spaltenvektoren hat, so ist Vol(vy,ve, v3) = \/det(A)2 = | det(A4)| und das stimmt mit unserem
vorherigen Volumenbegriff iiberein.

Bemerkung VII.4.20. Der Volumenbegriff ist von entscheidender Bedeutung in der Analysis und der
Differentialgeometrie.

Geometrisch wichtig ist die folgende Tatsache:

Satz VII.4.21. (Hadamardsche Ungleichung) Es sein < oo und V' sei ein n-dimensionaler euklidischer

Vektorraum. Es seien vy, ...,vy, € V mit m < n. Dann gilt:
(a) Vol(v1,...,vm) < |1l - [loml]-
(b) Vol(vy,...,vm) = |lv1]] - .. ||lvm]| & die v; sind paarweise orthogonal.

BEWEIS. Wir zeigen
Go1, - vm) <01l ol
Genauer: Es sei 7 < m beliebig und U = Spang(v1,...,v,—1). Da V die orthogonale Summe V = U & U+
ist, gibt es fiir jedes v, genau ein v € U und ein o, € U+ mit v, = u + ¥,.
Wir zeigen als Zwischenbehauptung, dass gilt:
G, ,0p) = Gur, ..., 0p—1) + (Vp, Op).
Wir schreiben dafiir einfach mal hin, wie G(vy,...,v,) aussieht:

Gviy...,vp) =G(v1y .oy Up1,u + 0y)

(v1,v1) (v1,vp-1) (v1,u + 0y)
= det : : o
<’UT717'U1> <’Ur717vr71> <vr717u+vr>
(w4 0pyv1) oo (U4 Opy V1) (U A+ Dpyu+ Dp)
(v1,v1) (v1,v0-1) (v1,u)
= det : :
(Vp—1,v1) oo (Ur_1,U021) (Vp—1,u)
(u,v1) .. (u, vp—1) (u, w) + (0, 0y)

Wir schreiben uw als u = Av1 + ...+ Ap—10p—1-

Ziehen Sie das A\i-fache der ersten Spalte von der Spalte r ab.

Ziehen Sie das \s-fache der zweiten Spalte von der Spalte r ab.

Fahren Sie fort bis zur (r — 1)sten Spalte und ziehen Sie das A,_;-fache der Spalte r — 1 von der
Spalte r ab.

e Damit ist die obige Determinante gleich

<1}1,’U1> <U1,’UT_1> 0

det : : L =G, o) - (B, ).
<'U7‘—1a Ul> o <'Ur—1a Ur—1> 0
* * (U, Up)

In der obigen Formel stehen die *-Symbole fiir irgendwelche Eintrige, die uns nicht weiter interes-

sieren.
Damit haben wir die Zwischenbehauptung bewiesen.
Da
(U, Up) = {4 Opyu + 0y) = (u,u) + (O, 0y ),
ist

G1,- ey Ur—1) (U, 0p) < G(U1, .00y Vp—1) + (U, Op).
Gleichheit gilt genau dann, wenn v, € U+ ist, weil genau dann v, = ¥, gilt.



VII.5. Orthogonale und unitire Endomorphismen

In diesem Abschnitt sei V' wieder ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum. Wir arbeiten also wieder
iiber K = R oder C. Wir m6chten Endomorphismen verstehen, die die Norm von Elementen nicht veréndern.
Spontan fallen einem Drehungen und Spiegelungen ein. Gibt es andere Beispiele?

Definition VIIL.5.1.
e Ein f € Endg (V) heifit orthogonal, falls K = R und

(f(v), f(w)) = (v,w)  fiir alle v,w e V.
e Ein f € Endg (V) heifit unitdr, falls K = C und
(f(), f(w)) = {v,w) fiir alle v,w € V.

Lemma VII.5.2. Es sei f € Endg (V) orthogonal oder unitir. Dann gilt:

(a) v Llwe flv) L f(w) fir allev,w e V.

(b) [lF ()l = [lv]| fir alle v e V.

(c) Ist dimg V < oo, so ist f ein Isomorphismus und f=1 ist wiederum orthogonal oder unitir.
(d) Ist X ein Eigenwert von f, so ist |A\| = 1.

Als Umkehrung von (b) gilt: Ist f € Endg (V) gegeben und gilt ||f(v)|| = ||v|| fir alle v € V, so0 ist f
orthogonal beziehungsweise unitdr.

BEWEIS. Behauptung (a) folgt direkt aus der Definition, weil (f(v), f(w)) = (v,w) und damit gilt
insbesondere

{(f(v), f(w)) =0 = (v,w) = 0.
Ebenso folgt auch (b) direkt aus der Definition, weil

1f)II* = {f(v), f(v)) = (v,v) = []v]]”

und mit dem Ziehen der Quadratwurzel erhalten wir (b).

Zu (c): Wir haben gerade gezeigt, dass || f(v)|| = ||v|] gilt fiir alle v € V. Damit folgt aber aus f(v) = 0,
dass v = 0 ist. Somit ist f injektiv. Ist dimg V' < oo, so folgt daraus schon die Bijektivitéit von f.

Wir rechnen mit v = f(v') und w = f(w’) nach:

(), fHw) = (FHF@) FH (')
v w')

(v), f(w")

v
v, W).

~

=
=
=
=

~

Zu (d): Ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert A, so ist

ol = 1)
= [[Av]]
= [Allfv]l-

Da v # 0, muss damit |A| = 1 sein.

Nehmen wir nun an, dass f € Endg (V) die Norm erhilt. Wir setzen ¢(v) := (v,v), so dass nach
Voraussetzung ¢(f(v)) = q(v). Wegen der Polarisierungsformel aus Satz im euklidischen Fall und
Satz im sesquilinearen Fall 1i8t sich (v, w) durch ¢ ausdriicken, so dass f auch das Skalarprodukt
erhélt. O

cosf) —sinf

Beispiel VIL.5.3. Es sei Ry: R? — R? die Drehung um den Winkel § mit M (Ry) = (sin 0 cosd

>. Dann
ist Ry eine orthogonale Abbildung, weil Drehungen die Lénge nicht veréndern.
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Beispiel VII.5.4. Es seien (1,...,¢(, € C mit |(;| =1 fiir 1 <7 < n. Dann ist die Abbildung

z1 G121
f:C"—C", N
Zn CnZn
ein unitdre Abbildung, weil
G121 n
: = | D (Giz)(Giz)
i=1

CnZn

n
= Z GiziGiZi
i=1

n
=D GGam
i=1

Da |(;| = 1, ist aber (; = (;17 so dass wir oben

21

erhalten.

Definition VII.5.5.
(a) Eine Matrix A € GL,(R) heifit orthogonal, falls A® = A~1 gilt.
(b) Eine Matrix A € GL,(C) heiit unitdr, falls
A =4 gilt.
Bemerkung VIIL.5.6.
e Ist A € GL,(R) dann ist die Multiplikation mit A als lineare Abbildung

A R" - R"
orthogonal, falls
oty = (z,y) = (Az, Ay) = (Az)' - (Ay) =a" - A" Ay

gilt fiir alle z,y € R™. Das geht nur dann, wenn A*A = E,, ist, also wenn A orthogonal ist. Damit
sind beide Definitionen von orthogonal konsistent.

e Ist A € GL,(C), dann driicken wir das Standardskalarprodukt auf dem C™" aus als (z,y) = 2! - ¢
und erhalten mit einer analogen Rechnung die Bedingung, dass

o'y = (z,y) = (Az, Ay) = (Az)' - (Ay) =a' - A'- A

gilt fiir alle z,y € C", also dass A*A = E,,. Das ist dquivalent zu A~! = A’
e Ist A orthogonal, so gilt fiir die Determinante:

det(A)? = det(A) det(A") = det(A)det(A™!) =1

und damit folgt, dass det(A) = £1 ist. Es kommen also nur zwei mégliche Werte fiir die Determi-
nante in Frage!
e Ist A unitér, so gilt

1 = det(A) det(A") = det(A) det(A) = det(A)det(A) = | det(A)[?
und damit ist |det(A)| = 1.
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mogliche Determinanten fiir euklidische bzw. unitdre Matrizen

X { ={zeC =1}

Definition VII.5.7.

(a)
O(n) := {A € GL,(R), A~' = A"}

heifit die orthogonale Gruppe (der n x n-Matrizen).

(b)
SO(n) :={A € GL,(R),A~! = A" det(A) = 1}

heifit die spezielle orthogonale Gruppe (der n x n-Matrizen).

(c)
U(n) :=={A € GL,(C),A™' = A"}

heifit die unitire Gruppe (der n x n-Matrizen).

(d)
SU(n) := {A € GL,(C), A* = A" det(A) = 1}

heifit die spezielle unitire Gruppe (der n x n-Matrizen).
Bemerkung VIIL.5.8. Ist A € SO(n), so ist A insbesondere orientierungserhaltend.
Dies sind alles wirklich Gruppen, genauer Untergruppen der jeweiligen G L,,:
SO(n) C O(n) C GL,(R),
SU(n) c U(n) C GL,(C).

Wir begriinden dies fiir O(n). Die anderen Fille gehen analog.
Sind A, B € O(n), gilt also A=! = A® und B! = B!, so ist auch

(AB)(AB)! = A-B-B'- A" =
Die Einheitsmatrix E,, ist in O(n) und mit A € O(n) ist auch A‘1 = A' € O(n), weil (A")! =A=(A"1)"1
Es sei wieder K = R oder C.
Lemma VII.5.9. Fiir ein A € M(n x n,K) sind dquivalent:
(a) A€ O(n) (fir K =R) beziechungsweise A € U(n) (fir K =C).

(b) Die Spalten von A sind eine ON-Basis des K.
(¢) Die Zeilen von A sind eine ON-Basis des K™.

BEWEIS. Wir beweisen das Lemma fiir K = C. B
Eine Matrix A ist genau dann ein Element in U(n), wenn A' - A = E,, gilt, und dies ist dquivalent zu

(¢).

Es gilt genau dann A*- A = E,,, wenn A - A = E,, und dies ist #quivalent zu (b). 0O

Satz VII.5.10. Es sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitarer K -Vektorraum und B sei eine
ON-Basis von V. Dann gilt:
Ein f € Endg (V) ist genau dann orthogonal (bzw. unitdir), wenn ME(f) orthogonal (bzw. unitir) ist.

BEWEIS. Fiir v,w € V sei x € K™ die Basisdarstellung von v und y die Basisdarstellung von w. (Ist

A
v=Y 1 v fiir B= (v1,...,0,), s0ist z = | : |.) Da B eine ON-Basis ist, gilt (v,w) = z' - y. Es sei
An
A= ME(f) € M(n x n,K). Dann gilt (fiir K = C):
(f(v), f(w)) = (v,w) & (Az)" - (Ay) = 2§
Da v, w beliebig waren, ist dies dquivalent zu A* - A = E,,. |
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Fiir kleine n kann man die obigen Gruppen geometrisch beschreiben. Wir beginnen mit SO(2):

Beispiel VII.5.11. Wir hatten
SO(2) ={A € M(2x 2,R),det(A) =1,A" = A~'}.

. a b
EsselA_<C d
e ad —bc=1,

). Dann erhalten wir die beiden Bedingungen

o) =69

Dies iibersetzt sich in die folgenden Gleichungen:

(a) ad — bec =1,
(b) a2 +c? =1,
(c) b¥> +d?> =1 und
(d) ab+ cd = 0.

b

Wir schreiben die Spalten von A als Vektoren (Z), ( d> € R2. Die Bedingungen (b) und (c) sind dann

a b
c d
Diese Vektoren liegen also auf dem Einheitskreis. Somit gibt es ein 6 € [0, 27) mit

a\ _ (cosf
c)  \sinf )’

Gleichung (d) besagt, dass die Vektoren Z) und (Z) zueinander senkrecht stehen. Da die Linge

dquivalent zu

2 2

iibereinstimmt, bleiben nur die Moglichkeiten

b —c b c
(6) = () oer (0) = ()
Die zweite Moglichkeit steht im Widerspruch zu Gleichung (a), weil dann
ad —bc=—a*—c* = -1

wére. Die erste Moglichkeit ist konsistent:

ad —be=a®> 4+ = cos? 0 +sin? 0 = 1.

a b\ (cosf —sind
¢ dJ \sinf cosf

und dies ist eine Drehmatrix. Man kann genauer SO(2) mit der Einheitskreislinie identifizieren:

cosf) —sinf | (cosb
SO(2) = {(sine cos 0 ) 0 € [0,27r)} = {(Sm9> 0 € [0,27r)},

weil der zweite Spaltenvektor durch den ersten eindeutig festgelegt ist.

Damit erhalten wir insgesamt

Beispiel VII.5.12. Was passiert, wenn wir ein A € O(2) mit det(A) = —1 haben? Dann dndert sich oben
nur die erste Bedingung zu
(a’) ad — bc = —1.

Damit muss dann

sein und wir erhalten
A= (cos 6 sinf
~ \sinf —cosf
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und als Abbildung schickt A ein (;) auf

sin x — cos Oy

<cos Oz + sin Gy)

Das ist also eine Spiegelung an der Ursprungsgeraden mit Richtungsvektor

<cos g)
sin 5
Zusammen mit elementaren Rechnungen zu O(1) und U(1) erhalten wir insgesamt:

Satz VII.5.13.

(1) = {1}
cosf) —sinf cosf sinf
0(2):{(sin9 cosﬁ)’oe[o’zﬂ}u{<sin9 _C089>,06[0,27r)}

SO(2) = {(COS@ ‘Si“9> e [O,QW)}

sinf  cosf

Ul)={2€C,zz2=1} ={z€C,|2| =1}.

Bemerkung VII.5.14. Die Gruppen SO(2) und U(1) sind beide nicht nur als Mengen gleich zu St := {z €
C, |z| = 1}, sondern auch als Liegruppen. Was das ist, lernen Sie spéter.

Was passiert fiir hohere n? Die Normalformen fiir unitéire Matrizen sind einfach:

Satz VII.5.15. Jeder unitire Endomorphismus eines unitiren endlich-dimensionalen Vektorraums besitzt
eine ON-Basis aus Figenvektoren.

Korollar VII.5.16. Ist A € U(n), so gibt es ein S € U(n) mit

N0 L0
Glag o |0 A T
P (
0 ... 0 A,

wobei \; € C und |\;| =1 gilt fiir 1 <i< n.

BEWEIS VON KOROLLAR [VIT.5.T6l Mit Satz|VIIL.5.15|gibt es eine ON-Basis aus Eigenvektoren (vy, ..., v,)
fiir die unitére lineare Abbildung, welche die Multiplikation mit A ist. Wir setzen S an als die Matrix mit
den Spalten (vy,...,v,). Dass die Eigenwerte von A Betrag 1 haben, wissen wir schon. O

BEWEIS VON SATz [VILE. 15l Wir machen Induktion iiber die komplexe Dimension von V.

Gilt dim¢ V =1, so ist f(v) = v mit einem A € C. Da A™! = X! = X gelten muss, gilt [\| = 1.

Es sei nun n > 1 und Pp(X) = (=1)"(X — A1) -...- (X — \,) sei die Zerlegung des charakteristischen
Polynoms in Linearfaktoren. (Das geht, weil wir iiber C arbeiten.)

Es sei v1 € V ein Eigenvektor zu Ay mit ||vy|| = 1. Wir setzen

U = Spang(v1)* = {v € V, {v,01) = 0}.
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Da |A1| =1 gilt, ist A; insbesondere nicht trivial. Wir rechnen

(v, f(u)) = (Ao, f(u)
= (f(v1), f(u))

falls w € U. Damit ist f(U) C U, also ist U ein f-invarianter Untervektorraum. Da f ein Automorphismus
ist, folgt sogar f(U) = U. Die Einschriinkung von f auf U, f|y, ist ebenfalls unitéir und dime¢ U = dim¢ V —1.
Nach Induktionsannahme hat U eine ON-Basis (vg, . .., v, ) aus Eigenvektoren und damit ist (v1,...,v,) eine
ON-Basis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht. |

Das analoge Resultat fiir orthogonale Endomorphismen und Matrizen ist etwas komplizierter:

Satz VIL.5.17. Es sei f € Endgr(V) orthogonal, wobei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum
ist. Dann gibt es eine ON-Basis B von V', so dass

E. 0 ... ... 0
0 -—E, :
ME()=|: . Dp,
: - 0
0 ... ... 0 D

cosf; —sind;

Hierbei ist D; = (sin 6; coséb;

) € SO(2) mit 0; € (0,2m) \ {7} und s, k > 0.

Bemerkung VII.5.18.

Sie wissen, dass wir nichts Besseres erwarten kénnen, weil Drehmatrizen fiir 8 # 0, 7 nicht diagonalisierbar
sind.

Die Matrizen F, sind in O(r) und —FE; € O(s).

Ist Sy eine Spiegelung im R?, so haben wir die Eigenwerte 4+1 und —1 und wir wissen, dass wir eine Basis
aus Eigenvektoren finden kénnen, so dass die Matrixdarstellung von der Form <(1) _01> ist. Der Satz be-
sagt also, dass jede orthogonale Abbildung eines endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraums aus diesen
Bausteinen zusammengesetzt ist.

Fiir den Beweis von Satz miissen wir etwas ausholen. Wir werden Satz fiir den Beweis
benutzen. Dazu miissen wir beschreiben, wie wir reelle und komplexe Vektorrdume in Beziehung setzen
konnen:

Definition VII.5.19. Es sei V ein R-Vektorraum. Die Komplexifizierung von V hat als unterliegende Menge
Ve :=V x V. Fir z =2+ iy mit z,y € R definieren wir

(VIL5.1) z(v1,v2) = (zv1 — Yyva, yv1 + TU2).
Beispiel VII.5.20. Ist V =R, so ist Vg = R x R = R? mit

(x +iy)(x1,22) = (xx1 — YT2, Y21 + TT2)
und damit ist R¢ isomorph zu C.

Bemerkung VII.5.21.
e Mit der skalaren Multiplikation aus (VII.5.1)) ist V¢ ein C Vektorraum. Rechnen Sie das bitte nach!
e Fiir die Dimension gilt:

dimR V@ =2 dimR V, dim(c V(C = dimR V.
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e Ist V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —): V' x V' — R, so definieren wir

((v1,v2), (w1, w2))c := ((v1, w1) + (v2, wa)) + i({ve, w1) — (v1,w2)).

Damit ist (—, —)¢ ein Skalarprodukt auf V¢ und Vi ist ein unitéirer Vektorraum.
e Ist f: V — W eine R-lineare Abbildung, so sei fc: Vo — W definiert als

fe(vi,v2) == (f(v1), f(v2))-
Dann ist f¢ auf V¢ eine C-lineare Abbildung. Die Additivitét ist klar. Es sei z = x 4+ iy € C:

fe(z(vi,v2)) = fe(zvr — yvo, yv1 + xv2)
= (zf(v1) —yf(v2),yf(v2) +xf(v2)) ,weil f R-linear ist
= z(f(v1), f(v2)).

e Es gilt: Ist f orthogonal auf V', so ist fc unitédr auf V.

Lemma VII.5.22. Ist f ein orthogonaler Endomorphismus eines endlich-dimensionalen euklidischen Vek-
torraums V. mit dimg V' > 1, so gibt es einen f-invarianten Untervektorraum U C V mit 1 < dimg U < 2.

Bewels. Wir betrachten fc: Ve — Vi, Da fc unitér ist, so gibt es einen Eigenvektor v = (v1,v2) € V¢
mit fc(v) = A und A € C mit [A| = 1.

Insbesondere ist Spang(v) ein fc-invarianter Untervektorraum von Ve mit dimg Spang(v) = 1.

Wir betrachten U := Spang(v1,v2) C V; U ist automatisch ein R-Untervektorraum von V und 1 <
dimg U < 2. a

Damit kénnen wir endlich die Normalformen fiir orthogonale Endomorphismen herleiten:

BEWEIS VON SATz [VIL.5. 17 Wir machen wieder Induktion, diesmal iiber die Dimension dimg V = n <
00.
Ist dimg V =1 und ist f eine orthogonale Abbildung f: V — V, so ist f zwangsldufig gleich +idy und

die Normalform ist bewiesen.
Es sei also n > 1. Nach Lemma gibt es einen f-invarianten Untervektorraum U C V mit
1 < dimg V < 2. Da f ein Automorphismus ist, folgt wiederum f(U) = U und f~}(U) =U.

Wir zerlegen V als V =U @ UL. Es sei u € U und v € U+. Da f~! orthogonal ist, gilt
(fw),u) = {(fTH(F (@), fH(w)

= (
= (v, f(u))
=0,

weil v € UL und f~1(u) € U.

Wir betrachten f|y: U — U und f|y.: Ut — U™, Beides sind orthogonale Abbildungen und beide
haben eine Dimension, die echt kleiner ist als die Dimension von V. Nach Induktionsannahme gibt es fiir
U~ eine ON-Basis B, so dass ME (f|;+) aussieht wie gewiinscht.

Fiir f|y erhalten wir mit Satz dass f|y eine Matrixdarstellung der Form

5 - 1 0 cosf —sind
MB// (f‘U) - (:I:l) Oder (0 _1> Oder (sin9 COSQ

hat mit 6 € [0, 27).

Es gibt daher eine Anordnung von B = B’ U B”, so dass ME(f) die gewiinschte Form hat. O

Bemerkung VII.5.23. Die Matrix zu einem orthogonalen f der Form
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: . .0

0O ... ... 0 Dy
heifit die Normalform von f. Die Zahlen r,s und k sind eindeutig, ebenso die Drehwinkel 6;, aber die
Reihenfolge der Drehmatrizen ist nicht eindeutig. Man nennt die D; auch oft Drehkdstchen.

VII.6. Selbstadjungierte Endomorphismen

Neben orthogonalen und unitédren Endomorphismen treten symmetrische und hermitesche Matrizen
h&ufig auf. In diesem Abschnitt sei wiederum K = R oder C und V sei ein euklidischer oder unitérer
Vektorraum endlicher Dimension.

Definition VII.6.1. Ein f € Endg (V) heifit selbstadjungiert, falls fir alle v,w € V gilt:
(f(v), w) = (v, f(w)).

Satz VIL.6.2. Ist f € Endg (V) und ist B eine ON-Basis von V', so ist f genau dann selbstadjungiert, wenn
ME(f) symmetrisch (fir K =R) oder hermitesch (fir K = C) ist.

Das heifit also, dass ME(f) = ME(f)! ist fiir K = R oder ME(f) = ME(f) fir K = C.

BEWEIS. Es sei ®5: K™ — V die Vergleichsabbildung zwischen V und K™ und es sei ®g(x) = v,
®p(y) = w. Wir setzen A = ME(f). Da B eine ON-Basis ist, ist mit o = "7 w;e; und y = 37, yie;

)= (S S, ) = (S St K =B S n, K =R
i=1 j=1 7 Z;;l Z?:l $i§j<’l}i,’l)j>7 K:(C Z'?:l xigi’ K:C

und daher

= (Pp(z
_ zt -y, =
C\etg K=
Ebenso ist
B K =R
B K=C
B Aty K=R
B Ay, K=C
und
. (Ay), K=R
B Ay, K=R
mt Ay, K=C.
Beide Terme sind fiir alle #,y nur dann gleich, wenn A" = A fiir K = R oder A® = A ist fir K = C und
letzteres ist dquivalent zu A = A’ O

Lemma VII1.6.3. Ist f selbstadjungiert, so gilt sowohl fiir K = R als auch fir K = C, dass alle Eigenwerte
reell sind. Insbesondere haben hermitesche Matrizen ausschlieflich reelle Figenwerte.
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BEWEIS. Ist 0 # v € V mit f(v) = Av, so ist

Da v # 0 ist ||v]|2 # 0 und daher muss A = X sein. O
Die Normalformen selbstadjungierter Endomorphismen sind sehr einfach und elegant:

Satz VIL.6.4. Zu jedem selbstadjungierten Endomorphismus f € Endg (V) eines endlich-dimensionalen
K-Vektorraums gibt es eine ON-Basis von V', die aus Figenvektoren von f besteht. Das heifst fir jedes
A€ M(nxn,K) mit

A=A" K=R,

A=A', K=C,

gibt es ein
SeO(n), K=R,
SeU(n), K=C,
so dass
A0 0
§h.oa.5=|0
SO
0 0 A

mit reellen \;.

BEWEIS. Wir beginnen mit dem Fall K = C. Wir wissen, dass {iber C das charakteristische Polynom
P;(X) in Linearfaktoren zerfallt, also

n

Py(X) = (1" [[(x = x)

i=1
mit \; € C, aber wir wissen schon mit Lemma dass alle \; reell sind. Es sei vy # 0 ein Eigenvektor

zu Ap mit ||vg|| = 1. Wir setzen
U:={ueV, (v,u) =0}

Der Untervektorraum U ist f-invariant, weil wegen der Selbstadjungiertheit von f fiir alle u € U gilt

(v1, f(u)) = (f(v1),u) = (Mv1,u) = A (v1,u) = 0.

Wir machen Induktion iiber dim¢ V' = n und nach Induktionsannahme gibt es eine ON-Basis aus Ei-
genvektoren von f|y, (ve,...,v,) und somit ist B = (vq,...,v,) eine ON-Basis von V mit den gewiinschten
Eigenschaften.

Wir betrachten nun den Fall K = R und es sei B eine beliebige ON-Basis von V. Nach Satz ist
dann M, g( f) symmetrisch, also insbesondere auch hermitesch, weil

—

ME(f) = Mg(f)" = ME(f).

Uber C zerfillt P;(X) in Linearfaktoren mit reellen Faktoren (X — );), aber damit zerfillt P;(X) auch iiber
R in Linearfaktoren. Damit kénnen wir den Beweis im reellen Fall genauso weiterfiihren wie im komplexen
Fall. |
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Beispiel VII.6.5. Wir betrachten A = (;) :13

PAX)=(X-1?-9=X%?-2X - 8= (X +2)(X —4)

) € M(2 x 2,R). Diese Matrix hat

und damit hat A die Eigenwerte 4 und —2. Die Matrix A ist somit dhnlich zu (4 0 )

: C9CN-(G Y

ist der Eigenraum zum Eigenwert 4 gleich

Eig(A;4) = Spang (1) .

Fiir den Eigenwert —2 erhalten wir mit
13y (-2 0Y)\_ (33
3 1 0 -2)  \3 3)’
. 1
Eig(A; —2) = Spang <_1> .

G

dass

1
-1
Die zugehorige ON-Basis aus Eigenvektoren ist also

(2 0) ()

Korollar VII.6.6. Ist f ein selbstadjungierter Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums
und sind A\1,...,\. die paarweise verschiedenen Figenwerte von f, so ist

V =Eig(f; M) @ ... @ Eig(4; A\y)
und diese direkte Summe ist orthogonal.

BEWEIS. Wir haben nach Satz eine ON-Basis B aus Eigenvektoren. Durch Umnummerieren
kénnen wir B schreiben als B = By U ... U B,, so dass B; eine ON-Basis fiir Eig(f; \;) ist. O

Zusammengefasst haben wir:

Bemerkung VII.6.7.

e Was wir mehrfach benutzt haben, ist, dass wir O(n) als Untergruppe von U(n) auffassen konnen:
Ist eine Matrix A € O(n), so gilt A’ = A~1. Aber da A € GL,(R) ist, gilt automatisch A = A, also
auch

A=At = A1

e Ebenso kénnen wir eine symmetrische Matrix A € M (n x n,R) auffassen als eine Matrix in M (n x
n,C), weil R C C. Dann gilt A* = A?, weil A nur reelle Eintriige hat, und A® = A, weil A
symmetrisch ist. Damit ist A auch hermitesch.

e Sowohl Matrizen A € M(n x n,C) mit A = A® (hermitesch), als auch mit A=! = A’ (unitir) sind
diagonalisierbar mit ON-Basen aus Eigenvektoren.

e Matrizen A € M(n x n,R) mit A = A sind ebenfalls diagonalisierbar mit ON-Basen aus Eigenvek-
toren.
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e Fiir A€ M(n x n,R) mit A= = A? (orthogonal) sind wir den Umweg iiber die Komplexifizierung

gegangen.
-1 2 =3
Beispiel VII.6.8. EsseiA=| 2 1 0 |.Diese Matrix ist sichtbar symmetrisch. Das charakteristische
-3 0 1
Polynom ist
-1-X 2 -3
Py(X) = det 2 1-X 0
-3 0 1-X

= X34+ X?24+14X — 14
= (X —1)(X? - 14).

Damit ist A dhnlich zu
1 0 0
0 V14 0
0 0 -4

Eine ON-Basis aus Eigenvektoren zu finden, ist in diesem Beispiel nicht so kompliziert. Wir suchen beliebige
Eigenvektoren zu 1, v/14 und —+/14 und diese sind nach Korollar [VII.6.6| automatisch orthogonal, so dass
ihre Normierung eine ON-Basis des R3 bildet.

Im allgemeinen Fall erhalten wir folgenden Algorithmus:

o Sie zerlegen P;(X) in Linearfaktoren iiber C:
Pr(X)=(—1)"(X =)™ ... (X = X))

e Sie bestimmen die Basen Eig(f; \;) fir 1 < j <.

e Sie orthonormalisieren diese mit dem Gram-Schmidt Verfahren. Im komplexen Fall (fir f unitér
oder selbstadjungiert) war es das.

e Falls f iiber R definiert war und f war selbstadjungiert, so geht alles durch.

e Falls f iiber R definiert war und f war orthogonal, so miissen Sie aus den A; € C mit |\;| = 1 noch

E?I?gj _ccs)lsnefj) formen, falls \; = cos6; + isind;. (Da f tiber R

definiert war, kommt sowohl A; als auch ); als Nullstelle vor. Sie nehmen fiir das Paar ()}, \;) ein

solches Drehkistchen.)

die reellen Drehkéstchen D; = (

VII.7. Hauptachsentransformation
Es sei B: R™ x R — R eine symmetrische Bilinearform und A = (B(e;, e;))ij € M(n xn,R). Da A = A
gilt, ist A diagonalisierbar.
Satz VII.7.1. Es scien B und A wie oben.

(a) Ist B = (v1,...,v,) eine ON-Basis des R™ beziiglich des Standardskalarproduktes des R™ und sind
die v; Eigenvektoren von A, so ist

N0 .0
0 X
Mg s(B) = 2 ,
o
0 0 A\,

also B(v;,v;) = Aidij, falls M, ..., N, die Eigenwerte von A sind.
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(b) Es gibt eine Basis B' des R™, so dass

Ey, 0 0
Mpp@B)=|0 —E 0},
0 0 0
das heifit, dass es ein S € GL,(R) gibt, so dass

Ey 0 0

St.A.S=10 —-E 0

0 0 0
Bemerkung VII.7.2. Der letzte Punkt im Satz entspricht unserem Kongruenzbegriff aus Definition [VIT.2.9]
BEWEIS. Die Existenz einer ON-Basis aus Eigenvektoren ist Satz also gilt fiir eine solche

ON-Basis Av; = Ajv; mit A\; € R. Wir sortieren die A; nach Grofle. Es sei also Aq,...,Ax > 0 und
Akt1s .- Appe < 0. Wir setzen

N[~ 20, fir 1 <j<k+4,
w; = J J
’ vy, fir j > k4 £.

Die w; sind orthogonal zueinander und

1, 1<i=j<k,
Bwi,wj) =4 -1, k+1<i=j<k+/,
0, sonst.
Wir setzen B an als die Basis (v1,...,v,) und B’ ist die Basis (w1, ..., wy).
Es sei S die Matrix mit (vy,...,v,) als Spaltenvektoren:
A 0 ... 0
0 A, . E, 0 0
S'AS = 2 |, Mpr@B)=|0 —-E 0
. 0 0 0 0
0 ... 0 X\,

Was hat das Resultat mit Hauptachsen zu tun? Wir betrachten dazu ein Beispiel:
Beispiel VII.7.3. Es sei A = (z Z) € M(2 x 2,R). Die zugehorige Bilinearform ist

B(z,y) = 2" Ay = w(z1y1 + 2y2) + v(T1Y2 + T2Y1)-

Das charakteristische Polynom von A ist

Pa(X) = det (“;X UUX)
= (u—X)*—?
= X2 2uX +u? —v?
= (X —(u+v)(X = (u—1)).

Normierte Eigenvektoren sind
1 /1
v = \ﬁ <1) und
1/
Vo = \/i 1

q(z) = B(w,r) = ux% + ux% + 2uz17s.

Die quadratische Form ¢ zu  ist
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Wir betrachten die geordnete Basis B = (v1, v2) und 21, 23 seien die Koordinaten von x = (il

T1\ i 1 -1 Z1\ _ i Z1 — 29
X9 \/§ 1 1 29 \/§ z1+2z0 )
Wir werten ¢ auf diesem Vektor aus unter erhalten:

1 [z —2 1
q (\/5 (Zi n z;)) = 5((22% + QZg)u + 2v(zf - z%))

). Damit gilt
2

= zf(u +v) + zg(u —0)
= )\12% + )\22’%

Wir betrachten nun die Niveaulinie N,(1) = {z,¢(z) = 1} fiir den Fall, dass A; > 0 und A2 # 0 ist und

setzen
1 1

a:=——— b:=

VAL el

(a) Ist Ay > 0 und A2 > 0, so bekommen wir in N,(1) alle z = (z1> mit

(VA + (22V/A0) = 1

also alle z mit

22 N 23 )
a? b2

und dies ist eine Ellipse mit Hauptachsen a, b.

s | ~.

O 1N
N

Ellipse mit Hauptachsen a = 3 und b = 2, Wolfram Alpha

(b) Ist Ay > 0 und Az < 0, so ist Ay = —|A2| und

2 2
)

N(1) = {2 5= 2 =1}

Dies ist eine Hyperbel mit Achsen a, b.

VARRAN

n

Hyperbel mit Achsen a = 3 und b = 2, Wolfram Alpha

Die Hyperbel kénnen Sie durch die Durchstopunkte bei (£a,0) und das Dreieck
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beschreiben. Der obere Hyperbelast schmiegt sich an die Gerade mit Steigung g an.
Definition VII.7.4. Es sei 8 eine Bilinearform auf einem beliebigen K-Vektorraum V. Dann heif3t
Vo=V{ :={veV,Buuw) =0 fir alle w € V}
der Ausartungsraum von 3.

Bemerkung VIIL.7.5. Da § bilinear ist, ist VO*B ein Untervektorraum.
Ist die Bilinearform ( nicht ausgeartet, so ist VOB = {0}.

Korollar VII.7.6. Ist B eine symmetrische Bilinearform auf dem R"™, so gilt:
R'=VyaeWaeV_,
so dass gilt:

o Vi und V_ sind Untervektorrdume des R™ und V = (R”)g.

e Die obige direkte Summe ist orthogonal, sowohl beziiglich B als auch beziiglich des Standardskalar-
produktes auf dem R™.

o Fiir 5 gilt: B(v,v) >0 fir alle 0 # v € Vi und B(v,v) <0 fiir alle 0 £ v € V_.

BEWEIS. Es sei A die darstellende Matrix von 8 und B = (vy,...,v,) sei eine ON-Basis des R". Wir
setzen
Vi :=Spang(vy ..., vg),
V_ = Spang (Vk+1; -« - Vk+e),

Vb = SpanR(vk+€+17 s 7/UTL)7

wobei k und ¢ sind wie in Satz [VIL.7.1] (b).

Wir miissen nur noch zeigen, dass Vj = (R”)g ist:

Ist v € Vp, so ist Av = 0 und damit ist S(v,w) = 0 fiir alle w € R™, so dass Vj C (R")g gilt.

Umgekehrt nehmen wir ein v € (R")g und stellen es beziiglich der Basis B dar, also

n
v= Z/Mh‘-
i=1
Wire p; # 0 fiir ein i € {1,...,k + £}, so wire
B(v,v;) = p; # 0.

Damit ist v € Spang (Vg4e41,---,Un)- O

Satz VIL.7.7. (Trigheitssatz von Sylvester) Es sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und 8 sei
eine symmetrische Bilinearform auf V. Es sei

V=VieWeV_,

wobes

.V() V
e [(v, )>0fu7“alleO7$U€V+und
e SB(v,v) <0 fiir alle0 £ v e V_.

Dann sind die Zahlen ry := dimg V., r_ := dimg V_ und rq := dimg Vy Invarianten von  und
re+r_+7ro=dmgrV.
Weiterhin gilt:
ry = max{dimgr U, U C V Untervektorraum, [(u,u)>0 VYuecU\{0}}

und
r_ := max{dimg U, U C V Untervektorraum, [(u,u) <0 VYueU\{0}}
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BEwEIS. Wir zeigen zunéchst, dass fiir einen Untervektorraum U C V mit S(u,u) > 0 fir alle0 # v € U
gilt, dass

Un (V- e Vy) ={0}.
Dafiir nehmen wir an, dass es ein 0 # u € U der Form u = u_ + ug gibt mit u_ € V_ und ug € Vj. Dann ist
B(u,u) > 0, weil u € U, aber auch
B(U,U) = IB(U— + U, U— +UQ) = B(U_7’U/_) < 0.
Damit besteht der Schnitt nur aus der Null.
DaU@V_adVy CV gilt, ist
dimg U + dimg V_ + dimg Vg < dimg V.

Wir nehmen an, dass V = V] @ V! @V} ist mit dimg V| =: k, £ := dimg V' und so dass 3 positiv ist
auf V{ \ {0} und negativ auf V' \ {0}.
Wir setzen U := V. Dann folgt £ < 4 und aus Symmetrie dann auch r < k, also r = k. Damit folgt
auch
r_ =dimg V — dimg Vy — dim V..

O

Korollar VII.7.8. IstV ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und ist 8 eine symmetrische Bilinearform
mit Invarianten r,r_ und ro, so gibt es eine ON-Basis B von V' mit

E., 0 0
Mgp(B)=| 0 —E. 0
0 0 0

Insbesondere gibt es eine orthogonale Summenzerlegung
V=VieV_aW.

Korollar VIL.7.9. Ist A € M(n x n,R) eine symmetrische Matriz und ist S € GL,(R), so haben A und
St A-S die gleichen Anzahlen positiver und negativer Eigenwerte mit Vielfachheiten gezihlt.

Bemerkung VIIL.7.10. Daher kommt der Name Trigheitssatz: Diese Anzahlen verdndern sich nicht, wenn
man eine andere Basisdarstellung wihlt.

Definition VII.7.11. In der Situation von Korollar [VII.7.8|sagt man, dass 8 die Signatur (r4,r_,ro) hat.
Ist 8 nicht ausgeartet, das heifit ist ro = 0, so sagt man auch, dass 8 Signatur (ry,r_) hat.

Bemerkung VIIL.7.12. Allgemeiner kann man Endomorphismen betrachten, die allgemeine symmetrische
nicht-ausgeartete Bilinearformen invariant lassen. Dies kommt in Anwendungen oft vor:

Ist 2 # 0 in K und ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit einer symmetrischen, nicht-
ausgearteten Bilinearform 3, so betrachten wir wieder die zugehorige quadratische Form ¢ und setzen

O(V;q) :={f € Endg(V), q(f(v)) = q(v) fir alle v € V'}.

Dies ist die orthogonale Gruppe von V' beziiglich q.
Wichtige Spezialfille sind der R mit 8 = o, wobei

p n
op(z,y) = szyz - Z iYi-
i=1 i=p+1
Man schreibt oft kurz O(p,n — p) fir O(R", 0,,). Fiir p = n erhalten Sie O(n,0) = O(n).

Ab jetzt sei V' ein K-Vektorraum und K sei hierbei ein beliebiger Koérper. Wir setzen allerdings voraus,
dass 0 # 2 gilt in K.
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Satz VIIL.7.13. (Orthogonalisierungssatz) IstV endlich-dimensional und ist B eine symmetrische Bilinear-
form, so gibt es eine Basis B = (v1,...,v,) von V, so dass B(v;,v;) = 0 ist fiir allei # j. Fir q(v) = B(v,v)
und «; := q(v;) folgt dann

(VIL7.1) q(v) = a1 X2 + .. F a2 firv = Z Ai;.

i=1
Bemerkung VII.7.14. Die Form von ¢(v) in (VIL.7.1)) nennt man auch rein quadratisch, weil keine ge-
mischten Terme A;\; vorkommen fiir ¢ # j.

BeEwEIs. Wir machen Induktion iiber dimg V = n.

Fiir n = 1 tut es jedes vy # 0.

Es sei nun n > 1. Wir kénnen die Polarisierungsformel aus Satz [VIL.3.7] benutzen, weil 2 # 0 ist in K.
Ist ¢(v) = 0 fiir alle v € V, so ist damit auch S(v,w) = 0 fiir alle v,w € V und es ist nichts zu zeigen.
Gibt es ein vy € V mit g(v1) # 0, so setzen wir

U:={veV,p3v,v) =0}
Wir behaupten, dass V' = Spang(v1) @ U ist: Ist v € Spang(v1) N U, so ist einerseits v = Ajv; fiir ein
A1 € K aber auch
0= B(v1,v) = B(v1, A\1v1) = M B(v1,v1) = Aig(v).

Da nach Annahme ¢(v1) # 0, muss also A\; = 0 sein, also ist v = 0. Der Schnitt der beiden Untervektorrdume
besteht also nur aus der Null.
Wir miissen noch zeigen, dass V' = U + Span g (v1) gilt. Fiir v € V setzen wir

D= B(vlvv) v
B(v1,v1)
Damit ist v = 0 + v — ¥ und es gilt B(v1, ) = B(v1,v). Dann gilt aber auch
5(’017’0 - i}) = B(U]_,U) - ﬁ(?)175) = Oa
so dass v — ¥ € U gilt. Damit ist V' = Spany (v1) @ U.

Wir betrachten |y« . Es ist dimg U = n—1 und daher gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine Basis
(v2,...,vy), so dass Bluxu(vi,v;) = 0 ist fiir 4 # j. Somit ist B = (v1,...,v,) die gewilinschte Basis. O

Fiir die reellen Zahlen hatten wir das folgende Resultat schon in einer stéirkeren Version in Fiir
allgemeine Korper gilt:

Korollar VII.7.15. Ist 0 # 2 in K und ist A € M(nxn, K) gegeben mit A* = A, so gibt es ein S € GL,(K)

mat
M 0 ... 0
stoa.s=|0 N
: - .0
0o ... 0 X\,

Definition VII.7.16. Eine symmetrische Matrix A € M(n x n,R) ist positiv-definit, falls die zugehorige
symmetrische Bilinearform positiv ist, also z* - A -z > 0 fiir alle z # 0.

Wann sind symmetrische Matrizen A € M (n x n, R) positiv definit? Das zu entscheiden ist zum Beispiel
wichtig in der Analysis bei der Untersuchung von Extremalwerten. Mit Satz folgt, dass dies gilt, falls
alle Eigenwerte positiv sind. Falls Sie die Eigenwerte nicht bestimmen mochten, hilft das folgende Kriterium.

Satz VIL.7.17. (Hauptminoren-Kriterium) Ist A € M(n x n,R) und ist A = (a;;) symmetrisch, so ist A
genau dann positiv-definit, wenn det(Ay) > 0 ist fir alle 1 < k < n, wobei

Ak =



BEWEIS. Nehmen wir an, dass A positiv-definit ist. Es gibt zu A mit Satz ein S € GL,(R), so
dass SYAS eine Diagonalmatrix D mit Eigenwerten Aq,...,\, ist. Es gilt det(A) = det(S)2 [/, \i, also
ist det(A) genau dann positiv, wenn []7"_; \; positiv ist.

Gibt es ein )\; < 0, so gilt fiir einen Eigenvektor 0 # z, dass Dx = \;x ist und somit z!Dx < 0. Dann
ist aber auch (Sz)*A(Sz) < 0. Somit sind alle \; > 0.

Es sei 8 die zugehorige Bilinearform zu A. Die Matrix Ay ist die darstellende Matrix der Bilinearform
Br = Brrygr, wobei wir hier RF mit dem Vektorraum

€

x
‘ ,x; €R

0
identifizieren. Fiir k > 1 ist Bj positiv-definit, also ist det(Ay) > 0.

Fiir die Riickrichtung nehmen wir an, dass det(Ayg) > 0 ist fiir alle 1 < k& < n. Wir zeigen die Behauptung
iiber Induktion nach n.

Ist n =1, so ist A; = (a11) und hier ist die Behauptung klar.
Sei nun n > 1. Wir wissen dann, dass A,,_1 positiv definit ist. Wir finden ein T € GL,,—1(R) mit

M0 .0
T, T=|"

: . . 0

0 ... 0 A

und wir wissen, dass alle \; positiv sind mit dem Argument von eben. Wir bilden die Blockmatrix

T = (T O> € GL,R

0 1
und bilden (T")!AT". Diese Matrix ist von der Form
A 0 L 0 b1
0 /\2 . bg
ryar=| . .. . |=B
0 ... 0 X1 by
by by ... byt by
Nach Voraussetzung ist det A = det(A,) > 0 und somit ist auch det B = det(7”)? det A > 0. Mit
b
1 0 ... 0 —)\—i
o b
S T
S = .. :
bn—1
0 0 1 pw—
0 0 O 1
rechnen Sie nach, dass
A0 0
sips=|0 A
S
0 0 A



gilt mit A, = —(f\il +...+ %) +b,. Da 0 < det B = (det S)"2[];_, \i, ist auch A, > 0. Also sind alle

Eigenwerte von A positiv und A ist positiv-definit. O
VII.8. Skalarprodukte und Dualitét

Ist allgemein
B:VxW—=K

eine Bilinearform, so kénnen wir jeweils eine Komponente festhalten und erhalten Elemente im Dualraum
Bo: W = K, By(w):= B(v,w) fiir festes v € V,
Buw:V = K, Byu(v):=B(v,w) fir festes w € W.

Wir haben also 3, € W* und S, € V*. Wir lassen nun wieder v und w variieren:

Definition VII.8.1. Es seien V und W beliebige K-Vektorraum und 5: V x W — K sei eine Bilinearform.
Wir setzen

5\/: V — W*,
v ﬂv(f)a

B W = V*,
w > By (—).

Bemerkung VII.8.2. Die Bilinearform  ist genau dann nicht-ausgeartet, wenn Sy und By injektiv sind.
Beide Abbildungen Sy und By sind linear.

Satz VII.8.3. Sind V und W endlich-dimensionale K-Vektorriume und ist B nicht-ausgeartet, dann sind
By:V = W* und By : W — V* Isomorphismen.

BEWEIS. Nach Voraussetzung sind 8y und Sy injektiv, also gilt ker(8y) = {0} und ker(fw) = {0}.
Mit der Dimensionsformel erhalten wir:

dimg V = dimg Bild(8y) < dimg W* und dimg W = dimg Bild(8w) < dimg V*.
Daaber dimg V* = dimg V und dimg W* = dimg W sind, folgt dimg V' = dimg W und beide Abbildungen
sind auch surjektiv. O
Korollar VII.8.4. Ist V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum, so ist die Abbildung
V=V v (v,—)
etn Isomorphismus.
BEWEIS. 8 = (—,—) ist nicht-ausgeartet und (v, —) = /3,. Somit ist ¥ = By O

Bemerkung VII.8.5. Dieser Isomorphismus ist basisunabhéingig. Somit ist fiir jeden endlich-dimensionalen
euklidischen Vektorraum der Dualraum kanonisch isomorph zum urspriinglichen Vektorraum!

Beispiele VII.8.6.
e Ist V = R, so bildet ¥: R” — (R™)* den Vektor e; auf (e;, —) ab. Aber (e;, —) ist genau das
Funktional ej.

o Ist (}) € R? und setzen wir Spang (}) =:U, so ist

Ut = {(ml) eR? x4+ a9 = O} = Spang (_1) ,
To 1

\I](UJ_) = {90 € (R2)*a§0 = <v7 _>7U € UJ_}
Fiir 0 # v € U+ gilt aber, dass (v, w) genau dann trivial ist, wenn w € U ist. Also ist ¥(U+) = U°.
(Hierbei ist U° der Annulator von U nach Definition [VIL.1.16})

und

Diese Beispiele waren kein Zufall:



Satz VII.8.7. Ist V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum, so gilt:

(a) W(UL) =U"° fiir alle Untervektorriume U C V.
(b) Ist B= (v1,...,v,) eine ON-Basis von V, so ist U(v;)

=v;.
BeweEls. Fiir (a) benutzen wir, dass fiir v € UL und ¥(v) = (v, —) gilt, dass ¥(v)(u) = 0 ist fiir alle
u € U. Somit ist ¥(U+) c U°. Da
dimg U+ = dimg V — dimg U = dimg U°

ist, folgt die Gleichheit.
Fiir (b) rechnen wir nach:

U (vi)(v;) = (vi, v5) = bij
und damit ist (v;, —) = v}. O
Definition VIIL.8.8. Sind V und W endlich-dimensionale euklidische Vektorrdume und ist f: V' — W eine
R-lineare Abbildung, so ist die zu f adjungierte Abbildung, f®¢: W — V, definiert als

fod .= \I/‘_/l o f*oWUy.

Lemma VII.8.9. FiiralleveV,weW gilt:
(v, f*Uw)) = (f(v), w).
BEWEIS. Wir setzen die Definitionen ein und erhalten
[ (@w(w)) = f*(w, =), also
[ (Pw (w))(v) = (w, =) (f(v))
= (w, f(v))
= (f(v), w).
Ebenso gilt ¥y o f99(w)(v) = (v, f2%(w)). Da nach Definition Uy, o f*@ = f*o Wy, gilt, folgt die Behauptung.
(Il

Korollar VIIL.8.10. Es seien V und W endlich-dimensionale euklidische Vektorrdume und f: V — W sei
eine R-lineare Abbildung. Ist By eine ON-Basis von V und Bs eine ON-Basis von W, so gilt

ME(f°%) = (ME!(f)"-
BEWEIS. Nach Definition ist
M2 (f*%) = Mg (W' o f* 0 Wyy)
= My (W5, ) M2 (f) Mg (Tw).
Wir wissen nach Satz dass My? (f*) = ME!(f)". Da W' (vf) = v und Ty (w;) = w}, gilt

B _
Myg! (U3") = Egimg v und Mg2 (W) = Edimg w- O

Bemerkung VII.8.11. Falls f eine selbstadjungierte Abbildung ist, so gilt f = %, so dass die Notation

Sinn macht.

Korollar VII.8.12. Ist f: V — W eine R-lineare Abbildung und sind V' und W endlich-dimensional und
euklidisch, so gilt

(a) Bild(fed) = (ker(f))* und ker(f2?) = (Bild(f))~.
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(b) Ist V=W, so gilt
V = ker(f) ® Bild(f*) = ker(f°?) @ Bild(f)

und beides sind orthogonale Zerlegungen.
(c) Im Spezialfall, dass V. =W und f = f* ist, ist V also die orthogonale direkte Summe von ker(f)
und Bild(f).

BeweIs. Die Behauptungen (b) und (c) folgen aus der ersten Behauptung.
Zu (a) rechnen wir stur nach, dass mit Satz [VIL.1.20] gilt:

Bild(f*) = Bild(¥,! o f* o Uyy)
= Bild(¥' o f*)
= Uy (Bild(f7))
— Wy (ker(f)°)
— (ker(f))*.
Die zweite Behauptung in (a) zeigen Sie auf analoge Weise. |

Bemerkung VII.8.13. Was passiert iiber C? Es seien V' und W also C-Vektorrdume mit einer Sesquiline-
arform 5: V x W — C. Wir kénnen versuchen, U: V' — W* zu bilden, indem wir ¥(v) = (v, —) betrachten,
aber (v, —) ist nur halblinear:

T (v)(dw) = B(v, \w) = A3(v, w) = A¥(v)(w),
so dass ¥(v) ¢ W*.
Wir koénnen stattdessen die zweite Komponente benutzen und ®: W — V* betrachten:
O (w)(v) := B(v,w).

Diese Abbildung ist linear in v und halblinear in w.

Wir kénnen trotzdem die adjungierte Abbildung zu einem C-linearen f: V' — W definieren, wenn V'
und W endlich-dimensionale unitire Vektorrdume sind:
Wir betrachten wieder @y : V — V* und &y : W — W* mit

Dy (v1)(v2) = (ve,v1) und Py (w1)(we) = (wa, w1).
Dann sind ®y und ®yy halblineare, bijektive Abbildungen.

Definition VII.8.14. Es seien V und W endlich-dimensionale unitire Vektorrdume und f: V. — W sei
C-linear. Dann ist die zu f adjungierte Abbildung, £, definiert als

fod = q)‘jlof* ol W = V.
Lemma VIIL.8.15. Die Abbildung f*¢ ist C-linear.
BewEIS. Es ist klar, dass fo¢ die Addition respektiert. Es sei A € C und w € W. Dann gilt

FU0w) = (931 o f* o By ) (Aw)
= oy (f*(Aew (w)))
= o (Af* (@w (w)))
= A0y (f (P (w)))
= Af*(w).

O

Bemerkung VII.8.16. Lemma iibertrégt sich. Korollar |VII.8.10| miissen wir anpassen: Sind B; und
By ON-Basen von V beziehungsweise W, dann gilt fiir fo¢:
—_—t

(VIL8.1) Mg2(f") = Mg (f)
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Ist f(v;) = Y1ty aijw; und ist f*(w;) = 377, bjiv;, dann gilt
ai; = (f(vj),wi) = (vj, f*(w;)) = bjs.
Definition VII.8.17. Es sei V ein unitéirer, endlich-dimensionaler Vektorraum, so heifit f € Endc(V)

normal, falls f o fo4 = fado f gilt.
\%4
f7 \
v v
v

Ein A € M(n x n,C) heifit normal, falls AA* = A'A gilt.
Bemerkung VII.8.18. Sie kennen schon Spezialfille normaler Endomorphismen:

e Ist f selbstadjungiert, so ist f*¢ = f und daher gilt f* o f = fo f = fo fod.

o Ist f unitér, so ist f~! ebenso unitéir, und somit folgt

(v, f*40") = (f(0),0) = (fTH(f (), FH ) = (o, FH ().
Dann ist f aber auch normal, weil f*¢ = f~! und
fof“=foft=idy=f"lof=f"oFf

Damit umfafit also der Begriff der Normalitéit sowohl unitéire als auch selbstadjungierte Endomorphismen.

Fiir beide Klassen von Endomorphismen hatten wir Normalformen. Wir wollen diese auf normale Endomor-
phismen verallgemeinern.

Lemma VII.8.19. Ist V ein unitirer, endlich-dimensionaler Vektorraum und ist f € Endc(V) normal, so
qgilt:

(a) Bild(f) = Bild(f4),

(b) ker(f) = ker(f)
und daher ist V = Bild(f) @ ker(f), wobei die direkte Summe orthogonal ist.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst (b): Ein v € V ist genau dann im Kern von f, wenn f(v) = 0 und das ist
dquivalent zu || f(v)|| = 0 und zu ||f(v)||*> = 0. Wir koénnen dies umformen zu

0= (f(v), f(v))
= (v, f*(f(v)))
= (v, f o f*(v))
= (fo fei(v),v)
= (fU(v), fo(v)).

Dieser Ausdruck ist genau dann trivial, wenn (f%¢(v), f¢¢(v)) = 0 und dies ist dquivalent zu f¢(v) = 0.
Zu (a): Mit Korollar |VII.8.12[im komplexen Fall gilt

Bild(f%?) = (ker(f))* und ker(f%%) = (Bild(f))=.
Mit (b) folgt dann
Bild(f*!) = (ker(f))™
= (ker(f*4)*



Korollar VII.8.20. Ist V ein endlich-dimensionaler unitdrer Vektorraum und ist f € Endc(V') normal, so
18t
Eig(f; A) = Eig(f*", )
fiir alle A € C.
BEWEIS. Wir setzen g := f — Midy. Das Adjungierte von g ist g2% = f2¢ — Xidy, weil

<U7gad(vl)> = <g(v),v’) = <f(’U) - )‘Ua U/> = <f(v)a ?]/> - <Av7vl> = <’U, (fad - j‘ldV)(v/»
Damit gilt auch, dass g normal ist, also g°? 0 g = g o g** und

Eig(f,\) = ker(g) = ker(¢*?) = Eig(f**, \).

Mit diesen Resultaten konnen wir normale Endomorphismen vollstdndig charakterisieren.
Satz VIL.8.21. (Hauptsatz iiber normale Endomorphismen) IstV ein endlich-dimensionaler unitirer Vek-
torraum und ist f € Endc(V), so sind dquivalent:

(a) Es gibt eine ON-Basis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht.

(b) f ist normal.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass f normal ist. Da wir iiber C arbeiten, zerfillt das charakteristische
Polynom von f in Linearfaktoren:

Pr(X) = (=1)"(X = A1) - (X = An).

Ist f die Nullabbildung, so ist nichts zu zeigen.
Es sei also 0 # v1 € Eig(v, A1) und A1 # 0. Dann ist U := Spang(v1) # {0} und wir setzen

W:={v eV (v,v) =0}

Dann ist V' die orthogonale direkte Summe von U und W und dim¢ W < n — 1. Zu zeigen ist, dass W
f-invariant ist und dass f|w wieder normal ist. Dann bekommen wir per Induktion eine Basis aus Eigenvek-
toren.

Es sei w € W, also (w,v1) = 0. Dann ist auch

(f(w),v1) = (w, F*%v1)) = (w, Ayvr) = M (w,v1) =0
und somit ist f(W) C W.
Fiir jedes w in W gilt natiirlich, dass f%¢ o f(w) = f o f2(w), weil f normal ist. Da f(W) C W, gilt
auch f(W) C W, weil:
(f4(w), v1) = (v, fod(w))
= (f(v1),w)
)‘ <Ula >

)\1<w, Ul)
0

Damit ist f|w normal.
Nehmen wir nun umgekehrt an, dass f eine ON-Basis aus Eigenvektoren besitzt, also ein B = (v1,...,vy,)
mit f(v;) = A\jv;. Dann gilt
(v, f*4wi)) = (f(v)), v3)

(f
Aj (%,v,}
A0,

Damit gilt f¢(v;) = A\jv; und auch
FU ) = FOvi) = Nif(vi) = Nidiv;
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und B
FUUf () = FrNvs) = X f* i) = M.

Also stimmen f% o f und f o f2 auf B iiberein; sie sind somit gleich und f ist normal. (]

VII.9. Tensorprodukte

Wir haben uns ausfiihrlich mit Bilinearformen beschéftigt. Wir verallgemeinern den Begriff auf beliebige
Vektorrdume als Bildbereich:

Definition VII.9.1. Es seien U,V,W K-Vektorrdume fiir einen beliebigen Koérper K. Fine K -bilineare
Abbildung a.: U x V. — W ist eine Abbildung, die in U und in V' K-linear ist. Es gilt also

(VIL9.1) a(Auy + pug, v) = Aa(ug, v) + po(ug, v),

(VIL9.2) afu, Avy + pvg) = Aa(u, v1) + pa(u, va),

fir alle A\, u € K, uy,us,u € U und v,v1,v2 € V.

Bemerkung VIL.9.2. Ist a: U x V — W K-bilinear und ist f € Homg (W, Z) fiir einen K-Vektorraum Z,
so ist die Verkniipfung foa: U x V — Z eine K-bilineare Abbildung.

Definition VII.9.3. Es sei K wieder ein Koérper und U und V seien K-Vektorrdume. Ein Tensorprodukt
von U und V ist ein Paar (U ® V, k), wobei
e U ®YV ein K-Vektorraum ist und
e k: UXxV — U®YV eine K-bilineare Abbildung ist, so dass (U ® V, k) die folgende universelle
Eigenschaft hat:
Fiir jede K-bilineare Abbildung a: U x V. — W in einen K-Vektorraum W gibt es genau eine K-lineare
Abbildung ¢,: U @ V — W, so dass

a = g 0 K.

UxV -2 w
{ S
UV

Bemerkung VII.9.4.

(a) Fiir den Wert (u,v) schreiben wir u ® v.

(b) Bilineare Abbildungen « lassen sich mithilfe des Tensorprodukts also auf lineare Abbildungen
zuriickfiihren, also genau auf die Abbildungen, mit denen wir uns jetzt zwei Semester lang beschéftigt
haben.

(¢) Mochte man klarstellen, iiber welchem Grundkoérper man arbeitet, so notiert man K mit und
schreibt U Qg V statt U @ V.

Satz VIL.9.5. Fin Tensorprodukt (U ® V, k) ist bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass (U®V, &) ein weiteres Tensorprodukt von U und V ist. Wir betrachten
das Diagramm

UxV LUV

UV

Wegen der universellen Eigenschaft von (U ® V, k) gibt es genau ein ¢z mit ¢z o k = K:

UxV "L usv.
=

UeV



Wenn wir das obige Diagramm spiegeln, dann gibt uns die universelle Eigenschaft von (U®V, &) ein eindeu-
tiges ¢, mit ¢, 0 kK = k:

Fiir die Verkettungen ¢z o ¢, und ¢, o ¢z gilt
Pz 0 ¢r ok = ¢rok=F=idygy ok und
PeoProk =¢,0k =k =idygyv o k.

Damit beschreiben ¢, o0 ¢z ok und idygy o k die gleiche bilineare Abbildung U xV — U® V. ¢ 0 ¢, o k und
idgy o & beschreiben die gleiche bilineare Abbildung U x V' — U ®V. Wegen der Eindeutigkeitsaussage bei
der universellen Eigenschaft muss damit gelten, dass

¢ 0 ¢r = idygy und ¢z o ¢ = idygy -

Wir zeigen nun die Existenz von Tensorprodukten.

Satz VII.9.6. Es sei K ein Korper und U,V seien K-Vektorrdume. Dann existiert ein Tensorprodukt
U®V,k).

BEWEIS. Wir betrachten U x V und K als Mengen und wir benutzen die Menge aller Abbildungen von
U x V nach K, Abb(U x V, K). Wir definieren eine Abbildung
1 == d =
§:U x V — Abb(U x V,K),  8(uy,v1)(us,va) 1= { ) T U2 ERE UL =
0, sonst.
Es sei
W := Spang{d(u,v),u € Uyjv € V}.
Der Vektorraum W enthélt also endliche Linearkombinationen von Abbildungen §(u, v).
Wir wollen § dazu zwingen, bilinear zu werden und bilden den Quotientenvektorraum

T:=W/X,
wobei X der Untervektorraum von W ist, der von allen Elementen in W der Form
(VIL.9.3) d(Aug + pug, v) — Ao (ug,v) — pd(ug, v) und 6(u, Avy + pwe) — Ao(u, v1) — pd(u, ve)

erzeugt wird, also X = Spany (M), wobei M die Menge
{0(Aug+pug, v)—A0 (ug, v)—po (ug, v), §(u, Aoy +pvy) —Ad(u, v1)—pd (u, v2), u, ur, us € U\, u € K, v,v1,v9 € V}

ist. Es sei m: W — W/X = T die kanonische Projektion. Nach Konstruktion ist 7" ein Vektorraum und
mod: UxV — T ist bilinear.

Wir behaupten, dass das Paar (T, 7o) ein Tensorprodukt von U und V ist. Wir zeigen dies, indem wir
nachweisen, dass (7', 7 o §) die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes hat.

Sei dazu also a: U x V' — Y eine beliebige bilineare Abbildung in einen K-Vektorraum Y. Jedes Element
in 7" 148t sich schreiben als 7 (3" ; Nid(u;, v;)). Wir setzen ¢o: T'— Y an als

Pa(7(6(u,v))) = a(u,v)

und allgemein

o <7T (Z >\i5(ui,vi)>) = Z)\ia(ui,vi).

Wir miissen zeigen, dass diese Abbildung wohldefiniert ist. Ist = ein Element aus X, so ist z eine
Linearkombination von Elementen wie in (VIL.9.3). Da aber a bilinear ist, gilt

a(Auy + pug, v) — Aa(ug, v) — pa(ug,v) = 0 und alu, Aoy + pve) — Aa(u, v1) — pa(u,ve) =0,

177



so dass alx = 0 gilt.
Damit ist ¢, : W/X — Y wohldefiniert und linear. Es gilt nach Konstruktion

foomod=a,
weil wir ¢, o 7 0 §(u,v) genau als a(u,v) definiert hatten.

Da die Elemente 0(u, v) den Vektorraum W erzeugen, erzeugen die Elemente 7 (d(u, v)) den Quotienten-
vektorraum. Wenn wir verlangen, dass ¢, o m o d = « gilt, ist ¢, damit eindeutig festgelegt. ]
Bemerkung VIIL.9.7. Die Elemente u ® v heiflen Tensoren. Es gilt insbesondere, dass

M) @v=ANu®v)=u® v

gilt. Deshalb lassen wir im Folgenden manchmal die Klammern weg.
Wenn Sie in U ® V' rechnen méchten, miissen Sie immer die Bilinearitét von (—) ® (—) beachten: Ist
u= 37" Nui und v = 3TT ) pgvyg, so st

m n
URV = (Z A;Uz) ® Zﬂjﬂj
i=1 j=1

.

<
Il
—

n
Aol wi @ | Y g
j=1

)\i Z g Uq X Uj
1 j=1

Trllﬂg

3

n

= Z Z )\z,ujul Q@ vj

i=1 j=1
Elemente der Form u ® v erzeugen U ® V', aber nicht jedes Element in U @ V' 1483t sich so ausdriicken:
In R? ® R? ist zum Beispiel
2e1 ®ep + 3es ®es
nicht weiter zu vereinfachen.

Beispiel VII.9.8. In Q% ® Q3 ist
2 3 1 1 3
—2e1 ®e; — g€1®€2 —6e; ®e3+ 3ex ®ep + gez®eg+962®eg— 163@)61 — 2—063@)62— 163@)63
gleich (2e1 — 3ez + je3) ® (—e1 — €2 — 3es).
Lemma VII1.9.9. Es sei K ein Korper und U,V seien K -Vektorrdume. Istdimg U = m < oo unddimg V =

n < 00, S0 st
dimg UV =m-n.

Beweis. Es sei By = (u1,...,un,) eine Basis von U und By = (vy,...,v,) eine Basis von V. Dann
ist (u; ® vj,4 = 1,...,m,j = 1,...,n) eine Basis von U ® V: Nach Konstruktion von U ® V sind die
(w; ®vj,i=1,...,m,j=1,...,n) linear unabhiingig und sie erzeugen U @ V. |

Bemerkung VIL.9.10. Mochten Sie die Basis (u; ® v, = 1,...,m,j = 1,...n) anordnen, so ist die
sogenannte lexikographische Anordnung tiblich:

(U1 @ V1, ..oy U] @ Uy U @ UL, ey U2 R Upyy ey Uy R UL ey Uy @ V)

Wenn Sie sich die Basiselemente in einer Matrix angeordnet vorstellen

U1 @V ... U RUp
Uz XV ... U2 RUp

k)
U @V1 oo Uy @ Up

dann laufen Sie die Zeilen entlang von oben nach unten.
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Lemma VIL.9.11. Sind f € Homg(U,U’) und g € Homg(V, V'), so induzieren f und g eine K-lineare
Abbildung
fRgUV U eV

BeEwELs. Wir betrachten das Diagramm

UxV—2 UV

(f,g)J/

U'xV —" U eV
Hierbei sind k und «’ die Strukturabbildungen des jeweiligen Tensorprodukts und (f, g)(u,v) := (f(u), g(v)).

Die Abbildung «’o(f, g) ist K-bilinear. Daher existiert wegen der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts
(U ® V, k) eine eindeutige K-lineare Abbildung von U ® V nach U’ ® V', die wir f ® g nennen:

UxV —" s URV

(f,g)l feg

’

UxV —2 U V.
Nach Konstruktion erfiillt die Abbildung die Gleichung

(f®g)orn==ro(fg)
]

Bemerkung VII.9.12. Wir kénnen die Abbildung f ® g explizit beschreiben. Es sei (u,v) € U x V. Das
kommutative Diagramm von oben ergibt fiir (u,v):

K

(u,v) ¢ K(u,v) =u®wv

(f,g{ If@g

K

(f(u), 9(v)) ———=#'(f(u),9(v)) = f(u) @ g(v).
Es gilt also (f ® ¢)(u®@v) = f(u) ® g(v).

1 0
Beispiel VII.9.13. Fiir f: R? — R3 mit M(f) = |0 2], also f(e1) = e1 + ez und f(ez) = 2(ea + €3)
1 2

und fiir g: R? — R mit g(e;) = g(es) = e1, also M(g) = (1 1) hat f ® g: R? @ RZ2 = R3 @ R die Werte
(fRg)(aa®er)=(e1+e3) Qe =e1@er +ez3@er = (f @ g)(er ®@ea)
und
(fRg)lea®er) =2(e2+e3)@er =2e2@e1 +2e3®e; = (f @ g)(e2 @ e).

Die Matrixdarstellung von f ® g ergibt also mit der lexikographischen Anordnung der Basisvektoren die
Matrix:

1 1 0 0

0 0 2 2

11 2 2
Satz VI1.9.14. (Rechenregeln fiir Tensorprodukte)

(a) Sind fi, fo: U = U’ und g1,92: V = V' K-linear, so gilt fiir alle \,n € K:
M1+ ufa) @91 = A1 @ g1+ pufa @ g1,
J1® (Ag1 + 1g2) = A1 ® g1 + puf1 @ g2,
(idgr ® g1) o (f1 ®@idy) = (f1 ®idy) o (idy ® g1),
idy ®idy =idygy-
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(b) Ist U = Uy @ Us, so ist
UV=UaeU)V2U0ValU,aV.

(c) Bsgit U@V =2V eU.
(d) Ist W ein weiterer K -Vektorraum, so ist

UeV)eW2Ue(VeW).

(e)
KoV=V2VeK.

Das Tensorprodukt ist also bis auf Isomorphie eine assoziative und kommutative Verkniipfung, die ein
Distributivgesetz beziiglich direkter Summen erfiillt und fiir die K bis auf Isomorphie ein Einselement ist.

BEWEIS. Zum Beweis der ersten Gleichung in (a) betrachten wir das Diagramm:
(Af1+uf2,91)

/_\ P
UxV UxV —U V'
\_/r

A(f1,91)+n(f2,91)

A f1+uf2)®@91

UV
A(f1®91)+u(f2®91)

Es gilt aber

= ((Mf1+uf2) ® g1)(u®@0)

= (Afi + pf2)(v) @ g1(v)

= (Afi(u) + pfa(u) @ gi1(v)
Afi(u) @ g1(v) + pfa(u) ® g1 (v)
= (A1 ®@ g1+ pnfo ® g1) o k(u,v)

und damit sind die beiden Abbildungen (Af; + uf2) ® g1 und Af1 ® g1 + pfa ® g1 gleich.
Die andere Gleichungen in (a) folgen mit analogen Rechnungen.
Fiir (b) betrachten wir das Diagramm

(A f1+ pf2) ® g1) o k(u, v)

UxV —2 (U 0V)e (U 2V),

Y
K Lt .

Uov

wobei a die Abbildung ist, die (u,v) € U x V auf u3 ® v 4+ ug ® v schickt, wenn u = ug + ug mit u; € U; fiir
i=1,2.

Da « bilinear ist, gibt es genau ein K-lineares ¢o: UV = (U1 @ V) ® (U2 ® V) mit ¢4 0 k = .

Wir definieren eine Umkehrabbildung v, zu ¢,, die auf Erzeugern u; ® v definiert ist als 1, (u; @ v) =
u; ® v. Dann ist

Vo 0 0a(u®@V) = a(ug @V +us @) = a(ug @v) + Yo (us @v) =u1 Qv+t us v = (u1 +u2) v =uv.
Fiir einen Erzeuger gilt
Do © Vo (u; V) = P (u; @ V) = u; @ v.
Damit stimmt 1,00, auf Erzeugern mit idy gy tiberein und ¢, 01, stimmt auf Erzeugern mit id(y, gv)ew,0v)
iiberein. Damit sind diese Abbildungen gleich.
Zu (c) definieren wir
coy: UV =VeU
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uber

UxV—2 3 VeU,
e

Rl 'CU‘,V

UV

wobel a(u,v) = v ® u ist. Es gilt also cyv(u®@v) = v @ u.
Analog ist cy,y: V®U — U ® V definiert iiber

VxU—27" S Uev

¢
K et B
l eeviu

VU
mit f(v,u) =u v.
Dann gilt
cvuocyy(u®v)=cyyv®@u) =u®v=idygy(uQv),
und
covocyy(v@u)=cuy(u®v)=v®u=idygu(v® u),

so dass die Verkettung jeweils die Identitét ergibt.
Fiir die Assoziativitét in (d) definieren wir a: (UQV)xW — U®(V@W) auf Erzeugern als a(u®uv, w) :=
u® (v®w) und erhalten eine eindeutige K-lineare Abbildung v: (U@ V)@W — U® (VW) mit yok = a:

UV)xW—2— U (VeW)

4

UeV)eW

Das Inverse zu v erhalten wir durch

Ux(Vew)— 2  sweview
{ -

mit f(u,v @ w) := (U v) ® w.

Zu (e) betrachten wir die K-lineare Abbildung f: K ® V. — V, die auf Erzeugern A ® v gegeben ist
durch f(A®v) = M. Umgekehrt setzen wir g: V— K ® V an als g(v) = 1 ® v. Sie rechnen nach, dass diese
Abbildungen wohldefiniert sind. Es ist

(9o fIA®v) =g(l) =Ag(v) =A1®@v) =A@
und
(fog)w) = f1@v) =1 v=v.
Analog zeigen Sie, dass V @ K 2V gilt. a

Tensorprodukte interagieren mit Homomorphismenriumen in der folgenden Art und Weise:

Satz VII.9.15. Sind V und W endlich-dimensionale K - Vektorrdume, so gilt:
(a) (VW) 2V*oW*.
(b) V*@W =Homg(V,K) @ W = Homg (V,W).

BEWEIS. Sie kénnen Dimensionen zéhlen und sehen, dass die beteiligten Vektorrdume die gleiche Di-
mension haben, so dass sie isomorph sein miissen. Wir moéchten aber explizite Isomorphismen angeben:
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Fiir (a) definieren wir eine Abbildung h: V* @ W* — (V @ W)*, indem wir fiir ¢ € V* und ¢ € W* auf
dem Erzeuger ¢ ® ¢ von V* @ W* setzen

Wp @ ) (v @ w) := ¢(v) - Pp(w).

wobei die Multiplikation in K stattfindet. Ist B = (v1,...,v,) eine Basis von V und B’ = (wy,...,w,,) eine
Basis von W, so bildet h das Basiselement v} ® w} ab auf

h(v; @ wi)(ve @ we) = 7 (vg) - wi(we) = dig - G0 = (vi @ w;)" (vg, © wy)
und somit gilt
B} ©w) = (0 © w,)"

und da ((v; ® w;)*,1 <i < n,1 < j<m) eine Basis von (V ® W)* ist, ist h ein Isomorphismus.
Fiir (b) sei h: Homg (V, K) @ W — Homg (V, W) definiert als

h(p @ w)(v) == @(v) - w
firveV,we W und ¢ € V*. Mit der Notation von eben wissen wir, dass
(0 ®w;), 1 <i<n,1<j<m)

eine Basis von Homg (V, K) ® W ist. Fiir Homg (V, W) hatten wir in Korollar [[TI.2.23| die Basis (5,1 <7 <
n,1 < j < m) betrachtet mit

wy, falls k=1,

(05 (vr)) = {

0, sonst.
Es ist
h(vy ® w;)(ve) = v} (v) - Wy = G- wj = @' (vg)
und damit bildet & eine Basis von Homg (V, K) ® W auf eine Basis von Hom g (V, W) ab. O

Bemerkung VII.9.16.
e Wir hatten Matrizen zum einen als darstellende Matrizen linearer Abbildungen betrachtet, aber
auch als Matrizen, die eine Bilinearform beschreiben.
Ist A€ M(m x n, K), so ist die Multiplikation mit A eine Abbildung

A K" — K™,

~

also entspricht A unter dem obigen Isomorphismen einem Element in Homg (K™, K™) = (K™)* ®
K™,
Betrachten wir die Bilinearform, die durch A gegeben ist, also

K"x K" 5 K, (z,y)~ 2" Ay,
so entspricht A einem Element in
Bil(K™, K™) = Homy (K™ @ K™, K) = (K™ @ K™)* = (K™)* ® (K™)*.

e Wir hatten in Definition die Komplexifizierung V¢ eines reellen Vektorraums V' betrachtet.
Es gilt, dass
Ve2CRrV

ist. Sie bilden ein (v1,v2) € Ve auf 1 ® v1 + i ®@ v2 € C®g V ab. Dies ist ein Isomorphismus von
C-Vektorraumen.

182



VII.10. Alternierende bilineare Abbildungen

Wir hatten schon den Begriff der alternierenden Bilinearform. Wir betrachten zunéchst leicht allgemeiner
alternierende bilineare Abbildungen:

Definition VII.10.1. Es seien V und W K-Vektorrdume. Eine bilineare Abbildung #: V x V — W heif3t
alternierend, falls B(v,v) = 0 gilt fiir alle v € V.

Bemerkung VII.10.2. Ist S(v,v) = 0 fiir alle v € V, so gilt fiir alle v1,vy € V:
B(v1,v2) = —B(va,v1),
weil dann
0 = B(v1 +va,v1 +v2) = B(v1,v1) + B(v1,v2) + B(v2,v1) + B2, v2) = B(v1,v2) + B(v2, v1)

ist.
Gilt umgekehrt B(v1,ve) = —B(ve, v1) fiir alle v1,vy € V, s0 ist fiir v1 = vy = v

B(v,v) = —B(v, v).
Ist die Charaktertistik von K nicht 2, so impliziert dies, dass B(v,v) = 0 ist fiir alle v € V.
Wir kénnen das Tensorprodukt benutzen, um alternierende bilineare Abbildungen zu identifizieren:
Satz VII.10.3. Es sei B: V x V. — W bilinear. Dann ist B genau dann alternierend, wenn gilt
Spang (v@v,v € V) Cker(dp: VRV = W).

VxV—" W

K RES -

l ]
VeV

BEWEIS. Dies folgt nach Definition, weil

B(v,v) = ¢gok(v,v) = pg(v ).

Satz VII.10.4. Es sei V ein K-Vektorraum mit dimg V > 2.
(a) Es gibt einen K -Vektorraum A*V zusammen mit einer alternierenden bilinearen Abbildung
AV xV — A%V,

so dass (A2V,\) die folgende universelle Eigenschaft hat:
Fiir alle alternierenden bilinearen Abbildungen f: V x V. — W gibt es genau eine K-lineare
Abbildung fa: A2V — W mit fao A= f.

vxv—L W

IR 1TA

A2V

(b) Ist dimg V =n > 2 und hat V die Basis B = (v1,...,vn), so ist (A(vi,v;),1 < i < j < n) eine
Basis von A%V, also gilt

. 2r, (1) _n(n—1)
dimg A V—(2>—2 .

Wir schreiben im Folgenden v A v’ fiir A(v,v’).
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BEWEIS. Fiir (a) definieren wir
A2V .=V ®@V/Spang(v®@v,v € V)
und 7: V@V — A2V sei die kanonische Projektion. Mit k: V x V = V ® V setzen wir
N =T oK,
also
v AV =7(k(v,0") =7(v@0).

Nach Konstruktion ist A bilinear und alternierend. Wir zeigen die universelle Eigenschaft. Dazu sei f: V x
V' — W bilinear und alternierend. Wir betrachten das Diagramm

VxvV—' w

VeVv

A%V
Wegen der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts (V®V, k) gibt es eine eindeutige K-lineare Abbildung
P VRV =W mit ¢gfor = f.

VxV—L W

J, Y

VeV
A%V
Fiir alle v € V gilt
¢r(v®@v) = f(v,v) =0,

also ist Spang (v @ v,v € V) C ker(¢y). Mit der universellen Eigenschaft des Quotientenvektorraums gibt es
eine eindeutige lineare Abbildung fx: A2V — W mit

fnom=¢s.

ViV — W

o
l,u'%ﬁ

VTV i
A2V
Dann gilt aber auch:
faoN=fromok
=¢frokK
= f.

Fiir (b) ist klar, dass die Elemente (v; A v;j,1 < 4,5 < n) den Vektorraum A2V erzeugen, weil (v; ® v;,1 <
i,j < n) den Vektorraum V ® V erzeugen und weil A%V ein Quotient von V ® V ist.
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Fiir diese Erzeuger gelten die Relationen
v; ANv; =0,

v; ANvj = —v; Av; fiir i # j.

Damit ist (v; Av;,1 < i < j < n) ein Erzeugendensystem. Dieses System ist minimal. Nehmen wir an, wir

konnten ein v; A v; weglassen fiir ¢ < j. Es ist

0# 7(v; ®v;) =v; Avj

und die Aquivalenzklasse von v; ® v; enthélt nur zwei Elemente, v; ® v; und —v; ® v;, und v; A v; ist nicht

in unserem Erzeugendensystem, weil j > i.

O

Bemerkung VII.10.5. Ist V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ist 2 < k < n, dann kénnen Sie analog
die k-te duBere Potenz von V, AFV definieren und konstruieren, so dass A*V eine universelle Eigenschaft

hat fiir Abbildungen
fiVx...xV =W,
—

k
die alternierend sind, in dem Sinne, dass

Fi, ..., ) =0 gilt, falls 3i # j, so dass v, = v}
Dann gilt

dimg AFV = (Z)

und eine Basis ist gegeben durch (v;; A ... Awv;,,1 <y < ... <ip <n), falls (vy,...

ist.
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