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KAPITEL 1

Gruppen

Vorlesung 1

Sie kennen das Konzept von Gruppen aus der linearen Algebra. Wir wiederholen die Grundlagen und
gehen erst einmal einen Schritt zuriick. Textteile, die Wiederholungen von Bekanntem sind, markiere ich mit
blau.

I1.1. Monoide und Gruppen
Definition I.1.1.
(a) Eine Verkniipfung auf einer nichtleeren Menge S ist eine Abbildung
x: S xS =S, (s,t)— sxt.
(b) Eine Verkniipfung * heifit assoziativ, falls fir alle s,t,u € S gilt:
(s*t)xu=sx(t*u).
(¢) Eine Verkniipfung * heifit kommutativ, falls fiir alle s,¢ € S gilt:

skt =1xs.

Beispiel 1.1.2. Es sei S = M (nxn, K) die Menge der n x n-Matrizen iiber einem Korper K. Dann definiert
x: M(nxn,K)x M(nxn,K)— M(nxn,K), (A B)— AB— BA

eine Verkniipfung auf M (n x n, K), die nicht assoziativ ist. Hat K nicht die Charakteristik 2, so ist sie auch
nicht kommutativ.

Bemerkung I.1.3. Ist eine Verkniipfung * auf einer Menge S assoziativ, so brauchen wir mehrfache Pro-
dukte nicht zu klammern. Ausdriicke der Form sq * ... * s,, liefern wohldefinierte Elemente von S.

Definition 1.1.4.
(a) Es sei (5, *) eine Menge mit Verkniipfung. Ein Element e € S heifit neutrales Element von S, wenn
fiir alle s € S gilt:
Ske=5=ex*s.

(b) Ein Monoid ist eine nichtleere Menge mit einer assoziativen Verkniipfung, so dass S ein neutrales
Element besitzt.

Bemerkung I.1.5. Ein neutrales Element ist immer eindeutig: Wir nehmen an, dass sowohl e als auch e’
neutral sind in (5, *). Dann gilt ¢’ = ¢’ x e wegen der Neutralitit von e, aber ¢’ x e = e wegen der Neutralitit
von €', also erhalten wir insgesamt ¢’ = e.

Sie kennen viele Monoide:

Beispiele 1.1.6.
e Die natiirlichen Zahlen mit Null, Ny, bilden mit der Verkniipfung * = + ein Monoid. Hierbei ist 0
das neutrale Element.
e Die natiirlichen Zahlen (mit oder ohne Null) bilden mit der Multiplikation ebenfalls ein Monoid.
e Die Menge der Matrizen M (n x n, K) bilden ebenfalls sowohl mit der Addition von Matrizen als
auch mit der Multiplikation von Matrizen ein Monoid. Im ersten Fall ist die Nullmatrix das neutrale
Element, im zweiten Fall ist es die n x n-Einheitsmatrix F,,.
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Definition 1.1.7. Eine Gruppe ist ein Monoid (G, *) mit einem neutralen Element e € G, in dem es fiir
jedes g € G ein Element h € G gibt mit g x h = e.

Lemma 1.1.8. Das Element h zu g € G mit g x h = e ist eindeutig bestimmt und es gilt auch h* g = e.

BEWEIS. Zu h gibt es wiederum ein 2’ mit h x b’ = e. Wir wenden (—) * h’ auf die Gleichung g« h =e
an und erhalten
gxhxh' =1,
Die linke Seite ist aber gleich g, weil h * h' = e gilt. Damit gilt g = A, also h * g = e. Wir nehmen an, wir
finden ein weiteres Element g mit der Eigenschaft g * § = e. Anwenden von h * (—) ergibt dann g = h und
somit ist h eindeutig. ([l

Bemerkung 1.1.9. Deshalb nennen wir h das Inverse von g und schreiben h = ¢~!. Falls wir uns die
Verkniipfung als Addition vorstellen, benutzen wir —g.
Wir hatten schon die Socken-und-Schuhe Regel fiir die Bestimmung des Inversen einer Verkniipfung:

(g1%92) " =95 *gr .

Sie kennen bereits etliche Beispiele von Gruppen.

Beispiele 1.1.10.
e Die ganzen Zahlen Z mit der Addition als Verkniipfung bilden eine Gruppe. Ebenso die rationalen
Zahlen, Q, die reellen Zahlen, R, und die komplexen Zahlen, C.
e Ist X # & eine Menge, so bezeichne Xy die Menge der bijektiven Abbildungen f: X — X. Dann
ist ¥x zusammen mit der Verkettung von Abbildungen eine Gruppe. Sie heifit die Gruppe der
Permutationen von X.

Insbesondere ist fiir n = {1,...,n} die Menge aller bijektiven Abbildungen {f: n — n, f bijektiv}
eine Gruppe mit der Komposition von Abbildungen. Sie heifit die symmetrische Gruppe auf n
Elementen und wir benutzen die Notation X,,. Sie wissen aus der linearen Algebra, dass 3, die
Méchtigkeit n! hat.

e Aus der linearen Algebra wissen Sie, dass die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen {iber einem
Kérper K, GL,,(K), eine Gruppe bildet. Fiir den Spezialfall n = 1 bekommen Sie die multiplikative
Gruppe des Korpers K, (K \ {0}, ).

e Ist S eine nichtleere Menge und ist G eine Gruppe, so ist die Menge aller Abbildungen von S nach
G wiederum eine Gruppe: Sind f,g: S — G, so definieren wir f * g als die Abbildung, die ein s € S
abbildet auf

(f * 9)(s) = £(s) * g(s).
Hierbei bezeichnet f(s) * g(s) die Verkniipfung in G von f(s) mit g(s). Machen Sie sich in diesem
Beispiel die Gruppenstruktur explizit klar: Was ist das neutrale Element? Was ist das inverse
Element zu f7
Was erhalten Sie fiir S = n? Was wére eine sinnvolle Konvention fiir S = @7

Satz 1.1.11. Es sei (G, x) eine nichtleere Menge mit einer assoziativen Verkniipfung, so dass gilt:
(a) FEs gibt ein e € G, so dass fiir alle g € G gilt: ex g = g.
(b) Fiir alle g € G gibt es ein h € G mit hx g = e.

Dann ist G eine Gruppe.

In der obigen Situation nennt man e ein linksneutrales Element und h ein linksinverses Element zu g.

BEWEIS. Zu einem beliebigen g € G gibt es ein h € G mit h * g = e und zu diesem h wiederum gibt es
ein k € G mit k *x h = e. Dann ist aber auch

g=exg=(kxh)xg=kx(hxg)=Fkxe.
Da e x e = e gilt nach Annahme, erhalten wir damit
g=kxe=kx(exe)=(kxe)xe=gxe.
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Somit ist e also auch rechtsneutral und ¢ = k x e = k, so dass h auch ein rechtsinverses Element von g
ist. Damit ist e ein neutrales Element in G und & das inverse Element von g. ]

Bemerkung 1.1.12.
e Es sei (G, *) eine Gruppe und g, h € G. Dann folgt fiir z,y € G aus g x x = g *x y schon z = y und
aus = * h = y * h ebenfalls = y. Wenden Sie ¢g—! von links beziehungsweise h~! von rechts an.
e Die Notation fiir Verkniipfungen in Gruppen variiert:
Stellen wir uns * als Multiplikation vor, so schreiben wir statt g x h oft g - h oder nur gh. Das
neutrale Element wird dann oft als 1 notiert.
Interpretieren wir * dagegen als Addition, so steht g 4+ h fiir g x h und 0 fiir e.
e Ist n € Z, so definieren wir fiir eine Gruppe (G, ) und ein g € G-

n—1

@ =1g'=gundfirneN:g"=g""1.g.
Fiir negatives n setzen wir
gr =g
Mit dieser Konvention gilt die iibliche Rechenregel
g" - g™ = g™ fiir alle n,m € Z.

Im Folgenden schreiben wir Gruppen meistens multiplikativ und lassen das Symbol fiir die
Verkniipfung weg.

I.2. Untergruppen und Homomorphismen

Definition 1.2.1. Es sei (G, -) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heifit Untergruppe, falls gilt:

(a) Fiir alle h,h' € H gilt: h-h' € H.
(b) Fiir alle h € H ist h~! € H.
(¢) Fiir das neutrale Element 1 € G gilt 1 € H.

Das heifit, dass H unter der Verkniipfung und Inversenbildung abgeschlossen ist. Wir benutzen die
Notation H < G, falls H eine Untergruppe von G ist.

Beispiele 1.2.2.
e Fiir jede Gruppe (G, ) mit neutralem Element e sind ({e},-) und (G,-) Untergruppen.
e Fiir (G,-) = (R,+) ist sowohl (Q,+) als auch (Z,+) eine Untergruppe und (Z,+) C (Q,+) ist
Untergruppe.
e (Ng,+) C (Z,+) ist keine Untergruppe.
e Sie wissen aus der linearen Algebra, dass

SLn(K) = {A € GL,(K),det(A) = 1}

eine Untergruppe von GL, (K) ist.
e Ist (G, ) eine Gruppe, so ist
(9) :={g" neZ}
eine Untergruppe von G. Sie heifit die von g € G erzeugte Untergruppe.

Bemerkung 1.2.3. Ist G eine Gruppe und ist (H;);es eine beliebige Familie von Untergruppen H; < G, so
ist ﬂie ; H; wiederum eine Untergruppe von G.
Es sei p eine Primzahl. Was ist die Untergruppe ﬂieNp’i’Z von (Z,+)?
Vorlesung 2
Wir betrachten Abbildungen zwischen Gruppen, welche die Gruppenstruktur respektieren:

Definition 1.2.4.



(a) Es seien (G,-) und (G, *) Gruppen. Eine Abbildung f: G — G’ heiit Gruppenhomomorphismus
(oder kurz Homomorphismus), falls fiir alle g1, g2 € G gilt:

flg1-92) = f(g1) * f(g2)-

(b) Ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist ein Monomorphismus, ein surjektiver Gruppenhomo-
morphismus ist ein Epimorphismus und ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heif3t Isomorphis-
mus.

(¢) Zwei Gruppen G und G’ heifilen isomorph, falls es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt. Wir
benutzen die Notation G = G’ dalfiir.

(d) Ein Gruppenhomomorphismus f: G — G heifit ein Endomorphismus.

Bemerkung I.2.5. Sie kennen schon etliche Fakten iiber Homomorphismen:

e Sind f: G; — Gy und f’: G2 — G3 Homomorphismen, so auch f' o f: G; — G3.

e Ist f: G — G’ ein Homomorphismus, so bildet f das neutrale Element von G auf das neutrale
Element von G’ ab.

e Das Inverse von f(g) ist f(g~!):

(fle) ™" = flg™h).
Hierfiir rechnen wir nach:
@) fg™) = flag™) = f(le) = la.
e Ein Homomorphismus f: G — G’ ist genau dann ein Monomorphismus, falls ker(f) = {14 }. Hierbei
ist ker(f) ={g € G, f(g) = 1’} der Kern von f.
Auch hier wiederholen wir kurz den Beweis: Ist ker(f) = {1¢} und ist f(g1) = f(g2), so ist
lar = fg1)f(g2)~" = f9192 ")

. Also ist g1g5 ' € ker(f) und damit g;g; ' = 1¢. Das impliziert aber g; = go.
Es sei umgekehrt f injektiv und es sei g € ker(f). Da immer auch 1¢ € ker(f) ist, haben wir

flg) =1 = f(1lc).
Die Injektivitat von f impliziert dann g = 14.
e Nach Definition ist f: G — G’ genau dann ein Epimorphismus, falls Bild(f) = G’.

Beispiele 1.2.6.
e Fiir (G,-) = (G', %) = (Z,+) und fiir ein festes m € Z ist die Abbildung

[ Z—7Z, x+— mzx
ein Homomorphismus, weil

flz+y)=m(z+y)=mz+my=f(z)+ f(y)

e Essel Ryg:={z € R,z > 0}. Fir (G,-) = (R, +) und (G, *) = (R0, -) definiert die Exponential-
funktion f(z) = e® einen Homomorphismus, weil

flaty) =" =c" e = f() f(y).

e Die Determinantenabbildung
det: (GL,(K), ) — (K \ {0},")
ist ein Homomorphismus.
e Ist G eine Gruppe, so konnen wir
Aut(G) :={f: G — G, f Endomorphismus und bijektiv}

betrachten. Diese Menge ist mit der Verkettung von Abbildungen selbst wieder eine Gruppe, die
Automorphismengruppe von G.



Satz 1.2.7. Ist f: G — G’ ein Homomorphismus, so ist ker(f) eine Untergruppe von G und Bild(f) ist eine
Untergruppe von G'.

BEWEIS. Sind g, g € ker(f), so ist

fl99) = f(9)f(9) = la'le = 1e,
also auch das Produkt.
Mit g € ker(f) gilt fiir g1
g™ =(f(9) " =1e) ! =1a,
also auch g~ ! € ker(f).
Das neutrale Element von G ist immer im Kern von f. Damit ist ker(f) eine Untergruppe.
Esist f(1g) = lgr, also ist 1g € Bild(f).
Sind g1, g5 im Bild von f, so gibt es g1, 92 € G mit f(g1) = ¢ und f(g2) = g5. Daraus folgt
9195 = f(91)f(92) = f(g192)

und damit ist g} g5 ebenfalls im Bild von f.
Ist ¢’ im Bild von f, so gibt es ein g € G mit f(g) = ¢’. Dann gilt auch

¢ =fl9 T =F)
und (¢’)~! ist im Bild von f. O
Wir betrachten das folgende wichtige Beispiel eines Homomorphismus.
Definition I1.2.8. Es sei G eine Gruppe und g € G ein beliebiges Element. Die Abbildung
cg: G — G, h— ghg™*
heifit die Konjugation mit g € G.

Bemerkung I.2.9.
e Konjugieren wir mit 1, so passiert gar nichts:

c1o(h) = 1ghlg' = h,

das heifit, dass c;, die identische Abbildung ist.
o Fiir jedes g € G ist ¢, ein Homomorphismus:

cg(h1ha) = ghihag™" = gh1g™ ghag™" = cg(h1)cg(h2).
e I'iir jedes g € G ist ¢, bijektiv mit Inversem cg4-1:
cg-1(cg(h)) =g ghg™ g = hund c4(cy-1(h)) = gg~'hgg™" = h fiir alle h € G.
Damit ist ¢, € Aut(G) fiir alle g € G.
Wir jonglieren und lassen g in ¢, laufen.

Lemma 1.2.10. Die Abbildung
c: G— Aut(G), g ey

ist ein Homomorphismus.
BEwEIs. Wir rechnen nach:
Cgrgo(h) = g192h(g192) ™" = g192hgy 91" = cg, (cg, (R)).
O

Definition 1.2.11.
(a) Das Bild von c¢ heifit die Gruppe der inneren Automorphismen von G. Die Notation hierfiir ist
Inn(G).
(b) Der Kern von ¢ heifit das Zentrum von G, Z(G).
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Wie sieht der Kern von c explizit aus? Ein g € G ist im Zentrum von G, falls ¢, die identische Abbildung
ist, also ¢4(h) = h fiir alle h € G. Das ergibt:

ghg™' = h fiir alle h € G
also
gh = hg fiir alle h € G.

Dies sind alle g € G, die mit allen Elementen aus G kommutieren:

Z(G) ={g € G,gh = hg fiir alle h € G}.
Uberlegen Sie sich, dass fiir alle f € Aut(G) gilt:

f [e] (fg [e] f71 = (jf<g>.

Beispiel 1.2.12. Als Beispiel bestimmen wir die Automorphismengruppe von (Z, +). Da hier jedes Element
mit jedem kommutiert, ist Z(Z) = Z und Inn(Z) ist trivial.

Jeder Homomorphismus f: Z — Z ist durch den Wert f(1) festgelegt, weil f(n) = nf(1) fir allen € Z
gilt. Wir definieren fy: Z — Z durch f(1) = 1. Damit ist f; die identische Abbildung, idz, und somit
natiirlich ein Automorphismus.

Analog sei f_ definiert durch f_(1) = —1. Dann ist f(n) = —n fiir alle n € Z und f_ ist das Negative
der Identitit, —idz auf Z. Wir haben damit fi € Aut(Z).

Das ist auch schon alles: Ist f(1) = n und n # %1, so ist das Bild von f gleich nZ und dies ist eine
echte Untergruppe von Z. Damit ist f nicht surjektiv. Also gilt Aut(Z) = {%id}. Dies ist eine Gruppe mit
nur zwei Elementen. Es gilt

foofe=f-=fiof, foof =frudfiofi=Ff.
Was ist Aut(Aut(Z)) = Aut({£idz})?

Vorlesung 3

1.3. Zyklische Gruppen und Gruppenordnungen

Fiir eine Menge S bezeichnen wir mit |S| die Méchtigkeit von S. Ist G eine Gruppe, so nennen wir |G|
die Gruppenordnung. Zu einer Gruppe G und einem g € G hatten wir schon

(9) ={g™,meZ}

betrachtet. Wir schaun uns (g) nun genauer an:
Definition I1.3.1. Es sei G eine Gruppe.
Ein g € G hat die Ordnung n € N, falls |(g)| = n. Hat (g) keine endliche Ordnung, so heiit g von

unendlicher Ordnung.
Wir benutzen die Notation

it = {1 Nl =nen
00, [{g)| nicht endlich.

Beispiele 1.3.2.

0 1
e Esseid= |0 0| € GL3(Q). Da A # E3 und A? = Ej3, ist die Ordnung von A zwei.
1 0

Qo w~o

e Wir betrachten G = (C\ {0}, ) und fir n € N, n # 1
C’n — eQTri/n'
Dann ist

<Cn> = {Cna 2; .. ~aCZilan = 627ri = 1}

und somit ist ord(¢,) = n. Konkrete Beispiele sind (s = —1 und {4 = i.
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e Was passiert fiir ¢ = e2™%, falls p € (0, 1) eine irrationale Zahl ist? Was gilt dann fiir die Ordnung
von (7

Satz 1.3.3. Es sei G eine Gruppe und g € G.

(a) Ist ord(g) < oo, so gibt es ein kleinstes n € N mit g" = 1 und (g) = {¢*,0 < i < n—1}. Es gilt
g™ =1 genau dann, wenn es ein a € Z gibt mit m = an.
(b) Ist ord(g) = oo, so sind alle Elemente g* fiir i € Z verschieden.
(c) Istord(g) =n €N, so gilt
n
 ggT(n,0)
BEWEIS. Zu (a): Ist die Ordnung von g endlich, so ist die Menge

{meN, g™ =1}

ord(g")

nicht leer und hat ein Minimum. Das ist das gesuchte n. Ist m € Z beliebig, so konnen wir m mit Rest durch
n teilen und erhalten

m=an—+rmit 0 <r <nund a € Z.
Damit ist
g7n — gangT' — gT'.
Da aber r < n ist, kann ¢™ nur dann 1 sein, wenn r = 0 ist, also m = an. Ist g* = ¢/, so muss i kongruent
zu j sein modulo n, weil ¢~ = 1. Somit sind die Elemente ¢°,g,...,¢" ! paarweise verschieden und

(9)={g",0<i<n-—1}.
Zu (b): Ist g* = ¢’ fiir i # j € Z, so ist g9 = 1 und g hat endliche Ordnung. Sind die g' alle paarweise
verschieden, so ist insbesondere kein g = ¢ = 1 fiir i # 0. Somit hat g keine endliche Ordnung.

Zu (c): Da ord(g') = ord(g™") ist, kénnen wir annehmen, dass i € Ny ist. Es sei ord(g") = m, also gilt
(g")™ = ¢g"™ = 1. Da die Ordnung von g gleich n ist, muss also n das Produkt im teilen. Damit teilt aber
n/geT(n,i) die Zahl m und fiir die Ordnung von g¢* gilt

: n
ord(¢*) > ———.
(") ggT(n, 1)

Beachten Sie, dass n/ggT(n,i) € Z gilt. Da aber
(¢") & = gaTons = (¢")&@tnn = 1
ist, ist auch ord(g*) < ﬁ und insgesamt erhalten wir die Behauptung. O

Definition 1.3.4. Ist G eine Gruppe und ist G = (g) fiir ein g € G, so heifit G eine zyklische Gruppe. Ist
zusétzlich ord(g) = n, so heifit G eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

Satz 1.3.5.
(a) Ist G = (g) zyklisch, so ist auch jede Untergruppe von G zyklisch.
(b) Gilt ord(g) = n € N, so gibt es fiir jedes d € N, welches n teilt, eine Untergruppe H < G mit
|H| = d und es gilt H = (g"/%). Alle Untergruppen von G sind von dieser Form.

BEWEIS. Zu (a): Ist H < G die triviale Gruppe, so ist die Behauptung klar, weil H = (g°).
Wir kénnen also annehmen, dass es ein h € H gibt mit h # 1. Da H < {(g), ist also h € (g). Somit gibt
es ein 4 € Z mit h = ¢g*. Da H eine Untergruppe ist, liegt auch ¢g~* in H. Wir setzen
§:=min{i > 0,¢° € H}.

Wir behaupten, dass H = (g’) gilt. Ist g* € H, so schreiben wir i = aj +r mita € Zund 0 <7 < j — 1. Da
g' = g%g¢" und ¢% € H, muss auch ¢" € H gelten. Aber j war minimal, so dass 7 = 0 sein muss. Damit ist
jedes ¢* € H von der Form g* = (¢7)% und H = (g7} ist zyklisch.

11



Zu (b): Ist ord(g) = n € N, so betrachte 1 = g" € H = (¢g7). Damit teilt j die Zahl n und |H| = n/j. Alle
Untergruppen von G sind also von dieser Form. Umgekehrt hat fiir jedes d € N mit d|n die Gruppe (g™/?)

genau d Elemente.
|

Beispiele 1.3.6. _

e Betrachten wir G = (Z,+), so entspricht ¢* in diesem Beispiel ig, weil wir Z mit der Addition
betrachten. Die Gruppe Z ist zyklisch mit Z = (1) und ord(1) = co. Die Untergruppen von Z sind
von der Form mZ mit m € Ng.

o Ist (5 = e2™/6 5o ist G = (Cs) eine zyklische Gruppe mit 6 Elementen. Die Zahl 6 hat die Teiler
1,2,3,6 und diese Teiler entsprechen den Untergruppen (¢§) = {1}, (¢2), (¢2) und ((s) = G. _

Welche Elemente g € G haben Ordnung 6, das heifit g" = 1 nur fiir r € 6Z7 Wir wissen g = (4
fiir ein i. Also wollen wir ¢{” = 1 nur fiir r € 6Z. Das ergibt die Bedingung, dass 6 die Zahl ir genau
dann teilt, wenn 6 die Zahl r teilt. Also muss gelten

ggT(i,6) = 1.
Wir erhalten also, dass nur die Elemente (g und ¢§ Ordnung 6 haben in G.
Wir suchen also Zahlen, die teilerfremd sind zu einer gegebenen Zahl:

Definition 1.3.7. Die Eulersche @-Funktion ordnet einem n € N die Anzahl aller 1 < i < nmit ggT(n,i) =1
ZU.

Leonhard Euler (1707-1783)
Fiir Gruppen erhalten wir, dass es fiir ein g € G mit ord(g) = n € N genau p(n) Elemente in (g) gibt,
die Ordnung n haben.

I.4. Nebenklassen und normale Untergruppen

Ist (S, *) eine Menge mit Verkniipfung und sind X, Y Teilmengen von S, so sei
(1.4.1) XxY={zxy,zeX,yeY}
Wenn Sie mochten, dann kénnen Sie dies als eine Verkniipfung auf der Potenzmenge von S auffassen.
Fiir Gruppen G mit X,Y C G schreiben wir wieder kiirzer
XY ={zy,z e X,ycY}
und wir kiirzen {z}Y mit 2Y und Y{z} mit Y ab.

Definition I.4.1. Ist G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe, so betrachten wir in der Potenzmenge
von G die Teilmengen
G/H :={gH,g € G}
und
H\G:={Hg,g € G}.
Die Elemente von G/H heifilen Linksnebenklassen von H in G und die Elemente von H\G heifien Rechis-
nebenklassen von H in G.

Lemma 1.4.2. Es sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.
Jedes Element von G gehdrt genau zu einer Linksnebenklasse in G/H und genau zu einer Rechtsneben-
klassen in H\G.

BEweEIs. Wir fithren den Beweis nur fiir Linksnebenklassen. Wir wissen, dass 1 € H. Damit ist g =
g-1¢€ gH. Wir nehmen an, dass g auch Element von gH ist. Dann gibt es ein h € H, so dass
g = gh.
Damit folgt aber
gH = ghH = gH.
Hier haben wir benutzt, dass hH = H ist fiir alle h € H. Somit ist gH die einzige Linksnebenklasse, die g
enthélt. 0
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Satz 1.4.3 (Satz von Lagrange). Es sei G eine endliche Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann gilt
G| = |H|-|G/H| = [H| - |[H\G|.
Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813)

BEWEIS. Jedes g € G gehort genau zu einer Nebenklasse und jede Nebenklasse gH oder Hg hat genau
|H| Elemente. O

Korollar 1.4.4. In jeder endlichen Gruppe ist die Ordnung jeder Untergruppe ein Teiler der Gruppenord-
nung. Insbesondere teilt ord(g) die Zahl |G| fiir alle g € G.

Definition 1.4.5. Die Michtigkeit von |G/H| nennt man den Index von H in G. Dieser wird mit [G : H]|
notiert.

Beispiel 1.4.6. Wir betrachten die symmetrische Gruppe X3 mit 3! = 6 Elementen. Es sei (1,2) die Per-
mutation, die 1 auf 2, 2 auf 1 abbildet und 3 fest lit. Wenn Sie (1,2) mit sich selbst verketten, erhalten
Sie die identische Abbildung: (1,2) o (1,2) = id. Wenn wir die zyklische Gruppe betrachten, die von (1,2)
erzeugt wird, dann erhalten wir eine Gruppe mit zwei Elementen:

((1,2)) = {(1,2),id}.

Der Satz von Lagrange besagt in diesem Beispiel, dass

23/((1,2))] = [Zs]/1((1,2))] = 6/2 = 3.
Bezeichnen wir mit (1,2, 3) die Permutation, die 1 auf 2, 2 auf 3 und 3 auf 1 abbildet, dann hat dieses
Element Ordnung 3 und
23/((1,2,3))] = 6/3 = 2.
Wenn wir ((1,2,3)) mit H abkiirzen, dann ist (1,2) ¢ H. Nach Lagrange wissen wir schon, dass wir X3
disjunkt zerlegen konnen als H vereinigt mit (1,2)H. Explizit ergibt dies:

Sy =HU(1,2)H = {(1,2,3),(1,2,3)%,id} U{(1,2) 0 (1,2,3), (1,2) o (1,2,3)*,(1,2)}
={(1,2,3),(1,2,3)% id} U {(2,3),(1,3),(1,2)},
wobei (2, 3) die Permutation ist, die 2 und 3 vertauscht, und (1, 3) die Permutation ist, die 1 und 3 vertauscht.
Vorlesung 4

Lemma 1.4.7. Ist G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe, so sind dquivalent:
(a) Fiir alle g € G ist gH = Hg.
(b) Fiir alle g € G ist g"'Hg = H.
(c) Fiir alle g € G und fiir alle h € H ist g~'hg € H.

BEWwEIs. Es ist klar, dass (a) = (b) = (c) gilt. Wir miissen also nur zeigen, dass aus (c¢) (a) folgt. Wir
nehmen also an, dass (c) gilt. Nach Definition ist gh € gH fiir alle ¢ € G und h € H. Wir schreiben gh um
als

gh=(97")""hg™g.
Nach Annahme ist (g7!)7'hg~! ein Element in H, also gilt gh € Hg und somit gH C Hg. Analog ist
hg = gg~'hg € gH fiir alle h € H und g € G, also Hg C gH. Insgesamt erhalten wir gH = Hg fiir alle
g€qG. a

Definition 1.4.8. Eine Untergruppe H < G, welche die Bedingungen aus Lemma [[.4.7] erfiillt, heifit eine
normale Untergruppe von G. Die Notation hierfiir ist H <1 G.

Beispiele 1.4.9.
e Ist eine Gruppe G abelsch, gilt also gh = hg fiir alle g, h € G, so ist jede Untergruppe normal, weil
g 'hg=hist fir alleg € Gund h € H.
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e Die spezielle lineare Gruppe SL,,(K) ist normal in GL,,(K): SL,(K) ist der Kern der Determinan-
tenabbildung. Ist A € GL,(K) und B € SL,(K), so ist

det(A™'BA) = det(A) ™! det(B) det(A) = det(A) "' det(A) = 1.
Das gilt viel allgemeiner.

Satz 1.4.10. Ist f: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, so ist der Kern von f eine normale Untergruppe
von G.

BEWEIS. Ist g € G und h € ker(f), so ist

flg™ hg) = F9) " F(M)f(9) = f(9) ™ fl9) = le
und somit ist g~'hg € ker(f). O

Beispiele 1.4.11.
e Die Determinantenabbildung det: GL, (K) — K \ {0} gibt SL,(K) < GL,(K) wie oben.
e Sie kennen aus der linearen Algebra das Signum einer Permutation, sign. Zu einer Permutation
o € 3, war sign(o) als det(E,) definiert. Da sign ein Homomorphismus

sign: ¥, — {+1}

ist, ist sign durch den Wert auf Transpositionen festgelegt: Ist (7, ) die Permutation, die ¢ und j
vertauscht fiir 4 # j, so ist sign(i,j) = —1.

Wir lernen spéter eine andere Beschreibung kennen. Der Kern der Signumsabbildung heifit die
alternierende Gruppe auf n Elementen, A,,.

Wie viele Elemente hat A3?

Bemerkung 1.4.12. Ist H < G, also gH = Hg fiir alle g € G, so nennt man gH und Hg Nebenklasse und
H heifit dann ein Normalteiler von G.
Definition 1.4.13. Hat eine Gruppe G nur {1} und G als Normalteiler, so heifit G einfach.

Bemerkung 1.4.14. Vorsicht: Einfache Gruppen sind bei weitem nicht einfach im umgangssprachlichen
Sinn. Es gibt eine Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen. Diese zerfallen in 17 Serien von Gruppen
und 26 Einzelfille, die sogenannten sporadischen Gruppen.
https://de.wikipedia.org/wiki/Endliche_einfache_Gruppe#Klassifikation
Die grofite dieser sporadischen Gruppen ist die sogenannte Monster-Gruppe M (auch Fischer—Griess
Monster nach Bernd Fischer (1936-2020) und Robert Griess (*1945) oder friendly giant genannt) mit

|M|=2%.320.5%.76.112.13%.17-19-23-29 - 31 -41-47-59 - 71.
https://de.wikipedia.org/wiki/Monstergruppe

Satz 1.4.15. Ist G eine Gruppe und H < G eine normale Untergruppe, so ist G/H wiederum eine Gruppe,
die sogenannte Restklassen- oder auch Faktorgruppe von G nach H.

BEWEIS. Wir definieren fiir g, ¢ € G die Verkniipfung gH *gH als die Verkniipfung der Elemente gH, gH
in der Potenzmenge von G wie in ([.4.1)):

(9H)(gH) = {zy,x € gH,y € gH }.
Da Hg = gH ist, erhalten wir wiederum eine Nebenklasse als Ergebnis:
(9H)(gH) = ggHH = ggH.

Damit ist die Verkniipfung
(9H,gH) — ggH

eine wohldefinierte Verkniipfung auf G/ H. Sie ist assoziativ, weil die Verkniipfung in G assoziativ ist, H = 1H
ist das neutrale Element und das inverse Element zu gH ist g~ ' H. O
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Beispiel 1.4.16. Wir wissen schon, dass Z zyklisch ist mit Z = (1) und mit Satz ist damit auch jede
Untergruppe zyklisch, also von der Form mZ mit einem m € Ny. Diese sind normal, weil Z abelsch ist. Die
moglichen Restklassengruppen von Z sind also Z/mZ. Der Fall m = 0 gibt 0Z = 0 und Z/0Z = Z. Sonst hat
Z/mZ genau m Elemente:

Z/mZ={0+mZ,1+mZ,...,(m—1)+mZ}.

Fiir m = 2 interessieren Sie sich nur dafiir, ob eine Zahl gerade oder ungerade ist: Die Restklasse der 0
enthélt alle geraden Zahlen, die Restklasse der 1 enthélt die ungeraden Zahlen.
Den Fall m = 24 benutzen Sie im Alltag, wenn Sie iiber Uhrzeiten reden.

Definition 1.4.17. Es sei G eine Gruppe und H <1 G. Die Abbildung 7: G — G/H, w(g) = gH heifit der
kanonische Epimorphismus oder auch die kanonische Projektion.

Bemerkung 1.4.18. Die Abbildung 7 ist in der Tat ein Homomorphismus, so ist die Gruppenstruktur auf
G/H gerade definiert. Der Kern von 7 ist H:

m(9)=H<gH=H& ge H.

Satz 1.4.19 (Universelle Eigenschaft der Restklassengruppe). Sind G und G’ Gruppen, H <G und f: G —
G’ ein Homomorphismus. Ist H C ker(f), so gibt es einen eindeutigen Homomorphismus f: G/H — G’ mit

form=f.

Wie bei Quotientenvektorrdumen in der linearen Algebra kann man sich diese Eigenschaft so merken, dass
f die normale Untergruppe sowieso ignoriert, und daher eine wohldefinierte Abbildung auf G/H induziert.

BEWEIS. Da 7 surjektiv ist, ist f durch die Forderung, dass fom = f ist, schon eindeutig festgelegt: Ist
gH € G/H, so ist gH = w(g) und somit
FgH) = f(n(9)) = f(9)-
Ist gH = gH, so gibt es ein h € H mit g = gh. Dann ist

f(gH) = f(g) = f(gh) = f(9)f(h).
Da aber H C ker(f), haben wir f(h) = 1g/ und somit f(g) = f(g). Das zeigt, dass f wohldefiniert ist. Da
g1HgoH = g19oH gilt, ist f ein Homomorphismus. |

Wie im Kontext von Vektorrdumen und linearen Abbildungen kénnen Sie auch im Kontext von Gruppen
und Homomorphismen jeden Homomorphismus durch einen Isomorphismus ersetzen:

Satz 1.4.20 (Isomorphiesatz). Ist f: G — G’ ein Homomorphismus, so ist f: G/ker(f) — Bild(f) ein
Isomorphismus.

BEWEIS. Da f surjektiv ist auf das Bild von f ist f ebenfalls surjektiv. Der Kern von f besteht aus
allen Restklassen gker(f) mit f(gker(f)) = 1/, aber

flgker(f)) = f(g).
Damit gilt

ker(f) = -{g ker(f)7 f(g) = 1G'} = ker(f)
und ker(f) ist das neutrale Element in G/ ker(f). Somit ist f ein Monomorphismus. 0

Als Folgerung erhalten wir einige Rechenregeln fiir Restklassengruppen, die man sich als Kiirzungsregeln
merken kann:

Korollar 1.4.21. Es sei G eine Gruppe.
(a) Ist H< G und N < G, so ist H/IN N H isomorph zu NH/N.
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(b) Sind H, H normale Untergruppen von G und ist H' < H, so ist H/H' eine normale Untergruppe
von G/H' und
(G/H")/(H/H') = G/H.

BEWEIS. Fiir (a) zeigen wir zunéchst, dass NH eine Untergruppe von G ist. Wir benutzen dazu das
Kriterium, welches Sie in einer Ubungsaufgabe erarbeitet haben. Es seien also ni,ns € N und hy,hy € H.
Dann ist

nlhl(nghg)_l = nlhlhglngl = nlhlhglnglhghflhth—l.
Wegen der Normalitdt von N in G gilt hlhglnglhghfl € N. Da N eine Untergruppe ist, ist auch
nihihy 'ngthoht! € N

und damit insgesamt nlhlhglnz_lhghflhlhgfl in NH.
Die Untergruppe N ist normal in G. Daher ist sie erst recht normal in NH < G. Wir bilden H nach
NH/N ab, indem wir f: H — NH/N definieren als

f(h) =hN.
Wir kénnen f auffassen als eine Verkettung von Homomorphismen; die Inklusion von H nach NH gefolgt
von der Projektion NH — NH/N. Daher ist f ein Homomorphismus. Ist & im Kern von f, so ist hN = N
und damit ist A € N. Nach Annahme ist h ein Element in H, so dass es ein Element aus H N N ist.
Die Normalitdt von N impliziert weiterhin, dass jedes nhN geschrieben werden kann als nhlN =
hh~'nhN = hN, so dass f surjektiv ist. Die Behauptung folgt nun mit dem Isomorphiesatz.
Fiir (b) iiberlegen wir zunéchst, dass aus H' < H, H' <« G und H < G schon folgt, dass H' < H gilt.
Insbesondere macht die Restklassengruppe H/H' Sinn.
Wir definieren
f:G/H' = G/H, f(gH') = gH.
Die Abbildung f ist ein Homomorphismus. Sie ist sichtbar surjektiv und fiir den Kern von f berechnen wir
ker(f) = {gH',gH = H}
={gH' g € H}
={hH',he H} = H/H'.
|

Bemerkung 1.4.22. Vorsicht! Die Eigenschaft der Normalitéit ist nicht transitiv: Ist Ny <1 No und Ny < G,
so folgt nicht, dass N7 normal ist in . Sie iiberlegen sich in den Ubungsaufgaben ein Beispiel.

Vorlesung 5
1.5. Produkte und semidirekte Produkte von Gruppen

Produkte von Gruppen sind so definiert, wie Sie das erwarten:

Definition 1.5.1. Es seien G4y, ...,G, Gruppen. Die Produktmenge
HGZ :Gl X ... X Gn = {(917"',971)792' S Gl}
i=1

ist mit der komponentenweisen Verkniipfung, dem neutralen Element (1¢,,...,1lq,) und der komponenten-
weisen Inversenbildung eine Gruppe, die das Produkt der Gruppen G1,...,G, genannt wird.

Machen Sie sich bitte die Gruppenstruktur explizit klar.

Bemerkung 1.5.2. Da die Verkniipfung komponentenweise definiert ist, gilt fiir das Zentrum des Produkts

z([Tco =12,

Insbesondere ist das Produkt genau dann abelsch, wenn alle G; abelsch sind.
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Sie konnen die obige Definition auf beliebige Familien von Gruppen ausdehnen und fiir eine Familie (G;);cr
das Produkt [],.; G wie oben definieren.

Satz 1.5.3. Es seien G1,...,G, Gruppen und N; < G; sei jeweils ein Normalteiler in G;. Dann ist N =
N1 X ... x N, ein Normalteiler von G = G1 x ... x G,, und

G/N =2 G1/Ny X ... X Gy /Ny.
BEWEIS. Es sei m;: G; — G;/N; fiir 1 < i < n jeweils die kanonische Projektion. Dann ist

m: G = Gi/Ni X ... X Gp/Nuy, (915 59n) = (T1(g1), - - Tn(gn))
ein Epimorphismus. Der Kern von 7 ist genau N = Ny X ... X N,. Damit ist N ein Normalteiler von G und
mit dem Isomorphiesatz folgt die Behauptung. (]
Es gilt immer, dass G; < G; und {lg, } < G;. Damit erhalten wir:
Korollar 1.5.4. Ist G = G1 X Ga, so ist Gy isomorph zu G /{1¢, } x G und Go ist isomorph zu G/G1 x{1¢g, }.

Oft ist es nicht offensichtlich, dass man eine gegebene Gruppe als Produkt von Gruppen schreiben kann.
Dazu ist das folgende Konzept hilfreich.

Definition 1.5.5. Ist G eine Gruppe und sind N; <1 G Normalteiler fiir 1 < i < n. Dann heif3t G das innere
Produkt von Ny, ..., N,, falls gilt:
(a) G=Np-...- N,

Fiir n = 2 148t sich also jedes Element in G als Produkt von Elementen aus N7 und Ny schreiben und
der Schnitt von N7 und N3 besteht nur aus dem neutralen Element.

Satz 1.5.6. Ist G = Ny -...- N, inneres Produkt der N;, so ist G isomorph zu H?Zl N;.
BEWEIS. Es sei g; € N;. Wir definieren eine Abbildung
¢: [[Ni—G
i=1
durch ¢(g1,...,9n) = g1+ ... gn. Wegen (a) ist dies ein Element aus G.

Ist g; € N; und g; € N; fiir ¢ # j, so ist
91959, 95" = 9i(959; 9 ") = (9ig597 gy -
Da die IV, normale Untergruppen von G sind, besagt die erste Umformulierung, dass ¢;g;9; 1 gj_1 ein Element

von IV; ist und die zweite identifiziert es als Element von N;. Also ist gigjgi_lgj_1 € N;,NN; = {lg} und
somit

9i95 = 959i-
Wir konnen also die g; im Produkt permutieren. Damit ist ¢ ein Homomorphismus.
Da G = N;j-...- N, ist, ist ¢ surjektiv. Ist ¢(g1,...,9,) = lg, so gilt fiir jedes g;, dass

n -1
g; = (ng) €N7Q(N1N7_1NH_1 Nn) :{IG}
j=1
J#i
Dies zeigt die Injektivitidt von ¢. O

Wir wollen Restklassengruppen von Z als Produkte schreiben. Dazu brauchen wir die folgende Hilfsaus-
sage, die viele andere Anwendungen hat.

Satz 1.5.7 (Satz von Bézout). Es seien a,b € Z mit ggT(a,b) = d. Dann gibt es ganze Zahlen r,s mit
d=ra+ sb.

Etienne Bézout (1730-1783).
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BEwEIs. Wir betrachten die Menge
aZ + VZ C Z.

Dies ist eine nicht-triviale Untergruppe von Z und daher von der Form dZ fiir ein d € N. Insbesondere ist d
ein Element von aZ + bZ. Wir kénnen d also schreiben als d = ar + bs mit r, s € Z.

Ist = eine ganze Zahl, die a und b teilt, dann teilt x somit auch d. Damit ist d der groite gemeinsame
Teiler von a und b. (|

Mit dem Satz von Bézout kénnen wir einige Gruppen der Form Z/kZ vereinfachen:
Satz 1.5.8. Sind m,n € N und ggT(m,n) = 1. Dann ist
Z/nmZ = Z/nZ X L/ mZ.
Beachten Sie, dass die Verkniipfung in Z die Addition ist.

BEWEIS. Wir kiirzen die Nebenklasse i + mnZ € Z/nmZ mit i ab. Die Elemente i und m sind nicht-
trivial in Z/nmZ und es gilt genauer
ord(7i) = m und ord(m) = n.
Die Gruppen (n) und (m) sind Untergruppen von Z/nmZ und weil Z und somit Z/nmZ abelsch ist, sind

diese Untergruppen Normalteiler von Z/nmZ.

Der Schnitt der beiden Untergruppen (i) N (m) ist eine Untergruppe U sowohl von (72) als auch von (/)
Nach dem Satz von Lagrange [.4.3] teilt dann die Michtigkeit von U sowohl m als auch n. Da aber n und m
teilerfremd sind, gilt. dass |U| = 1 ist, somit ist

(n) N (m) = {0}.
Der Satz von Bézout besagt, dass es r, s € Z gibt, so dass
1 =nr-+ms.
Also ist fiir alle £ € Z
{=tlrn+lsm
und in Z/nmZ konnen wir £ schreiben als
0= "lrn+lsm
und somit ist (i) + (m) = Z/nmZ.
Mit Satz [5.6] erhalten wir
Z/nmZ = () X (m).
Als eine zyklische Gruppe der Ordnung m ist () isomorph zu Z/mZ und (m) ist isomorph zu Z/nZ. O

Beispiel 1.5.9. Vorsicht! Die Voraussetzung, dass n und m teilerfremd sind ist wirklich notwendig in Satz
Zum Beispiel ist Z/4Z nicht isomorph zu Z/27Z x 7./ 27.

Die Gruppe Z/47Z hat die Elemente {0, 1,2, 3} und sie ist zyklisch der Ordnung 4. In Z/27Z x Z /27 haben
wir dagegen die Elemente

und es gelten die Relationen

a) +ag = az,a; +az = az,as +az = aj.
Diese Gruppe ist isomorph zur Kleinschen Vierergruppe, die Sie aus einer Ubungsaufgabe kennen. Insbeson-
dere ist diese Gruppe nicht zyklisch. Felix Christian Klein (1849-1925).

Ein klassisches elementares Resultat ist der folgende Satz:

Satz 1.5.10 (Chinesischer Restsatz). FEs seien n,m € N teilerfremde Zahlen und a,b € Z beliebig. Dann gibt
es ein r € Z mit
F=acZ/mZundt =b¢c7Z/nZ.
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Man sagt auch, dass dieses r die simultanen Kongruenzbedingungen erfiillt: Es ist kongruent zu a modulo
m und kongruent zu b modulo n, das heifit, dass es den gleichen Rest wie a und b ergibt beim Teilen durch
m beziehungsweise n. Wir schreiben auch

r =a mod m und r = b mod n.

BEWEIS. Wir betrachten den Gruppenhomomorphismus
0:Z —Z/mZXZ/nZ, x+— (x+mZL,x+nZ).
Der Kern von p sind die Vielfachen von nm, also ker(g) = nmZ. Mit dem Isomorphiesatz ist das Bild von

o0 damit isomorph zu Z/nmZ, aber dies ist isomorph zu Z/mZ x Z/nZ nach Satz Also ist g surjektiv.
Insbesondere gibt es fiir das Element (a@,b) € Z/mZ x Z/nZ ein Urbild r € Z. O

Vorsicht! Das Element r ist nicht eindeutig, weil ¢ einen nicht-trivialen Kern hat.
Nicht alle Gruppen lassen sich als Produkte von Gruppen schreiben:

Beispiel 1.5.11. Es sei G die Menge aller Abbildungen
Top: R—=R, T,p(t)=at+b, acR\{0},beR.
Mit der Verkettung von Abbildungen wird G zu einer Gruppe. Wir betrachten die Untergruppen
N:={Tip,beR}, H:={T,0,a#0}.

Dies sind die Untergruppen der Translationen beziehungsweise Streckungen in G. In diesem Fall ist IV ein
Normalteiler von G, aber H ist nur eine Untergruppe. Es gilt trotzdem N N H = {T1 o} und 17 ist die
identische Abbildung, also das neutrale Element. Jedes Ty, ; 148t sich eindeutig schreiben als

Top =Tip0Th0-

Definition 1.5.12. Ist G eine Gruppe mit N << G und H < G, dann heif3t G das semidirekte Produkt von
N und H, G = N x H, falls

(a) G=NH
(b) HNN ={1g}.
Bitte verdeutlichen Sie sich den Unterschied zur Definition des inneren Produktes!

Die Gruppe aus Beispiel ist also das semidirekte Produkt aus der normalen Untergruppe der
Translationen mit der Untergruppe der Streckungen.

Bemerkung 1.5.13.
e Jedes g € G = N x H kann eindeutig geschrieben werden als g = nh mit n € N und h € H: Wire
g = nih1 = ngho mit ny,ny € N, hy,he € H,

so ergibt dies die Gleichheit ng ny = hzhl_l, bei der die linke Seite in N liegt und die rechte in H.
Da aber H N N = {1} ist, erhalten wir ny = ng und hy = ho.
e Fiir G = N x H erhalten wir eine Abbildung

c: H—= Aut(N), h—cp,
weil NV normal ist. Es gilt
(151) nlhl’thQ = nlhlnghflhth = N1Ch, (ng)hlhg.

e Die Abbildung von Mengen N x H — G, (n, h) — nh ist also immer bijektiv. Aus lesen wir
ab, dass sie genau dann auch ein Homomorphismus (und damit ein Isomorphismus) ist, falls ¢; die
identische Abbildung in Aut(NN) ist fiir alle h € H, weil dann nihinohe = ninghyhs ist.

e Wir kénnen mit diesen Uberlegungen eine extrinsische Variante des semidirekten Produktes her-
leiten: Sind zwei beliebige Gruppen N und H gegeben zusammen mit einem f: H — Aut(N), so
definieren wir auf der Menge N x H die Verkniipfung

(1.5.2) (nl,hl) . (ng,hg) = (nlf(hl)(’ng),hlhg) fiir ni,ng € ]V7 hl,hg c H.
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Satz 1.5.14. Sind N und H Gruppen und ist f: H — Aut(N) ein Homomorphismus, so definiert (L.5.2)
eine Gruppenstruktur G auf der Menge N x H und G ist als Gruppe isomorph zu

G~NxH,
wobei N = N x {1y} und H = {1y} x H.
Vorlesung 6
BEwEIs. Wir rechnen nach, dass ([.5.2)) eine Gruppenstruktur ergibt.
Das Element (1y,1p) ist das neutrale Element:
(n,h)(An,1a) = (nf(h)(1n), h1g).

Da f(h) € Aut(NV) ist, muss es 1 wieder auf 1y abbilden. Damit ist das obige Produkt gleich (n, h).

Das inverse Element zu (n, h) ist (f(h)"1(n=1),h™1):

(n, ) (f(R) ™ (n™1),h7Y) = (nf (h)(f(R) ™ (n 1), hh™T)
= (nn~t, hh™h)
= (1n,1g).

Sie rechnen nach, dass die Verkniipfung assoziativ ist.

Wir be}rachten die :Abbildung 0: G — H, die (n,h) auf h abbildet. Dann ist g ein Homomorphismus
mit Kern V. Somit ist IV ein Normalteiler von G. ~

Die Definition der Gruppenstruktur besagt, dass H eine Untergruppe von G ist. Wir rechnen nun nach,
dass G =N x H gilt: }

Der Schnitt von N und H ist {(1n,1n)} = {1lc}-

Es gilt NH = G, weil

(n, 1H)(1N7 h) = (nf(lH)(lN), 1Hh) = (77/7 h)
|

Bemerkung 1.5.15. Wir haben in dem obigen Satz eine Gruppe G als semidirektes Produkt N x H

identifiziert. Oft vereinfacht man die Notation wieder und schreibt nur N x H, auch wenn das natiirlich sehr
verwirrend sein kann.

I1.6. Operationen von Gruppen auf Mengen

Gruppen tauchen hiufig als Symmetriegruppen geometrischer Objekte auf. So bilden zum Beispiel die
Drehungen des R?, die auf dem Ikosaeder als Symmetrien wirken, eine Gruppe, die isomorph ist zur alter-
nierenden Gruppe As.

Wir hatten fiir eine nichtleere Menge X die Menge der bijektiven Abbildungen f: X — X mit Xx
bezeichnet. Jede Gruppe G hat eine unterliegende Menge.

Definition 1.6.1. Es sei G eine Gruppe. Fiir ein g € G sei L, € ¥ gegeben durch
Ly:G— G, hw gh.

Hier ist Ly wirklich ein Element von Y. Die Umkehrabbildung zu L, ist L,—1 und Ly, ist die identische
Abbildung.
Damit taucht jede Gruppe als Symmetriegruppe auf:

Satz 1.6.2. Jede Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von Y¢.
BEWEIS. Wir variieren in der obigen Definition das g € G und definieren
L:G—=Xqg, gLy
Damit ist L ein Homomorphismus:
Lg,g,(h) = g192h = Lg, (g2h) = Lg, © Ly, (h).

Ist g € ker(L), so ist Ly(h) = gh = h fiir alle h € G. Dies impliziert aber, dass g = 1¢ ist. Somit ist L
injektiv und G ist isomorph zum Bild von G unter L. Da Bild(L) < X¢ gilt, folgt die Behauptung. d
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Wir wollen Gruppen auf allgemeinen Mengen wirken lassen:

Definition 1.6.3. Es sei GG eine Gruppe und X eine nichtleere Menge. Dann operiert G auf X, wenn es eine
Abbildung
GxX—=>X, (g9,2)—gx

gibt mit

(a) (gh)x = g(hx) fiir alle g,h € G und = € X.

(b) lgz = z.
Eine Menge X mit einer G-Operation heiit G-Menge.
Beispiel 1.6.4. Betrachten wir den griechischen Buchstaben ® als Teilmenge des R?, wobei der senkrechte
Strich in ® auf der y-Achse liegt und ® achsensymmetrisch eingebettet ist. Dann ist ® eine Z/2Z-Menge,

weil Z/27 durch die Spiegelung an der y-Achse auf ® operiert. Das Element 0 € Z/27Z operiert als identische
Abbildung und 1 durch die Spiegelung.

Beispiel 1.6.5. Wir betrachten S' = {z € C,|z| = 1}, die Einheitskreislinie in C.

Diese ist eine O(2)-Menge, weil Drehungen und Spiegelungen des R? die S! wieder auf sich abbilden. Die
Elemente aus O(2) sind ja gerade die lingenerhaltenden linearen Abbildungen des R? auf sich.

Beispiel 1.6.6. Das Rhombendodekaeder https://en.wikipedia.org/wiki/Rhombic_dodecahedron ist
ein Polyeder mit zwolf rhombenformigen Fliachen.

In dem Foto sehen Sie, dass Sie ihn aus einem Wiirfel wachsen lassen konnen. Welche Symmetrien erkennen
Sie? Sind die Symmetrien des eingeschriebenen Wiirfels die gleichen wie die des Rhombendodekaeders?

Beispiel 1.6.7. Das Ikosaeder https://de.wikipedia.org/wiki/Ikosaeder ist ein regelméfiges Polyeder
mit 20 Flidchen, die aus regelméfigen Dreiecken bestehen. Die Symmetriegruppe I C SO(3) ist die berithmte
(reine) Tkosaedergruppe. Sie ist isomorph zur As. Felix Klein hat ein ganzes Buch iiber sie geschrieben [2].
Welche Symmetrien entsprechen den 5-Zykeln? Welche den 3-Zykeln?

Bemerkung 1.6.8. Eine Gruppe G operiert genau dann auf einer nichtleeren Menge X, wenn es einen
Homomorphismus g: G — X x gibt: Ist g gegeben, so setzen wir gz := o(g)(x). Die Tatsache, dass ¢ ein Ho-
momorphismus ist, besagt, dass die Eigenschaften (a) und (b) einer Operation erfiillt sind. Umgekehrt, ist X
eine G-Menge, so definieren wir o(g) durch o(g)(x) = gz fiir alle x € X. Die Axiome einer Gruppenoperation
besagen dann, dass ¢ ein Homomorphismus ist.

Satz 1.6.9. Es sei G eine Gruppe und X eine G-Menge. Dann definiert
Re ={(z,y) € X x X, 39,9z =y}
eine Aquivalenzrelation auf X .
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BEWEIS. Sind (z,y) € Rg und (y, z) € Rg, so gibt es g1, g2 € G mit

ar =y, g2y==.

Dann ist aber gag1x = 2, so dass (z,2) € Rg und Rg ist transitiv.
Da lgx =z ist (z,z) € Rg fiir alle z € X und die Relation ist reflexiv.
Ist gz = y, dann ist g~ 'y = . Dies zeigt die Symmetrie von Rg. O

Definition 1.6.10. Ist X eine G-Menge, so heifien die Aquivalenzklassen der Relation R die Bahnen
beziehungsweise die Orbits der Operation.

Wir benutzen die Notation
[z] = {y € X, (z,y) € Rg}.
Dies 1463t sich elementar schreiben als
2] ={ye X,3g € G:gx =y}

und dies wird oft mit Gz notiert.
Sie wissen, dass Aquivalenzrelationen die Menge in disjunkte Teilmengen zerlegt. Hier bekommen wir

die Zerlegung von X in Bahnen:
X = |_|[x] = |_| Gz,

wobei x iiber ein Représentantensystem lauft.
Beispiel 1.6.11. Betrachten wir die Operation der SO(2) auf R?
SO(2) x R? - R? (A, z) — Ax
so ist fiir ein festes 0 # x € R? die Bahn genau die Kreislinie
{y € R?,Jy| = |2[}.
Fiir z = 0 besteht die Bahn SO(2)0 nur aus dem Nullpunkt.

Beispiele 1.6.12.
e Es sei GG eine beliebige Gruppe und X # @ eine beliebige Menge. Wir kénnen die Operation
betrachten, die gegeben ist durch

gr =z fir alle g € G,z € X.

Dies definiert eine Operation von G auf X, die sogenannte triviale Operation.
e Jede Gruppe G operiert auf sich selbst durch die Verkniipfung in G:

G x G — G,(g,h) — gh.

e Ist V ein Vektorraum und ist GL(V) die Gruppe der Automorphismen von V', so operiert GL(V)
auf V durch (f,v) — f(v).

e Es sei X,, ein regelmifliges n-Eck, welches symmetrisch um (0,0) in den R? eingebettet ist. Wir
betrachten die Drehmatrix

o= (i) )

Dann operiert die Gruppe (R,,) auf X,,, indem wir R,, wie gewohnt auf dem R? operieren lassen.
Die Gruppe (R,,) hat genau n Elemente.

Fiir n = 4 erhalten wir X4, welches wir uns als Quadrat mit den Ecken (1,1), (1,-1), (-1,1)
und (—1,—1) vorstellen.
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In diesem Beispiel ist die Bahn des Punktes (0,1) unter der Gruppenoperation

<R4>(07 1) = {(O’ 1)7 (_L O)a (07 _1)5 (170)}-
e Ist H < G eine Untergruppe, so ist die Menge G/H der Linksnebenklassen eine G-Menge, indem
wir setzen

GxG/H—G/H, (9,gH)w— ggH.
Vorlesung 7
Definition 1.6.13. Es sei X eine G-Menge. Der Stabilisator von x € X ist die Menge
Gy :={g € G,gx = z}.

Bemerkung 1.6.14. Rechnen Sie nach, dass fiir alle x € X der Stabilisator eine Untergruppe von G ist.
Fiir den Stabilisator sind auch die Begriffe Isotropiegruppe und Standgruppe iiblich.

Die Bahn eines Elementes 148t sich mit dem Stabilisator in Beziehung setzen:

Satz 1.6.15. Es sei G eine Gruppe und X eine G-Menge. Dann ¢ibt es fiir jedes x € X eine Bijektion von
Mengen

G/G, =Gz
zwischen den Linksnebenklassen von G5 in G und der Bahn von x unter der G-Operation.

Vorsicht: Da G, im Allgemeinen keine normale Untergruppe ist und da Ga nur eine Menge ist, ist
behauptete Bijektion wirklich nur eine Bijektion von Mengen.

BewEIs. Wir definieren eine Abbildung ¢: G/G, — Gz durch

Y(gGy) = gx.
Diese Abbildung ist wohldefiniert: Ist g1 G, = g2G,, so gibt es ein h € G, mit go = g1h. Damit ist

Y(92G2) = g = grha = g1v = Y(91Gy),
weil hx = x.
Nach Konstruktion ist i surjektiv. Nehmen wir an, dass

¥(91Gz) = ¥(92Ga)
gilt fiir g1,92 € G. Dann ist nach Definition von ¥ g1z = gox und somit gglglm = x. Damit ist aber
9 ‘91 € Gy und g1Gy = g2Gs. 0
Korollar 1.6.16 (Bahnenformel). Ist G eine endliche Gruppe und ist X eine G-Menge, so gilt fiir alle
reX:
G| = |G.||Gx|.

Insbesondere teilt die Michtigkeit jeder Bahn |Gx| die Gruppenordnung und es gilt |Gx| =[G : G,).
Beispiel 1.6.17. Betrachten wir wiederum das Beispiel ® C R? aus Beispiel Die Punkte in ®, die

auf der y-Achse liegen, werden von Z/2Z nicht bewegt. Hier erhalten wir Bahnen der Michtigkeit 1. Alle
anderen Punkte in ® werden von Z/27Z bewegt und wir erhalten fiir diese Punkte Bahnen der Méchtigkeit 2.
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Definition 1.6.18.
(a) Ein Reprdsentantensystem einer G-Menge X ist eine Teilmenge Y C X, so dass gilt:
e Fiir alle z € X gibt es ein y € Y mit Gz = Gy.
o Fiir alle y1,y2 € Y gilt: Ist y1 # y2, so gilt Gy; N Gys = &.
(b) Ist X eine G-Menge, so heiit € X ein Fizpunkt der G-Operation, falls |Gz| = 1, also gz = « fiir
alle g € G. Mit Fixg(X) bezeichnen wir die Menge aller Fixpunkte der G-Operation auf X.

Satz 1.6.19. Ist G eine endliche Gruppe und ist X eine endliche G-Menge, dann gilt:

(a)
X =Y [G: Gyl =Fixa(X)[+ D [G:G,l.

yey Yyey,
[G:Gy]>1

Hierbei ist Y ein Reprdsentantensystem der G-Menge X.
(b) Ist |G| = p" mit r € N und einer Primzahl p, dann ist

|X| = |Fixg(X)| mod p.
Insbesondere gibt es mindestens einen Fizpunkt, falls p und | X| teilerfremd sind.

BEWEIS. Zu (a): Da X die disjunkte Vereinigung der Bahnen ist, erhalten wir sofort
X[ = |Gyl
yey

Nach der Bahnenformel [[.6.16| gilt |Gy| = [G : G,]. Da y nur genau dann ein Fixpunkt ist, wenn |Gy| = 1,
muss jeder Fixpunkt in Y enthalten sein.
Zu (b): Wir haben nach (a)

X[ = [Fixa(X)| = Y [G:G,y.
yeyY,
[G:Gy]>1

Mit dem Satz von Lagrange wissen wir, dass hier gilt
[G:Gy]:pi firein 1 <7< 7.

Damit ist aber
|X] — |Fixg(X)| = 0 mod p.

Definition 1.6.20. Es sei X eine G-Menge.

(a) Ist X = Gz fiir ein z € X, so heiit die G-Operation transitiv.
(b) Ist die Abbildung ¢: G — X x, die zur Gruppenoperation gehort, injektiv, so heifit die G-Operation
treu.

Bemerkung I.6.21. Diese Begriffe sind zentral fiir Gruppenoperationen. Was bedeutet transitiv? Ist X =
Gz fir ein x € X, dann ist jedes y € X von der Form gx. Wir kénnen also alle Elemente y € X durch die
Gruppenwirkung von z ausgehend erreichen. Ist y; = g1 und y2 = gax, so erhalten wir auch

Y1 = 1T = 9195 ' g2 = 9195 ‘Y2
Somit ist x mit seiner Eigenschaft nicht speziell: Wir kénnen jedes Element nehmen, um X als Bahn darzu-

stellen, und je zwei Elemente in X sind durch die G-Operation ineinander iiberfithrbar: Fir alle y1,y2 € X
gibt es ein g € G mit y; = gys.

Fiir die Treuheit einer Operation betrachten wir den Homomorphismus
0: G—Xx, olg)(x) =gz

Ist o injektiv, so wird nur 1 auf idy abgebildet. Die Operation ist also genau dann treu, wenn es fiir alle
g # lg ein x € X gibt mit gz # x. Kein Element 14 # g € G operiert also trivial.
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Ein wichtiges Beispiel fiir Gruppenoperationen kommt von Gittern:

Beispiel 1.6.22. Es sei
H:={z € C,Im(z) > 0}
die obere Halbebene in C. Wir definieren fiir ein festes 7 € H das Gitter
Iy =2+2Zr ={z+yr,x,y € Z}.

Das Gitter I'; operiert auf C durch die Translation um Gittervektoren:
I xC—C, (x+yrz)—z+yr+z.
Ist x + y7 + 2 = 2, so ist x + y7 = 0, also ist die Operation treu. Ist sie auch transitiv?
FEin wichtiges Beispiel innerhalb der Welt der Gruppen ist das Folgende:
Beispiel 1.6.23. Es sei G eine Gruppe und
UG):={H,H < G}
sei die Menge aller Untergruppen von G. Wir definieren die Operation
GxUG) - UG, (g,H)r gHg .

Definition 1.6.24. Die Bahnen der Operation aus Beispiel heiflen die Konjugationsklassen von Un-
tergruppen von G.

Wann ist H € Fixg(U(G))? Das ist genau dann der Fall, wenn fiir alle g € G gilt: gHg~! = H und dies
ist genau dann wahr, wenn H eine normale Untergruppe von G ist, also

Fixa(U(G)) = {N € U(G),N < G}.
Was ist der Stabilisator eines H € U(G), also Gg? Dies sind alle g € G mit gHg™! = H.

Definition 1.6.25. Es sei G eine Gruppe und H < G. Der Normalisator von H in G ist Gg = {g €
G,gHg~' = H}. Die Notation ist Ng(H).

Der Name Normalisator kommt von den folgenden Eigenschaften von Ng(H).

Satz 1.6.26. FEs sei G eine Gruppe und H < G. Dann gilt

(a) Ng(H) ist eine Untergruppe von G.
(b) Die Untergruppe H ist ein Normalteiler von Ng(H).

BEWEIS. Fiir (a) zeigen wir, dass mit g,§ € Ng(H) auch gg—! € Ng(H) gilt. Wir wissen
99 "H(gg~") "t =99 'Hgg ™.
Da g 'HgG = (§Hg ')~ !, wobei hier die Inversenbildung elementweise erfolgt, ist §~'Hg = H. Damit ist
aber auch insgesamt gg~'H (g3~ *)~! = H, weil g ebenfalls in Ng(H) ist.
Die zweite Behauptung, H <9 Ng(H) gilt nach Konstruktion von Ng(H). O

Vorlesung 8
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1.7. Die symmetrischen Gruppen

Wir hatten die Menge n = {1, ...,n} fiir n € N definiert und 3,, = ¥, eingefiihrt. Dies sind die bijektiven
Selbstabbildungen von n. Sie wissen, dass |X,| = n! gilt. Wir untersuchen die Struktur von ¥, in diesem
Abschnitt genauer.

Definition 1.7.1. Ist 0 € X x, so heifit
supp() i= {x € X, o(x) # a}

der Trdger von o.

Der Tréger sammelt also alle Elemente, die von ¢ bewegt werden. Die Gruppen Y x sind fiir X mit
|X| > 2 nicht abelsch, aber falls sich zwei Elemente nicht ins Gehege kommen, dann kommutieren sie:

Lemma 1.7.2. Sind 0, € Yx und ist supp(o) Nsupp(§) = @, so gilt co =Eoo0.

BEWEIS. Wir rechnen das stur nach: Ist 2 € X \ (supp(co) Usupp(€)), so ist o(&(x)) = = = £(o(x)).

Wir nehmen an, dass x € supp(c). Dann ist x ¢ supp(§), also ist {(x) = x.

Da o eine Bijektion ist, ist o(z) auch ein Element von supp(c). Damit kann es nicht in supp(§) liegen,
weil der Schnitt leer ist. Also gilt dann

§(o(x)) = o(x).

Das ist aber gleich o(&(x)).
Analog rechnen Sie den Fall nach, dass x im Tréiger von £ enthalten ist. (]

Beispiel 1.7.3. In ¥4 betrachten wir die Transpositionen o = (1, 2) und £ = (3,4). Das Element o vertauscht
also 1 und 2 und hat 3 und 4 als Fixpunkte, wihrend £ die Elemente 3 und 4 vertauscht und 1 und 2 fix
1a8t. Dann haben ¢ und £ disjunkte Tréger und c o€ = € oo.

Sie konnen sich Permutationen fiir kleine n auch gut zeichnerisch klarmachen, indem Sie Diagramme
benutzen, die von einer Kopie von n oben (Definitionsbereich) zu einer Kopie von n unten laufen. In unserem
Beispiel kénnen Sie o € ¥4 zeichnen als

1 2 3 4

1 2 3 4

und £ als

Dann ist die Relation £ o 0 = ¢ o £ ausdriickbar durch das Bild
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1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4

und beides ist gleich

Definition 1.7.4. Ein 0 € Xx heifit ein n-Zykel, falls der Triiger n-elementig ist, supp(c) = {z1,..., 2},

und falls es eine Umnummerierung der z; gibt zu y1, ..., Yn, S0 dass o(y;) = y;11 gilt fiir 1 <i<n—1und
U(yn) =Y1.
Wir benutzen die Notation o = (y1,...,yn) fir einen solchen n-Zykel.

Beispiel 1.7.5. Wir betrachten o € X6 mit der Wertetabelle
1 2 3 4 5 6
35 2 4 1 6)°
Dann ist der Triger von o gleich {1,2,3,5} und o ist ein 4-Zykel und zwar o = (1, 3,2,5). Wir hétten o
auch schreiben kénnen als (3,2,5,1) oder (2,5,1,3) oder (5,1,3,2).
Definition 1.7.6. Wir nennen 2-Zykel wie gewohnt Transpositionen.

Lemma 1.7.7. Ist 0 = (y1,...,yn) €in n-Zykel in Xn und ist £ € L ein beliebiges Element, so gilt

Eoé™t = (&), E(yn))-
BEWEIS. Es gilt
§(Wiv1), i<n—1,
£yr),  i=n
Alle Elemente in {1,..., N}, die nicht von der Form &(y;) sind, liegen nicht im Triiger von o0&~ 1. a

Eoé M (E(y)) = Eo(yi) = {

Satz 1.7.8. Jedes 0 € X, 0 # idy, kann als Produkt von Zykeln mit disjunktem Triger geschrieben werden.
Bis auf Reihenfolge der Faktoren ist diese Darstellung eindeutig.

BEWEIS. Elemente i1, € n heifilen dquivalent beziiglich o, falls es ein j € Z gibt mit 07 (i1) = i. Dies
definiert eine Aquivalenzrelation. (Rechnen Sie das nach!)
Wir kénnen also {1,...,n} zerlegen als

{1,...,n} = | | X,
k=1

wenn X, die Aquivalenzklassen bezeichnet.
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Ist | Xi| =1 fiir ein 1 < k < s, so ist Xy = {i;} mit i; ¢ supp(c). Es sei also | Xj| > 2. Setze
, J J & Xk,
ok(i) =17 . ¢
o(4), j€ Xk.
Ist j € X}, und ist r, € N minimal mit der Eigenschaft, dass ¢"*(j) = j, so ist
Xi={5,0(7),--..0" 7 (4)}-

Definiere y, = (), also
Xy = {yla"'vym}'

Yer1, L <1y
o(ye) = {y1 =1,

Dann ist

und die Einschrinkung von o auf X ist

U‘Xk = (Y1, --- ,Z/rk)
und das ist gleich 0. Wir kénnen o damit als Produkt schreiben
0 =010...005.

Da die Tréager der o;s disjunkt sind, kommutieren die Faktoren. O

Vorlesung 9
Wir zerlegen Permutationen in Transpositionen:
Korollar 1.7.9.
(a) Die Gruppe ¥, (fir n > 2) wird von Transpositionen erzeugt: Jedes o € ¥,, kann als Produkt von

Transpositionen geschrieben werden.
(b) Jedes o € ¥, kann als Produkt von Transpositionen der Form

(i) (1,2),(1,3),...,(1,n) bezichungsweise
(11) (11 2)7 (27 S)a R (n - ].,’I”L)
geschrieben werden.

BEWEIS. Ist o = idy, so ist nichts zu zeigen. Wir schreiben sonst ¢ als Produkt von Zykeln mit disjunk-
tem Triiger und miissen die Behauptung damit nur fiir Zykel beweisen. Einen Zykel (iq, ..., i) kénnen wir
explizit als Produkt von Transpositionen

(il, N ,is) = (il,ig) ©...0 (lefl,is)
schreiben. Damit folgt (a).
Fiir (b) (i) schreiben wir eine beliebige Transposition (j, k) mit j # 1 # k als
(4, k) = (1,5)(1, k)(L, j).
Ist k =1 oder j =1, so folgt die Behauptung aus (j,k) = (k, 7).

Fiir (b) (ii) verfahren wir dhnlich: Ist (j, k) eine Transposition, so ist ohne Einschrankung j < k. Ist
k = 7 + 1, so ist nichts zu zeigen. Ist k£ > j 4 1, so ist

(k) =G5+ DG+ 1RG5+ 1)

Die dufleren Transpositionen sind schon von der gewiinschten Form und in der inneren hat sich der Abstand
um eins verringert. O

Beispiel 1.7.10. Es sei 0 € X1y gegeben als

/12 3 45678 9 10
7= 6 4 10 8 93257 1)



Um die Zykelzerlegung von o zu erhalten, folgen Sie den Werten der 1 unter den Potenzen von ¢. Wenn Sie
wieder bei 1 ankommen, nehmen Sie einen Wert, der noch nicht vorgekommen ist; hier zum Beispiel die 2.
Das ergibt

oc=(1,6,3,10)(2,4,8,5,9,7).
Wir kénnen (1,6, 3,10) als Produkt von Transpositionen schreiben

(1,6,3,10) = (1,6)(6,3)(3,10).
Mochten Sie zum Beispiel die Form wie in (b) (i) erreichen, dann ergibt das

(6,3) = (1,6)(1,3)(1,6), (3,10) = (1,3)(1,10)(1,3).

Sie kénnen zur Ubung den zweiten Zykel in o aufdréseln.

Vorsicht: Die Zerlegung in Transpositionen ist natiirlich hochgradig nicht eindeutig!
Wir kommen jetzt zur alternativen Definition des Signums einer Permutation.

Definition 1.7.11. Das Signum einer Permutation o € 3, ist
: (i) —o(j)
S = —_
igno)= [ == ;
1<i<j<n
Lemma 1.7.12. Das Signum definiert einen Homomorphismus
sign: ¥, — {£1}.

Den Beweis machen Sie in einer Ubungsaufgabe.
Die folgende Definition haben wir schon gesehen:

Definition 1.7.13. Der Kern von sign in X, heiflt die alternierende Gruppe auf n Elementen und wird mit
A, notiert. Die Elemente in A,, heilen manchmal auch gerade Permutationen.

Bemerkung 1.7.14. Jede Transposition (4,j) mit ¢ < j hat sign(i, j) = —1, weil
N T
sign(i, j) = =7
Da (i,7) = (j,4), haben wir alle Félle abgedeckt. Damit muss in der Zerlegung eines ¢ € A,, immer eine
gerade Anzahl von Transpositionen vorkommen.

Ist 0 € X, ein k-Zykel, also o = (i1,...,1), so gilt

sign(o) = (—1)*+1,
Das folgt aus dem Beweis von (a) des Korollars

Beispiele 1.7.15.
e Fiir n = 1 ist die Indexmenge des Produktes in der Definition von sign leer und wir erhalten
A1 = 21 = {ld]_}
e Die Gruppe X5 hat zwei Elemente, ids und (1,2). Nur ids hat sign = +1, also ist Ay = {ida} die
triviale Gruppe.
e Die X3 hat die Elemente

Y3 ={ids, (1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3),(1,3,2)}

und Az ist
Az = {ids, (1,2,3),(1,3,2)} = ((1,2, 3)).
Dies ist eine zyklische Gruppe der Ordnung 3.
Da die Gruppen A,, immer Normalteiler in ¥, sind, ist die Gruppe 33 also nicht einfach. Es ist leicht zu
sehen, dass alle Gruppen A,, fiir n > 3 nicht-trivial sind, so dass die symmetrischen Gruppen ¥, fiir n > 3
nicht einfach sind.

Satz 1.7.16. Fir jedes n > 3 wird die Gruppe A, durch 3-Zykel erzeugt.
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BEWEIS. Wir wissen schon, dass in der Zerlegung jedes Elements o € A, in Transpositionen o =
Ty 0...0T,, die Anzahl der 7; gerade sein muss. Damit wird die Gruppe A, fiir n > 3 von Paaren von
Transpositionen erzeugt. Sind s,t,u,v € N paarweise verschieden, so gilt
(s,t)(u,v) = (s,t,u)(t, u,v).

Fiir (s,t)(s,u) erhalten wir
(s,t)(s,u) = (s,u,t).

Beispiel 1.7.17. Wir sehen uns die Gruppe A4 genauer an. Die Kleinsche Vierergruppe ist
Ky ={id4, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}
und Sie wissen schon, dass Ky = Z/2Z x Z/2Z.
Wir behaupten, dass K4 ein Normalteiler von Ay ist. Die nicht-trivialen Elemente der K4 sind von der
Form (i,7)(k, ), wobei {1,2,3,4} = {4, 4,k,(}. Es sei 0 € A4. Dann gilt mit Lemmam

(i, j)(k, )0~ = o(i, o a(k,O)o~" = (a(i), 5 (j)(a(k), (£)).
Da o bijektiv ist, ist diese Permutation wiederum in Kj.
Die Gruppe Ay ist also nicht einfach. Damit ist sie eine Ausnahme.

Satz 1.7.18. Die Gruppen A,, sind einfach fir n <3 undn > 5.

Damit kennen Sie eine unendliche Familie endlicher einfacher Gruppen. Zyklische Gruppen mit Prim-
zahlordnung sind natiirlich auch einfach.

Da A; und As die triviale Gruppe sind, ist in diesen Fillen nichts zu zeigen. Die Aj ist eine zyklische
Gruppe der Ordnung 3 und kann daher wegen des Satzes von Lagrange keine nicht-trivialen Untergruppen
haben.

Es sind also die Falle fiir n > 5 zu zeigen. Dafiir brauchen wir eine Hilfsaussage:
Lemma 1.7.19. Firn > 5 sind je zwei 3-Zykel konjugiert in A,,.
BEWEIS. Sind (a, b, c) und (i, j, k) 3-Zykel in A,, fiir n > 5, so sei
v = (a,i)(b,j)(c, k) € Ty,.
Dann gilt mit Lemma
(a,b,e)y™" = (i, 5, k)
und somit sind (a, b, ¢) und (4, j, k) konjugiert zueinander in %,,.
Hat ~ schon sign(y) = 1 (zum Beispiel wenn a = i), so sind wir fertig.

Dan > 5 ist, gibt es noch r, s € 5\ {a, b, c}. Gilt sign(y) = —1, so ersetzen wir y durch £ = y(r, s). Dann
ist £ € A, und £(a, b, )¢ = (i, 4, k) gilt immer noch. O

BEWEIS DES SATZES [[7.18 Wir nehmen an, dass A, fiir n > 5 einen Normalteiler N < A,, mit
N # {id,} besitzt. Die Beweisidee ist, zu zeigen, dass N einen 3-Zykel enthalten muss. Damit enthiilt N alle
3-Zykel, aber diese erzeugen A,,, so dass N = A,, gelten muss.

Es sei idy # o € N mit der Eigenschaft, dass o eine Permutation in N \ {idy} ist, die maximal viele
Fixpunkte in n hat. Das heif}t, ist £ € N, so dass

Hien,&(@) =i} > [{i €n,0(i) = i}
gilt, dann ist £ = id,. Wir zerlegen {1,...,n} in die (¢)-Orbits X;,...,X;. Dac # id,, mussesein 1 <14 < j
geben mit | X;| > 1.

Wir nehmen an, dass fiir alle 1 < ¢ < j, gilt, dass |X;| = 2 oder | X;| = 1. Da sign(o) = +1 ist, muss es
dann mindestens zwei Bahnen X;, und X;, mit zwei Elementen geben. Damit ist die Einschréankung von o
auf X;, UX;, von der Form

U‘XilUXiz = (a7 b)(S,t)
Es sei k € n mit k # a,b, s, t, so dass k kein Fixpunkt von o ist. Wir setzen £ = (s,t, k). Dann ist das

Element
o =¢ot o7t
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ein Element von N, weil £0€7! € N wegen der Normalitit von N.
Es gilt
o'(a) = £o€7 o7 a) = £o€7H(b) = €a(b) = £(a) = a.
Ebenso hat ¢’ die Fixpunkte ¢ € n\ {a,b, s,t,k} von o als Fixpunkte, so dass ¢/ mehr Fixpunkte hat als o,
aber ¢’ ist nicht die identische Abbildung, weil o’ (k) # k.
Das ist ein Widerspruch, also muss es mindestens eine Bahn X, geben mit |X,| > 3: X, = {i,j =

o(i), k = o%(i),...}.

Ist o # (i,7,k), so muss es mindestens noch zwei Elemente s,t geben, so dass o(s) # s und o(t) # t.
(Sonst hiitte o negatives Signum.) Wir setzen wieder ¢ = (k, s,t) fiir diese s,t und sehen, dass & = £ 1o~ 1¢o
wiederum in NNV liegt, nicht die identische Abbildung ist, aber ¢ als zusétzlichen Fixpunkt hat.

Damit ist o ein 3-Zykel. O

Vorlesung 10

1.8. Die Sylowsiétze

Wenn Ihnen jemand sagt, dass eine Gruppe G genau 60 Elemente hat, und Sie dann fragt, wie die
Gruppe aussieht, was sagen Sie dann? Die Sylowsitze (Peter Ludwig Mejdell Sylow (1832-1918)) geben
keine vollstandige Klassifikation endlicher Gruppen, aber sie beschreiben Strukturen, die diese Gruppen
haben miissen, so dass sie helfen, endliche Gruppen zu verstehen.

Definition I.8.1. Es sei p eine Primzahl. Eine endliche Gruppe G heifit eine p-Gruppe, falls |G| = p” fiir
ein k € N.

Beispiele 1.8.2.
o G = 7/p*Z ist eine p-Gruppe fiir k € N.
e Die Symmetriegruppe des Quadrats ist die Diedergruppe Dg mit |Dg| = 8 = 23. Sie ist zusam-
mengesetzt aus der Untergruppe, die von der Drehung im R? um 90 Grad erzeugt ist, und einer
Spiegelung.

Lemma 1.8.3. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und p sei eine Primzahl, die |G| teilt. Dann gibt es
ein g € G mit Ordnung p.

BEWEIS. Wir machen Induktion iiber |G|. Ist |G| = p, so ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung p.
Nehmen wir an, es gibt ein 1g # h € G mit ord(h) = m. Teilt p die Zahl m, so hat h™/? die Ordnung p.
Teilt p dagegen m nicht, so betrachten wir die Untergruppe (h). Da G abelsch ist, gilt (h) < G. Mit

Lagrange wissen wir
Gl = [(MIG/{R)].

Dann teilt aber p die Zahl |G/(h)| und G/(h) ist eine Gruppe mit weniger Elementen als G. Per Induktions-
voraussetzung gibt es ein g € G mit

ord(g(h)) = p, g(h) € G/{h).
Es sei n die Ordnung von ¢ in G. Da
(g(h))" = g"(h) = (h)
gilt, muss p n teilen. Damit hat aber ¢"/? die Ordnung p in G. O

Wir haben gebraucht, dass G abelsch ist, damit (h) normal ist. Wir sehen gleich, dass diese Voraussetzung
nicht notig ist.

Definition 1.8.4. Es sei G eine Gruppe und g € G. Der Zentralisator von g in G ist
Za(g) :={h € G,gh = hg}.
Bemerkung I.8.5. Die Gruppe G operiert auf sich selbst durch Konjugation
GxG—=G, (91,92)— 919297 "

Damit ist der Stabilisator G4 von g fiir diese Gruppenoperation gerade Z¢(g). Also ist Zg(g) eine Unter-
gruppe von G.
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Wir kénnen jetzt das allgemeine Resultat formulieren:

Satz 1.8.6 (Satz von Cauchy). Es sei p eine Primzahl und G sei eine endliche Gruppe mit p | |G|. Dann
enthdlt G ein Element der Ordnung p.

Baron Augustin-Louis Cauchy (1789-1857).

BeEwEIS. Wir machen wieder Induktion iiber |G| und brauchen fiir |G| = p nichts zu zeigen. Es sei jetzt
also |G| > pund p | |G|. Gibt es ein H < G mit H # {1}, G und p | |H|, so gibt es ein h € H mit ord(h) = p
und wir sind fertig.

Wir nehmen also an, dass fiir alle H < G mit H # {1}, G gilt, dass p die Ordnung |H| nicht teilt.

Ist G abelsch, so wissen wir mit Lemma dass die Behauptung gilt. Wir kénnen also annehmen,
dass G nicht abelsch ist. Dann ist das Zentrum von G, Z(G) nicht ganz G. Ist g ¢ Z(G), so gilt

{lg} # Za(g) < G

und Zg(g) # G. Nach unserer Annahme teilt also p die Ordnung |Z¢(g)| nicht. Da aber p die Ordnung von
G teilt, muss gelten
P 1[G Zalg)l, weil [G] = |Za(9)][G : Zalg)).
Wie betrachten die Konjugationsoperation von G auf sich und wenden Satz [.6.19] an:
Gl = Fixg(@)+ > [G: Za(y):
y¢Fixa (G)

Hierbei ist Fixg(G) = Z(G) und y lduft iiber ein Reprisentantensystem fiir die Konjugationsklassen.

Da wir wissen, dass gilt p | |G| und p | [G : Zg(y)] fiir alle y wie oben, muss auch gelten p | |Z(G)].

Damit ist Z(G) entweder die triviale Untergruppe oder ganz G. Da p nicht die 1 teilt, muss Z(G) = G gelten.
Dann ist G aber abelsch und wir kénnen Lemma anwenden. O

Satz 1.8.7. Ist G eine Gruppe mit |G| = p* fiir eine Primzahl p und ein k € N, so ist das Zentrum von G
nicht trivial.

BEWEIS. Wir benutzen wieder die Operation von G auf sich durch Konjugation, so dass Fixg(G) = Z(G).
Mit Satz wissen wir, dass gilt
|G| = |Z(G)| mod p.
Damit gilt Z(G) = 0 mod p und somit gilt p | |Z(G)]. O
Die Idee der Sylowsétze ist es, die Primfaktorzerlegung der Gruppenordnung zu benutzen, um dann In-

formationen beziiglich jeder vorkommenden Primzahl zu untersuchen. Ist |G| endlich und teilt eine Primzahl
p die Ordnung, dann kénnen wir |G| schreiben als |G| = p™q, so dass ggT(p,q) = 1.

Definition I.8.8. Es sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Ist |G| = p™¢ mit ggT(p,q) = 1, so
heift eine Untergruppe H < G eine p-Sylowuntergruppe von G, falls |H| = p™ ist.

Im Folgenden ist p immer eine Primzahl. Erinnern Sie sich bitte an den Normalisator einer Untergruppe
(siehe Definition [I.6.25)).

Lemma 1.8.9. Es sei G endlich mit |G| = p™q und ggT(p,q) = 1. Ist H < G mit |[H| = p* fir 1 <k <m
und ist H < Ng(S) fiir eine p-Sylowuntergruppe S < G, dann gilt schon H < S.

BEWEIS. Nach Definition ist S <1 Ng(.S) und nach Voraussetzung gilt HS < N¢(.S). Mit der Kiirzungsregel

aus Korollar gilt
HS/S~H/HNS.

Damit ist aber HS/S entweder trivial oder eine p-Gruppe, weil |H| = p*. Andererseits gilt
[HS:S]|[G: 9],

weil HS < G, und [G : S] ist teilerfremd zu p. Somit muss HS/S trivial sein, also S = HS und somit
H<S. ([

Satz 1.8.10 (Sylowsitze). Es sei G endlich mit |G| = p™q, p prim, m > 1 und ggT(p,q) = 1. Dann gilt:
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(a) Fiir alle k mit 1 < k < m gibt es ein H < G mit |H| = p*.

(b) Ist H < G mit |H| = p* fir 1 <k <m und ist S eine p-Sylowuntergruppe von G, dann gibt es ein
g € G, so dass H < gSg~*. Insbesondere sind je zwei p-Sylowuntergruppen zueinander konjugiert.

(¢c) Ist s die Anzahl der p-Sylowuntergruppen von G, so gilt

s|qund s=1 modp.

BEWEIS. Fiir (a) machen wir Induktion iiber |G|. Wir lassen G wieder auf sich selbst durch Konjugation
operieren und es sei Y ein Repréisentatensystem der Bahnen mit mehr als einem Element, so dass

Gl = 2@+ (G : Za(y))-
yey

Teilt p nicht |Z(G)|, so muss es mindestens ein y € Y geben, so dass [G : Zg(y)] ebenfalls von p nicht
geteilt wird. Fiir dieses y benutzen wir die Formel

Gl =p"q=[G: Za(y)] - | Za(y)l,

die zeigt, dass |Zg(y)| = p™r ist fiir r < g. Nach Induktionsvoraussetzung hat also Zg(y) eine Untergruppe
der Ordnung p* fiir jedes 1 < k < m und dies gibt die gewiinschten Untergruppen von G.

Nehmen wir an, dass p | |Z(G)]|, so gibt es nach Satz ein g € Z(G) mit ord(g) = p. Bs ist (g) < G
und diese Untergruppe ist sogar normal, weil g ein Element des Zentrums ist. Es gilt |G| = |(9)||G/{g)|,
so dass |G/(g)| = p™~'q. Nach Induktionsvoraussetzung hat G/{g) Untergruppen Hj mit |Hy| = p* fiir
1< k<m—1. Jedes Hy, ist von der Form Uy/(g) fiir ein Uy < G und

Ukl = [Hl[{g)| = p* - p = p"*.
Die Untergruppen (g), Uy, ..., U,_1 haben somit die Ordnungen p, p?,...,p

m

Fiir (b) sei H < G mit |H| = p* fiir ein k mit 1 < k < m und es sei S eine p-Sylowuntergruppe von G. Wir
betrachten die Operation von H auf den Linksnebenklassen

HxG/S = G/S, (h,gS) s hgs.
Wir wissen, dass |G/S| = ¢ ist und mit Satz [1.6.19| gilt
|Fixg (G/S)| = ¢ mod p.

Daher ist die Fixpunktmenge Fixy(G/S) nicht leer. Es sei also ¢S ein Fixpunkt, also hgS = ¢S fiir alle
h € H. Dann ist
g 'hg € S fiir alle h € H,

so dass H C gSg~! ist. Da gSg~! eine Untergruppe von G ist, gilt auch H < gSg~1.
Fiir (c¢) sei MS sei die Menge aller p-Sylowuntergruppen und S € MS. Aus (b) wissen wir, dass jedes
S’ € MS zu S konjugiert ist. Wir setzen s := |M S| und betrachten die Operation

GxMS— MS, (g,8)+ g(S)g™ "
Mit dieser Operation ist der Normalisator von S in G, Ng(S), gerade der Stabilisator von S, Gg. Mit der
Bahnenformel folgt dann

G/Gs| = [|MS|=s,
weil die Operation transitiv ist. Wir haben
q=[G: 5] =[G: Na(9)][Nc(5) : 5] = |G/Gs|[Na(S) : S] = s[Ng(S) : S].

Also teilt s die Zahl q.
Zu zeigen bleibt, dass s = 1 mod p ist. Wir lassen dazu S auf MS operieren:

SxMS— MS, (x,8) x(S)x~ "t
Ein S’ € M S ist genau dann ein Fixpunkt dieser Operation, wenn gilt

x(S)z! = 8 fiir alle z € S
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und dies ist genau dann der Fall, wenn S C Ng(S’). Aber S ist eine p-Gruppe, so dass wir mit Lemma
erhalten, dass S < S’ gilt. Aber |S| = |5’|, so dass S = S’ gelten muss. Also ist S selbst der einzige Fixpunkt
dieser Operation und mit Satz folgt

s =|MS|=1mod p.
(]

Beispiel 1.8.11. Wir betrachten G = X4. Hier ist [$,] = 4! = 24 = 23 - 3, so dass nur die Primzahlen 2 und
3 relevant sind. Die 3-Sylowuntergruppen von ¥, haben Michtigkeit 3 und fiir ihre Anzahl s = s3 gilt

s3 | 8 und s3 =1 mod 3.

Die Teiler von 8 sind 1,2,4, 8 und davon erfiillen 1 und 4 die zweite Bedingung. Wir wissen aber, dass jeder
3-Zykel in ¥4 eine Untergruppe der Ordnung 3 erzeugt, also haben wir s3 = 4 und

S1=1{(1,2,3)),5, = ((1,2,4)), 55 = ((1,3,4)), 5S4 = ((2,3,4)).
Im Folgenden geben wir eine beispielhafte Anwendung der Sylowsétze.

Satz 1.8.12. Sind p; und pa Primzahlen mit p1 < pa und p1 1 (p2 —1). Dann ist jede Gruppe G der Ordnung
|G| = p1pa zyklisch, also G = 7 /p1p2Z.

BEWEIS. Es sei S; < G eine pi-Sylowuntergruppe von G und Ss sei eine po-Sylowuntergruppe von G.
Dann ist der Schnitt S; NSy nur {1g}. Ist s; jeweils die Anzahl der p;-Sylowuntergruppen, so wissen wir
nach den Sylowsétzen, dass

s1 | p2,81 =1 mod pq, sz | p1 und s3 = 1 mod ps.

Da p; < pg, muss damit s; = 1 sein und S5 ist eine normale Untergruppe von G. Dagegen kénnte s; a priori
1 oder py sein. Wiire es pa, so wiire po = 1 mod p1, so dass p; | (p2 — 1), was im Widerspruch zur Annahme
steht. Also ist s; = 1 und S; ist auch normal.

Es ist 5159 eine Untergruppe von G, aber S; € 5152 und Sy C 51.52, so dass gelten muss G = S1.55.

= =

Damit ist aber G = S7 x S3. Da |S1| = p1 und |S2| = ps gilt, sind beide Gruppen zyklisch der Ordnung p;
beziehungsweise py. Daher gilt

S1 2 Z/pZ, Sz =Z/psZ und G = S1 X Sz 2 Z/p1p2Z,
weil p; und ps teilerfremd sind. O
Beispiel 1.8.13. Beispiele fiir solche Zahlenpaare sind p; = 3 und py = 5 oder ps = 11, weil 314 und 3 1 10.
Vorlesung 11

1.9. Normal- und Kompositionsreihen
Ziel dieses Abschnittes ist es, Gruppen so zu unterteilen, bis man sie nicht mehr weiter zerlegen kann.

Beispiele 1.9.1.
e Ist G eine einfache Gruppe wie zum Beispiel A,, fiir n > 5, dann gibt es keine normale Untergruppe
zwischen {l1g} und G.
e Fiir die X4 gibt es dagegen
{1d4} < {id4, (1,2)(3,4)} QK4 <Ay <324
e Fiir die X;, mit n > 5 passt nur jeweils die A,, zwischen die triviale Untergruppe und X,,.

Definition 1.9.2.
(a) Eine Normalreihe einer Gruppe G ist eine endliche Folge von Untergruppen

(1.9.1) g:({lg}:G0<G1 <<]Gn:G)
(b) In einer Normalreihe wie in ([.9.1) heiflen die G; Terme und die Restklassengruppen G;i1/G;
Faktoren.

Jede Gruppe G besitzt natiirlich eine Normalreihe {15} < G. Die bringt zwar nichts, existiert aber...
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Definition 1.9.3. Es seien G und H zwei Normalreihen einer Gruppe G.

(a) Die Normalreihe H heifit eine Verfeinerung von G, falls jeder Term von G auch ein Term von H ist.
(b) Wir nennen H dquivalent zu G, falls es eine Bijektion zwischen den Faktoren von H und denen von
G gibt, so dass die zugeordneten Faktoren jeweils isomorph sind.

Beispiel 1.9.4. Es sei
G = ({0} < 8Z/16Z < 2Z/16Z <1 Z/16Z)

und
H = ({0} <4Z/16Z <1 2Z./167Z < Z/16Z)

Dann hat G Faktoren, die isomorph sind zu
Z7/27,7/47 und Z/27.,
und H hat Faktoren, die isomorph sind zu
Z/47,7,/27 und Z/27.
Damit ist H dquivalent zu G.
Das Folgende ist ein technisch wichtiges Hilfsresultat.

Lemma 1.9.5 (Schmetterlingslemma). Sind H und K jeweils Untergruppen einer Gruppe G und sind H' <
H und K' < K jeweils Normalteiler, dann gilt:

(a)
HHNK')<H(HNK) und K'(KNH') < K'(KNH).

(b)
H(HNEK)/HHNK)2K'(KNH)/K'(KNH)~HNK/(HNK')(H NK).

Beachten Sie, dass die letzte Isomorphie eine symmetrische Formel gibt, die sich in dem folgenden Bild
widerspiegelt, welches Sie auch gerne zu einem Schmetterling morphen diirfen.

N

d@ep)

BEwEIS. Wir wissen, dass H N K < H und H' <« H. Damit ist H'(H N K) eine Untergruppe von H.
Weil H' < H ist, gilt auch H' <« H'(H N K). Aus Korollar [[.4.21| folgt dann

H(HNK)/H2(HNK)/HNHNK=(HNK)/H NK.
Die Untergruppen H N K’ und H' N K sind normal in H N K. Wiederum mit Korollar [[.4.21] erhalten wir
(HNK)/(HNK')YH' NK)2(HNK)/(HNK)/(HNK")YH' NK)/(H NK),

so dass wir (H N K)/(HNK')(H' N K) bis auf Isomorphie als eine Restklassengruppe von H N K/H' N K
auffassen konnen.
Wir erhalten also einen Epimorphismus

oo HHNK)/H *HNK/HNK - HNK/(HNK')(H NK)
und der Kern von g ist H'(H N K')/H’, so dass wir mit dem Isomorphiesatz den Isomorphismus
(H(HNK)/H)/(H(HNK")/HY2*HNK/(HNK')(H NK)
erhalten. Da
(H'(HNK)/H")/(H(HNK')/H'Y~H'(HNK)/H'(HNK')
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gilt, folgt eine Hilfte des Satzes. Wenn wir die Rollen von H' <t H und K’ <1 K vertauschen, erhalten wir
die andere. 0

Otto Schreier (1901-1929).

Satz 1.9.6 (Satz von Schreier). Sind G und H zwei Normalreihen einer Gruppe G, so besitzen G und H
dquivalente Verfeinerungen.

BEWEIS. Es sei
g:({lg}:GoﬂGlﬂ...QGn:G)
und
H:({IG}:H0<]H1<]...<]Hm:G).
Wir definieren
Gij = Gi(Gi+1 N Hj) und H;j = Hj(Gi N Hj+1).
Mit
H/ = GZ,H = Gi+1,K/ = Hj und K = Hj+1
folgt mit dem Schmetterlingslemma, dass
Gij < Gi,j+1 und Hij < Hi+1’j.
AuBerdem gilt fiir die Restklassengruppen
Gi,j+1/quj = Hi+1,j/Hij-
Die Untergruppen H;; und Gj; sind aneinandergekettet, weil nach Konstruktion gilt
Gim = Gi(Giy1 N Hy) = GiGigy = Gy,
Git1,0 = Gix1(Giga N{le}) = Gita
und ebenso
Hypj = Hj(Gn N Hjy1) = HjHj1 = Hjpq,
Hoj1 = Hji({1e} N Hjt2) = Hjpa.
Wir kénnen diese Matrix von Untergruppen also zu zwei Normalreihen zusammenfiadeln und erhalten:
{1@}2(;0,0 <1G0,1 <... <1G0,m ZGLO <... <1Gnm=G7
{1(;} :Ho)() <]H170 <... <]Hn70:H0,1 ... H,,m =G,

Dies sind dquivalente Normalreihen von G, die G und ‘H verfeinern. |

Wir wollen Normalreihen erhalten, die so fein wie moglich sind:

Definition 1.9.7. Eine Normalreihe wie in (1.9.1)) heifit Kompositionsreihe, falls G; # G,;41 fiir alle 0 < ¢ <
n — 1 und falls sie keine echte Verfeinerung besitzt.

Beispiel 1.9.8. Die Normalreihe, die wir fiir ¥, aufgestellt hatten
{ld4} < {id4}, (1, 2)(3,4)} <Ky <AL <8y

ist eine Kompositionsreihe, weil alle Faktoren Primzahlordnung haben, so dass keine weitere Untergruppe
dazwischenpasst.

Die Atome der Gruppentheorie sind die einfachen Gruppen:

Satz 1.9.9. FEine Normalreihe ist genau dann eine Kompositionsreihe, wenn alle Faktoren einfach sind.
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BEwEIS. Ist in
g:({lg}:G0<G1Q...<]GZ'<]G1‘+1 <]...<]Gn:G)
ein Faktor G;;1/G; nicht einfach, so gibt es also einen nicht-trivialen Normalteiler {lg,.,/q,} # N #
Git+1/Giy N < Gi41/G;. Dann ist N von der Form N = N’/G;, so dass N’ <1 G;41 und G; # N’ # Giy1.
Somit ist
QIZ({lg}=G0<G1<]...<]Gi<lN/<]Gi+1<]...<]Gn=G)

eine echte Verfeinerung von G.

Umgekehrt, hat eine Normalreihe G wie oben eine echte Verfeinerung, dann gibt es ein 0 < ¢ < n und
ein N mit G; < N’ < G;41 mit G; # N’ # G;41 und damit ist N := N'/G;;1 ein echter Normalteiler des
Faktors G;/Gi+1 und G war keine Kompositionsreihe. ]

Als Konsequenz erhalten wir die folgende Eindeutigkeitsaussage fiir Kompositionsreihen.

Korollar 1.9.10 (Satz von Jordan-Hélder). Hat G eine Kompositionsreihe G, so ist jede Kompositionsreihe
H von G dquivalent zu G.

Otto Ludwig Holder (1859-1937), Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922).
Beispiele 1.9.11.
e Fiirn > 5 ist
{idn} < 4, < %,

eine Kompositionsreihe von ¥,,.

e Fiir n = 4 hatten wir die Kompositionsreihe fiir ¥4 schon gesehen. Fiir n = 3 ist Az auch einfach
mit Ag = Z/3Z. Also ist

{ldg} < Az = Z/3Z <23

eine Kompositionsreihe.
o Ist G =Z/nZ mit 1 # n € N, so hat n eine Primfaktorzerlegung n = py - ... - p,.. Hierbei sind die
p; prim und kénnen durchaus mehrfach auftreten. Dann ist

{0y =p1-... pZ/NZ <pa-...-p /0L < ...< p L nZ < ZL/nZ

eine Kompositionsreihe von Z/nZ, weil die Faktoren jeweils von der Form Z/p,Z sind und damit
einfach. Insbesondere hat fiir jede Primzahl p die Gruppe Z/p"Z die Kompositionsreihe

0}=p"Z/p"Z < p"Z)p"Z Q... <1 pZ/p"Z < L)p" L.

Vorlesung 12

1.10. Auflésbare Gruppen
Definition 1.10.1. Eine Gruppe G heif3t auflosbar, falls sie eine Normalreihe mit abelschen Faktoren besitzt.

Beispiele 1.10.2.
e Abelsche Gruppen sind natiirlich auflésbar.
e Die Gruppen X3 und X4 sind auflésbar, wahrend die Gruppen Y,, und A, fiir n > 5 nicht auflésbar
sind.

Bemerkung 1.10.3. Die Auflosbarkeit von Gruppen héngt in der Galoistheorie mit der Frage der Auflosbarkeit
von Gleichungen zusammen. Sie kénnen quadratische Gleichungen immer durch die pg-Formeln auflésen und
die Losungen sind explizite Ausdriicke, die durch die Koeffizienten der Gleichung und Quadratwurzeln ge-
geben sind. Ahnliche Losungsformeln finden Sie fiir Gleichungen bis zum Grad 4. Es gibt Gleichungen vom
Grad 5, die in dieser Form nicht auflésbar sind.

Satz 1.10.4. Die Klasse der auflésbaren Gruppen ist abgeschlossen unter der Bildung von Untergruppen und
Bildern unter Homomorphismen.
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BEWEIS. Es sei
Q:({IG}:G0<G1<I...<1Gn:G)
eine Normalreihe von G mit abelschen Faktoren G;y1/G; und H < G sei eine Untergruppe. Wir betrachten
gH:({lg}:GoﬂH<GlﬂH< <GnﬁH:H)
Ist g € Gio1 N H und h € G; N H, dann ist ghg™! wieder in G; N H, weil G; normal ist in G;;; und weil H
eine Untergruppe von G ist.
Die Kiirzungsregel ergibt
Gi+1 N H/G, NH= (H N Gz+1)Gz/Gz
Dies ist eine Untergruppe der abelschen Gruppe G;41/G; und damit abelsch. Also ist H auflosbar.
Ist f: G — G’ ein Homomorphismus und ist G auflésbar, so betrachten wir Bild(f) < G’. Wir betrachten

{le'} = f(Go) < f(G1) < ... < f(Gn) = Bild(/),
wobei
g:({lg}:GoﬂGlﬂ...QGn:G)

eine Normalreihe von G mit abelschen Faktoren ist.

Die Untergruppe f(G;) von f(G;y1) ist jeweils normal, weil G; <1 G;11. Die Einschrinkung von f auf
Gy ist ein Epimorphismus
f Giy1+ Git1 = f(Git1)
und daher ist die Verkettung mit der kanonischen Projektion 7: f(Giy1) — f(Git1)/f(G;) ebenfalls ein
Epimorphismus

Giy1 = f(Gin1)/[(Gi), g f(9)f(Gi).
Ist g € Gy, soist f(g)f(Gi) = f(G;), also ist G; C ker(m o f|g,,,. Wir erhalten damit einen Epimorphismus
Git1/Gi = [(Giy1)/ [(Gi).
Da G,41/G; abelsch ist, ist f(G;+1)/f(G;) ebenfalls abelsch. O

Das folgende Konzept hatten Sie schon in einer Ubungsaufgabe kennengelernt.

Definition 1.10.5. Sind G, G2, G3 Gruppen und fi: Gy — Ga, fo: Go — G3 Homomorphismen, so heifit
die Sequenz

GlL)GQL)Gg
exakt, falls gilt: Bild(f1) = ker(f2).

Bemerkung I1.10.6. Ist f: G — G’ ein Monomorphismus, so ist die Sequenz

le)——Ga—T g

exakt. Ist dagegen f ein Epimorphismus, so ist die Sequenz

a1

exakt. Da es nur jeweils genau einen Homomorphismus aus der trivialen Gruppe beziehungsweise in die
triviale Gruppe gibt, muss man an den Stellen keine Abbildung benennen.

Definition 1.10.7. Die Folge

f1 f2

1 G Gs Gs 1

heifit kurze exakte Sequenz, falls sie an jeder Stelle exakt ist, also

e f; ist ein Monomorphismus
e f5 ist ein Epimorphismus und
[ Blld(fl) = kel“(fg).

Hier steht 1 fiir eine triviale Gruppe. Die Mengenklammern 148t man weg.
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Beispiel 1.10.8. Ist G eine Gruppe und N < G, so ist

1 N——G—"5G/N 1
eine kurze exakte Sequenz. Hierbei ist ¢ die Inklusion von N nach G und 7 ist die kanonische Projektion mit
N = ker(m).

Bemerkung 1.10.9. Ist

f1 f2

1 G1 Go Gs 1
exakt, so ist fi(G1) < Ga, weil fi(Gy) = Bild(f1) = ker(f2). Die Gruppe Gs ist dann isomorph zu
G2 /Bild(f1).

Sind alle beteiligten Gruppen in einer exakten Sequenz abelsch, so schreibt man auch 0 statt 1 fiir die triviale
Gruppe.

Definition 1.10.10. Sind N und H Gruppen, so heifit eine kurze exakte Sequenz

1 N o g 1

eine Gruppenerweiterung von H durch N.

Beispiele 1.10.11.
(a) Ist G = G1 X G3, so ist sowohl

1 G a-"5a, 1

als auch
p1

1— GGG ——1
eine Gruppenerweiterung. Hierbei bezeichnet i;: G; — G die Inklusion und p;: G — G; die Pro-

jektion.
(b) Ist G = N x H ein semidirektes Produkt, so ist

p

1——N—%G
eine Gruppenerweiterung mit i(n) = (n,1g) und p(n, h) = h.

()

H 1

0—>Z/2Z - Z/AZ — Z/2Z — 0

ist eine Gruppenerweiterung. Was sind die einzig moglichen Abbildungen?

Satz 1.10.12. Sind N und H aufiésbare Gruppen und ist

l—N——G—"+H—1

eine Gruppenerweiterung, so ist auch G auflésbar.

BEwEIs. Es sei
{1}=Hy<H, <...<H,=H

eine Normalreihe mit abelschen Faktoren H;y;/H; und
{1} =No<N1 <...<aN,, =N
sei eine Normalreihe mit abelschen Faktoren N;i1/N;.
Wir definieren
G i(N;), 0<j<
I ﬂ_l(Hj,m), m+1<j<m+n.

Es ist klar, dass i(Ng) <1 ... < i(N,,) und dass 71 (H;) < ... <7 Y(H,).
Da i(N,,) =i(N) < G ist auch i(N) normal in G N7~ (H;) = 7~ 1(H}). Damit ist

i(No) < ... 9i(Ny) < HH) <...<an Y (Hy) =G
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eine Normalreihe von (. Die Faktoren sind

Giy1/Gi = {NiJrl/Ni’ p<m

Hixvm/Hi—pm, i>m.

Korollar 1.10.13.
(a) Semidirekte Produkte auflosbarer Gruppen sind auflosbar.
(b) Fiir jede Primzahl p ist jede endliche p-Gruppe auflisbar.

BEWEIS. Behauptung (a) ist klar. Fiir (b) machen wir Induktion iiber |G|. Fiir |G| = p ist G abelsch. Ist
|G| > p, so hat G ein nicht-triviales Zentrum, Z(G), so dass |G/Z(G)| < |G|. Nach Induktion ist also G/Z(Q)
auflésbar. Das Zentrum ist als abelsche Gruppe auflésbar und damit ist auch G als Gruppenerweiterung

1-2Z(G)—-G—-G/Z(G)—1
auflosbar. O

Satz 1.10.14. Ist G eine endliche auflésbare Gruppe, so hat G eine Normalreihe
{1}=G0<]G1<]...<]Gn:G
mit zyklischen Gruppen G;11/G; von Primzahlordnung.

BEWEIS. Nach Satz hat eine Kompositionsreihe von G einfache Faktoren. Eine solche Komposi-
tionsreihe von G existiert, weil G endlich ist:

G6=({1}=Go<xG1<...<4G, =G)

Da G auflosbar ist, sind auch alle G; auflosbar und damit auch alle Faktoren G;41/G; als Bilder der kano-
nischen Projektionen.

Wir zeigen also das Folgende: Ist {1} # H eine endliche, einfache, auflésbare Gruppe, so ist gibt es eine
Primzahl p, so dass H zyklisch ist mit Ordnung p.

Nach Annahme ist H = H/{1} abelsch. Sei 1 # h € H. Dann gilt, dass (h) < H. Wire (h) # H, so wire
(h) eine echte normale Untergruppe von H im Widerspruch dazu, dass H einfach ist. Daher ist H = (h).
Hitte die Ordnung von h, ord(h) = n, einen echten Teiler d, so wire (h"/?) ein echter Normalteiler von H.
Also ist n eine Primzahl. |

Wir entwickeln nun eine alternatives Kriterium fiir die Auflésbarkeit einer Gruppe.

Definition 1.10.15. Es sei G eine beliebige Gruppe und g, h € G.
(a) Das Element
[9,h] :=ghg 'ht e @
heifit der Kommutator von g und h.

(b) Die Kommutatoruntergruppe von G, [G,G], ist die kleinste Untergruppe von G, die alle Kommuta-
toren enthalt.

Bemerkung 1.10.16. Ist G eine Gruppe und S C G eine beliebige Teilmenge, so sei (S) die von S erzeugte
Untergruppe von G, also die kleinste Untergruppe von G, die alle Elemente von S enthélt. Mit dieser Notation
ist
[G.G] = ({lg,hl.9,h € G}).
Man kann (S) ausdriicken als
(s)y= ) H

H<G

SCH
Oft ist es nicht einfach, solche Untergruppen explizit zu beschreiben.

Vorlesung 13
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Beispiel 1.10.17. Fiir alle n > 5 ist
[En, 2n] = An = [4n, Ar)-
Betrachten Sie dazu eine fiinfelementige Teilmenge
{a,b,c,d,e} Cn
und die Elemente g = (a,b,d) und h = (a, ¢, e). Dann ist der Kommutator
ghg™'h™' = (a,b,d)(a,c,e)(a,d,b)(a,e,c) = (a,b,c).

Also ist jeder 3-Zykel in [2,,%,] und in [A,, A,]. Damit folgt A, = [A,, A,] sofort, weil A, von 3-Zykeln
erzeugt wird. Da auflerdem

An < [Z’ruzn] < En
gilt und 3, /A, = {+1} gilt, muss A,, = [2,, ;] gelten, weil &,, # A,[X,, X, ], weil alle Elemente in [%,,, ¥,]
Signum = 1 haben.

Lemma 1.10.18. Ist G eine beliebige Gruppe und ¢ € Aut(G), so gilt
»|G,G] =[G, G].
BEwEIs. Fiir alle g, h € G gilt
¢lg, hl = p(ghg™ h™") = w(g)e(h)p(9) "t () ™" = [p(g), p(h)]
und somit ist ¢[g, h] € [G, G] und ¢[G,G] C [G, G]. Da ¢ bijektiv ist, muss die Gleichheit gelten. O
Speziell fiir innere Automorphismen ¢ = ¢ erhalten wir:
Korollar 1.10.19. Fir jede Gruppe G gilt [G,G] < G.
Definition 1.10.20. Wir definieren iterativ:
G':=G,G'=G":=[G,G]und G" = (G" ') = [G"',G"1].
Jede Gruppe besitzt die sogenannte abgeleitete Reihe
G [G,G =G >G*> ...
Als Ubungsaufgabe beweisen Sie die folgende Hilfsaussage.

Lemma 1.10.21. FEs sei G eine beliebige Gruppe und N < G. Die Restklassengruppe G/N ist genau dann
abelsch, wenn G' < N.

Hier kommt das versprochene alternative Kriterium fiir Auflosbarkeit mittels der abgeleiteten Reihe.
Satz 1.10.22. FEine Gruppe G ist genau dann auflisbar, wenn es ein m € N gibt mit G™ = {1}.

BEWEIS. Ist G™ = {1} fiir ein m, dann ist
Gm={1}<1G" <. aG' <G
eine Normalreihe von G mit abelschen Faktoren und damit ist G auslésbar.
Es sei umgekehrt G auflésbar und
{1} =Go<G1<...<G, =G

sei eine Normalreihe mit abelschen Faktoren G;11/G;. Nach Lemma [1.10.21] gilt dann [G,11, G;41] < G; fiir
alle 7.

Wir behaupten induktiv, da_uss G < _Gn__i fiir alle ¢ < n. Fiir 4 = 0 ist G° = G = G,,. Fiir den Schluss
von i auf i + 1 benutzen wir G'*! = [G?, G?] und nach Induktionsannahme ist dies eine Untergruppe von
[Gr—i, Gn—;]. Mit Lemma [[.10.21] erhalten wir wiederum, dass gilt

(Grnoi,Gni] < Gn_i-1 = Gpr_(i11),
was zu zeigen war. Insbesondere gilt dann G™ < G = {1}. O
Zum Abschluss gebe ich Thnen noch zwei wichtige Resultate an, die ich hier aber nicht beweise.
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e Theorem von Burnside [1904] (William Burnside (1852-1927))
Alle Gruppen der Ordnung p®q® mit p, ¢ prim und a,b € N sind auflésbar.
e Theorem von Feit-Thompson [1963]
Alle endlichen Gruppen G mit |G| ungerade sind auflosbar.
Walter Feit (1930-2004), John Griggs Thompson (*1932).
Der Beweis des Satzes von Burnside benutzt Darstellungstheorie, der Beweis des Satzes von Feit-
Thompson ist iiber 250 Seiten lang und benutzt Techniken, wie sie zur Klassifikation der endlichen einfachen
Gruppen gebraucht werden. Beides geht weit {iber eine Bachelor-Algebra Vorlesung hinaus.

I1.11. Abelsche Gruppen

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Klassifikation der endlich-erzeugten abelschen Gruppen. Wir mochten
jede solche Gruppe zerlegen als Produkt von Bausteinen der Form Z oder Z/p‘Z mit p prim.

Beispiel 1.11.1. Die Kleinsche Vierergruppe Ky ist isomorph zu Z/2Z x Z /27 und sie ist nicht isomorph
zu Z/4Z.

Definition 1.11.2. Eine Gruppe G heifit endlich erzeugt, falls es s1,...,s, € G gibt, so dass (s1,...,8,) =
G.

Beispiele 1.11.3.
e Jede zyklische Gruppe G = (g) ist endlich erzeugt.
e Ist G = Gy X G5 und sind G1, Gs endlich erzeugt, dann ist auch G endlich erzeugt. Warum?
e Die Gruppe SLy(Z) ist endlich erzeugt und zwar ist

Sb@pqgnnmsz<olé>T:<éi>

Wir schreiben abelsche Gruppen meistens additiv.

Definition I.11.4. Ist (G;);cs eine beliebige Familie abelscher Gruppen G;, so ist die direkte Summe der
G; die Menge aller (g;);er mit g; = 0 fiir fast alle ¢ € I und wir notieren diese als

Po.
iel
Bemerkung 1.11.5.
e Es gilt immer
B <T]e
iel iel
und so ist auch die Gruppenstruktur auf @
e Ist I eine endliche Menge, so ist

el G; definiert: komponentenweise.

Pa =[G
iel icl
Ist I unendlich und sind unendlich viele GG; nicht-trivial, so ist die direkte Summe eine echte Un-
tergruppe des Produkts.
e Wir schreiben Elemente (g;)i;er € @iel G; auch manchmal als Summe Ziel g;.- Ist a; € Z, so ist

a;g; € Gy, so dass auch ), a;g; vorkommen wird.

Definition 1.11.6. Eine abelsche Gruppe G heifit frei abelsch, falls G isomorph ist zu einer direkten Summe
unendlicher zyklischer Gruppen.

Beispiele 1.11.7.
e [[\_, Z ist frei abelsch fiir jedes endliche n € N, weil @, Z =[]\, Z. Dagegen ist []
frei abelsch. Dieses Resultat heifit auch Baers Theorem.
o Ist p € (0,1) irrational, so ist (™) unendlich zyklisch, also frei abelsch.

nEN 7 nicht
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Definition I.11.8. Ist G frei abelsch und ist X C G eine Teilmenge, so dass jedes z € X unendliche
Ordnung hat und ist
G = @ (x).

rxeX
Dann hei3t X eine Basis von G.

Diametral entgegengesetzt zu freien abelschen Gruppen sind Torsionsgruppen.

Definition 1.11.9. Es sei G eine abelsche Gruppe.

(a) Dann heifit G eine Torsionsgruppe, falls jedes g € G endliche Ordnung hat.
(b) Die Gruppe G heifit torsionsfrei, falls alle 0 # ¢g unendliche Ordnung haben.
(¢) Wir setzen

Gior :={g € G,0rd(g) < o0}

und nennen Gio, die Torsionsuntergruppe von G.
(d) Alle Elemente g € G mit ord(g) < oo heiflen Torsionselemente in G.

Beispiele 1.11.10.
e In (C\ {0},) =: G besteht Gior aus den Einheitswurzeln

Gior ={2€C,In e N, 2" =1}.

e In (R\ {0},-) gibt es nur die Torsionselemente +1.
e Es sei diag,, < GL,(C) die Untergruppe der Diagonalmatrizen in GL, (C). Dann ist (diag, )tor die
Untergruppe aller Diagonalmatrizen, die als Diagonalelemente Einheitswurzeln haben.

In der linearen Algebra haben Sie oft ausgenutzt, dass lineare Abbildungen auf der Basis eines Vektor-
raums festgelegt sind. Fiir freie abelsche Gruppen gilt ein analoges Resultat:

Satz 1.11.11. Ist G frei abelsch mit Basis X und ist G’ eine beliebige abelsche Gruppe, so gibt es fiir jede
Abbildung von Mengen f: X — G’ genau einen Homomorphismus ¢;: G — G’ mit ¢s|x = f.

BEwEIs. Wir wissen, dass G = @, y (). Somit ist jedes g € G von der Form .\ a,x mit o, € 7Z
und o, = 0 fiir fast alle 2. Wir setzen ¢¢(g) := >y o f(x). Damit ist ¢y durch f eindeutig festgelegt, es
gilt ¥ (z) = f(z) fir alle € X und nach Konstruktion ist ¢; ein Homomorphismus. O

Korollar 1.11.12. Jede abelsche Gruppe ist die Restklassengruppe einer frei abelschen Gruppe.

BEWEIS. Es sei G eine abelsche Gruppe. Setze
F:=pz.
geG

Wir wissen, dass jedes Z unendlich zyklisch ist: Z = (1). Wir schreiben das Z in Komponente g € G als
7 = (x4) und setzen

X :={z4,9 € G}.
Dann ist X eine Basis von F. Es sei f: X — G definiert als
f(zg) = g.

Damit ist f eine Abbildung von Mengen und nach Satz [[.I1.11] gibt es einen eindeutigen Homomorphismus
Yy F'— G mit ¢(zy) = ¢g. Nach Konstruktion ist ¢ ein Epimorphismus, also erhalten wir

G = F/ker(¢y).
O

Satz 1.11.13. Es seien F1, Fy zwei frei abelsche Gruppen mit Basis X, beziehungsweise Xo. Dann ist Fy
genau dann zu Fs isomorph, wenn es eine Bijektion zwischen X7 und X5 gibt.
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BEWEIS. Es sei f: X; — X, eine Bijektion mit Umkehrabbildung f~': X9 — X;. Da X; C F; und
X, C F, kénnen wir f und f~! auffassen als Abbildungen von Mengen f: X; — F, und f~': Xy — F).
Dann gibt es eindeutige Homomorphismen
Yp: Fy = Fyund ¢y Fy — Fy mit of|x, = f,op-1x, = f7h
Fiir ¢y oty gilt
'll)f © wf*1 |X2 = idF2|X2'
Genauso gilt
Vp-109p|x, =idp |x,
Da diese Abbildungen auf den Basen festgelegt sind, folgt somit
Ye-1 09y =idp, und Yy o1 =idp,
und F1 = FQ.
Fiir die Riickrichtung betrachten wir eine frei abelsche Gruppe F mit Basis X. Die Menge 2F = {2g,¢g € F'}

ist eine Untergruppe von F'. Ein Element Zre x 0z € F'ist genau dann in 2F, wenn alle o, gerade sind.
Jede Nebenklasse von 2F hat also einen Représentanten der Form

Z pex mit p, € {0,1}, p, = 0 fiir fast alle a.
reX

Wir betrachten die Restklassengruppe F/2F'. Diese ist ein Fo-Vektorraum mit Basis X.
Sind jetzt Fy, F» zwei frei abelsche Gruppen und ist F} & F5, so sind auch die Fo-Vektorrdume F} /2F;
und F5/2F5 isomorph. Dann miissen aber auch die Basen X; und X, in Bijektion stehen. O

Damit ist die folgende Zahl wohldefiniert:
Definition 1.11.14. Ist F eine frei abelsche Gruppe mit Basis X, so heifit |X| der Rang von F'.
Vorlesung 14

Satz 1.11.15. Es sei G eine abelsche Gruppe und H < G, also H < G. Ist G/H frei abelsch, so ist H ein
direkter Summand von G, also G =2 H ® Q und Q = G/H.

BEWEIS. Wir betrachten die kanonische Projektion 7: G — G/H. Es sei X eine Basis von G/H. Wir

definieren eine Abbildung von Mengen
f: X — G, f(z) =g, fiir ein gewihltes g mit m(g) = .
Wir erhalten einen eindeutigen Homomorphismus ¢¢: G/H — G mit ¢¢(z) = f(z). Es gilt
0 oq/zf(z Q) = W(Z a. f(z)) = Z Qg X,
reX reX reX
weil 7(f(x)) = x. Damit gilt
™o ’(/)f = idG/H

und vy ist injektiv.

Es sei g € ker(m) N Bild(¢s). Da g € Bild(¢), gibt es ein y € G/H mit ¢¢(y) = g. Da aber gleichzeitig
gilt, dass g € ker(m), folgt

0=m(g) =m(¢r(y) =y

Also ist y = 0 und damit auch g = ¢ (y).

Fiir alle g € G ist g — ¢#(7(g)) im Kern von =:

m(g —¥s(w(9))) = 7(g) — 7(¥s(7(g)) = (g) — 7(g) = 0.
Also kénnen wir jedes g € G schreiben als
g=9—vs(m(g)) +¢s(m(g))

mit g — ¢ (m(g)) € ker(m) und ¥ (7 (g)) € Bild(¢).
Es ist ker(w) = H, und wir haben gezeigt, dass

G = H x Bild(¢;) = H & Bild(¢).
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Da 1y ein Monomorphismus ist, ist Bild(¢y) = G/H. O

Satz 1.11.16. Ist F' frei abelsch mit endlichem Rang und ist H < F', so ist H ebenfalls frei abelsch und der
Rang von H ist kleiner gleich dem Rang von F'.

Bemerkung 1.11.17. Dieser Satz klingt selbstversténdlich; er ist aber falsch, wenn man ,abelsch“oder
»frei“als Voraussetzung weglésst: Untergruppen freier Gruppen sind zwar frei, konnen aber gréfleren Rang
haben als die urspriingliche Gruppe. Untergruppen endlich erzeugter Gruppen miissen nicht endlich erzeugt
sein.

Satz |[.11.16| gilt leicht allgemeiner: Untergruppen beliebiger frei abelscher Gruppen sind frei abelsch.

BeEwEls. Wir machen Induktion iiber den Rang von F'. Ist dieser gleich 1, so gilt F' = Z und hier sind
alle Untergruppen von der Form mZ fiir ein m € Ny. Diese Gruppen sind frei abelsch: mZ = (m) fiir m # 0
und 0 = P, Z.

Fiir den Schritt von n — 1 auf n betrachten wir ein F' mit Basis X = {z1,...,2,} und H < F. Wir
betrachten den Homomorphismus

hi H=Z, h(>_ )= on.
=1

Dann gilt ker(h) < F'NH < F’' mit F’ frei abelsch mit Basis X’ = {z1,...,2,—1}. Nach Induktionsannahme
ist ker(h) frei abelsch mit einem Rang kleiner gleich n — 1. Das Bild von h ist eine Untergruppe von Z, ist
also

7
Bild(h) & { ,  oder
0.
Also gilt ebenfalls
Z d
H/ker(h) = {o’ ocer

Nehmen wir an, dass H/ker(h) = 0, so ist ker(h) = H, also ist H frei abelsch mit einem Rang kleiner
gleich n — 1.

Ist H/ker(h) = Z, so gibt es nach Satz ein H' < H, so dass H = ker(h) ® H und H' =
H/ker(h) = Z. Damit ist H frei abelsch und

Rang(H) = Rang(ker(h))+1<n—-1+1=n.

|
Frei abelsche Gruppen sind nach Definition torsionsfrei. Es gilt eine partielle Umkehrung:
Satz 1.11.18. FEine endlich erzeugte abelsche torsionsfreie Gruppe ist frei abelsch.
BEWEIS. Es sei G eine solche Gruppe und S = {s1,...,s,} sei eine endliche erzeugende Menge. Es sei

T = {t1,...,t;} eine Teilmenge von S, die maximal ist mit der Eigenschaft, dass aus
Oé1t1+...+01ktk>:0

schon folgt, dass a; = ... = a = 0.
Fiir alle s € S\ T gibt es also Zahlen 3, 31,...,8r € Z mit

as = Pit1 + ...+ Brlg.
Da S\ T endlich ist, gibt es ein a € Z, so dass as € (T) gilt fiir alle s € S\ T. Wir definieren
f:G—=G, g~ ag.

Damit ist f ein Homomorphimus f: G — (T). Ist f(g) = 0, so ist ag = 0, aber G ist torsionsfrei. Somit
muss g schon 0 gewesen sein. Also ist f ein Monomorphimus und G ist isomorph zu einer Untergruppe von
(T). Da (T) frei abelsch ist, ist G somit auch frei abelsch nach Satz [[.11.16 O

Damit erhalten wir eine Vorstufe des Klassifikationssatzes fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen:
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Korollar I.11.19. FEine endlich erzeugte abelsche Gruppe G ist isomorph zu einer direkten Summe aus einer
frei abelschen Gruppe von endlichem Rang und einer endlichen Gruppe.

BEWEIS. Wir betrachten die Torsionsuntergruppe Gior von G. Damit ist G/Gior eine torsionsfreien end-
lich erzeugte Gruppe, also frei abelsch. Mit Satz ist Gior ein direkter Summand von G und es gibt
ein F' < G mit

G = Gtor @ F
Hierbei ist F' = G/Ghor, also frei abelsch.
Wir wissen, dass Gy, endlich erzeugt ist, also zum Beispiel
Gior = {517 sy Sn}

Jedes Elemente in Gy, also insbesondere die s; sind Torsionselemente. Es gibt also fiir jedes 1 <4 < n ein
N (i) mit N(¢)s; = 0. Damit ist aber Gy, eine endliche Gruppe. a

Wir wollen Gy, feiner zerlegen.
Definition 1.11.20. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und p sei eine Primzahl. Dann heif3t
Gp:={g € G,3In € Ny,p"g =0}
die p-primdre Komponente von G.

Satz 1.11.21. Es sei G abelsch und |G| = p* fiir eine Primzahl p und ein k € N. Ist g € G ein Element
maximaler Ordnung in G. Dann ist {g) ein direkter Summand von G.

BEWEIS. Es sei p” die maximal vorkommende Ordnung eines Elementes in G. Dann gilt fiir alle h € G,
dass p"h = 0 und ord(h) | p™.

Ist g € G mit ord(g) = p™ und G = (g), dann ist nichts zu zeigen.

Wir nehmen also an, dass (g) # G und h € G\ {(g). Es sei p™ die Ordnung von h + (g) in G/{g). Dann
muss m > 0 sein, weil sonst h € (g) wire. Weiterhin muss es ein a € Z geben, mit p™h = ag, weil p"™h € (g).

Daher gilt

0=p"h=p" Tag
und deshalb muss p a teilen. Es gibt also ein b € Z mit pb = a.
Wir setzen
x = p™  h — bg.
Dann gilt pr = p™h — pbg = 0. Andererseits ist © ¢ (g), denn sonst wire auch p™~1h € (g). Also ist

ord(z) = p und (z) N (g) = {0}.
Wir betrachten die kanonische Projektion

m: G — G/(x).
Dann hat 7(g) maximale Ordnung in G/(z) und |G /(x)| = p*~1L.

Per Induktion kénnen wir also annehmen, dass (7(g)) ein direkter Summand von G/(x) ist, also gibt es
ein V < G/(x) mit
G/(x) =V @ (n(g)).
Wir betrachten das Urbild U := 7= (V) < G.
Da V N (n(g)) = {0}, muss U N (g) C (z) gelten. Aber (z) N (g) = {0}, so dass U N {g) = {0} ist.

Es gilt weiterhin, dass (U, g) = G, weil G = 7= 1(G/(z)).
Insgesamt erhalten wir also
G=Ux{g)=Uag)

Wir kénnen die Gps weiter aufdroseln:
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Lemma 1.11.22. Es sei G eine endliche abelsche p-Gruppe fiir eine Primzahl p. Ist |G| = p™, so gibt es
eindeutige Zahlen d; € N mit

und zyklische Untergruppen H; von G mit |H;| = p%, so dass
GEZH @®...0 Hyg.

BEWEIS. Es sei g; ein Element maximaler Ordnung in G. Dann gilt mit Satz|[.11.21] dass G = (g;) & G.
Wir setzen H; = (g1) und machen weiter mit G. Wir erhalten iterativ G = H; @& ... ® Hy.
Zu zeigen ist die Eindeutigkeit der d;: Wir machen dazu wiederum Induktion. Es sei

GY = {g € G,pg =0} und Hi(l) :={h € H;,ph = 0}.

Aus G=H; ®...® Hy, folgt
W =Yg  oH".

Es gilt fiir alle 4, dass |Hi(1)| = p. Damit ist |G| = p*. Also ist k eindeutig bestimmt. AuBerdem ist
G/GY ~H /HY @... ¢ Hy/H"

und die H;/H" sind zyklisch der Ordnung p®~'. Mit Induktion iiber |G| erhalten wir also, dass die d; — 1
eindeutig sind fiir alle d; > 1. Da wir k& kennen und alle d; mit d; > 1, wissen wir auch, wie viele d; = 1
vorkommen. O

Beispiel 1.11.23. Fiir eine abelsche Gruppe G' mit |G| = p? kommen als Méglichkeiten entweder G =
ZJpZ x Z]pZ (also d = dy = 1) oder G = Z/p*Z (also d; = 2) in Betracht.

Satz 1.11.24 (Klassifikationssatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen). Es sei G eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe. Dann gibt es ein r € No und eindeutig bestimmte Primzahlpotenzen q;, 1 < j < k mit
k € Ny, so dass G/Gyor frei abelsch ist vom Rang r und

Gior 2ZL/WZ D ... BL/qrL.

BEWEIS. Wir miissen zeigen, dass Gior = G, ®. . .BG), wenn die p; die Primteiler von |Gior| = pi'-. . .-p*
sind.

Die G,, sind jeweils normale Untergruppen von Gior und sie sind p;-Gruppen, die alle Untergruppen
H < Gior mit |H| = p® enthalten. Damit sind sie die p;-Sylowuntergruppen von Gior.

Ist p; # pj, so ist Gp, N Gy, = {0}, weil jedes Element g im Schnitt sowohl pj'g = 0 als auch pj'g =0
erfiillen muss und das geht nur fiir g = 0.

Das innere Produkt der G, bis G, ist eine Untergruppe von Gy, und hat die gleiche Méchtigkeit wie
|Gior|- Damit gilt

Gior = Gp, X ... X Gy, =Gy, ... DG,
Jedes G, hat eine Zerlegung wie in Lemma O
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KAPITEL II

Elementare Ringtheorie

Vorlesung 15
Ringtheorie ist ein weitreichendes Gebiet der Algebra, welches wir hier nur kurz anreissen. Mehr dazu

finden Sie in [1l, B3}, [].
I1.1. Definitionen und Beispiele

Die folgende Definition kennen Sie aus der linearen Algebra.

Definition II.1.1.
(a) Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen
+:Rx R— Rund
T RXR—=R

heifit ein Ring, falls gilt:
(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(2) - ist assoziativ, das heifit, dass fiir alle a,b,c € R gilt

a-(b-c)=(a-d)- e

(3) Es gelten die Distributivgesetze. Fiir alle a,b, ¢ € R:

a-(b+c)=a-b+a-c

(a+b)-c=a-c+b-c.

(a) Es gibt ein Einselement 1 € R, so dass fiir alle a € R gilt:
a-l=a=1-a.
(b) Ein Ring heifit kommutativ, falls fiir alle a,b € R gilt
a-b="0b-a.

Bemerkung I1.1.2.
e Es gibt den Nullring R = {0}, der nur aus dem Element 0 besteht mit 0 +0 = 0 und 0-0 = 0.
Hier ist das Einselement gleich 0. Vorsicht: Viele allgemeine Eigenschaften von Ringen gelten fiir
den Nullring nicht und wir werden ihn oft aus unseren Betrachtungen ausschlieflen.
e Wir benutzen ,, Punkt- vor Strichrechnung® in Ringen.
e Ist 0 das neutrale Element in (R, +), so gilt:

0-a=0+0)-a=0-a+0-a
und damit ist 0 - a = 0. Analog zeigen Sie, dass auch a -0 = 0 gilt.
e Es gelten viele weitere Rechenregeln, zum Beispiel
(—a)b = —(ab) = a(-b),
weil (—a)b+ab=(—a+a)b=00=0
Definition II1.1.3.
(a) Ist R ein Ring, so heifit ein z € R eine Finheit, falls es ein y € R gibt mit zy = 1 = yax.

b 1€ Iﬂenge er 1 elten m €ezelc nel man mlt .
C ISE ]i - ]i () fllI eimen I:lllg Ii # () SO llelj;t li e1n Ccni ]76 p .
x 5 S h ceJrorper
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(d) Ein kommutativer Schiefkérper heifit Kdrper.

Beispiele I1.1.4.

e 7,Q,R und C sind kommutative Ringe und Q, R, C sind Korper.

e Ist K ein Korper, so bilden die n x n-Matrizen iiber K, M (n x n, K) einen Ring, den wir in dieser
Vorlesung mit M, (K) bezeichnen.

e Ist (R;)ies eine beliebige Familie von Ringen, so ist [, .;
weisen Addition und Multiplikation.

e Ist A eine abelsche Gruppe, so ist die Menge aller Endomorphismen von A, End(A), ein Ring: Fiir
f,g € End(A) und a € A sei

(f +9)(a) := fla) + g(a) (fg)(a) := f(g(a)).
e Ist U C R" offen, so ist
C*(U) :={f: U — R, f k-mal stetig differenzierbar}
ein kommutativer Ring mit
(f +9)() = f(z) +g(z) und (fg)(z) = f(x)g(x) fiir alle f,g € C*(U),z € U.

e Ist (M,-) ein Monoid, so ist Z[M] der Monoidring zu M: Elemente in Z[M] sind von der Form
anm, wobei nur endlich viele a,, € Z ungleich 0 sind. Die Addition ist definiert durch

Z QM+ Z bm = Z (@m + bm)m

meM meM meM

und die Multiplikation ist
(3 @) (3 bum) = 3 o
meM meM meM

R; wieder ein Ring mit der komponenten-

meM

mit ¢ =, amb,. Wichtig sind vor allem Gruppenringe, also Z[G], bei denen G eine Gruppe
ist.

e Endliche Schiefkorper sind nach einem Satz von Wedderburn immer Korper (Joseph Henry Macla-
gan Wedderburn (1882-1948)).

Definition II.1.5.
e Sind R und R’ Ringe und ist f: R — R’ eine Abbildung, so heifit f ein Ringhomomorphismus, falls
fir alle a,b € R gilt:
(a) (a+b) fla) + f(b),
(b) f(ab) = f(a)f(b) und
(c) f(1r) =1
e Fiir einen Ringhomomorphismus f: R — R’ ist der Kern von f

ker(f) :={r € R, f(r) =0r }.

Bemerkung I1.1.6. Begriffe wie Epi-, Mono- und Isomorphismen werden wie {iblich benutzt. Ein Ringho-
momorphismus ist genau dann ein Monomorphismus, wenn sein Kern nur aus der Null besteht.

Wir betrachten mehrere Sorten von Unterobjekten:

Definition I1.1.7. Es sei R ein Ring.

(a) Eine Teilmenge R’ C R heifit ein Unterring von R, falls R’ mit den Verkniipfungen aus R ein Ring
ist mit 1R = 1R’-

(b) Eine Teilmenge I C R heifit ein Linksideal (beziehungsweise Rechtsideal) in R, falls (I,+) eine
Untergruppe von (R,+) ist und wenn fir alle r € R und y € I gilt: ry € I (beziehungsweise
yr € 1).

(c) Ein Ideal in R ist eine Teilmenge I C R, die sowohl Rechts- als auch Linksideal ist. Mdchte man
das betonen, sagt man auch manchmal beidseitiges Ideal.
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Beispiele II1.1.8.
e In einem kommutativen Ring sind alle Linksideale auch Rechtsideale und umgekehrt.
e In jedem Ring R sind sowohl {0} als auch R Ideale.
e Ist R kommutativ und y € R, so ist die Teilmenge
yR :={yr,r € R}

ein Ideal. Ideale dieser Form heifilen Hauptideale und werden mit (y) abgekiirzt.

e In R = 7Z ist fiir ein Ideal I insbesondere (I,+) < (Z,+), also ist I von der Form nZ mit n € Ny.
Jede dieser Teilmengen nZ ist ein Ideal.

o Ist R = M3(K) fiir einen Kérper K. Dann ist

{5 Yo
(s §)rer)

ein Rechtsideal, aber beides sind keine beidseitigen Ideale. Zum Beispiel ist
a 0\ (z y\ _ (ax ay
(b 0) (z w) o (bx by) ¢r.
Satz I1.1.9. Ist I ein beidseitiges Ideal eines Ringes R, so ist die Gruppe (R,+)/(I,+) definiert. Sie erhilt
ewne Multiplikation durch

ein Linksideal in R und

(r+D(s+1):=rs+1
und wird damit zu einem Ring, dem Restklassenring, R/I.

BEWEIS. Wir zeigen, dass die obige Multiplikation wohldefiniert ist. Es sei also 7’ = r+x und s’ = s+y
mit x,y € I. Dann ist nach Definition

(r+D('+ D=0+ I=r+a)(s+y) +I=rs+ry+azs+ay+1I.

Da aber ry + xs + xy € I sind, ist dies gleich rs + I.
Das Element 15+ I ist das Einselement von R/I. Die Assoziativitit und die Distributivgesetze vererben
sich von R auf R/I.
O

Bemerkung II.1.10.

e Die kanonische Projektion m: R — R/I ist ein Ringhomomorphismus und surjektiv.

e Ist I ein beidseitiges Ideal in R, so gibt es eine Bijektion zwischen der Menge der Ideale J C R mit
I C J und den Idealen J C R/I, wobei J gerade 7~ 1(J) ist. (Vergleiche Blatt 2, Aufgabe 3)

e Ist f: R — R’ ein Ringhomomorphismus und ist J C R’ ein Ideal in R, so ist f~1(J) immer ein
Ideal in R: Es ist klar, dass (f~1(J),+) < (R, +). Ist x € f~1(J) und r € R, so ist rz € f~1(J),
weil f(rz) = f(r)f(x) € J. Genauso folgt zr € f~1(J).

e Insbesondere ist f~1({0g }) = ker(f) immer ein beidseitiges Ideal in R fiir alle Ringhomomorphis-
men f.

Vorlesung 16

I1.2. Ideale, Nullteiler und Charakteristik

Das Wort Ideal steht fiir ideale Zahl. Ideale wurden als Verallgemeinerungen von Zahlen eingefiihrt. Wie
fiir Zahlen definieren wie einige Rechenoperationen auf Idealen:

Definition II.2.1. Es sei R ein Ring und I, J und I, fiir v € I seien Ideale von R.

(a) I+J:={i+j,i€l,je J}ist ein Ideal von R.
(b) ﬂ I, ist ein Ideal von R.
yel’
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IJ=1-J={> irje,ir € I,ji € J,n € No}
k=1
ist ein Ideal von R.
(d) Speziell fiir I = J ist 1?2 = I - I definiert und wir setzen induktiv I™ := I - I"~! fiir n € N und
I°:=R.

Bemerkung 11.2.2. Es gilt immer, dass [ - J C I N J gilt, weil jedes ixjr mit ix € T und jry € Jin INJ
liegt und damit auch jede endliche Summe solcher Elemente.

Beispiel 11.2.3. Ist R =Z und [ = nZ, J = mZ, so ist I.J = (nZ)(mZ) = (nm)Z aber
INJ=nZNmZ={x€Z,n|zund m |z} = kgV(n,m)Z.
Insbesondere miissen IJ und I N J nicht gleich sein. Zum Beispiel ist (2Z)(6Z) = 12Z, aber 2Z N 6Z = 6Z.

Satz II.2.4 (Isomorphiesatz fiir Ringe). Ist f: R — R’ ein Ringhomomorphismus und ist I C R ein Ideal
mit I C ker(f), so gibt es genau einen Ringhomomorphismus f: R/I — R’ mit fom = f.

R—f>_ R

=
\// E Caif

Speziell fiir I = ker(f) erhalten wir einen Isomorphismus
f: R/ker(f) — Bild(f).

BEWEIS. Der Beweis ist vollig analog zu dem Beweis im Kontext von Gruppen.

Die Forderung f om = f zwingt uns, f(r + I) = f(r) zu setzen. Damit ist f eindeutig festgelegt,
wohldefiniert und eine Ringhomomorphismus; das rechnen Sie nach.

Fiir I = ker(f) ist f dann injektiv, weil aus

Fr+1) = £(r) = 0
folgt, dass f € ker(f) ist. Damit ist f ein Isomorphismus auf Bild(f). a
Das folgende Phidnomen kennen Sie schon aus dem Ring der quadratischen Matrizen:

Definition I1.2.5. Es sei R ein Ring.

(a) Ein a € R heifit ein Linksnullteiler (bezichungsweise Rechtsnullteiler), falls es ein x € R\ {0} gibt
mit az = Op (beziehungsweise xa = 0).
(b) Ein Nullteiler ist ein Links- oder Rechtsnullteiler.

Lemma I1.2.6. Ist a € R kein Linksnullteiler, so folgt aus ax = ay schon, dass x =y ist. Ist b € R kein
Rechtsnullteiler, so folgt aus xb = yb, dass x =y ist.

BEWEIS. Ist az = ay, so erhalten wir a(x — y) = Or und da a kein Linksnullteiler ist, impliziert dies
x —y =0, also x = y. Der andere Fall geht analog. O

Definition I1.2.7.
(a) Ist R # 0 ein kommutativer Ring und hat R keine Nullteiler # Og, so heifit R ein Integrititsbereich.
(b) Ein Integritétsbereich, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heifit ein Hauptidealring.

Beispiele I1.2.8.
e Ist R ein Korper, so ist R ein Integrititsbereich.
e Wir wissen schon, dass Z ein Hauptidealring ist.
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e Sind Ry, R (kommutative) Ringe, so hat R; x Ry immer Nullteiler, weil fiir alle 11 € R; und
ro € Ro gilt
(7"1, ORz)(OR1 ’ TQ) = (ORI ’ 0R2) = ORl X Rz -
Produkte von Ringen sind also niemals Integritdtsbereiche.
e Der Ring Z/nZ hat nicht-triviale Nullteiler, wenn n nicht prim ist. Ist n = ab, a,b # 1,n, so ist
a#0+#b, aber 0 =n = ab = ab.
Lemma I1.2.9. Fir jeden beliebigen Ring R gibt es genau einen Ringhomomorphismus von Z nach R.

BEWEIS. Da (R, +) eine abelsche Gruppe ist, ist fiir alle n € Z und alle r € R das Element nr € R
definiert. Ist f: Z — R ein Ringhomomorphismus, so muss f(1) = 1r gelten. Damit ist fiir alle n € Z

J0) = fn-1) =n- 1.
Dadurch ist f aber schon festgelegt und existiert fiir alle R. (]

Definition I1.2.10. Wir bezeichnen den eindeutigen Ringhomomorphismus von Z nach R mit xp.
Das eindeutig bestimmte n € Ng mit nZ = ker() heifit die Charakteristik von R und wird mit Char(R)

notiert.
Beispiele I1.2.11.

e Es gilt Char(Z) = 0, weil xz = idy.

e fiir 1 #n € Nist Char(Z/nZ) = n, weil

Xz/nz = T: L — L/nZ

und weil ker(7) = nZ.
Fiir Q gilt Char(Q) = 0, weil xg(z) = = # 0 fir alle z # 0.
Allgemeiner gilt: Ist R ein Integritétsbereich, so ist Char(R) = 0 oder Char(R) = p fiir eine Primzahl
p. Wire Char(R) =n =abund 1 # a,b € N, so wiire

OR:n~1R:(ab)-lR:(a~lR)(b~1R)

aber a,b < n.
e Sie wissen schon, dass Z/pZ ein Korper ist fiir jede Primzahl p und Char(Z/pZ) = p.

I1.3. Primideale und maximale Ideale

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschliellich kommutative Ringe.

Definition II1.3.1.
(a) Ein Ideal p C R heifit Primideal, falls p # R und falls gilt: Ist ab € p, so ist a € p oder b € p.
(b) Ein Ideal m C R heiflt mazimal, falls m # R und falls es kein Ideal I C R gibt mit
mCICR.
Primideale und maximale Ideale geben hochwertige Restklassenringe:

Lemma I1.3.2. FEs seien p und m Ideale in R. Dann gilt

(a) Das Ideal m ist genau dann mazimal, wenn R/m ein Kdrper ist.
(b) Das Ideal p ist genau dann ein Primideal, wenn R/p ein Integritdtsbereich ist.

BeEWwEIS. Fiir (a) wissen wir, dass R/m keine echten Ideale hat, falls R/m ein Korper ist. Damit gibt es
dann keine Ideale zwischen m und R.

Ist m umgekehrt maximal und ist z € R\ m, so ist zR # m. Damit ist m eine echte Teilmenge von m+zR
und m + zR ist ein Ideal in R. Wegen der Maximalitdt von m muss dann m + xR = R sein. Insbesondere
gibt es ein y € R und ein z in m, so dass 1g = z + xy gilt. Damit ist z + m aber eine Einheit in R/m und
somit ist

(B/m)”* = (B/m) \{0p/m}.

Zu (b): Ist R/p ein Integritétsbereich, so ist dies dquivalent dazu, dass aus

(a+p)b+p)=p

folgt, dass a oder b aus p ist und das ist genau die Eigenschaft von p prim zu sein. O
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Bemerkung I1.3.3. Lemmal[[l.3.2] besagt auch, dass jedes maximale Ideal ein Primideal ist. Die Umkehrung
gilt nicht: Fiir R = Z sind die Ideale der Form pZ fiir p prim Primideale und auch maximal, weil Z/pZ ein
Korper ist. Da Z Integritiitsbereich ist, ist (0) = 0Z ein Primideal, aber es ist nicht maximal.

Die Ideale der Form nZ fiir n weder 0 noch prim sind keine Primideale. Wir wissen schon, dass Z/nZ
dann entweder der Nullring ist (fiir n = 1) oder echte Nullteiler hat.

Fiir das folgende Resultat nehmen wir an, dass das Lemma von Zorn oder dquivalent dazu das Auswahl-
axiom gilt.

Satz I1.3.4.
(a) Jeder kommutative Ring R # 0 besitzt ein mazimales Ideal.
(b) Ist {Or} # I C R ein Ideal, so gibt es ein mazimales Ideal m mit I C m.

BEWEIS. Die Behauptung (b) folgt aus (a), indem wir den Ring R/I betrachten. Wir zeigen also (a).
Wir setzen
S:={I C R,I1deal, I # R}.
Dann ist S nicht leer, weil (0) € S.
Wir definieren eine partielle Ordnung auf .S, indem wir sagen, dass I < J ist, wenn I C J.
Es sei T eine total geordnete Teilmenge von S. Wir setzen

Jr = U I
IeT
und behaupten, dass Jr eine obere Schranke fiir T ist.

e Fiir alle I € T gilt I < Jr, weil nach Konstruktion I C Jr.

e Es gilt Jr € S: Sind a,b € Jr, so gibt es I,J € T, mit a € I, b € J. Da T total geordnet ist, gilt
I C J oder J C I. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass I C J. Dann sind
a+beJCJIrund za € J C Jp fiir alle x € R. Damit ist Jr ein Ideal in R.

e Wire Jr = R, so wire insbesondere 1z € Jp. Dann gibt es ein I € T mit 1z € I, aber dann ist
I = R im Widerspruch zu I € S.

Das Lemma von Zorn gibt nun, dass S ein maximales Element hat. Dies ist ein maximales Ideal in R. [
I1.4. Teilerfremdheit und Teilbarkeit
Definition I1.4.1. Zwei Ideale I, J in einem kommutativen Ring R heiflen teilerfremd, falls I + J = R gilt.

Bemerkung I1.4.2. Damit sind I und J genau dann teilerfremd, wenn es ein x € I und ein y € J gibt mit
r+y=1g.
Sind I und J teilerfremd, so gilt auch
IJ=1InJ:

IstaeINnJundsind z € I, y € J mit x +y = 1r gegeben, so ist
a=a-lg=alz+y)=ar+ayelJ+1J=1J.
Im Kontext von Gruppen hatten wir analoge Resultate zu dem Folgenden:

Satz 11.4.3. Ist 0 # R ein kommutativer Ring und sind I1,..., I, Ideale in R, die paarweise teilerfremd
sind. Dann gilt:

(a) I ist teilerfremd zu Iy - ...« Ly - Lixq - ... - I, fiir 1 < i< n.
() I ... I, =Ny L.
(c) Die Projektion ¢: R — ]\, R/I; induziert einen Isomorphismus

R/ -...- I, = HR/IZ».
i=1

Vorlesung 17
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BEWEIS. Wir zeigen (a). Die restlichen Beweise laufen analog zu denen fiir Gruppen. Fiir ein festes i
gilt wegen der paarweisen Teilerfremdheit der Ideale fiir alle j # 4, dass es ein x; € I; und ein y; € I; gibt
mit z; + y; = 1r. Damit kénnen wir die 1 schreiben als

1r = H(x] +y;)=y1--.. Yim1-Yit1- ... Yn + Restterme.
J#i
Da die Restterme alle ein x; € I; erhalten, gilt
lp=s+r
mitse€ly-...-I_1-Iy1-...- I, und r € I;. Das zeigt (a). a

Definition I1.4.4. Es sei R ein Integritéitsbereich und a,b € R.

(a) Wir sagen a teilt b (a | b), falls es ein ¢ € R gibt mit ac = b.

(b) Wir nennen a assoziiert zu b, falls a | b und b | a.

(c) Ein p € R heifit Primelement oder prim, falls p # 0 und falls (p) = pR ein Primideal ist.

(d) Ein u € R heifit irreduzibel oder unzerlegbar, falls u # 0, v ¢ R*, und wenn aus v = ab mit a,b € R
folgt, dass a oder b eine Einheit ist.

Beispiel I1.4.5. Ein p € Z ist genau dann ein Primelement in Z, wenn p eine Primzahl ist.
Im Ring der GauBschen Zahlen Z[i] ist 1 + i ein Primelement. Eine Primzahl p € Z ist nicht unbedingt
ein Primelement in Z][i].

Lemma I1.4.6. Fin u € R ist genau dann irreduzibel, falls R # (u) # (0) und falls fir alle a € R gilt:
(u) C (a) = (a) = (u) oder (a) = R.
BEWEIS. Ist (u) C (a), dann ist a ein Teiler von u, also gibt es ein b € R mit ab = u. Da u irreduzibel
ist, ist @ € R* oder b € R*. Im ersten Fall ist (a) = R. Im zweiten Fall ist (u) = (a).
Fiir die Riickrichtung schreiben wir « = ab, also (u) C (a). Damit folgt nach Annahme, dass (a) = (u)

ist oder (a) = R. Im ersten Fall muss b € R* sein, im zweiten ist a € R*.
O

Satz 11.4.7. FEs sei R ein Integritdtsbereich.
(a) Ist p € R prim, so ist p irreduzibel.
(b) Ist R ein Hauptidealring, so gilt

p st prim < p st irreduzibel.
Auflerdem gilt: Ist 0 # p ein Primideal in R, so ist p auch mazximal.

BEWEIS. Fiir (a) schreiben wir p = ab und p sei prim. Dann gilt, p | a oder p | b. Wir nehmen ohne
Beschriinkung der Allgemeinheit an, dass p | a. Aber a und b teilen beide p. Damit folgt, dass p assoziiert
ist zu a. Schreiben wir a explizit als a = ¢p, so folgt

p=ab=bep=(1—-bc)p=0=1—bc=0=be R*.

Also ist p auch irreduzibel.

Fiir (b) nehmen wir an, dass p irreduzibel ist. Dann gibt es keine echten Ideale oberhalb von (p), also
ist R/(p) ein Kérper und (p) ist ein maximales Ideal. Damit ist (p) auch ein Primideal und p ist prim.

Ist 0 # p ein Primideal und R ist ein Hauptidealring, so ist p = (p) fiir ein Primelement p. Damit ist p
dann aber auch maximal mit dem gleichen Argument wie oben. ]

Definition I1.4.8. Es sei 0 # R ein kommutativer Ring. Zu a,b € R heifit d € R ein grifiter gemeinsamer
Teiler von a und b (d = ggT(a,b)), falls gilt:

d|a,d|bund fir alle x € R mit = | a,z | b gilt x | d.

Analog heifit ein v € R ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b (v = kgV(a, b)), falls gilt: a | v
und b | v und fiir alle x € R mit ¢ | z und b | z gilt v | z.
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Es ist iiberhaupt nicht klar, dass solche Objekte existieren. Was sollte zum Beispiel der kgV von 2 + 10Z
und 5 + 10Z in Z/10Z sein?
Ist der ggT und der kgV jeweils eindeutig, falls er existiert?

Satz I1.4.9. Ist R ein Hauptidealring, so gibt es zu je zwei a,b € R ein ggT(a,b) und ein kgV(a,b).

BEWEIS. Zu a,b € R ist (a) + (b) wiederum ein Ideal in R, also von der Form (a) + (b) = (d) fiir ein
d € R. Da (a) C (d) und (b) C (d) gilt, dass d | a und d | b. Ist © € R mit = |  und x | b gegeben, so gilt

(d) = (a) + (b) C (),

also z | d und d = ggT(a,b).

Analog ist (a) N (b) wieder ein Ideal in R, also

(a) N (b) = (v) fiir ein v € R.

Dann ist (v) C (a) und (v) C (b), also a | v und b | v. Ist © € R gegeben mit a | z und b | z, so ist

(z) € (a) N (b) = (v)
also v |  und v = kgV(a, b). O

Definition I1.4.10. Ist R ein Integritéitsbereich, so heiflen a,b € R teilerfremd, falls 1 = ggT(a, b).
Aus dem, was wir bereits gezeigt haben, erhalten wir sofort die folgenden Aquivalenzen:

Korollar I1.4.11. Ist R ein Hauptidealring und a,b € R, dann sind dquivalent:

(a) a und b sind teilerfremd,
(b) (a) und (b) sind teilerfremd,
(c) es gibt z,y € R: ax + by = 1g.

I1.5. Faktorielle und noethersche Ringe
Wir schreiben a ~ b, falls a und b zueinander assoziiert sind.

Satz I1.5.1. Fir einen Integrititsbereich sind dquivalent:
(a) Jedes 0 # a € R, a ¢ R* lisst sich als endliches Produkt a = uy - ... - uy schreiben, wobei die u;
unzerlegbar sind. Gilt
G=UL e Uy =V ... Uy
mit v; unzerlegbar, so ist n = m und es gibt ein o € Xy, mit u; ~ vy fir alle 1 <@ < n.
(b) Jedes 0 # a € R, a ¢ R* lisst sich als endliches Produkt a = uy - ... - u, schreiben, wobei die u;
unzerlegbar sind und jedes unzerlegbare Element u € R ist auch prim.

BeEWwEIS. Fiir (a) = (b) nehmen wir an, dass u € R unzerlegbar ist und a, b seien aus R mit « | ab. Dann
gibt es also ein d € R mit ud = ab.

Ist a = 0 (oder b = 0), so teilt u a (oder b).

Ist a € R* (oder b € RX), so ist ua='d = b (oder ub~'d = a), so dass u | b (oder u | a).

Wir konnen also annehmen, dass 0 # a,b und a,b ¢ R*. Damit ist dann auch 0 # d und d ¢ R*. Wir
schreibena =p;-...-pp, b=¢q1-... @y und d = vy - ... v, mit unzerlegbaren p;, ¢; und v,. Damit ist dann
auch

Ud=UV1 ... Vg =P1" - Dnq1----" Gm
und nach Voraussetzung ist dann k£ +1 = n+m und es gibt ein p; mit u ~ p; oder es gibt ein ¢; mit ¢; ~ u.
Dann teilt u aber a oder b.
Fiir (b) = (a) Nehmen wir an, dass
A=UL e Uy =V e Uy
mit u;, v; unzerlegbar, also auch prim. Wir machen Induktion nach n + m.

Ist n+m =2, so ist a = u; = vy.
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Ist n+m > 2, s0 gilt uy | v1 - ... Uy. Da uy prim ist, gibt es ein j, so dass u; | v;. Da beide Elemente

unzerlegbar sind, gibt es ein A € R* mit Au; = v; und somit ist

Uy ... Up :>\1)1 Ceee U510 UL Vj41  Um
und kiirzen ergibt

UQ'..."LLn:)\’Ul'..."Ujfl"l}j+1'..."l}m.
Nach Induktionsannahme ist dann n — 1 = m — 1 und u; ist jeweils assoziiert zu einem vy fiir 1 < £ # j < m.
Da uy ~ vj, folgt die Behauptung. |
Definition I1.5.2. Ein Integrititsbereich, der die Eigenschaften aus Satz hat, heifit faktorieller Ring.

Beispiele I1.5.3.
e Der Ring Z[v/—5] ist nicht faktoriell. Wir betrachten dazu die Normabbildung
N:Z[V=5] = Z, x+yv/—5+ 2®+5y°

Fiir u € {3,2 4+ /5,2 — v/=5} ist N(u) = 9. Nehmen wir an, dass u = ab. Dann ist N(u) = 9 =
N(a)N(b), weil die Norm multiplikativ ist. Die Werte N(a) = 3 oder N(b) = 3 kénnen aber nicht
angenommen werden. Damit ist N(a) = 1 oder 1 = N(b) und somit miissen a und b Einheiten sein.
Die Elemente sind also 3,2 + v/—5,2 — /=5 alle unzerlegbar, aber

9=3.3=(2+vVB)2—vV5),

so dass die Zerlegung nicht eindeutig ist.
e Der Ring der Gauflschen Zahlen Z[i] ist faktoriell.

In faktoriellen Ringen kénnen Sie mit ggTs und kgVs rechnen wie in Z:
Korollar I1.5.4. Es sei R ein faktorieller Ring. Sind 0 # a,b € R mit
a:spli1 ~...~pr", b:tp’f1 p’fL

mit s,t € R*, Ui, k; € N undpy,...,p, eine Menge von paarweise nicht assoziierten unzerlegbaren Elementen
in R, so gilt:

(a)

a|lbe b <k firalel <i<n.
(b) Ist m; = min(¢;, k;) und M; = max(¢;, k;), so ist

Hp = ggT(a,b) und Hp = kgV(a,b).

i=1
(¢c) Fiir alle c € R gilt: Tezlt a das Produkt be und ist 1 = ggT(a,b) so gilt a | c.

O

Korollar I1.5.5. Ist R ein faktorieller Ring, so gibt es zu einem festen 0 # a € R nur endlich viele
verschiedene Hauptideale (b) mit (a) C (b).

BEWEIS. Ist a € R*, so ist (a) = R und die Behauptung gilt trivialerweise. Es sei also a keine Einheit.
Dann schreiben wir a als

a=Up" ... Up
mit unzerlegbaren u;. Ist (a) C (), so gibt es ein d € R mit a = db. Dann muss b assoziiert sein zu u;, - .. .-u;,
fiir 1 <4 <...<ig<nund (b) = (us, ... Uj)- O

Satz I1.5.6. Ein Integritdtsbereich ist genau dann faktoriell, wenn jedes unzerlegbare Element prim ist und
jede aufsteigende Kette von Hauptidealen

(ao) C (al) C...

stationdr wird, das heifst, es gibt ein ng € N mit (am) = (an,) fir alle m > ng.
Vorlesung 18
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BEWEIS. Die Richtung = folgt direkt mit Korollar Fiir die Riickrichtung definieren wir
H:={(a) CR,0#a¢ R*,a ist kein Produkt von unzerlegbaren Elementen}.

Annahme, H # &. Hat H kein maximales Element, so gilt sofort, dass es eine aufsteigende Kette von
Hauptidealen gibt, die nicht abbricht.
Hat H ein maximales Element (a), so ist a selbst nicht unzerlegbar. Es gibt also b,c € R, b,c ¢ R* mit
a = bc. Dann ist
(a) S (b) und (@) < ()

und da (a) maximal ist, konnen (b) und (c¢) nicht in H liegen. Damit kénnen wir b und ¢ als Produkt von
Unzerlegbaren schreiben, aber dann auch a, was im Widerspruch zu a € H steht. Also ist H = @. (]

Definition I1.5.7. Es sei R ein kommutativer Ring. Dann heifit R noethersch, falls jede aufsteigende Kette
von Idealen
IhclC...

stationir wird.

Amalie (,Emmy“) Noether (1882-1935). Der Begriff der noetherschen Ringe ist grundlegend fiir die
gesamte Ringtheorie. Korper sind natiirlich noethersche Ringe, aber auch Z und K[X], falls K ein Korper
ist. Ist R noethersch, so auch R/I fiir alle Ideale I C R. Der Hilbertsche Basissatz besagt, dass fiir jeden
noetherschen Ring R auch R[X] noethersch ist.

Satz I1.5.8. Fir einen kommutativen Ring R sind dquivalent:

(a) R ist noethersch,
(b) In jeder nicht-leeren Menge von Idealen in R gibt es ein mazimales Element beziiglich der Inklusion,
(c) Jedes Ideal I C R ist endlich erzeugt; es gibt also ai,...,a, € R, so dass

I=(ay,...,an) = (a1)+ ...+ (an).

BeEwEIS. Fiir (a) = (b) zeigen wir = (b) = —(a). Es sei also 91 eine solche Menge von Idealen in R
ohne maximales Element. Es gibt also fiir jedes I; € 9 ein I, € M mit [; C [5. Wir kénnen damit eine
aufsteigende Folge von Idealen konstruieren, die nicht stationér wird.

Fiir (b) = (c) betrachten wir ein Ideal I C R und wir setzen

N :={J C R Ideal , J endlich erzeugt und J C I}.

Dann ist 9 # &, weil fiir jedes « € I gilt, dass (z) C I. Es sei m € M ein maximales Element und x € I.
Ist I = 0, so ist nichts zu zeigen. Wir kénnen also annehmen, dass x # 0. Das Ideal (x) + m ist endlich
erzeugt und (z) +m C I. Damit ist (z) +m aber in M und die Maximalitdt von m besagt (z) + m = m.
Dann ist £ € m und somit ist jedes Element von I in m, so dass I C m. Es gilt nach Annahme m C I, also
insgesamt m = I. Damit ist I endlich erzeugt.

Fiir (¢) = (a) betrachten wir eine aufsteigende Kette von Idealen Iy C I; C .... Dann ist auch
=&
i€Np
ein Ideal in R. Nach Annahme ist J = (a4, ...,a,) fiir a; € R. Es gibt also fiir jedes 1 < i < n ein N(4) mit
a; € Ingy. Wir setzen N :=max{N (i), 1 <7 < n}. Damit ist J = Iy und die Kette wird stationér. O

Korollar I1.5.9. Ist R ein Hauptidealring, so ist R faktoriell und noethersch.

BEWEIS. Ist I C R ein Ideal, so ist I = (a), also insbesondere endlich erzeugt. Damit ist R noethersch.
Wir wissen schon, dass jedes unzerlegbare Element auch prim ist. Ist a € R, so gibt es ein maximales Ideal
m mit (a) C m. Aber m = (p) fiir ein Primelement p. Also gilt (a) C (p) und somit a = pb fiir ein b. Die
Iteration dieses Arguments gibt die Zerlegung von « in Primelemente, also in Unzerlegbare. (Il

Sie kennen euklidische Ringe aus der linearen Algebra. Sie wissen, dass diese Hauptidealringe sind, also
gilt:

Korollar I1.5.10. Euklidische Ringe sind faktoriell und noethersch.
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Als Beispiele haben wir Z, K[X] fiir einen Korper K, Z[i], Z[v/2] und viele mehr. Wir haben aber auch
schon gesehen, dass Z[v/—5] nicht faktoriell ist.

I1.6. Lokalisierungen und Quotientenkdrper

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschliefilich kommutative Ringe. Wir wollen aus einem Ring R
Ringe konstruieren, die R enthalten, die aber mehr Einheiten besitzen als R. Im besten Fall méchten wir
Ringe in Korper einbetten.

Definition I1.6.1. Eine Teilmenge S C R eines kommutativen Ringes R heif3t multiplikativ abgeschlossen,
falls gilt:

(a) 1r €5,

(b) Mit s,t € S ist auch st € S.

Beispiele I1.6.2.
e In jedem kommutativen Ring sind S = {1z} und S = R multiplikativ abgeschlossen.
Ist R ein Integrititsbereich, so ist S = R\ {Og} multiplikativ abgeschlossen.
In Z ist S = {p",r € Ny} multiplikativ abgeschlossen fiir jede Primzahl p.
In Z ist auch die Menge S = Z \ (p) multiplikativ abgeschlossen fiir jede Primzahl p.

Sie wissen, wie Sie Q aus Z konstruieren. Die allgemeine Form dieser Konstruktion ist die folgende:

Definition I1.6.3. Es sei R ein kommutativer Ring und S C R sei multiplikativ abgeschlossen. Die Lokali-
sierung von R an S ist ein Ring R[S™!].
Als Menge ist R[S™1] = R x S/ ~, wobei

(a,s) ~ (bt) © JueS: (at —bs)u=0.

Hierbei definiert ~ eine Aquivalenzrelation auf R x S und wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von (a, s) mit
[a, s].
Wir definieren

[a, s][b, t] := [ab, st] und [a, s] + [b, t] := [at + sb, st].
Bemerkung 11.6.4.

e Es gilt (a,s) ~ (a,s), weil mit u = 1 gilt: (as — sa)lg = 0. Gibt es u,v € S mit (at — bs)u = 0 und
(br — ct)v =0, also (a, s) ~ (b,t) und (b,t) ~ (¢, ), so ist auch

(ar — cs)tusvr =0

und ~ ist transitiv. Die Relation ist sichtbar symmetrisch.
e Sie rechnen nach, dass die Multiplikation und die Addition auf R[S~!] wohldefiniert sind.
e Damit ist R[S™!] immer ein kommutativer Ring.
e Es kann aber vorkommen, dass R[S™!] der Nullring ist!

(a,s) ~(0,1) &3 eS:at=0.

Ist 0 € S, dann ist also insbesondere R[S™!] = 0.
e Wir wollen R mit R[S~!] verbinden. Es sei pg: R — R[S™!] der Ringhomomorphismus mit ¢(r) =
[r,1]. Dann ist fiir alle s € S

[37 1][173] = [878] ~ [1’ 1] = 1R[S*1]7

also ist pg(S) C R[ST1]*.
e Der Kern von g ist
ker(pg) ={r € R,[r,1] = [0,1]}
={reR,3dse S :rs=0}
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Satz I1.6.5 (Universelle Eigenschaft von ¢g). Ist f: R — R’ ein Ringhomomorphismus mit f(s) € (R')*
fiir alle s € S, so gibt es genau einen Ringhomomorphismus

f:R[S™Y = R mit fops=f.

BEWEIS. Ist f o g = f ein Ringhomomorphismus, so ist fiir alle r € R und s € S
flr = Fles(r) = f(r) und f[L,s] = f(ls,07") = f(ls, )" = f(s) 7"
Dadurch ist f auf beliebigen Elementen [r, s] € R[S™!] festgelegt, weil [r, s] = [r, 1][1, 5], also
flros] = f(r)f(s)™"

Wir miissen also nur zeigen, dass dieses f wohldefiniert ist. Ist also (r,s) ~ (a,t), so gibt es ein u € S
mit (rt — as)u = 0. Damit ist auch

0= (f(r)f(t) = f(a)f(s))f(u).
Aber f(u) € (R')*, so dass auch gilt
0= f(r)f(t) = fla)f(s) & f(r)f(t) = fla)f(s) & F(r)f(s)"" = fla)f(t)

und das ist gerade die Gleichung f[r,s] = fla,t]. O

Definition I1.6.6. Ist R ein Integrititsbereich, so heifit R[(R\{0g})~!] der Quotienkérper von R, Quot(R).
Beispiel I1.6.7. Fiir R = Z ist Quot(Z) = Q, wobei [r, s] € Quot(Z) dem Element £ € Q entspricht.

In Quotientenkérpern verwenden wir die Notation % fiir [r, s].
Definition I1.6.8. Ist p C R ein Primideal, so heifit R[(R \ p)~!] die Lokalisierung beziiglich p.

Oft finden Sie auch Lokalisierung an p oder Lokalisierung weg von p. Man benutzt die Notation Ry, also
zum Beispiel Z,) fiir eine Primzahl p. Diese Ringe sind in der Zahlentheorie und der algebraischen Geometrie
sehr wichtig und sie kommen h#ufig in der algebraischen Topologie vor.

Satz I1.6.9. Fir ein Primideal p eines kommutativen Ringes R # 0 hat R, ein einziges mazimales Ideal
m, = {[a, s] € Ry,a € p}.

BEWEIS. Sie rechnen nach, dass m, ein Ideal ist.
Ist x € R, \ m, so ist ¢ = [a,s] mit a ¢ p. Damit hat aber « das Inverse [s,a] und somit sind alle
Elemente auflerhalb von m, invertierbar. Damit ist m, ein maximales Ideal und eindeutig. O

Bemerkung I11.6.10.
e Fiir my, schreibt man auch oft pR,,.
e Kommutative Ringe mit nur einem einzigen maximalen Ideal heiflen lokale Ringe.
e Es gibt Varianten der Lokalisierung fiir nicht-kommutative Ringe. Die sind aber komplizierter.

Vorlesung 19
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I1.7. Polynomringe

Vieles in diesem Abschnitt kennen Sie schon aus der linearen Algebra. Alle in diesem Abschnitt betrach-
teten Ringe sind wieder kommutativ.

Definition I1.7.1. Fiir einen kommutativen Ring R sei der Polynomring in einer Unbestimmten X, R[X],
die Menge aller Abbildungen f: Ny — R mit der Eigenschaft, dass f(n) = 0 ist fiir fast alle n € Ny.
Das Nullpolynom ist die Funktion 0(n) = Op fiir alle n € Ny und das Einselement ist

1 =
)y =" n =0,
0, n#0.
Fir f,g € R[X] sei

(f +9)(n) = f(n) + g(n) und (fg)(n Zf g(n — j) fiir n € No.

Bemerkung 11.7.2.
e R[X] ist ein kommutativer Ring.
e Wie iiblich identifizieren wir f € R[X] mit

> fn)x
n€eNy
e R ist ein Unterring von R[X] vermittels der Abbildung i: R — R[X], die ein r € R auf i,.(0) = r
und i,.(n) = 0 fiir n # 0 schickt. In der alternativen Schreibweise entspricht dies dem konstanten
Polynom mit konstantem Term 7.
e f(n) € R heifit der nte Koeffizient des Polynoms f.

Sie kennen auch schon den Grad eines Polynoms:

Definition I1.7.3.
(a) Ist 0 # f € R[X] so heifit das groBite n € Ng mit f(n) # 0 der Grad von f, Grad(f) und f(n) heifit
dann der Hdéchstkoeffizient von f.
(b) Wir setzen Grad(0) = —oc.
(c) Ein f € R[X] heiit normiert, falls sein Hochstkoeffizient gleich 15 ist.

Satz I1.7.4. Fir den Grad gelten die Rechenregeln

(a) Grad(f + ¢) < max(Grad(f), Grad(g)),
(b) Grad(fg) < Grad(f) + Grad(g).
(¢c) Ist R ein Integrititsbereich, so gilt Grad(fg) = Grad(f) 4+ Grad(g).

Bewels. Fiir (a) rechnen Sie das direkt nach. Wir betrachten n = Grad(f) und m = Grad(g). Ohne
Einschriankung sind f, g # 0, weil sonst die Behauptung in (b) sichtbar wahr ist. Dann ist

fg= Z en X ¢ =0 fiir alle h > n + m.

heNy
Ist f=>",a;X und g = Z;n:() bj X7 mit a, # 0 # by, S0 ist Cppm = anbm. Das zeigt (b). Ist R ein
Integritétsbereich, so ist auch ¢4, # 0, also gilt (). O

Korollar I1.7.5.
(a) Der kommutative Ring R ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn R[X] es ist.
(b) In diesem Fall gilt R[X]* = R*.

BEWEIS. Behauptung (a) folgt direkt daraus, wie R ein Unterring von R[X] ist. Fiir (b) nehmen wir an,
dass fg = 1gx) gilt. Wir erhalten die Gleichung fiir den Grad

Grad(fg) = Grad(f) + Grad(g) = Grad(1g[x]) =0
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Dies geht nur, wenn Grad(f) = Grad(g) = 0 ist, und damit liegen f, g im Unterring R C R[X] und sind dort
invertierbar. (Il

Lemma I1.7.6. Ist p: R — R’ ein Ringhomomorphismus zwischen kommutativen Ringen und ist a € R'.
Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus

0ot R[X] = R’ mit . (X) = a und pa|r = .

BEWEIS. Die Bedingungen legen ¢, eindeutig fest, so dass

<Pa( Z b, X™) = Z gp(bn)a”

neNy neNy

mit ¢ = 1.. O

Ist ¢ = idg, so gibt es also fiir alle a € R die Abbildung ¢, : R[X] — R, die ein Polynom f € R[X] auf
die Auswertung des Polynoms an a, f(a) abbildet.

Definition II.7.7. Ist 0 # f € R[X] ein Polynom, so heifit ein b € R eine Nullstelle von f, falls f(b) = Og
ist.

Definition I1.7.8. Es sei R C R’ ein Unterring, i: R — R’ sei die Inklusion und a € R’ sei fest gewihlt.
Dann gibt es nach Lemma [I1.7.6| einen Ringhomomorphismus 4, : R[X] — R’ mit i,(X) = a und i,|r = 1.

(a) Ist 4, injektiv, so heiBt a transzendent iber R.
(b) Ist ker(i,) # {0}, so heifit a algebraisch iber R.

Bemerkung I1.7.9.
e Das Bild von 7, besteht aus allen Elementen der Form

Z bpa™ mit b,, = 0 fiir fast alle n
nENp

und Bild(4,) ist ein Unterring von R’, der mit R[a] bezeichnet wird.
o Ist i, injektiv, so gilt R[X]| = Ra] und damit erfiillt das Element a keine algebraische Relation.
e Ist der Kern von ¢, nicht-trivial, so gibt es b,, € R mit

En: bia' =0
1=0

und somit ist a eine Nullstelle des zugehorigen Polynoms.

Den folgenden Satz kennen Sie aus der linearen Algebra. Wer sich noch gut daran erinnert, kann diesen
Satz gerne iiberspringen.

Satz I1.7.10. Ist R ein Integrititsbereich, 0 # g € R[X| und der Hochstkoeffizient von g sei invertierbar in
R. Dann gibt es fir alle f € R[X] eindeutige Polynome q,r € R[X] mit

f =gq+r und Grad(r) < Grad(g).

BEwEILs. Wir betrachten zuniichst den Fall, dass f = 0 ist oder dass f # 0 aber Grad(f) < Grad(g) ist.
In diesem Fall setzen wir ¢ = 0 und r = f.

Es sei also f # 0 und M := Grad(f) > Grad(g) =: N. Wir beweisen die Behauptung durch absteigende
Induktion nach M. Fiir M = N korrigiert ¢ den Hochstkoeffizienten und r sammelt die abweichenden Anteile
niedrigeren Grades auf.

Es sei also M > N und wir schreiben f = Zf\io a; X" und g = Z;V:o b; X7 mit apy # 0 # by. Nach
Voraussetzung ist by invertierbar in R.

Wir definieren

h:=f— aMb;,lXM_Ng.
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Nach Konstruktion ist der Koeffizient bei XM fiir h gerade ap; — aMb;\,le = 0 und damit ist der Grad
von h echt kleiner als M. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also ¢o,7 € R[X] mit Grad(r) < N und
h = qog + r. Damit kénnen wir auch f zerlegen:
f=h+auby' XM Ng = (g0 + anby' XM N)g 47
und wir setzen ¢ = qo + aMijlXM*N. Das zeigt die Existenz der Zerlegung.
Zur Eindeutigkeit: Ist f = gg +r = pg + s, so dass Grad(r), Grad(s) < Grad(g) gilt, so ist
(g—plg=s—r.

Es gilt aber Grad((q — p)g) = Grad(q — p) + Grad(g), wihrend Grad(s — r) < Grad(g) ist. Das geht nur,
wenn ¢ — p = 0 ist und damit ist auch s —r = 0, also sind ¢ = p und r = s. ]

Korollar I1.7.11. Ist R ein Integrititsbereich und ist 0 # f € R[X]. Dann ist genau dann b € R eine
Nullstelle von f, wenn (X — b) ein Teiler von f ist.

BEWEIS. Es ist Grad(X —b) = 1 und der Hochstkoeffizient ist 1z. Damit gibt es eindeutige ¢,r € R[X]
mit f = ¢(X —b) +r und Grad(r) < 1. Da f(b) = 0 ist, ist auch r(b) = 0, somit muss r = 0 sein. O

Teilt (X — b)"™ ein Polynom f, aber (X — b)"*! teilt f nicht, dann heifit b auch eine n-fache Nullstelle
von f.

Die Polynomdivision mit Rest wie in Satz [I1.7.10|ergibt, dass K[X] ein eukidischer Ring ist, falls K ein
Korper ist. Also erhalten wir:

Korollar I1.7.12. Ist K ein Kérper, so ist K[X] ein Hauptidealring und damit faktoriell und noethersch.
Es gilt auch eine Umkehrung:
Satz I1.7.13. Ist R[X] ein Hauptidealring, so ist R ein Korper.

BEWwEIS. Der Ring R ist ein Unterring von R[X] und somit ein Integrititsbereich. Wir betrachten den
Ringhomomorphismus
fo: R[X] = R, fo(X) =0, folr =id,
das heifit fy wertet Polynome g € R[X] auf null aus:
fo(g) = 9(0).
Der Kern von fy ist ein Ideal in R[X] und da R ein Integritétsbereich ist, ist ker(fo) ein nichttriviales

Primideal, also maximal. Damit ist R[X]/ker(fo) = Bild(fy) ein Kérper. Da fy surjektiv ist, ist also R ein
Korper. O

Den folgenden Satz kennen Sie auch schon aus der linearen Algebra:
Satz I1.7.14. Ist R ein Integrititsbereich, so besitzt jedes 0 # f € R[X| hochstens Grad(f) viele Nullstellen.

BEWEIS. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber den Grad von f. Ist Grad(f) = 0, so hat
f gar keine Nullstellen.

Ist A € R eine Nullstelle, so zerlegen wir f wie eben als f = (X — A)g mit Grad(g) = Grad(f) — 1.
Nach Induktionsvoraussetzung hat g dann hochstens Grad(f) —1 viele Nullstellen und daher hat f héchstens
Grad(f) viele Nullstellen. O

Es gilt das folgende wichtige Resultat:
Satz II.7.15 (Kleiner Fermat). Es sei p eine Primzahl. Fir alle a € Z gilt a? = a € F,.

BeEWEIS. Fiir a = 0 gilt natiirlich 0 = 0 € F,,. Ist @ # 0, so ist @ € F¥ und dies ist eine Gruppe der
Ordnung p — 1. Also gilt @*~! =1 und a? = a € F). O

Vorlesung 20
Der Kleine Fermat besagt auch, dass das Polynom f = Haer(X — a) gleich dem Polynom X? — X ist.
Beide haben jedes a € F,, als Nullstelle, aber X” — X hat Grad p, somit kann es nicht mehr Nullstellen haben
und ist gleich f.
Wir erhalten damit das folgende wichtige Resultat:
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Satz I1.7.16. Ist K ein Korper und ist G < K \ {0} eine endliche Gruppe, so ist G zyklisch.

BEWEIS. Die Gruppe G ist nach Voraussetzung abelsch und endlich. Es seien p1, ..., p, die Primzahlen,
die |G| teilen und S(p;) sei die p;-Sylowuntergruppe von G. (Es gibt jeweils eine eindeutige, weil G abelsch
ist.) Ahnlich wie im Beweis des Klassifikationssatzes endlich erzeugter abelscher Gruppen (Satz
folgern wir, dass G das direkte Produkt ihrer Sylowuntergruppen ist:

G=S(p1)x...xS(pr).

Die S(p;) sind normal, weil G abelsch ist und es gilt S(p;) N S(p;) = {1x}.

Nehmen wir an, es gibt ein 4, so dass S(p;) nicht zyklisch ist. Damit gilt fiir alle g € S(p;), dass die
Ordnung von g, ord(g), echt kleiner ist als |S(p;)|. Damit muss es eine p;-Potenz ¢ geben mit ¢ < |S(p;)| und
99 = 1k fiir alle g € S(p;). Aber das Polynom X7 — 1 hat hochstens ¢ Nullstellen.

Damit sind alle Sylowuntergruppen von G zyklisch und

G=58(p1)x...xS(p,) 2L/ T x ... x LIptr

und da die p; paarweise teilerfremd sind, ist dies isomorph zur zyklischen Gruppe Z/ (pli1 N 0 V//
Z/|G|Z.

Ol

Bemerkung I1.7.17. Wir kénnen induktiv Polynomringe in mehreren Unbestimmten als
R[Xl,XQ] = (R[Xl])[XQ], - ,R[Xl, e ,Xn] = R[Xl, e aXn—l][Xn}

definieren. Elemente in R[X7,...,X,] kénnen Sie schreiben als
k
Z aklv---,anll X'r]inv
k1,..;kn=20
wobei wiederum ay, .., € R und ag, .., =0 fiir fast alle kq,. .., k, gilt.

I1.8. Irreduzible Polynome

Wir untersuchen, wann Polynomringe R[X| faktoriell sind und behandeln ein Kriterium fiir die Irredu-
zibilitdt von Polynomen. Beachten Sie bitte, dass faktorielle Ringe immer Integritdtbereiche sind.

Lemma I1.8.1. FEs sei R ein Integrititsbereich und a € R.
(a) Die kanonische Surjektion m: R — R/(a) induziert eine Surjektion
T RIX] = (R/(a))[X]
und
RIX]/(a) = (R/(a))[X).
(b) Ein a € R ist genau dann prim in R, wenn a prim in R[X] ist.
BEWEIS. Im Kern der Surjektion R[X] — (R/(a))[X] liegen die Polynome, deren Koeffizienten alle
Vielfache von a sind. Sie bilden aber gerade das von a erzeugte Hauptideal in R[X]. Das zeigt (a).
Ein a € R ist genau dann in R prim, wenn R/(a) ein Integritétbereich ist. Aber genau dann ist auch der

Ring (R/a)[X] ein Integritéitsbereich, der nach (a) isomorph ist zu R[X]/(a). Dies ist aber #quivalent dazu,
dass a prim in R[X] ist. O

Satz I1.8.2. Es sei R # 0 ein kommutativer Ring. Ist R[X] faktoriell, so auch R.

BEWEIS. Esseia € R, a # 0 und a ¢ R*. Als Element im faktoriellen Ring R[X] hat a eine eindeutige
Zerlegung
a=ep1(X) ... -p-(X)
mit € € R[X]* = R* und irreduziblen Polynomen p; € R[X], die im faktoriellen Ring R[X] auch prim sind.
Diese Polynome haben dann alle Grad 0, also p;(X) = m; € R.
Nach Lemma [[T.8.] sind die m; auch prim in R. Somit besitzt jedes a # 0 a € R eine Darstellung
a=¢Em ... Tp

mit € € R* und Primelementen 7; € R. Fiir jedes irreduzible Element « ist diese Zerlegung von der Form
a = emy. Mit m ist dann aber auch a prim. Also ist R faktoriell. O
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Um die Umkehrung zu zeigen, brauchen wir einige Vorbereitungen.
Definition I1.8.3. Es sei R ein faktorieller Ring und 7 € R irreduzibel. Wir betrachten die Abbildung
wr: R — Ny U {o0},

die definiert ist durch w,(0) = oo und fiir a # 0 von der Form a = 7¢a’ mit 7 { o/ durch w;(a) = e. Wir
setzen sie auf K = Quot(R) fort durch

wr: K — Z U {o0}, % — wr(a) — we(b).
Die Abbildung w, heifit die zum Primelement m gehdrige Exponentialbewertung von K.
Bemerkung I1.8.4. Rechnen Sie bitte nach, dass fiir alle z,y € K gilt

wr(zy) = wr(z) + wr(y),
wr(z + y) 2 min (wr(z),wr (y)) -

Wir kénnen w, auf den Polynomring K[X] fortsetzen, indem wir definieren

wr: K[X] > ZU{0}, wr (Z aiX’) = miin{wﬂ(ai)}.
i
Es gilt
(I1.8.1) wrlef) =wr(e) +wr(f)
fir alle c€ K, f € K[X].
Lemma I1.8.5. Es sei R ein faktorieller Ring und m € R prim. Fir je zwei Polynome f,g € K[X] gilt:
wr(9f) = wx(g) +wx(f).

BEWEIS. Indem wir einen Hauptnenner fiir die Koeffizienten des Polynoms bilden, finden wir fiir jedes
f € K[X] ein ¢ € R, so dass cf € R[X]. Wegen reicht es daher aus, die Behauptung fiir f,g € R[X]
zu zeigen.

Es sei nun g = 7@ g; und f = 7%~ f; mit w,(g1) = wx(f1) = 0. Damit ist auch

gf = @ genNg f = goml@ten(fg 7
und

wﬂ'(gf) = w‘ﬂ'(g) +wa(f) + ww(91f1)~
Es bleibt somit zu zeigen, dass

wr(g1f1) = 0.
Wire wr(g1f1) > 0, so teilt 7w g1 f1. Nach Lemma [[1.8.1] ist = auch prim im Polynomring, also miisste 7 f;
oder gy teilen, so dass w;(g1) > 0 oder w,(f1) > 0 gelten miisste. O

Definition II.8.6.
(a) Essei f € RIX], f(X) =1, aX" mit Grad(f) > 1. Dann heifit f primitiv, falls die Koeffizienten
von f keinen echten gemeinsamen Teiler haben, also ggT(ao,...,a,) = 1.
(b) Es sei R faktoriell, f € R[X], Grad(f) > 1. Dann gibt es eine Darstellung von f

f=ag, mit a € R\ {0}, g € R[X] primitiv,

wobei a der ggT der Koeffizienten ist und damit bis auf Einheiten eindeutig. Das Hauptideal (a)
heifit Inhalt von f.

Aus Lemma konnen Sie folgern, dass gilt
Inhalt(gf) = Inhalt(g) - Inhalt(f).
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Lemma I1.8.7. Es sei R faktoriell, K := Quot(R) und g € R[X]| mit Grad(g) > 1. Ist g primitiv, so gilt:
Ist g irreduzibel in K[X], so auch in R[X]

BEWEIS. Es sei g € R[X] irreduzibel in K[X]. Wir nehmen an, dass wir g schreiben konnen als g = ab
mit a,b € R[X] C K[X]. Da g irreduzibel in K[X] ist, ist einer der Faktoren, etwa a eine Einheit, a €
K[X]* = K*. Also liegt @ in K* N R[X]| = R\ {0}. Damit ist g genau dann in R[X] irreduzibel, wenn man
aus den Koeflizienten keinen gemeinsamen Faktor in R herausziehen kann, also wenn g primitiv ist. |

Beispiel I1.8.8. Das Polynom g(X) = 2X +4 ist irreduzibel in Q[X], nicht in aber in Z[X], da g = 2(X +2)
und 2 zwar eine Einheit in @Q, aber nicht in Z ist. Das Polynom ist allerdings auch nicht primitiv.

Satz I1.8.9 (Satz von GauB). Ist R faktoriell, so auch R[X]. Genauer gilt: Sei R faktoriell mit Quot(R) = K
und ist Py (beziehungsweise Po) ein Reprisentantensystem fir die Klassen assoziierter Primelemente von
R (beziehungsweise von K[X], bestehend aus primitiven Polynomen in R[X]).

Dann ist R[X] faktoriell und 1 UPy ist ein Reprisentantensystem der Klassen assoziierter Primele-
mente von R[X].

BEWEIS. Der Ring K[X] ist ein Hauptidealring und daher faktoriell. Jedes Primelement in K[X] ist
assozilert zu einem primitiven Polynom in R[X]. Daher existieren die geforderten Repriisentantensysteme.
Wir wollen zeigen, dass ein beliebiges Element g € R[X] eindeutig als Produkt von Elementen in 31 U5
und einer Einheit geschrieben werden kann. Dazu fassen wir g zunéchst als Element des faktoriellen Rings
K[X] auf. Dort finden wir eine Zerlegung
g=a []

JEB2
mit a € K* und ey > 0, so dass fast alle e gleich 0 sind. Diese Zerlegung ist eindeutig in K[X], weil dieser
Ring faktoriell ist.

Fiir jedes m € P, gilt nach Lemma
0< Wﬂ(g) = wﬂ(a> + Z efwfr(f) = Wﬂ(a)a
fePB2
weil alle f primitive Polynome in R[X] sind.
Da somit wy(a) > 0 fir alle 7 € P ist, ist a € R. Es sei also a = ¢ ]_[7T€q31 m¢" die Primfaktorzerlegung
von a im faktoriellen Ring R mit ¢ € R*, so dass die e, fast alle 0 sind. Auch diese Zerlegung ist eindeutig.
Insgesamt erhalten wir eine Zerlegung in irreduzible Faktoren

g=c¢ H e H fer

mEP1 FeB2
in R[X], weil 7 auch in R[X] prim ist und f auch in R[X] irreduzibel ist. Diese Zerlegung ist eindeutig, so
dass R[X] faktoriell ist. O
Korollar I1.8.10. Es sei R faktoriell, K := Quot(R) und g € R[X]| mit Grad(g) > 1. Ist g irreduzibel in

R[X], so ist es irreduzibel in K[X].

BEWEIS. Es sei g irreduzibel in R[X]. Nach dem Satz von Gaufl schreibt sich g = ef mit ¢ € R* und
f € PBs. Damit ist aber g auch irreduzibel in K[X]. O

Vorlesung 21

Satz I1.8.11 (Lemma von Gaufl). Es sei R faktoriell, K = Quot(R) und f € R[X]. Lésst sich f als Produkt
von normierten Polynomen g,h € K[X] schreiben, f = gh, so liegen deren Koeffizienten schon in R, also
g,h € RIX].

BEWEIS. Der Beweis benutzt Bewertungen im faktoriellen Ring R[X]. Es sei 7 € R prim. Da f € R[X]
liegt, ist w,(f) = 0. Da g, h normierte Polynome sind, ist

wr(g) < wr(1) =0,
wr(h) < wz(1) =0.
Aus Lemma [[L.8.5] folgt wx(f) = wr(g) + wx(h). Damit ist aber wy(g9) = wx(h) =0 und g, h € R[X]. O
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Korollar I1.8.12. Es sei R faktoriell und K = Quot(R). Es sei f = X" +a, 1 X" '+...+a1 X +ag € R[X]
ein normiertes Polynom und « € K sei eine Nullstelle von f. Dann liegt « € R und « teilt ag = f(0).

BEWEIS. Nach den Annahmen existiert in K[X] die Zerlegung f(X) = (X — a)g(X) mit einem nor-
mierten Polynom ¢(X) € K[X]. Nach dem Lemma von Gau$ ist dann X — a € R[X] und g € R[X]. Damit
liegt aber « € R. Ferner gilt ag = f(0) = —ag(0), also teilt « ap. O

Dieser Satz besagt insbesondere, dass die Nullstellen normierter Polynome mit ganzen Koeffizienten
entweder ganze Zahlen sind oder irrational. Sind sie ganz, so kommen auch nur die Teiler des Absolutkoef-
fizienten ag in Frage. Betrachtet man zum Beispiel das Polynom f(X) = X™ — 2 mit n > 2, so sieht man,
dass alle n-ten Wurzeln aus 2 irrational sein miissen.

Wir wollen nun noch ein wichtiges Kriterium herleiten, mit dem wir irreduzible Polynome erkennen
konnen. Dies ist zentral fiir die Galoistheorie. Zur Vorbereitung beweisen wir den folgenden Satz:

Satz I1.8.13. Es sei R ein Integrititsbereich und p C R ein Primideal. Wir setzen die kanonische Projektion
R — R/p zu einer Surjektion

R[X] — R/p[X]
fort. Es sei f(X) = an X"+ ---+ag € R[X] primitiv mit @, # 0 in R/p. Ist dann f irreduzibel in R/p[X],
so st f auch irreduzibel in R[X].

Bemerkung I1.8.14. Die Umkehrung gilt nicht! Wir werden sehen, dass fiir jede Primzahl p f(X) =
X? — p € Z[X] irreduzibel ist, aber f(X) = X? = X - X ist in Z/pZ[X] reduzibel.

BEWEIS. Angenommen, wir finden eine Darstellung f = gh mit g,h € R[X]. Da f primitiv ist, kann
man keinen Faktor in R aus f herausziehen. Also haben g und h Grad grofier gleich 1.
Aus der Darstellung f = gh und der Tatsache, dass a,, # 0 ist, folgt, dass

Grad(g) = Grad(g) > 1 und Grad(h) = Grad(h) > 1.

Da p prim ist, ist 12/p ein Integritéitsbereich, also sind alle Einheiten Polynome vom Grad 0, also R/p[X]* =
R/p*. Man hat somit einen Widerspruch zur Irreduzibilitét von f in R/p[X]. O

Satz I1.8.15 (Irreduzibilitéitskriterium von Eisenstein). Es sei R ein Integrititsbereich und f(X) = a, X"+
oo+ a1 X' +ag € R[X] primitiv. Es sei m € R prim und es gelte

(a) {an,

(b) mla; firo<i<n—1,

(c) 7t aop.

Dann ist f irreduzibel in R[X]. Ist R faktoriell, so ist f nach Korollar|Il.8.10 auch irreduzibel in Quot(R)[X].
Fin primitives Polynom mit den obigen Eigenschaften heifit Fisensteinpolynom beziiglich m € R.

BEWEIS. Da 7 prim ist, ist R/(7) ein Integritéitsbereich. Wire f reduzibel, so hiitte man f = gh mit
r = Grad(g) > 1 und s = Grad(h) > 1, weil f primitiv ist. Dies hitte eine entsprechende Zerlegung in
R/(m)[X] der Form

f=gh
zur Folge. Aus Bedingung (a) folgt Grad(g) =  und Grad(h) = s und aus Bedingung (b) kénnen wir f
berechnen als
f=a,X".

Da R/(7) Integrititsbereich ist, existiert der Quotientenksrper K = Quot(R/(w)). Wir fassen f als
Element des Rings K[X] auf, der als Hauptidealring faktoriell ist. In diesem Ring sind die einzig moglichen
Zerlegungen von f als f = gh von der Form

g=pX", h=~X®mitf,y € K, sodass By = a,.

Dar,s > 1, ist g(0) = h(0) = 0.
Also teilt 7 sowohl g(0) also auch h(0), so dass 72 das Produkt g(0)h(0) = ag teilt im Widerspruch zu
Bedingung (c). O
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Beispiel 11.8.16. Es sei a € Z \ {£1} quadratfrei, das heifit fiir alle p € Z prim gilt p? { a. Dann ist
X™ — a € Z|X] nach dem Eisenstein-Kriterium irreduzibel.

Bemerkung I1.8.17. Wir werden das Eisenstein-Kriterium vor allem auf normierte Polynome anwenden.
Diese sind immer primitiv.
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KAPITEL III

Galoistheorie

Vorlesung 22

Galoistheorie hat vielfaltige Anwendungen, die von der Behandlung algebraischer Gleichungen bis hin
zu geometrischen Problemen reichen. So kann man zum Beispiel mit der Hilfe der Galoistheorie zeigen, dass
man nicht zu jedem Winkel © mit Zirkel und Lineal den Winkel ©/3 konstruieren kann (s. [5, F14, Seite
62]). In dieser Vorlesung behandeln wir nur einen kleinen Ausschnitt der Galoistheorie. Wer das vertiefen
mochte, kann das zum Beispiel mit [1, [4, (5] [6], [7] tun.

IT1.1. Koérpererweiterungen

Definition III.1.1.
(a) Es sei K ein Korper. Ein Korper L mit K C L heifit eine Kdorpererweiterung von K.
(b) Ein Kérper K’ mit K C K’ C L heifit ein Zwischenkdrper von K und L.
(c) Ist L eine Korpererweiterung von K, so ist L insbesondere ein K-Vektorraum. Die Dimension
dimg L heifit der Grad der Kérpererweiterung und wird mit [L : K] notiert.
(d) Ist [L: K] < 00, so heiit K C L endlich.

Beispiele III.1.2. Die Korpererweiterung R C C hat [C : R] = 2, weil zum Beispiel (1,4) eine geordnete
Basis von C als R-Vektorraum ist. Dagegen hat die Kérpererweiterung Q C R Grad [R: Q] = oo.

Satz II1.1.3. Fiir Korpererweiterungen K C K' C L gilt
[L:K'|[K':K]=[L:K].

BEWEIS. Ist eine der beteiligten Korpererweiterungen unendlich-dimensional iiber K, so gilt die Gleich-
heit. Also sei
[L:K'|=nund [K': K]=m, n,m < oco.
Es sei e1,...,e, eine Basis von L iiber K/ und fi,..., f,;, sei eine Basis von K’ iiber K. Wir behaupten,
dass dann

B: (elflv"~aelfmae2f17'"a62fm7"'7enf17"'7€nfm)

eine Basis von L iiber K ist.
Ist z € L so konnen wir z schreiben als

n
T = Z)\,-ei mit \; € K’
i=1
und ebenso kénnen wir jedes A; schreiben als A\; = w;1f1 + ... 4 fim frn mit u;; € K. Somit ist

v=> wijfie

,J
und B ist ein Erzeugendensystem von L iiber K.
Ist ), j ij fie; = 0, so muss Zj wij f; = 0 gelten, weil eq, ..., e, eine Basis ist. Dann ist aber auch jedes
wij =0, weil fi1,..., fi, eine Basis ist. Also ist B auch linear unabhéngig. (]

Definition ITI.1.4. Ist K C L eine Korpererweiterung und ist S C L eine Teilmenge, so setzen wir

K©S)= (] K
KCK'CL
SCK’
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und nennen K(S) den von S iber K erzeugte Zwischenkdrper.
Ein Zwischenkdrper K C L' C L heifit endlich erzeugt, falls L' = K(S) mit |S| < oo.

Bemerkung II1.1.5. Ist S = {s1,...,8,}, so schreiben wir K(s1,...,s,) fir K({s1,...,8,}).

Der Korper K(S) ist wirklich ein Zwischenkérper von K und L und er ist der kleinste solche Zwi-
schenkorper, der S enthalt.

Wie sieht K (S) aus? Ist S = {s1,..., 8}, so enthiilt K(S) alle polynomialen Ausdriicke

K[S]:={f(s1,...,8n), f € K[X1,...,Xn]}.

Aber K(S) ist ein Korper, so dass alle nicht-trivialen Elemente f(si,...,$,) invertierbar sind. Er ist der
Quotientenkorper von K[S]:

K(S) = Quot(K[S]).
Er besteht also aus allen
f(s1y...y80)
(81,4 8n)
mit f,g € K[X1,...,X4], 9(s1,...,8n) #0.
Beispiel IT1.1.6. Es sei S C R die Menge S = {v/2}. Dann ist Q(v/2) der kleinste Zwischenkérper Q C
Q(v2) C R der v/2 enthilt. Da \/52 =2¢€Q, aber /2 ¢ Q, hat Q(+/2) die Basis (1, v/2) iiber Q und es gilt

[Q(v2): Q] =2.

Definition III.1.7. Sind K’ und K" Zwischenkérper von K und L, so sei K’ - K" := K'(K"). Dies heifit
das Kompositum von K' und K”.

L

|

K . K" = K/'(K"

(K")

K/ / \ KU
\ ) /

Bemerkung II1.1.8. Uberlegen Sie sich, dass gilt

K/(K//) — K”(K,).

Statt nach Korpererweiterungen zu fragen, kénnen wir umgekehrt fragen, welche Kérper in einem gege-
benen Korper enthalten sind. Was ist der kleinste Korper, der in einem Korper enthalten ist?

Definition II1.1.9. Der kleinste Korper, der in einem Korper K enthalten ist, heifit Primkdorper von K.

Ist K ein Korper, so haben wir die charakteristische Abbildung xx: Z — K mit xx(1) = 1k, also
XK (n) =n-1g. Der Kern von xj ist ein Ideal in Z, aber damit ist ker(xx) = (n) fiir ein n € Ny, weil Z ein
Hauptidealring ist. Wir wissen nach Beispiel dass n = 0 oder n = p fiir eine Primzahl p sein muss.

Ist n = p eine Primzahl, so gilt Z/pZ = Bild(xx) C K, also ist F,, C K.

Ist n = 0, so ist xx injektiv und Z ist ein Unterring von K. Damit ist aber Q = Quot(Z) ein Teilkérper
von K.

Definition IT1.1.10. Ist K C L eine Korpererweiterung und ist a € L, so heifit K C K(a) eine einfache
Korpererweiterung von K.
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Wir hatten in Definition die Definition algebraischer und transzendenter Elemente kennengelernt.
Zur Erinnerung sei ¢: K — L die Inklusion und a € L. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus
iq: K[X] — L mit i4|g = ¢ und i,(X) = a. Ist i, injektiv, so war a transzendent, andernfalls ist es
algebraisch.

Ist i, injektiv, so erhalten wir einen Isomorphismus i,: K[X] — K[a] = K[{a}] und K (a) ist isomorph
zum Quotientenkorper

K(X) = Quot(K[X]).
Damit gilt
[K(a): K] = o0,
weil die Elemente a™,n € Z linear unabhéngig sind.

In R sind e und 7 transzendent iiber Q. Die Beweise dafiir sind aufwendig. Einen Beweis fiir die Trans-
zendenz von 7 finden Sie zum Beispiel in [5l, §17].

Ist dagegen a algebraisch, so gilt

0 # ker(i,) C K[X]
und damit ist ker(i,) = (f) fiir ein 0 # f € K[X]. Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass f
normiert ist. Da ker(i,) ein Primideal sein muss, ist f ein Primelement und daher irreduzibel in K[X]. Somit
ist f das Polynom kleinsten Grades mit f(a) = 0 und den Eigenschaften normiert und nichttrivial zu sein.

Definition III.1.11. Ein solches f heifit das Minimalpolynom von a diber K und wird mit m,_ g notiert.

Wie kann man m, g zu einem Minimalpolynom der linearen Algebra in Beziehung setzen?
Im Beweis des folgenden Satzes ist enthalten, wie man K (a) durch m, g beschreiben kann.

Satz II1.1.12. Ist a algebraisch iiber K und [K(a) : K] = n, dann bilden die Elemente 1,a,...,a" ! eine
Basis von K(a) iiber K.

BEWEIS. Der Ring K[X]/(mq k) ist ein Kérper, weil m, x nicht trivial und prim ist, so dass (mq, k)
maximal ist. Eine Basis als K-Vektorraum von K [X]/(m,_ k) besteht aus den Restklassen von 1, X, ..., X" 1.
Wir wissen, dass i, : K[X]| — K[a] ein Epimorphismus mit ker(i,) = (mq, k), so dass
ia: K[X]/(ma k) = Kld]
gilt. Damit ist aber Ka] = K(a) und i4(1) = 1,i,(X) = a,...,io(X" 1) = a"~! eine Basis von K(a). O

Definition IT1.1.13. Eine Korpererweiterung K C L heiflt algebraisch, falls jedes a € L algebraisch ist iiber
K.

Satz I11.1.14. Jede endliche Kirpererweiterung ist algebraisch.

BEWEIS. Essei K C L endlich und @ € L. Dann ist K C K (a) ebenfalls endlich, weil
[L:K(a)][K(a): K] =I[L:K].
Damit ist @ nicht transzendent, weil sonst [K (a) : K| = co wiire. O

Beispiel II1.1.15. Ist d # 1, d € Z eine quadratfreie Zahl, so ist Q(\/&) eine algebraische Erweiterung

von Q und [Q(\/ﬁ) : Q] = 2: Das Element Vd erfiillt die algebraische Gleichung \/(32 = d € Q, daher ist es
algebraisch und (1,v/d) ist eine Basis iiber Q.

Satz I11.1.16.
(a) Ist eine Korpererweiterung K C L algebraisch und endlich erzeugt, so ist K C L endlich.
(b) Sind K C L und L C L' algebraisch, so auch K C L'.

BEwEIs. Fiir (a) sei L = K(aq,...,a,). Nach Annahme sind die a; algebraisch iiber K, also ist K (a1)
algebraisch iiber K, K (ay,as) ist algebraisch iiber K(a1) und schlielich ist K (aq,...,a,) algebraisch iiber
K(ay,...,an—1). Fiir den Korpergrad gilt:

[L:K]= H[K(al»“'aai) cK((ar,. .. ai-1)).
i=1
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Da jeder Faktor endlich ist, ist es auch das Produkt.

Fiir (b) sei a € L’ beliebig. Nach Voraussetzung ist a algebraisch iiber L, so dass es ein 0 # f € L[X]
gibt, also f = ag+a1 X +...4a, X", und dass gilt f(a) = 0. Damit ist a algebraisch iiber L= K(ag,...,an).
Da die a; € L sind, gilt L C L. Nach Konstruktion ist L endlich erzeugt iiber K und mit (a) folgt dann dass
L endlich ist iiber K. Fiir den Korpergrad gilt

[L(a) : L][L : K] = [L(a) : K]
und daher ist [L(a) : K] endlich, so dass a algebraisch ist iiber K. O

Vorlesung 23

Beispiele II1.1.17.
e Ist p € N prim, so ist {/p irrational fiir alle n > 2 und f = X™ —p ist irreduzibel in Q[X] nach Satz

11.8.150 Also ist m 5.0 = X" —p und [Q(3/p) : Q] = n.

e Ist K ein Korper, so ist K(X) = Quot(K[X]) eine Korpererweiterung von K. Diese ist endlich
erzeugt aber nicht endlich, weil X", n € Z linear unabhéngig ist.

IT1.2. Algebraischer Abschluss

Das Folgende wissen wir schon. Ist K ein Korper und f = Y7 ;a; X" € K[X] irreduzibel, dann gibt es
einen Korper L, der algebraisch ist iiber K, so dass [L : K] = Grad(f) und so dass f in L eine Nullstelle
hat. Sie setzen einfach L = K[X]/(f) und

a: K — L=K[X]/(f), oly)=y+(f)

Mit der kanonische Projektion 7: K[X] — L = K[X]/(f) bekommen wir dann, dass a = 7(X) eine Nullstelle
von f in L ist:

Fa(X) =D Jam(X)' =Y ai(X + ()" =Y _aiX'+ () = £ + () = 0 € KIX]/(]).
i=0 i=0 i=0
Ko6nnen wir einen Korper finden, so dass wir nicht jedes f einzeln behandeln miissen?

Definition IT1.2.1. Ein Kérper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes f € K[X] mit Grad(f) > 0
eine Nullstelle in K besitzt.

Sie wissen aus der linearen Algebra, dass K = C algebraisch abgeschlossen ist. Das war der Fundamen-
talsatz der Algebra, den wir allerdings nicht bewiesen haben.

Lemma II1.2.2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Der Korper K ist algebraisch abgeschlossen.

(b) Jedes f € K[X] mit Grad(f) > 0 ist Produkt von Polynomen in K[X] vom Grad 1.
(¢) Die normierten irreduziblen Polynome in K[X] sind die Polynome X — a fiir a € K.
(d) Ist K C L eine algebraische Korpererweiterung, so ist K = L.

BEWEIS. Das sind einfache Umformulierungen. (]

Satz I11.2.3. Ist K ein Korper, so gibt es einen algebraisch abgeschlossenen Korper L mit K C L.

BEWEIS. Wir konstruieren zunichst eine Kérpererweiterung K C L1, so dass jedes f € K[X] mit
Grad(f) > 1 ein Nullstelle in L; hat. Dazu setzen wir

R = K[X;, f € K[X]\ K].

Das ist ein Polynomring in unendlich vielen Variablen. In R betrachten wir das Ideal, welches von allen
f(Xy) erzeugt wird:

I:=(f(Xy), f € K[X]\ K).
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Wir zeigen zunéchst, dass I C R: Nehmen wir an, dass I = R ist, dann gibt es f; € I und g; € R mit
g =Y gifi(Xy).
i=1
Es sei h; jeweils ein irreduzibler Faktor von f;. Wir bilden
K[X]/(h) C (K[X]/(h1))[X2]/(h2) C...C L=K[X,Xs,...,X,]/(h1,...,hy) =: L.

Jedes f; hat nach Konstruktion eine Nullstelle a; € L.
Es sei ¢: R = L[Xy, f € K[X]\ K] der Ringhomomorphismus, der festgelegt ist durch

ol =idk,p(Xy) = ai, 1 <i<n,p(Xy)=f ¥V f&{fi,.., [}
Dann gilt
e(fi(Xy)) = file(Xy,)) = fi(a;) =0

und somit folgt
1=op(1lr) = W(Z 9:fi(Xy,)) = 0.
i=1

Wegen dieses Widerspruchs wissen wir jetzt, dass R # I.

Zu I C R gibt es ein maximales Ideal m nach Satz [I1.3.4 mit 7 C m C R. Wir setzen L; = R/m. Die
Verkettung von Abbildungen

K——K[X;, f € K[X]\ K] = R— R /m

ist injektiv. Ist f € K[X]\ K, f =N, M X" so gilt

f(x(Xy)) = Z)‘iW(Xf)i = W(Z NiXG) = m(f(Xy)) =0,

weil f(Xy¢) € I C mund f hat also eine Nullstelle in L;.
Wir konstruieren iterativ eine Kette von Korpererweiterungen

K=LyCcLiC...,

so dass jedes g € L,[X]\ Ly, eine Nullstelle in L.

Dann ist L = [J;cy, Li ein Korper (rechnen Sie das bitte nach) und K C L. Nach Konstruktion ist jedes
g € L[X]\ L ein Polynom in einem L, [X] und hat daher eine Nullstelle in L, y; C L. Damit ist L algebraisch
abgeschlossen. O

Definition III.2.4. Ist K ein Korper und ist K C K eine algebraische Korpererweiterung, so dass K
algebraisch abgeschlossen ist, so heifit K der algebraische Abschluss von K.

Bemerkung III.2.5.
e Auch wenn man der algebraische Abschluss sagt, ist K nicht eindeutig. Manchmal sind wir vorsichtig
und sagen daher ein algebraischer Abschluss.
e Ist L algebraisch iiber K, dann ist L auch ein algebraischer Abschluss von K. Zum Beispiel ist @
ein algebraischer Abschluss von Q.

Beispiele I11.2.6. Der Korper C ist ein algebraischer Abschluss von R: C ist algebraisch iiber R, weil
C = R(%) und C ist algebraisch abgeschlossen.

Vorsicht: Es ist Q € Q C C, weil ja zum Beispiel e,7 € R C C sind, aber beide Elemente sind nicht
algebraisch iiber Q.

Was ist F,? Mit etwas mehr Hintergrund kann man diesen Kérper sehr gut beschreiben.
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IT1.3. K6rperhomomorphismen
Wir betrachten jetzt passende Abbildungen zwischen Korpererweiterungen.

Definition ITI.3.1.
(a) Sind K C L; und K C Lo Kérpererweiterungen von K, so heifit ein Ringhomomorphismus ¢: L; —
Loy ein K-Homomorphismus, falls (A) = X gilt fiir alle A € K.
(b) Ist o zusétzlich bijektiv, so heifit ¢ ein K-Isomorphismus.
(c) Ist Ly = Ly =: L und ist ¢ ein K-Isomorphismus, so heifit ¢ ein K-Automorphismus von L und
wir notieren die Gruppe aller K-Automorphismus von L mit Autg (L).

Beispiel II1.3.2. Die komplexe Konjugation ¢: C — C, z — Z ist ein R-Automorphismus von C.

Bemerkung III1.3.3.
(a) Ist ¢: Ly — Lo ein K-Homomorphismus, so ist ¢ insbesondere eine K-lineare Abbildung: Sind
A€ K und z,y € Ly, so gilt

Az + py) = e(N)e(x) + o(r)e(y)
und weil p(A) = A und ¢(u) = u gilt, ist dies gleich
Ap(z) + pp(y)-

Damit haben wir den gesamten Apparat der linearen Algebra zur Verfligung.
(b) Nehmen wir an, dass ¢(x) = 0 ist fiir ein 0 # x € L;. Dann ist = invertierbar und wir erhalten den
Widerspruch

0= p(x)p(x)™ = p(1) = 1.
Also sind K-Homomorphismen immer injektiv.
(c) Ist [L1 : K] = [Ls : K] < 00, so muss daher ¢ auch surjektiv sein.

Lemma II1.3.4. Es set ¢: L1 — Ly ein K-Homomorphismus.

(a) Fin a € Ly ist genau dann eine Nullstelle von f € K[X], wenn ¢(a) eine Nullstelle von f ist.
(b) Ist a algebraisch iber K, so auch o(a).
(c) Fiir das Minimalpolynom gilt: ma, x = My(a), K -

BEWEIS. Ist f =Y "  a; X' € K[X], so ist
Flpla)) = aip(a) = (> aia’).
i=0 i=0

Damit folgt (a) und (a) impliziert (b). Fiir (¢) erinnern wir uns daran, dass
(Ma, i) = ker(iq).

Wir rechnen nach:

ia(f) :O@Zaiai =0
i=0

& Z ajp(a)’ =0 wegen (a)
i=0

<~ Z.ga(a) (f) =0
und dies zeigt die Behauptung. |

Satz II1.3.5. Es seien K und K’ Kérper und o: K — K’ sei ein Isomorphismus. Es sei o, : K[X] — K'[X]
der von o induzierte Isomorphismus gegeben durch o.(3.; ,a;X") = > 1" (o(a;)X". Es seien K C L und
K' C L' Kérpererweiterungen. Dann gilt:
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(a) Ist a € L und o' € L' mit my g = ou(Mqe k), so gibt es einen eindeutigen Isomorphismus
p: K(a) = K'(a') mit

/!

ol =0 und p(a) =da'.

K(a) —— K'(a')

K——K'

L/

q

1R

(b) Fiir alle a € L ist die Anzahl der Homomorphismen ¢: K(a) — L' mit p|x = o gleich der Anzahl
der Nullstellen von o.(mg k) in L.

BEWEIS. Wir wissen, dass es Isomorphismen gibt
& K[X]/(ma,x) = K(a), X + (ma,x) — a
und
gll K/[X]/(ma/,K/) — K'(a/),X + (ma/’K/) — CL,
und My g = 04 (Mg, i) nach Voraussetzung. Daher induziert die Abbildung o, einen Isomorphismus
. K[X]/(ma, i) = K'[X]/(mar k) mit 7. g = 0.
Wir setzen
pi=¢ oz, 08
13
K[X]/(ma,x) — K(a)

a,l @
K'[X]/ (ma i) —— K'(a)
Dann ist die Einschrinkung von ¢ auf K gleich o und
pla) =& 0T (X + (Mma,x)) = (X + (0:(ma,x))) = &' (X + (ma k1)) = d.
Die Abbildung ¢ ist durch diese beiden Eigenschaften eindeutig festgelegt.
Fiir (b) ist mit (a) klar, dass fiir jede Nullstelle a’ von o.(m, k) ein eindeutiges ¢: K(a) — K'(a’) C L’
mit den gewiinschten Eigenschaften gibt. Zu zeigen ist, dass jeder K-Homomorphismus ¢: K(a) — L’ mit

|k = o von dieser Form ist.
Ist ma,x = >0 g N X", so gilt

I
2
>
\_./
S

—~
&

0. (ma, i) (p(a))

I
(]
5
>
<
&

1=0
= p(ma,x(a)) = p(0) = 0.

Also ist ¢(a) eine Nullstelle von o, (mq, k) und damit von der Form wie in (a).
|

Korollar II1.3.6. Fir o =idx: K — K erhalten wir, dass es fir a,a’ € L mit mq x = Mgy x genau einen
K-Isomorphismus ¢: K(a) — K(a') gibt mit p|x = idx und p(a) = d'.

Vorlesung 24
Beispiele II1.3.7.
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e Ist p eine Primzahl , so haben ,/p und —,/p beide das Minimalpolynom

m\/@(@:m_\/ﬁ@:XQ—p
und der eindeutige Q-Isomorphismus ¢: Q(,/p) — Q(—,/p) bildet a + b\/p auf a — b\/p ab.
e Fiir Q(i) ist X2 + 1 Minimalpolynom fiir i und —i und wir erhalten ¢: Q(i) — Q(4):
o(a+ bi) = a — bi.
Wir kénnen nun algebraische Abschliisse vergleichen:
Satz I11.3.8.
(a) Ist K C L eine algebraische Kdérpererweiterung, M ein algebraisch abgeschlossener Kdérper und

o: K = M sei ein Ringhomomorphismus. Dann gibt es einen Ringhomomorphismus p: L — M
mit o|x = o.

K—=sM
=
i

(b) Isto: K — K' ein Isomorphismus zwischen Korpern, ist K ein algebmz'sch(iAbsﬁluss von K und
K’ ein algebraischer Abschluss von K', so gibt es einen Isomorphismus p: K — K' mit p|x = 0.

K—25K'
K CLK

(¢) Sind Ly und Lo zwei algebraische Abschliisse von K, so gibt es einen K -Isomorphismus ¢: L1 — La.

Ly ? > Ly
K
Beachten Sie, dass wir nicht behaupten, dass die Abbildungen ¢ eindeutig sind. Das werden sie auch
nicht sein, ausser in trivialen Spezialfillen.

BEWEIS. Es ist klar, dass (b) die Aussage (c) impliziert, indem wir o = idx betrachten.
Fiir (a) brauchen wir Zorns Lemma: Wir betrachten
3={Zn,KcZcCcL1:Z—M,7xk =0},
wobei alle 7 Abbildungen von Ringen sind.
Die Menge 3 ist nicht leer, weil (K, o) € 3 ist. Wir definieren eine partielle Ordnung auf 3 durch
(Z1,11) € (Z2,12) & Z1 C Zy und 13|z, = 71.

Dann hat jede total geordnete Teilmenge von 3 eine obere Schranke und wir erhalten mit Zorns Lemma,
dass 3 ein maximales Element (Zn, 7o) besitzt.

Wir behaupten, dass Z, = L ist. Nehmen wir an Z,, C L. Dann gibt es also ein a € L\ Z, mit einem

=

Minimalpolynom m, z. . Da M algebraisch abgeschlossen ist, hat (7o)« (4,2, ) eine Nullstelle ' € M.
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Damit gibt es ein ¢: Zo(a) = M mit 9|z = Too und 9(a) = o’. Das ist ein Widerspruch zur Maximalitét
von Zs, weil dann gilt

Somit ist (Zs, Teo) das gesuchte Paar (L, ¢).

Fiir (b) wissen wir nach (a), dass es einen Homomorphismus ¢: K — K’ gibt mit |k = 0. Das Bild von
 ist ein algebraisch abgeschlossener Korper, weil ¢ injektiv ist. Aulerdem ist K’ algebraisch abgeschlossen
iiber

K'=0(K)=¢(K)Cy¢K)CK
und somit ist K’ algebraisch abgeschlossen iiber (K ). Daher ist (K ) = K’ und ¢ ist ein Isomorphismus. [J

II1.4. Zerfallungskérper

Definition III.4.1. Es sei K ein Korper. Ist f € K[X] mit Grad(f) = m > 1, so heifit ein Kérper K C L
ein Zerfillungskorper von f dber K, falls gilt: Es gibt ay,...,a,, € L und ein ¢ € K, so dass

(a) f=cllit,(X —a)
(b) L=K(a,...,am)-

Bemerkung II1.4.2. Ist ein solches f gegeben und ist K C K ein algebraischer Abschluss von K, so zerfillt
f iber K in Linearfaktoren. Es gibt also a; € K, so dass

f = CH(X — CLl').

Damit ist dann L = K (ax, ..., a,) ein Zerfillungskorper von f {iber K. Ist umgekehrt L ein Zerfillungskorper
von f iiber K, so haben wir K C L C L und damit ist L ein algebraischer Abschluss von K.

Wir erhalten die Eindeutigkeit von Zerfallungskoérpern wieder bis auf Isomorphie:

Satz I11.4.3. Esseio: K — K’ ein Isomorphismus von Korpern und f € K[X|\K . Ist L ein Zerfillungskirper
von f dber K und L' ein Zerfillungskorper von o, (f) iber K', dann gibt es einen Isomorphismus ¢: L — L’
mit p|x = o. Jeder solche Isomorphismus bildet die Menge der Nullstellen von f in L auf die Menge der
Nulistellen von o.(f) in L' ab.

Ist also f = c[[[2, (X — a;) iiber L, so ist 0. (f) = ¢' [[;2, (X — aj) und fiir jedes 4 ist ¢(a;) = @} fiir ein
j.

Indem wir ¢ = idg betrachten, erhalten wir aus Satz dass je zwei Zerfillungskorper von f iiber
K zueinander isomorph sind.

BEWEIS. Wir betrachten wiederum die algebraischen Abschliisse

K K
K—25K'

und erhalten mit Satz [[T1.3.8| (b) einen Isomorphismus : K — K’ mit ¢)|x = 0. Es gibt ein ¢ € K und
at,...,am € K,sodass f =c[[" (X —a;) alsoist L = K(a1,...,am). Es gilt

m

0. (f) = ¢u(f) = o () [ [(X = ()

i=1
und somit sind die 1(a;) die Nullstellen von o, (f) in K’. Daraus folgt, dass

L/ = K,(w(al)v LRRE lb(am)) = 1/)(K(a1, AR am)) = ’l/)(L)
ist und ¢ = 9|, erfiillt die Behauptung. O
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Bemerkung II1.4.4. Ahnlich wie beim algebraischen Abschluss sagt man auch oft, der Zerfallungskorper,
obwohl dieser nicht eindeutig ist, sondern nur eindeutig bis auf Isomorphismus. Vorsicht: Aus einem Zerféllungskérper
kann das Polynom nicht rekonstruieren: Der Korper C ist zum Beispiel Zerfallungskoérper von X2 + 1 aber

auch von (X — (14+14))(X — (1 —1i)) = X? —2X +2.

Definition II1.4.5. Ist F C K[X]\ K, so heifit L Zerfillungskorper von F dber K, falls alle f € F iiber L
in Linearfaktoren zerfallen und falls es kein K C L' C L gibt, der dies leistet.

Satz II1.4.6. Es sei F C K[X]\ K.

(a) Zu einem algebraischen Abschluss K C K gibt es genau einen Zerfillungskérper von F iiber K, der
in K enthalten ist.
(b) Sind L, L’ Zerfillungskdrper von F iiber K, so sind L und L' K-isomorph.

BEWEIS. Zu (a) setzen wir S an als die Menge aller Nullstellen in K der Polynome in F. Dann ist
L := K(S) der gesuchte Zerfillungskorper.

Wir betrachten fiir (b) die algebraischen Abschliisse L D L D K C L' C I’ der beiden Zerfillungskorper
von F iiber K. Dann sind L und L’ beides algebraische Abschliisse von K und wir finden eine K-Isomorphismus
t: L — L. Wir wissen, dass L = K(S) und L’ = K(S’), wobei S die Menge der Nullstellen von F in L und

S’ die Menge der Nullstellen von F' in L’ ist. Wie im Beweis von Satz [[I1.4.3| folgern wir, dass ¢(S) = S’ ist
und L' = ¢(L), so dass 9|, der gesuchte K-Isomorphismus ist. |

Definition II1.4.7. Eine Kérpererweiterung K C L heifit normal, wenn es eine Menge F' C K[X]\ K gibt,
so dass L der Zerfallungskorper von F iiber K ist.

Beispiele I11.4.8.
e R C C ist normal.
e Sie iiberlegen sich, dass F; C F7[X]/X?3 — 2 normal ist.
e Ist K C L eine Kérpererweiterung mit [L : K] = 2, so ist K C L immer normal. Warum?

Vorlesung 25

Satz I11.4.9. Ist K C K ein algebraischer Abschluss, so sind fir K C L C K dquivalent:
(a) Jedes irreduzible f € K[X]\ K, das in L eine Nullstelle hat, zerfillt iber L in Linearfaktoren.
(b) K C L ist normal.
(c) Ist ¢: L — L ein K-Homomorphismus, so ist p(L) = L.

Bemerkung IT1.4.10. Kriterium (a) finden Sie in der Literatur auch oft als die Definition der Normalitét.
Kriterium (c) ist héufig niitzlich, um Normalitéit in Beispielen nachzuweisen.

Bewes. Fiir (b) = (c) sei F' C K[X]\ K gegeben, so dass L der Zerfillungskorper von F iiber K
ist. Damit konnen wir L schreiben als K(S), wobei S die Menge der Nullstellen aller f € F' sind. Ist
¢: L — K ein K-Homomorphismus, so ist ¢.(f) = f fir alle f € F. Ist f = ¢[[/~;(X — a;), so ist
[ =e(f) = Il (X — ¢(a;)) und damit ist a; genau dann Nullstelle, wenn ¢(a;) es ist und insgesamt
erhalten wir p(S) = 5, so dass

P(L) = $(K(8)) = K(S) = L.

Fiir (c) = (b) sei @ € L und my, k sei das Minimalpolynom von a iiber K. Es sei b € K eine Nullstelle
von myg k. Dann gibt es einen K-Isomorphismus &: K (a) — K (b) mit {(a) = b. Betrachte

L

-

N

) e
£
K KT

KL
|
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Nach Satz [II1.3.5 gibt es eine Fortsetzung ¢: L — K von £. Nach Voraussetzung in (c) gilt ¢(L) = L und
somit ist b = £(a) = ¢(a) € L. Daher zerféllt m, g iiber L in Linearfaktoren und K C L ist Zerfallungskorper
von F' = {mg, k,a € L}.

Fiir (¢) = (a) betrachten wir eine Nullstelle a € L eines irreduziblen Polynoms f € K[X]\ K. Dann ist
f bis auf einen konstanten Faktor gleich dem Minimalpolynom m, x und die Behauptung folgt wie bei (c)
= (b).

Fiir (a) = (c) sei a € L beliebig. Dann ist m,, g irreduzibel mit Nullstelle a und nach Annahme zerfillt
Mg, K iiber L in Linearfaktoren, also

Mg, K = CH(X —a;) mit a; € L, falls Grad(mg, x) =m
i=1

Ist p: L — K ein K-Isomorphismus, so ist Yx(Mg i) = Mg x und wiederum gilt

{at,...,am} ={p(a1),...,o(am)}.
Also ist fiir jedes a € L auch ¢(a) € L. Umgekehrt gibt es einen Index 4, so dass ¢(a;) = a, also ist a € ¢(L),
so dass insgesamt (L) = L gilt.
O

Beispiel 111.4.11. Die Korpererweiterung Q C @(\3/5) ist nicht normal: Das Minimalpolynom ist M5 =
X3 — 2 aber

X =2 = (X = V2)(X = V26)(X = V263),
wobei (3 eine dritte Einheitswurzel ist. Damit zerfallt X3 — 2 in Q(+/2,(3) C C, aber nicht in Q(3/2).

Satz I11.4.12. Ist K C L normal und sind a,b € L, so gibt es genau dann ein o € Auti (L) mit o(a) = b,
wenn Mo, Kk = Mp,K -

BEWEIS. Ist mq x = mp K, so gibt es einen K-Isomorphismus ¢: K(a) — K(b) mit ¢(a) = b und es
gibt eine Fortsetzung o: L — K von . Nach Satz ist o(L) = L, so dass o € Autg(L).

Ist umgekehrt o € Autg (L) mit o(a) = b, so ist o(f(a)) = f(b) fiir alle f € K[X]. Insbesondere ist b
Nullstelle von mq x und mq x = mp K. O

Normalitidt von Korpererweiterungen vererbt sich auf Zwischenkorper in der folgenden Weise.
Satz 111.4.13. Ist K C L normal und ist K C M C L ein Zwischenkorper, so ist M C L normal.

BEWEIS. Esist L = K(S), wobei S eine Menge von Nullstellen von F' C K[X]\ K ist. Da S C L gilt
und M C L ist auch L = M(S5). O

Sie haben in Beispiel gesehen, dass in der obigen Situation K C M nicht normal sein muss.
Wir hatten in Definition [[I1.1.7] das Kompositum zweier Kérper kennengelernt.

Satz 111.4.14. Ist K C L normal und ist K C M eine Korpererweiterung, so ist M C L - M normal.
L——L-M
-
BEWEIS. Wir wissen L = K(.9) fiir ein geeignetes S C K. Also ist S C L und K C M, so dass
M(L) = M(K(S)) = M(S)
und damit ist L - M = M (L) = M(S). O

Beispiel IT1.4.15. Es sei f = X* — 2 € Q[X]. Dann ist Q C Q(v/2) = Q[X]/(X* — 2) nicht normal, aber
Q ¢ Q(v2) und Q(v/2) € Q(v/2) sind normal, weil der Korpergrad jeweils 2 ist. Normalitit ist also keine
transitive Eigenschaft. Aber Q C Q(+/2,1) ist normal.

Der letzte Schritt funktioniert immer:
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Satz 111.4.16. Ist K C L eine endliche Kérpererweiterung, so gibt es ein L C N, so dass K C N eine
endliche normale Korpererweiterung ist.

BeEwEls. Wir wissen L = K(aq,...,a) fir geeignete a; € L. Es sel m,, x das Minimalpolynom von

a; iiber K. Wir setzen f = [[", mq, k. Dies ist ein Polynom in K[X]\ K und wir betrachten seinen
Zerfallungskorper N. Also ist K C N normal, der Grad [N : K] ist endlich und L C N gilt nach Konstruktion.
O

IT1.5. Separabilitéit

Separabilitéit sorgt fiir Wohlverhalten von Korpererweiterungen in endlicher Charakteristik. Zur Wie-
derholung;:

Definition ITI.5.1. Es sei K ein Korper und f € K[X]. Eine Nullstelle @ von f hat Vielfachheit m, falls
(X —a)™ f teilt, aber (X —a)™*! teilt f nicht. Ist m > 1, so heifit a eine mehrfache Nullstelle.

Definition IIL.5.2.
(a) Es sei K ein Kérper und f € K[X] sei irreduzibel. Dann heifit f separabel iber K, falls f keine
mehrfache Nullstelle in L hat fiir jeden Zerfallungskorper L von f iiber K.
(b) Ein beliebiges f € K[X]\ K heifit separabel, falls jeder seiner irreduziblen Faktoren separabel iiber
K ist.

Beispiele II1.5.3.
e Das Polynom (X — 1)7 ist reduzibel fiir ¢ > 1 und X — 1 ist irreduzibel und immer separabel.
e X2 — 2 ist separabel iiber Q.
e Ist die Charakteristik des Kérpers K gleich p mit p prim, so betrachten wir f = X? —a € K[X].
Ist a keine p-te Wurzel in K, so ist f irreduzibel. Ist L ein Zerfallungskorper von f, so gibt es ein
b € L mit b = a und wegen der binomischen Formel in Charakteristik p gilt

f=XP —a=XP - = (X —D)P.
Somit ist f also nicht separabel.
Wir wollen ein einfach nachzurechnendes Kriterium fiir Separabilitéit. Zunéchst halten wir fest:

Lemma II1.5.4. Es seien f,g € K[X]| und K sei ein Korper.

(a) Hat f keine mehrfachen Nullstellen in einem beliebigen Zerfillungskorper L von f iber K, so ist f
separabel tiber K.

(b) Teilt g f und ist f separabel iber K, so ist g separabel iber K.

(¢) Sind f1,..., fn separabel iber K, so auch f1-...- fn.

(d) Ist f separabel iber K und ist K C K' eine Kérpererweiterung, so ist f separabel iiber K'.

Hilfreich zum Studium der Separabilitéit ist das folgende Konzept.
Definition ITL.5.5. Ist f = a, X" +a, 1 X" ' +...+ a1 X +ag € K[X], so ist die formale Ableitung von f
f=na, X"+ (n—1Da, 1 X" 2+... +a.

Bemerkung II1.5.6. Machen Sie sich bitte klar, dass die Abbilung f — [’ eine K-lineare Abbildung ist
und dass die Leibnizregel gilt: (fg) = f'g + f(4').
Vorsicht: In anderen Aspekten verhélt sich die formale Ableitung anders, als Sie das von der gewohnlichen
Ableitung gewdhnt sind: Ist X? — a € F,,[X] fiir p prim und a € F,, beliebig, so ist
(XP —a) =pXP~' =0.

Satz II1.5.7. Ist f € K[X]\ K, so hat f genau dann keine mehrfache Nullstellen in einem beliebigen
Zerfillungskorper L von f iber K, wenn ggT(f, f') = 1.
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BeEwEIs. Wir zeigen erst, dass gilt
ggT(f,f') =1€ K[X] < ggT(f,f')=1¢€ LIX].
Ist ggT(f, f') =1 € K[X], so gibt es ¢g1,92 € K[X] mit fg1 + f'go = 1. Diese Gleichung gilt dann auch in
L[X].
Ist umgekehrt ggT(f, f/) =1 € L[X] und ist ggT(f, f') = g € K[X], dann gilt wegen K[X] C L[X], dass
g die 1 in L[X] teilt, aber die einzigen Einheiten in L[X] sind die a € L*.

Kommen wir nun zum Hauptbeweis. Ist a € L eine Nullstelle von f, dann gilt f = (X — a)g fiir ein
g € L[X]. Dann ist aber wegen der Leibnizregel

f'=q+ X -a)
und f’(a) = g(a). Also gilt, dass a genau dann mehrfache Nullstelle von f ist, wenn ¢g(a) = 0 = f’(a) ist.
Nehmen wir an, dass ggT(f, f’) =1 € K[X] ist. Es sei L’ ein Zerfallungskérper von F := {f, f'} iiber
K. Ist a € L' eine gemeinsame Nullstelle von f und f’, so teilt X — a sowohl f als auch f.
Haben f und f’ dagegen keine gemeinsame Nullstelle und ist d := ggT(f, f'), dann zerfiillt d iiber L in
Linearfaktoren (X — a;). Aber jedes solche a; wire eine gemeinsame Nullstelle, also muss d = 1 gewesen sein
und damit sind f und f’ teilerfremd. O

Vorlesung 26

Satz II1.5.8. Es sei f € K[X] irreduzibel.

(a) Ist die Charakteristik von K gleich 0, so ist f immer separabel.

(b) Ist die Charakteristik von K gleich p fiir eine Primzahl p, so ist f genau dann separabel, wenn
' # 0 ist und dies ist dquivalent dazu, dass wir f micht schreiben kinnen als ein Polynom in XP.

(c) Allgemeiner gilt: Ist die Charakteristik von K gleich p, p prim, so gibt es ein m € Ny und ein
irreduzibles separables g € K[X], so dass f(X) = g(XP") ist.

BEWwEIs. Ist f irreduzibel, so kann der ggT(f, f) nur eine Konstante oder f sein. Ist die Charakteristik

von K gleich 0, so gilt
Grad(f’) = Grad(f) — 1
und damit kann f die formale Ableitung nicht teilen und wir erhalten ggT(f, f/) = 1.

Ist die Charakteristik von K dagegen gleich p und f € K[X], dann gilt Grad(f’) < Grad(f) — 1 und
damit kann nur fiir f/ =0 das Polynom f f’ teilen.

Ist f=apnX"+an_1 X" '+...+a1X +ag, so ist f/ genau dann das Nullpolynom, wenn ia; = 0 gilt fiir
alle 0 <7 < n. Ist i £ 0 mod p so ist ¢ # 0 € K und somit muss a; = 0 sein. Damit ist f = Epjgn apj XPI
und damit folgen (b) und (c). O
Definition ITI.5.9.

(a) Ist K C L algebraisch und a € L, so heifit a separabel iber K, falls m, x separabel ist iiber K.

(b) Eine algebraische Korpererweiterung K C L heifit separabel, falls jedes a € L separabel ist iiber K.

Bemerkung I11.5.10. Wir wissen schon, dass jede algebraische Korpererweiterung K C L in Charakteristik
null separabel ist.
Fin a € K ist genau dann separabel, wenn mg,K # 0 ist.

Fiir ein separables Element a hat m, x nur einfache Nullstellen, also a1, ..., am, falls m = Grad(mg k).
Fiir jedes solche a; gibt es einen K-Homomorphismus ¢: K(a) — K(a;) C K.
Genauer erhalten wir mit Korollar dass

{p: K(a) - K K-Homomorphismus}| = |{a;, a; Nullstelle von m, f }|.
Wir wissen also fiir separables a, dass
Gradm, i = [K(a) : K] = {¢: K(a) - K K-Homomorphismus}|.

Definition II1.5.11. Es sei K ¢ L C K. Die Anzahl der verschiedenen K-Homomorphismen ¢: L — K
heiBit der Separabilititsgrad von L dber K und wird mit [L : K]s notiert.
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Beispiel I11.5.12. Ist a separabel iiber K, so gilt zum Beispiel [K(a) : K]s = [K(a) : K].

Bemerkung I11.5.13.
e Die Zahl [L : K], ist unabhingig von der Wahl von K: Ist 0: K — M und ist M algebraisch
abgeschlossen, so gilt fiir jeden K-Homomorphismus ¢: L — M mit ¢|x = o, dass ¢(L) algebraisch
ist iiber p(K). Damit folgt

o(L) C p(K) =0o(K) C M.
Daher gibt es einen Isomorphismus ©: K — m mit | = o und wir erhalten eine Bijektion
{¢: L - K K-Homomorphismus} = {¢: L — o(K),£|x = o},
die € auf ¢ o € beziehungsweise € auf 1)~ o £ abbildet.
o Gilt L %Lg ,s0ist [Ly : K]s = [La : K]s.

N S

o st KCL normal, so gilt fiir alle K-Homomorphismen o: L — K, dass o(L) = L und damit ist
[L: K]s = |Autg(L)|.

Lemma IIIL.5.14.
(a) Sind K C L C M algebraische Erweiterungen, so gilt

(IIL5.1) (M : K], = [M : L|,[L : K],.
(b) Ist K C L endlich, so ist [L: K], < [L: K].

BEWEIS. Ist ¢: M — K ein K-Homomorphismus, so ist ¢|z,: L — K ebenfalls ein K-Homomorphismus.

Wir kénnen umgekehrt jeden K-Homomorphismus ¢: L — K fortsetzen zu einem 1[) auf M und damit
ist jedes 1) von der Form 1/;\L

Es sei also f: L — K ein K-Homomorphismus und B: K — K eine Fortsetzung von 3. Dann ist
B € Autg(K) und B|pr: M — K ist ein K-Homomorphismus.

Ist #': M — K beliebig mit 3'|;, = f3, so ist

~ / JR— ~71 JR—
Flog: ML KL LR,

Ist a € L beliebig, so gilt
B o (a) =B (Bla) =B (Bla) = a
und somit ist B_l o ' ein L-Homomorphismus.

Fiir jedes v: M — K, welches ein L-Homomorphismus ist, ist B o v ein K-Homomorphismus, der
fortsetzt:

Bon(x)=fB(z) = B(z) fir alle z € L.

Damit erhalten wir eine Bijektion zwischen der Menge der Fortsetzungen von 5 zu K-Homomorphismen
von M nach K und der Menge aller L-Homomorphismen von M nach K, indem wir mit B beziehungsweise
B! verketten. Die Michtigkeit der letzten Menge entspricht dem Separabilitéitsgrad [M : L.

Die Michtigkeit der Menge aller 8s ist der Separabilititsgrad [L : K]s, so dass wir insgesamt die
gewiinschte Gleichung

[L:K|s[M:Lls=[M:K|s
erhalten.

Fiir (b) kénnen wir L = K(aq, ..., ) schreiben mit a; € L. Wir setzen Lo := K und L; = K(a1,...,q;)
fir 0 <7< m.

Es gilt jeweils, dass [L; : L;—1] der Grad von my,, 1,
von mg, 1, , in L; ist. Also gilt

ist, withrend [L; : L;_1], die Anzahl der Nullstellen

i—1

i—1

[Li: Li—1]s < [Li: Li—1]
und damit mit (a) auch [L: K] < [L: K]. O
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Fiir einfache Erweiterungen K C K(a) gilt, dass genau dann [K(a) : K] = [K(a) : K], ist, wenn mq x
keine mehrfachen Nullstellen hat. Das gilt allgemeiner.

Satz I11.5.15. Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:
(a) [L:K]s=[L:K].
(b) K C L ist separabel.
(¢) Es gibt ay,...,am € L, so dass a; separabel ist iber K und L = K(a1,...,a0).

BEWEIS. Fiir (a) = (b) sei a € L und wir betrachten K C K(a) C L. Ist [L : K|, = [L : K], so muss
auch [K(a) : K] = [K(a) : K]s gelten, also ist jedes a € L separabel iiber K.

Fiir (b) = (c) wissen wir, dass L endlich erzeugt ist iiber K, also ist L = K(ay,..., ;) mit a; € L. Da
jedes a; € L separabel ist nach Voraussetzung, folgt (c).

Fiir (¢) = (a) setzen wir wieder Lo = K und L; = K(aq, ..., a) fiir 0 < i < m. Wegen geniigt

es zu zeigen, dass fiir alle ¢ [L; : L;—1] = [L; : Li—1]s gilt. B
Da aber a; separabel ist iiber K, hat m,, x nur einfache Nullstellen in K, aber damit hat auch mq, r, ,
nur einfache Nullstellen in K. O

Satz I11.5.16. Ist K C L eine Korpererweiterung. Dann ist
Ls:={a € L,a ist separabel iber K}
etn Zwischenkérper von K und L.

Der Korper Lg heifit die separable Hiille von K in L.

BEWEIS. Es ist klar, dass als Mengen gilt K C Ly C L. Zu zeigen ist, dass Ls ein Korper ist. Sind
a,b € Ly, so ist K C K(a,b) separabel nach Satz [[I1.5.15] Darin sind aber die Elemente a + b, ab, —a, —b
und a1, b~! fiir 0 # a, b enthalten und damit sind sie auch in L,. O

Satz II1.5.17. Ist K C L separabel und ist K C K' C L ein Zwischenkérper, so sind K C K' und K' C L
separabel.

Der Satz ist klar fiir endliche K C L. Wir geben einen allgemeinen Beweis.

BEWEIS. Es sei a € L. Wir betrachten m, g und mg g/ Es gilt mg x/|me x € K'[X], weil mq x €
(ma k). Hat mg x nur einfache Nullstellen in K, so hat auch m, g nur einfache Nullstellen in K = K.
Damit ist K’ C L separabel.

Da K’ C L ist jedes x € K’ auch in L und damit separabel iiber K. O

Satz IT11.5.18. Es sei f € K[X]\ K. Dann sind dquivalent:
(a) Jeder Zerfillungskdrper von f ist separabel iber K.
(b) f ist separabel in K[X].

BeEWwEIS. Fiir (a) = (b) betrachten wir einen normierten irreduziblen Teiler h von f und es sei L ein
Zerfallungskorper von f. Damit zerfillt auch A tiber L in Linearfaktoren, hat also insbesondere eine Nullstelle
a in L. Dann ist h aber gleich m, x und da a € L ist a nach Voraussetzung separabel und h' = m, g # 0.

Fiir (b) = (a) schreiben wir f tiber seinem Zerféllungskorper L als

f= cH(X—ai)

mit a; € L und ¢ € K. Dann ist L = K(ay,...,ay). Es gilt, dass jedes m,, i f teilt. Da f separabel ist, ist
es auch jedes m,, x und die a; sind separabel. Dann ist nach Satz L separabel.
O

Korollar I11.5.19. Ist K C L endlich und separabel, so gibt es eine Korpererweiterung L C N, so dass
K C N normal, separabel und endlich ist.

Bewels. Wir kénnen L schreiben als K(aq,...,a,), wobei die a; separabel sind iiber K. Wir setzen N
an als den Zerfillungskdrper von [, mq, x tiber L. O
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Der folgende Satz ist zentral fiir die gesamte Galoistheorie.

Satz I11.5.20 (Satz vom primitiven Element). Ist K C L eine endliche und separable Korpererweiterung.
Dann ist L einfach, das heifit es gibt ein a € L mit

L =K(a).

BEWEIS. Ist K ein endlicher Korper, dann ist auch L endlich. Damit wissen wir, dass L™ eine endliche
zyklische Gruppe ist. Ist @ € L™ ein Erzeuger, so ist L = K(a).

Es sei K ein unendlicher Korper. Wir wissen, dass L = K(aq,...,a,) ist mit a; € L separabel. Wir
machen Induktion iiber n. Ist n = 1, so ist nichts zu zeigen. Fiir den Schritt von n auf n 4+ 1 betrach-
ten wir K(a1,...,an,an41) = K(a1,...,a,)(ans+1). Nach Induktionsannahme gibt es ein b € L, so dass

K(ay,...,a,) = K(b) ist. Damit ist nur der Fall n = 2 zu zeigen.

Es sei also L = K(b,c). Wir wihlen ein K mit K C L C K und es seien 1, ..., ¢, die verschiedenen
K-Homomorphismen ¢;: L — K. Wir wissen m = [L : K] = [L : K]s.
Wir definieren

g:= [L((915) — 250X + (wi(e) — 05(c))) € KIX].
i<j
Da L = K(b,c) und ¢; # ¢, fur i < j, gilt dass ¢;(b) # ¢;(b) oder p;(c) # ¢;(c). Somit ist ¢ nicht das
Nullpolynom. Da |K| = co gilt, gibt es ein A € K, so dass g(\) # 0, also

g = [T (0i(0) = 030X + (pile) — j(e))) # 0.
i<j
Also unterscheidet sich ;(\b) — cpj()\lja) von —(p;(c) — ¢;(c)) und
©i(Ab+¢) = Api(b) + pi(c) # ;i (Ab+¢) = Ap;(b) + ¢;(c) fiir alle i < j.
Wir setzen a = Ab + ¢. Da die ¢;(a) alle verschieden sind und alle Wurzeln von m, g sind, gilt, dass
(K (a) : K] = Grad(ma ) > n = [L: K] = [L: K(@)][K(a) : K].
Dies geht nur, wenn [L : K(a)] = 1 ist, also wenn L = K (a).

Vorlesung 27

I11.6. Galois-Korrespondenz

Ist K C L, so operiert die Gruppe Autg (L) auf L. Wir wollen fiir geeignete K C L alle Zwischenkorper
K C K’ C L beschreiben und zwar als

LH .- {z € Lyp(z) =z fir alle p € H},

falls H < Autg (L).
Was heifit geeignet?

Definition III.6.1.
(a) Eine algebraische Korpererweiterung K C L heifit eine Galoiserweiterung (oder auch galoissch),
falls sie normal und separabel ist.
(b) Ist K C L galoissch, so heifit Autx (L) die Galoisgruppe von L dber K und wir notieren sie mit
G(L/K) = Autg (L).

Evariste Galois (1811-1832)

Bemerkung IT1.6.2. Es sei K C L endlich. Wir wissen, dass fiir normale Erweiterungen gilt [L : K], =
|Autg (L)| und ist K C L separabel, so ist [L : K] = [L : K]s. Also gilt fiir jede endliche Galoiserweiterung

L: K] = |G(L/K)|.
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Definition II1.6.3. Ist G eine Gruppe, die aus Korperautomorphismen eines Korpers L besteht, so heifit
LY = {x € L,p(zx) = z fiir alle p € G}

der Fizkorper von G in L.

Bemerkung IT1.6.4. Rechnen Sie bitte nach, dass L wirklich ein Korper ist.

Satz I11.6.5. Ist K C L galoissch, so ist LS(X/K) = K.

BeEwEIs. Nach Definition von G(L/K) = Autg (L) ist K ¢ L¢F/K) Es sei a € L'\ K. Dann hat das
Minimalpolynom m, g mindestens Grad 2. Da K C L normal ist, zerféllt m, i iiber L in Linearfaktoren
und weil a separabel ist, ist a nur eine einfache Nullstelle von m, . Dann gibt es also ein b € L mit b # a
und m,_ x (b) = 0. Damit gibt es dann aber auch ein ¢ € G(L/K) mit p(a) = b und a ¢ LEE/K), O

Satz II1.6.6. Ist L ein beliebiger Korper und H eine beliebige endliche Untergruppe von Automorphismen
von L. Dann ist L¥ C L galoissch mit G(L/L*) = H und [L : L¥] = |H|.
BEWEIS. Wir betrachten zu a € L die Bahn
Ha = {p(a),p € H}.
Da H endlich ist und |Ha| < |H| konnen wir Ha schreiben als
Ha={ay,...,an}
und |Ha| = n. Jedes ¢ € H permutiert die Menge Ha. Damit gilt fiir

n

fa = H(X - ai)a

i=1
dass fiir alle ¢ € H ¢.(f,) = fa ist. Damit sind die Koeffizienten von f, in L¥ und f, € L¥[X].

e Da a eine Nullstelle von f, ist, ist a algebraisch iiber L.
e Nach Konstruktion ist L Zerfallungskorper von

F:={fsacL}c LH[X]\L"
iiber L¥ und somit ist L¥ C L normal.
e Da f, separabel ist iiber L ist jedes a € L separabel iiber L.

Insgesamt ist L7 C L galoissch.
Nach Konstruktion teilt m, ;» das Polynom f, und damit ist

(II1.6.1) Grad(m, ) < Grad(f,) =n < |H| fiir alle a € L.

(Wir wissen noch nicht, dass L C L endlich ist. Sonst kénnten wir direkt aus dem Satz vom primitiven
Element schliefen, dass [L : L] < |H| ist.)
Annahme, es gilt |H| < [L: L¥]. Da L¥ C L algebraisch ist, gibt es ein S C L mit

|H| < [L*(S): L7] < .
Mit dem Satz vom primitiven Element gibt es ein ag € L mit L7 (ag) = L (S). Daraus folgt, dass
Grad(mg, pu) = [L"(ag) : L] > H
und dies ist ein Widerspruch zu ([IL6.1]). Damit ist also gezeigt, dass [L : L] < |H].

e Wir wissen, dass H < Autyu (L), weil H die Elemente aus L fix 14t.
e L C L ist endlich und damit erhalten wir

|H| < Autpu (L) = [L: L7, = [L: L] < |H|.
Also muss H = Autyx (L) sein und insbesondere ist H die Galoisgruppe von L iiber L.
]

Bemerkung III.6.7. Als Nebenergebnis erhalten wir, dass fiir alle a € L gilt, dass f, = m, n ist: Wir
hatten schon gesehen, dass gilt m, pr|fq.. Da a eine Nullstelle von m, pu ist und H = Autg (L) gilt, sind
auch alle b € Ha Nullstellen von m,, ;» und damit gilt Gleicheit.

85



Satz II1.6.8 (Galois-Korrespondenz). Es sei K C L eine endliche Galoiserweiterung. Es sei 3 die Menge
aller Untergruppen von G(L/K) und 3 sei die Menge aller Zwischenkirper zwischen K und L. Dann gilt:

(a) Die Zuordnungen v: 3 — 4 und o: 4 — 3 mit
V(M) = G(L/M), o(H):=L"
sind zueinander inverse Bijektionen.
(b) Fiir alle p € G(L/K) und fir alle H € 4 gilt
(L) = Lot
(¢) Fiir einen Zwischenkorper K C M C L ist K C M genau dann normal, falls gilt G(L/M) <
G(L/K). In diesem Fall definiert
res: G(L/K) - G(M/K), ¢~ ¢lm
einen Epimorphismus mit Kern G(L/M) und somit gilt
GM/K)=G(L/K)/G(L/M).
Vorsicht: Sowohl v als auch p verkehren die Teilmengenrelation. Sind My, My € 3 mit My C My, so ist
G(L/Mg) C G(L/Ml) Sind Hy, Hy, € 4 mit Hy C Hs, so ist L2 c [,
BEWEIS. Zu (a) sei M € 3. Dann ist M C L galoissch, weil es normal und separabel ist. Es gilt weiterhin
M = LEEM) = py(M) = o(y(M)).
Fiir H € $list o(H) = L. Wir wissen, dass L C L galoissch ist mit K C L¥ C L und G(L/L*) = H, so
dass
Yo(H)) = y(L") = G(L/LT) = H.
Fiir (b) ist nach Definition klar, dass ein @ € L genau dann in L liegt, wenn o(a) = a gilt fiir alle
o € H. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir alle ¢ € G(L/K) gilt:

p(a) = p(o(a)) = p(o(e™ (¢(a)))).
Aber das sagt nichts anderes als dass ¢(a) € LPHe ™ Jiegt.
Zu (c): Ist H € $fund ist K C L normal, so gilt
o(L7)y = LM fiir alle ¢ € G(L/K).

Aber o(LH) = L#H¢™" und somit ist LH = L¥H? ' Da o bijektiv ist, besagt dies schon, dass fiir alle
v € G(L/K) gelten muss, dass
pHe ' = H.
Somit ist H normal in G(L/K).
Ist umgekehrt N <t G(L/K) =: G, so gilt G(L/LY) = N. Die Gruppe G/N operiert auf LY durch
gN.a := g(a).
Dies ist wohldefiniert und es gilt (LV)¢/N = L¢ = K, also ist K C LV eine Galoiserweiterung mit Galois-
gruppe G/N = G(LV /K) und G/N = G(L/K)/G(L/L").
|
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