EINIGE BEISPIELE ZUR VORLESUNG
1. DiE GALOISERWEITERUNG Q C Q(+V/2, (3)

Die Erweiterung Q C Q(+/2, (3) ist separabel, weil die Charakteristik von @ null ist. Sie ist normal, weil
Q(¥/2,¢3) der Zerfillungskorper von X3 — 2 ist. Also liegt hier eine Galoiserweiterung vor und
[Q(V2,¢s) : Q] = [G(Q(V2,¢3)/Q)I.

Wie bestimmen zuniichst die Galoisgruppe. Ist f ein Q-Automorphismus von Q(+/2,(3), so muss f v/2
wiederum auf ein Element abbilden, welches zur dritten Potenz 2 ergibt. Ebenso muss f das Element (3 auf
eine primitive dritte Einheitswurzel abbilden. Damit haben wir die folgenden Moglichkeiten:

id: V2 V2, C3 > (3,
ap: V2 V2, Cg»—)(%,
ar: V2 V20, (3 G,
az: V2 V203G, GG,
ay: V2 VG, G G,
oy V2 V22, (3 (R

Dann haben ag, o} und o), jeweils Ordnung 2 und a3 und as haben Ordnung 3. Die Gruppe ist nicht

abelsch, also ist
G(Q(V2,6)/Q) = 55

Hier identifizierend wir ap mit (23), ag mit (123), ae mit (132), o} mit (12) und of mit (13).

Nach der Galoiskorrespondenz wissen wir, dass es genau zu jeder Untergruppe H < X3 einen Zwi-
schenkorper Q C K(H) C Q(+¥/2,¢3) gibt, wobei K(H) der Fixkérper Q(+/2, (3) ist

Die Untergruppen der X3 sind {ids}, Hy = ((12)), Hs = ((13)), H; = {(23)), K = ((123)) = ((132)) und
Y3.

Dem entsprechen die Fixkorper Q(V2,¢3) = Q(V2,¢5) 1), Q(V263) = Q(V2,6) ), Q(V2¢) =
Q(\S/i7 <3)((13)>a Q(\'S/E) = Q(\S/i7 C3)<(23)>a Q(C?)) = Q(\B»/i, C3)<(123)> und Q = Q(fﬂc )Ed'

Im folgenden Diagramm der Fixkorper steht an den Strichen jeweils der Korpergrad:

\sz

2

Q(V/2¢3) \ffg

Hier ist Q C Q((3) wiederum eine Galoiserweiterung mit Galmsgruppe >~ 7./27, weil ((123)) < Xs.
Zeichnen Sie zur Ubung das entsprechende Diagramm der Untergruppen!

2. DIE GALOISERWEITERUNG Q C Q(v/5,1)

Die Erweiterung Q C Q(v/5,1) ist wiederum eine Galoiserweiterung. Sie hatten sich iiberlegt, dass die
Q-Automorphismengruppe die Dy ist erzeugt von
D(i) =i, D(v/5) = v/5i und S(i) = —i, S(V/5) = V5.
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Welche Untergruppen gehoren mittels der Galoiskorrespondenz zu den Zwischenkorpern

Q(V5,4), Q(V5,4),

Q(V5), Q(V5i),
Q(V5), Q(V5i),
QG), Q7

Sind das alle? Was ist mit Q(v/51%) und Q(v/5154)?

3. BEISPIELE ZUM KLASSIFIKATIONSSATZ DER ENDLICH-ERZEUGTEN ABELSCHEN (GRUPPEN

Wald- und Wiesenbeispiel. Bei konkreten Berechnungen zum Beispiel von Invarianten in der Topologie
kommen héaufig Gruppen der folgenden Form vor:

Nehmen Sie an, Sie haben eine abelsche Gruppe A, die von a, b, ¢ und d erzeugt ist und welche genau die
Relationen

3a+9b—3c=0und 4a+2b—2d =0

erfiillt.

Es sei F =2 Z* die freie abelsche Gruppe auf vier Erzeugern x,%, z,t und wir betrachten die Untergruppe
H, die von 3(x + 3y — z) und 2(2x + y — t) erzeugt wird.

Die Gruppe A ist isomorph zur Faktorgruppe

A=F/Hund F/HXZ&Z&Z/27 $7Z/3Z.
Uberlegen Sie sich dazu, dass die Menge {z,y,2x +y — t,x + 3y — z} ebenfalls eine Basis von F' ist.

Zopfgruppen. Eine wichtige Klasse von Gruppen sind die Zopfgruppen. Stellen Sie sich den Baustein eines

Zopfes vor:

Nehmen wir jetzt einen Zopf auf n Striangen (n > 2), der diesen Baustein auf den Stringen ¢ und ¢+ 1 hat
und ansonsten gerade herunter lduft. Das ist ein Erzeuger der n-ten Zopfgruppe B,, und er wird meistens
mit o; bezeichnet. Sie verkniipfen Zépfe, indem Sie sie aneinanderhéngen.

Es gilt 05410;0,41 = 0,0;410;:
Q %
/ ~
( /
[ [

Es gelten auch noch die Relationen o;0; = 0,0y, falls i — j| > 2 ist. Was ist By? Hier haben Sie nur zwei
Stringe und Sie zdhlen, wie oft diese Stringe getwistet sind. Dies gibt By & Z.

Was ist B,,/[Bn,Bn]? Sie wissen, dass diese Gruppe abelsch ist. Sie wissen auferdem, dass sie endlich
erzeugt ist, weil B,, es war. Sie wissen also mit dem Klassifikationssatz a priori was in Frage kommen kann
fiir By, /[Bn, By]. Da Bs schon abelsch ist, ist By/[Be, Ba] & Z.

Fiir n > 2 sind je zwei Erzeuger zueinander konjugiert: Sie konnen die Relation o;0,110; = 0410041
umformen zu

—1
Oit1 = 0i0i+10;(050i41) -
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Damit haben alle Erzeuger das gleiche Bild in B,,/[By, By]. Indem Sie B,,/[B,, Bn] = Z, 0;[Bpn, B,] — 1
setzen, erhalten Sie eine Surjektion und es gilt fiir alle n > 2

B, /|Bn, B, 2 Z.

4. EINE GRUPPE DER ORDNUNG 48

Nehmen wir erst einmal an, wir haben eine Gruppe G der Ordnung 48 gegeben.
Was wissen Sie alles? Fiir jede Untergruppe H von G gilt:

|H| | |G| =48 = 2* 3.
also kommen Untergruppen mit Méchtigkeit
1,2,3,4,6,8,12,16, 24,48

in Frage.

Was sagen die Sylowsétze tiber G?7 Wir habe nur die Primfaktoren 2 und 3, also auch nur 2- und 3-
Sylowuntergruppen:

Ist sy wieder die Anzahl der 2-Sylowuntergruppen und ss entsprechend die der 3-Sylowuntergruppen, so
erhalten wir:

$2 |3, s3=1mod 2, s3 |16, s3=1mod 3.

Also kann sy € {1,3} und s3 € {1,4} sein. Sie hatten sich in einer Ubungsaufgabe (Blatt 3, Aufgabe 3)
iiberlegt, dass G nicht einfach ist. Aber das war einer der Fille, die durch Widerspruchsbeweis funktionierten.
Wir kommen so also nicht weiter.

Sind wir zu doof? Nein: Es gibt 52 zueinander nicht-isomorphe Gruppen mit 48 Elementen.

Spielen wir den Klassifikationssatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen durch und nehmen an, dass G
abelsch ist. Dann ist G isomorph zu Ga X Z/3Z und G+ ist die 2-priméire Komponente von G. Hierfiir haben
Sie viele Moglichkeiten, weil |G2| = 16 ist, also:

Z/16ZxZ/3Z,
7/87 x 7./27.xZ/3Z,
Z]AZ x Z.JAZXZ/3Z,
Z]AZ X 7./27 x 7./]27. X7/ 3Z,
Z)27 X 7)27 X /27 X Z]2Z.XZ|37Z.
Lassen wir nicht-abelsche Gruppen zu, dann wird das Ganze natiirlich noch interessanter. Sie konnten

zum Beispiel Dg X Z/67Z oder Dg x ¥3 nehmen.
Es gibt eine ganz andere Gruppe mit 48 Elementen, die GLy(F3). Fiir die erste Spalte kénnen Sie alle

Vektoren in F2 \ {(8)} nehmen. Fiir die zweite Spalte bleiben dann noch die Vektoren {ibrig, die keine

Vielfachen des ersten sind. Das gibt genau 48.
Sie wissen schon, dass Sie GL2(FF3) als semi-direktes Produkt schreiben kénnen, weil Sie die kurze exakte
Sequenz

1—— 8Ly (F3) —— G Ly (F3) 5 FY —1

kennen, die spaltet.
Also ist GLy(F3) = SLy(Fs) x FS mit |[F5| = 2 und |SL2(F3)| = 24. Es stellt sich heraus, dass SLy(Fs3)
wiederum ein semi-direktes Produkt ist, ndmlich
SLy(F3) = Qg x Z/37Z.
Hierbei ist Qg die Quaternionengruppe:
QS = {:I:la :tla :t.]’ :l:k}
Die Gruppenstruktur ist so definiert, wie auf der Basis der Quaternionen (s. Blatt 8 Aufgabe 3).

Die Matrix ( 1) erzeugt eine zyklische Gruppe der Ordnung 3.

1
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0 1 2 2
. . . o
Was erzeugen die Matrizen <2 O) und <2 1) !
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