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1 Tensorprodukte und Differentialformen

1.1 Tensorprodukte

Wir wiederholen zunéchst ein Konzept aus der Linearen Algebra.

Definition 1.1.1

Sei K ein Korper und seien V,W und X gegebene K-Vektorrdume. Dann ist eine K-bilineare

Abbildung eine Abbildung
a: VW — X,

die in beiden Argumenten K-linear ist, fiir die also a( v+ Nv',w) = Aa(v, w) + Na(v', w) und
a(v, \w + Nw') = Aa(v,w) + Na(v,w') fiir alle \, ' € K und v,v' € V, w,w' € W gilt.

Damit ist dann fiir jede lineare Abbildung ¢: X — X’ auch die Abbildung ¢oa: VW — X’
bilinear. Wir stellen uns die Frage, ob es fiir je zwei K-Vektorrdume V, W einen universellen
K-Vektorraum V ® W mit einer universellen bilinearen Abbildung V x W — V ® W gibt, so
dass alle anderen bilinearen Abbildungen V' x W — Z durch lineare Abbildungen V@ W — Z
beschrieben werden kénnen.

Definition 1.1.2
Das Tensorprodukt zweier K-Vektorrdume V,W ist ein Paar, bestehend aus einem K-
Vektorraum V @ W und einer bilinearen Abbildung

ki VW —= VoW
(v,w) = VW

mit der folgenden universellen Eigenschaft: Zu jeder bilinearen Abbildung
a:VxW—=X
gibt es genau eine lineare Abbildung ¢,: V @ W — X mit
Q= ¢y O K.

Wir driicken dies durch das folgende Diagramm aus:

VXW—">VeW
|
\ =N
Y
X
Betrachtung 1.1.3.

1. Damit ist die Theorie bilinearer Abbildungen auf die Theorie linearer Abbildungen zuriick-
gefiihrt.

2. Wir zeigen zunéchst, dass das Tensorprodukt, wenn es denn existiert, bis auf eindeutige
Isomorphie eindeutig ist. Angenommen, es giibe zwei Vektorrdume V @ W und V&W und
zwei universelle bilineare Abbildungen

KV XW VoW BV xW = VoW.

Man benutzt die universelle Eigenschaft von x und findet fiir die spezielle bilineare Ab-
bildung % eine eindeutige lineare Abbildung ¢iz: V@ W — VW mit ¢z o k = k.
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Durch Vertauschen der Rollen von k und & erhélt man ebenso eine lineare Abbildung
Gp: VOW — V @ W mit ¢, o & = k. Das Diagramm

VoW
|
/ |95
. Y
VxW--L-VeW
|
\ | dr
" ¥
VoW
kommutiert. Die Abbildungen x = idygw o k und ¢, o ¢z o Kk beschreiben die gleiche

bilineare Abbildung V xW — V@W. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in der universellen
Eigenschatft folgt ¢, o¢z = idygw. Durch Vertauschen der Rollen von x und & folgt analog

i © Qr = idv@w-

. Zur Existenz: Wir betrachten V' x W und K als Mengen und wir benutzen die Menge
aller Abbildungen von V' x W nach K, Abb(V x W,K). Wir definieren eine Abbildung

1 p— d p—
5:V x W — Abb(V x W,K),  8(v1,w:)(vs, ws) := { ) VLT 2 uRa T =,
0, sonst.

Es sei
U := Spang{d(v,w),v € v,w € W}.
Der Vektorraum U enthélt also endliche Linearkombinationen von Abbildungen 6 (v, w).

Wir wollen 6 dazu zwingen, bilinear zu werden und bilden den Quotientenvektorraum
T:=U/X,
wobei X der Untervektorraum von U ist, der von allen Elementen in U der Form
d(Avy + pg, w) — Ad(v1, w) — pd(vg, w) und §(v, Awy + pws) — Ao (v, wy) — pd (v, ws) (1)
erzeugt wird, also X = Spang (M), wobei M die Menge
{6(Avy + pvg, w) — Ao (vy, w) — pd(vg, w), §(v, Awy + pws) — Ad(v, wy) — o (v, we)}

mit v, v, v € V, A, € Kund w, wy,we € Wist. Essein: U — U/X = T die kanonische
Projektion. Nach Konstruktion ist 7" ein K-Vektorraum und wod: V. x W — T ist bilinear.

Wir behaupten, dass das Paar (7,7 00) ein Tensorprodukt von V und W ist. Wir zeigen
dies, indem wir nachweisen, dass (7', mo¢) die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes
hat.

Sei dazu also a: V x W — Y eine beliebige bilineare Abbildung in einen K-Vektorraum
Y. Jedes Element in 7" 148t sich schreiben als 7 (377 | A\id(v;, w;)). Wir setzen ¢o: T — Y
an als

¢a(m(0(v,w))) = a(v,w)

und allgemein

Ga <7T (Z )\i(s(viawi)>) = Z)\ioz(vi,wi).



Wir miissen zeigen, dass diese Abbildung wohldefiniert ist. Ist x ein Element aus X, so
ist x eine Linearkombination von Elementen wie in . Da aber « bilinear ist, gilt

a(Aug + pug, v) — Aa(ug, v) — pa(ug, v) = 0 und a(u, Avy + pve) — Aa(u, v1) — pa(u, vy) = 0,

so dass alx = 0 gilt.

Damit ist ¢,: W/X — Y wohldefiniert und linear. Es gilt nach Konstruktion
¢aomOd = a,

weil wir ¢, o 7o d(v,w) genau als a(v,w) definiert hatten.

Da die Elemente (v, w) den Vektorraum U erzeugen, erzeugen die Elemente 7(d(v,w))
den Quotientenvektorraum. Da wir verlangen, dass ¢, o m 0§ = « gilt, ist ¢, damit
eindeutig festgelegt.

. Ist K ein Korper und sind V,W zwei K-Vektorraume mit dimg V' = m < oo und

dimg W = n < oo, so ist
dimg VoW =m - n.

Es sei By = (v, . ..,vn) eine Basis von V und By = (wy, . .., w,) eine Basis von W. Dann
ist (v; @w;,i =1,...,m,j =1,...,n) eine Basis von V ® W: Nach Konstruktion von
V ® W sind die (v; ® wj,i =1,...,m,j = 1,...,n) linear unabhéngig und sie erzeugen
VeWw.

. Die Elemente des Vektorraums V @ W heiflen Tensoren, die Elemente der Form v ® w :=

K(v,w) mit v € V und w € W Tensorprodukte oder reine Tensoren. Die Tensorprodukte
erzeugen V@ W aber nicht jedes Element von V ® W ist das Tensorprodukt eines Vektors
veVundweW.

Bemerkung 1.1.4.

1.

2.
3.

Sind V. W reelle oder komplexe Vektorrdume und tragen iiberdies die Struktur eines
Hilbertraums, so ist das Tensorprodukt V' @ W mit dem durch

(v@w,v @uw') = (v, (w,w') firalev,o’ eV undw,w €W

definierten Skalarprodukt ein Skalarproduktraum. Im unendlichdimensionalen Fall ist dies
aber kein Hilbertraum. Man kann aber V' ® W als metrischen Raum vervollstédndigen,
indem man alle Cauchy-Folgen hinzunimmt und Cauchy-Folgen identifiziert, wenn ihre
Differenz eine Nullfolge ist. Man zeigt dann, das dieser Raum V&®W eine natiirliche
Struktur eines Hilbertraum trégt.

Es gilt dann fiir Réume quadratintegrabler Funktionen L?(RP)®L%(R?) = L2(RP x RY).

Wenn die Elemente der Hilbertrdume V' und W Wellenfunktionen quantenmechanischer
System beschreiben, so beschreiben Elemente des Hilbertraums V&W Wellenfunktion des
gekoppelten Systems. Tensorprodukte von Hilbertraumen treten daher natiirlich bei der
Beschreibung von Systemen mehrerer Teilchen auf. (Bei identischen Teilchen muss man
sich auf Unterrdume einschrinken, um die Bose- oder Fermi-Statistik des Teilchens zu
beriicksichtigen.)

Wir definieren nun das Tensorprodukt zweier linearer Abbildungen.



Betrachtung 1.1.5.
Je zwei K-lineare Abbildungen

o: V=V v W — W
induzieren eine K-lineare Abbildung der Tensorprodukte

PRV VW =V W'
Dazu betrachten wir das Diagramm:

VXW—=VaW

[
¢le I ARy
Y

VX W V' @ W

Da die Abbildung ' o (¢ x v) bilinear ist, existiert nach der universellen Eigenschaft des
Tensorprodukts die eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ ® ¢ mit (¢ @) ok = K o (¢ X ).

Diese erfiillt also

(pRY)(v@w)=0¢(v)@Y(w) firveV undw e W.

Betrachtung 1.1.6.

Wir wollen diese Strukturen nun auch in Koordinaten beziiglich Vektorraumbasen betrachten.

Sei K ein fester Korper.

1. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und B") = (e, ...

schreiben einen Vektor x € V in dieser Basis als

,en) eine Basis. Wir

n
T = E x'e; mit x' € K.
i=1

Man nennt manchmal einen Vektor z € V' einen kontravarianten Vektor in V.

. Sei V* = Hom(V,K) der Dualraum von V, also der Vektorraum der Linearformen auf
V. Die zur Basis BYY) = (ey,...,e,) duale Basis B"") = (e!,... e") besteht aus den
Linearformen e’ mit e’(e;) = &;;. Wir schreiben Linearformen, also Vektoren 8 € V* im
Dualraum, als Linearkombination

B=> pe  mit B €K
=1

Man nennt manchmal dann auch g8 € V* einen kovarianten Vektor zu V.

. Seien V, W endlich-dimensionale Vektorrdume mit Basen BY) = (ey,...,e,) und BMW) =
(e},...,e,). Eine lineare Abbildung A: V' — W beschreiben wir durch die Bilder der
Basisvektoren

(a;'») ist die darstellende Matrix von A. Oft vereinbart man, dass iiber gleiche oben und
unten stehende Indizes summiert werden muss, und lasst das Summenzeichen weg: Ae; =
a;e; Dies ist die Einsteinsche Summationskonvention, die in Differentialgeometrie und

allgemeiner Relativitdtstheorie haufig verwendet wird.
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4. Seien V, V' und W, W' endlich-dimensionale K-Vektorraume und ¢: V- — V' und ¢: W —
W’ lineare Abbildungen. Seien BY) = (e1,...,e,), BV) = (€f,...¢.) sowie BW) =

m

(fi, -, fo), B = (f1,. .. f;) Basen. Sind dann die darstellenden Matrizen gegeben
durch

$le;) = afer, und  P(fi) = b fy,
so folgt aus dem kommutierenden Diagramm in Betrachtung [1.1.5
(0@ ¥)(e: ® f;) = aibe;, ® J
und folglich fiir einen allgemeinen Tensor z7¢; ® f; € V@ V'
(0@ v)( e ® f;) = 27alle, @ f.
Die Beschreibung von ¢ ® 1 in Koordinaten ist also

PRY: (29) (afbﬁxij).

Bemerkungen 1.1.7.

1. Aus der Bilinearitdt von k folgt, dass sich auch das Tensorprodukt von Abbildungen
bilinear verhélt:

(AMP1 + X202) @Y = M1 @Y + Aagha @ 1),
¢ @ (M1 + Athe) = @ @MYL+ ¢ @ Aatha.

2. Ebenso folgt fiir Vektorrdume die Vertriglichkeit mit direkten Summen:
VieV)eWwW=WeW)o (Voo W),
und analog im anderen Argument.

3. Man hat kanonische Isomorphismen

avvw: U@ (Ve W)
u® (v w)

UeV)eWw
(u®v)®w

%

H
mit deren Hilfe man die K-Vektorrdume U @ (V ® W) und (U ® V) @ W identifizieren
kann. Das Tensorprodukt ist dann assoziativ.

4. Die Skalarmultiplikation in V' liefert kanonische Isomorphismen

KoV 5 V VeK — V
AQU = v VRN — A0

mit Umkehrabbildung v — 1 ® v bzw. v — v ® 1, mit deren Hilfe man den Grundkorper
K als Eins unter dem Tensorprodukt auffassen kann.

5. Man hat kanonische Isomorphismen

cov: U@V — VU
UKV — vRu,

mit deren Hilfe man die Faktoren vertauschen kann. Es gilt cyy o cpy = idygy.



6. Benutzen wir das assoziative Tensorprodukt, so konnen wir zu jedem K-Vektorraum V'
die Tensoralgebra
TV)=vVO vl gv®ag. |

mit V© := Kund VU :=V ® ... ® V mit j Faktoren, bilden. Durch das Produkt
—_———

J

VO x @O 5 yut+o
(M®...0V,nQ..0w) — M..AVQW ®...Quw

wird T(V') zu einer K-Algebra, d.h. dass der gegebene K-Vektorraum mit einem Pro-
dukt versehen ist, das beziiglich der Vektoraddition distributiv ist. Genauer ist T'(V)
eine Z-graduierte assoziative K-Algebra. Sie ist unendlich-dimensional, falls V' nicht der
Nullvektorraum ist. Die Tensoralgebra von Hilbertrdumen (und Unterrdume davon) tritt
in natiirlicher Weise bei der Beschreibung von Systemen der Quantenstatistik auf, bei
denen die Teilchenzahl nicht fest ist.

Bemerkungen 1.1.8.
1. Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume ist die kanonische Abbildung

Ve Wwr - (Ve W)
a®@f = (Vew=al)-fw)

ein Isomorphismus.

2. Insbesondere konnen wir Bilinearformen auf V' x W mit Linearformen auf V ® W, also
Elementen in (V ® W)* identifizieren und somit durch Tensoren in V* ® W* beschreiben.
In der Beschreibung durch Komponenten treten zwei untere kovariante Indizes auf.

3. Wir hatten den Mafitensor einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ ken-
nengelernt. Sei U C R* und ¢: U — R" eine lokale Parametrisierung. Sei fiir u € U
das Bild p := p(u) € M und (019, ...,0kp) eine Basis des Tangentialraums 7,//. Dann
liefert die Restriktion des euklidischen Skalarprodukts des umgebenden Raums R™ auf
T,M eine (positiv definite) Bilinearform 7,M x T,M — R und somit einen Tensor in
(T,M)* @ (T,M)*.

4. Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume ist die kanonische Abbildung

VEeW — Homg(V,W)
a®@w = (v alv)w)

ein Isomorphismus. Insgesamt ermoglicht dies einen Kalkiil fiir endlich-dimensionale Vek-

torrdume, bei dem alle Homomorphismen — insbesondere multilineare Abbildungen und
Multilinearformen — durch geeignete Tensoren beschrieben werden.

Bemerkungen 1.1.9.
1. Hat man in allen Vektorrdumen eine Basis gewé&hlt, so kann man Tensoren durch ihre
Koordinaten beschreiben:
(" ir..;,) beschreibt einen Tensor in Vi ®@ ... @ V, @ Wy @ ... @ Wy.
Eine Basiswechselabbildung im v-ten Faktor V,,

Y
e, = tlie;

fithrt dann fiir den Tensor zu neuen Koordinaten (tj-m:::j"'). Fiir kovariante Indizes ist
entsprechend die zu T' = (¢]) transponierte Matrix zu nehmen.
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2. Auf dem Raum der Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraums ist die
Spur eine wichtige Linearform:

tr: Endg(V) 2 V'@V — K
zhel @e; = ahel(e) =), a4t =}

Im Tensorkalkiil setzt man also einen oberen und einen unteren Index gleich und summiert
dariiber. Diese Operation nennt man auch das Verjingen eines Tensors. Auch ein Tensor
mit mehr als einem oberen und unterem Index zum gleichen Vektorraum kann verjiingt
werden; dies entspricht einer partiellen Spur.

Definition 1.1.10
1. Eine alternierende k-Form auf einem K-Vektorraum V' ist eine Abbildung

w: VF 5 K,

die in jedem Argument linear ist, also eine multilineare Abbildung ist, und die verschwin-
det, sobald wenigstens zwei Argumente gleich sind:

w(vy,...,v) =0,
sobald es i,j mit i # j gibt, so dass v; = v;.

2. Fiir k € N bezeichnet man mit A*V* den Vektorraum aller alternierenden k-Formen
VF — K. Speziell setzt man A°V* := K. Es ist A'V* = V*,

Bemerkungen 1.1.11.

1. Eine alternierende Linearform kann durch eine lineare Abbildung V*) — K beschrieben
werden.

2. Ist die Charakteristik von K ungleich 2 (wie fiir K = R oder C), so ist allgemeiner eine
alternierende k-lineare Abbildung eine Abbildung

a:VxVx..xV-=sW

mit der Eigenschaft, dass fiir jede Permutation o € ¥, gilt:
a(vy, ..., v) = sign(o)a(veay, - - -5 Vo(r))-

Wir nehmen im Folgenden an, dass die Charakteristik von K immer ungleich 2 ist.
Definition 1.1.12 Das k-fache &ulere Produkt eines K-Vektorraums V' ist ein Vektorraum
Ak (V), zusammen mit einer k-multilinearen alternierenden Abbildung A: V x ... xV — A*V,
so dass es fiir jede k-lineare alternierende Abbildung a: V¥ — W genau eine lineare Abbildung
bo: A¥V — W gibt, so dass das Diagramm



kommutiert.

Durch diese universelle Eigenschaft ist A*¥V bis auf eindeutige Isomorphie charakterisiert.
Die Existenz des #ufieren Produkts zeigt man, indem man den Vektorraum AV = V®* /L mit
L := span (vl ® ... Qv —sign(o)ve() @ ... @ Vory | 0 € L, v5 € V)

betrachtet.

1. Wir schreiben
A1, v8) = 01 At A ... A € APV
Wir werden gleich diesen Ausdruck noch einmal anders fiir den Fall von Linearformen
einfithren, also fiir A¥V*.

Da die Abbildung A: V¥ — A*V alternierend ist, gilt

vy AV AL A = SIgN(0) Vo) AL A Vo)

2. Eine alternierende k-Form auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V' kann als ein
Element (eines Unterraums) des K-Vektorraums (V®*)* angesehen werden. Diese kann
man natiirlich als Elemente in der Komponente (V ® ... @ V)* Z V*® ... ® V* der
Tensoralgebra T'V* des Dualraums auffassen.

Allerdings ist das Produkt zweier alternierender k-Formen in der Tensoralgebra nicht mehr
alternierend. Wir miissen daher fiir alternierende Formen ein anderes Produkt einfiithren.

Definition 1.1.13
Seien @1, ..., € V* Linearformen. Wir definieren das duflere Produkt oder Dachprodukt
©1 A ... Npp € A*V* durch

(1 Ao A i) (v, - ox) = det ((9e(v))1<0j<k)

Bemerkung 1.1.14.
Man zeigt leicht: Ist o1, ..., ¢, eine Basis von V*, so bilden die Elemente ¢;, A ... A pj, mit
1 <j; <...<jr <n eine Basis von AFV*.

Dazu betrachte eine zu (p;) duale Basis (e;); von V. Man zeigt dann, dass eine beliebige
alternierende Form w € A¥V* sich eindeutig schreiben lisst als

w= Z W(€iys Cigy v vy € )Pix N e N Qi

11 <i9<...<ip

Es folgt dimg AFV* = (Z) fiir 0 < k < n und dimg A*V* = 0 fiir k > n.

Satz 1.1.15.
Es gibt genau eine bilineare Abbildung (genannt dufleres Produkt oder Dachprodukt)

A AFVE ATV AR
(w,0) = wAo,

mit der Eigenschaft, dass

(QOl/\.../\QOk)/\(Qﬁl/\.../\@Z)g):(ng/\.../\gOk/\@Z)l/\.../\¢E)
fiir alle 1-Formen ¢;,v¢; € V*.



Definition 1.1.16

1. Wir definieren das duflere Produkt oder Dachprodukt alternierender Formen durch die
Abbildung aus Satz|1.1.15, Speziell setzt man fiira € K=AV*: a A\w=wAa=a-w.

2. Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V nennt man die direkte Summe
AV = @V ARy

die &uere Algebra von V.

Bemerkungen 1.1.17.
1. Die Dimension der duleren Algebra eines Vektorraums V' der Dimension dimg V' = n ist

. ~ (n n
dimg AV = Z (k’) = 2",
k=0
Insbesondere ist die duflere Algebra eines endlich-dimensionalen Vektorraums endlich-
dimensional.
2. Unmittelbar aus der Definition folgt, dass das Dachprodukt assoziativ ist,
(wl A (.Ug) /\UJ3 = W1 VAN (OJQ A (.Ug)

fiir alle w; € A¥ und alle Werte von ki, ko, k3 € N. Ferner ist das Dachprodukt alternie-
rend: Fiir w € A*V und o € AV gilt

who= (Do Aw. (3)

3. Die duflere Algebra von Hilbertrdumen tritt in natiirlicher Weise bei der Beschreibung
von fermionischen Vielteilchensystemen auf.

1.2 Differentialformen und der Stokessche Integralsatz
Wir folgen [E'3] §19-§21].

Betrachtung 1.2.1.
e Sei U C R” offen, f: U — R stetig differenzierbar. Bei der Einfithrung des Differentials
hatten wir df als Abbildung

U— (R")", pwdf(p) = df,

aufgefasst. Fiir jedes p € U ist R" der Tangentialraum 7,U der n-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit U.

e Wir wollen im Folgenden die Tangentialrdume 7, U fiir verschiedene p auseinanderhalten.
Wenn wir die Vereinigung U,cpT,U bilden, so sei diese stets disjunkt:

| | U = U{p} x T,U.

pelU pelU

Man nennt den Dualraum 77U := (T,U)* auch den Kotangentialraum von U in p. Ebenso
betrachtet man wieder die disjunkte Vereinigung Upey7,;U.
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e Wir fassen jetzt das Differential df auf als Abbildung
U — UperT,U mit p — df (p) € T, U,

wobei die Linearform df (p) € T;U auf einem Tangentialvektor v € T,U den Wert

N

B Ox;
j=1 "

df (p)(v) - () - v;

hat.

e Speziell betrachten wir fiir die Koordinatenfunktionen x; jetzt die Differentiale dx;: U —
Upev T, U. Sei ey, ..., e, die kanonische Basis von R" = T,,U; es gilt

Also ist fiir jedes p die Menge dz;(p), . .., dx,(p) die zur kanonischen Basis e, ..., e, von
R" = T,U duale Basis von T;U = R", und es gilt

Im Sinne der folgenden Definition ist das totale Differential df von f eine Differentialform
erster Ordnung.

Definition 1.2.2
Sei U C R"™ offen. Unter einer Differentialform der Ordnung k oder kurz einer k-Form auf U
versteht man eine Abbildung

w: U — |_| AU mit w(p) € A*TU.

peU

Bemerkung 1.2.3.

Nach Bemerkung ist fiir jedes p € U durch dzj, (p) A ... Adzj (p), 1< <...<jr<n
eine Basis von A"‘T; U gegeben, und jede k-Form w auf einer offenen Menge U C R"™ lésst sich
also darstellen als

w(p) = Z f]'1~-~jk> (p)dle ARERA dxjk

1<ii<...<jg<n

mit eindeutig bestimmten Koeffizientenfunktionen f;, ;, : U — R.

Definition 1.2.4
Sei U C R" offen und

1<j1<...<jp<n

eine k-Form auf U.
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1. Die Differentialform w heift stetig differenzierbar (bzw. stetig, bzw. r-mal stetig differen-
zierbar), wenn alle (Z) Koeffizientenfunktionen fj, ; diese Eigenschaft haben.

2. Fiir eine stetig differenzierbare Differentialform w der Ordnung k definieren wir nun eine
(k + 1)-Form dw, die &uBere Ableitung der Differentialform w, durch

do= Y dfy. Ny, A Nda,

1<j1<...<jg<n

Natiirlich ldsst sich dw dann als Linearkombination der Basiselemente dx;, A ... A dz;,
ausdriicken: Man schreibt

n Ofi
dw ::Z Z #j]kdxj/\dle A...Ndxj,

J=11<1<..<Jk<n
und ordnet die Indizes so um, dass sie strikt monoton wachsend angeordnet sind.

Satz 1.2.5.
Sei U C R"™ eine offene Menge.

1. (Linearitat) Seien wy,ws stetig differenzierbare k-Formen auf U und A, p € R. Dann gilt

d(Awy + pws) = Adwy + pdws.

2. (Leibnizregel) Sei w eine stetig differenzierbare k-Form und 7 eine stetig differenzierbare
(-Form. Dann gilt
d(w An) = (dw) A+ (1) w A dn.

3. Fiir jede zweimal stetig differenzierbare k-Form w auf U gilt d(dw) = 0.

Dass d?> = 0 gilt, besagt, dass d ein Randoperator ist, mit dessen Hilfe man Kohomolo-
giegruppen definieren kann — in unserem Fall deRham Kohomologie. Wer mehr dazu erfahren
mochte, ist auf [MT] verwiesen.

Beweis.
1. Die erste Behauptung ist eine Folge der Differentiationsregeln.

2. Die zweite Behauptung folgt aus der Produktregel fiir die Koeffizientenfunktionen und
der graduierten Symmetrie aus Bemerkung |1.1.171: Fiir

W= Z frdry  und 9= Zgjde
[1|=k |J|=¢
gilt
dwAn) = > ,(gsdfr + frdgs) Adzp A dzy

= (Crdfi Adrr) ANy gaday) + (=D, fr Adar) A (32, dgs A day)
= dwAn+ (—1)*w Adn.

3. Die dritte Behauptung folgt aus der Symmetrie der Hesseschen Matrix:

d*w = Z ax-afmdxi Ndx; Ndxj N... Ndxj, = 0.
hy=1"""""
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Wir fithren weitere Notation ein:

Definition 1.2.6
Sei U C R" eine offene Teilmenge, wobei R™ mit der Standard-Orientierung versehen ist.

1. Das vektorielle Linienelement ist das n-Tupel von 1-Formen ds8 := (dxy, . ..,dx,)T aufU.

2. Das vektorielle (Hyper-)Flichenelement ist das n-Tupel von (n — 1)-Formen, dS :=
(dSy,...,dS,)T auf U mit

auslassen

ie1 ~ =~
dS; = (=1)"dxy AN dx; AL ANdxg,.

Beispiel 1.2.7.
Wir betrachten Differentialformen auf dem R™ mit der Standard-Orientierung. Sei U C R"
offen. Wir betrachten Differentialformen verschiedener Ordnung und ihre d&ufleren Ableitungen.

1. Eine stetig differenzierbare 0-Form auf U ist eine stetig differenzierbare Funktion f: U —
R. Thr Differential df = 0, fdxz' + ...0, fdx™ = (grad f,d5) ist eine 1-Form.

2. Betrachte das Volumenelement dV := dxy Adxs A ... ANdx,. Jede stetig differenzierbare n-
Form auf U ist von der Form ¢ dV' mit einer stetig differenzierbaren Koeffizientenfunktion
c¢: U — R, und hat &uflere Ableitung 0.

3. Sei ¢ eine stetig differenzierbare (n — 1)-Form. Schreiben wir mit einem Vektorfeld b und
dem vektoriellen Hyperflachenelement d.S,

7@ == <b, d§> = bldl'g N... /\dCL’n —bgdl’l /\dCL’g AN /\dlL’n—f— .t (—1)n_1bnd$1 N.. ./\dl‘n_l,
so ist die duflere Ableitung die n-Form

Konkret fiir n = 3 sieht dies so aus: Die 2-Form
W = (b,dS) = bydxy A dg + bydas A dy + byday A day
hat die duflere Ableitung

dw = (8161 + 82[?2 + 83b3)dx1 VAN deQ A\ dl'g = (le b) -dV.

4. Sei ¢ eine stetig differenzierbare 1-Form auf dem R3. Wir schreiben dann die 1-Form mit
einem Vektorfeld a in der Form ¢ = (a,ds), und rechnen nach, dass gilt:

d(p = (81a2 — 82a1)dx1 A dxg -+ (81&3 — 83a1)d:c1 N d.133 + (82@3 — 83@2)d372 A dl‘g

-

(rota,dsS)

mit dem vektoriellen Flichenelement dS = (dwy A dxs, —dxy A dzs,dxy A dxs)?.

12



Wir haben so die Differentialoperatoren Rotation, Divergenz und Gradient durch Differen-
tialformen verstanden.

Definition 1.2.8
Sei U C R"” offen.

1. Eine stetig differenzierbare k-Form w auf U heifit geschlossen, falls dw = 0 gilt.

2. Fiir k > 1 heifit eine stetige k-Form w auf U exakt, falls es eine stetig differenzierbare
(k — 1)-Form n auf U gibt, so dass w = dn gilt.

Lemma 1.2.9.
Sei U C R" offen. Jede auf U stetig differenzierbare exakte k-Form ist geschlossen.

Beweis.
Zu einer exakten k-Form w finden wir nach Definition eine (k — 1)-Form 7 mit w = dn.
Dann gilt wegen Satz [1.2.53

dw = d*n = 0.

O

Eine Teilmenge U C R™ heiflt sternformig, wenn es einen Punkt xq € U gibt, so dass fiir
jeden Punkt x € U die Verbindungsstrecke Tox ganz in U liegt.

Theorem 1.2.10. [Lemma von Poincaré.|
Ist eine offene Teilmenge U C R" sternformig, so ist jede geschlossene k-Form auf U mit k > 1
auch exakt.

Beweis.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei zg = 0. Es reicht aus, k-Formen der Form

w= f(z) dz;, N... Ndx;,

auf U zu betrachten. Hierzu definieren wir die (k — 1)-Form

k 1
I(w) = Z:(—l)o‘_1 {/0 tk_lf(tx)dt] i dry, Ao o Ndx, AN dx,,

a=1

wobei die 1-Form dz;, ausgelassen wird. Das Integral ist definiert, weil tx € U liegt, da U
sternformig ist. Dann gilt
(%) w= dlw+ ldw.

Fiir eine geschlossen Form w folgt hieraus sofort w = dlw, so dass w exakt ist.
Die Gleichung (x) folgt durch direkte Rechnung: Es gilt

Al = b (1) Vi d [ fy 5 f)dt] oy A A drg AN da,

a=1
+3F (=1)e! [f(f tk_lf(tx)dt} da;, Adrg, A Adzg, A ... A d,
= (=)o d | [ f(m)dt} Ndzi A ..dzy. A... Adzg,

+k [fol L f () dt | dag, A A day,

13



Wir schreiben das Integral im zweiten Summanden um:
k[t f(to)dt =t f(ta)|y — [y 5 h, Opf(ta)asdt
= flz) — [y "S5, Osf (tw)zpdt

und rechnen die Ableitung des Integrals im ersten Summanden aus:

n

d {/Oltk_lf(ta:)dt} => [/Oltkaﬁf(m)dt} dzg.

B=1

Damit finden wir insgesamt fiir den ersten Summanden in (*):

dlw = SF_ S0 (—1)e [ ko, f(tx)dt} zi des Adzg, A ... Adzi, A .. d,
+f(x)dzy N .. Ndxy, — [fol "y 85f(t23)$5dt] dziy A ... Ndx,.

Wir berechnen auch explizit den zweiten Summanden in (x): wir finden

dw = Z@Bf(x)dxf; ANdzi, N. .. N\dzg,
B=1

und somit
ldw = 375, [fol dt - tk(?ﬁf(tx)} zg Ndxy, N ... Ad;,
+ 2 b ZZZI(—l)O‘ [fol dt - tkﬁﬁf(tx)} xi, daeg Ndx;, Ao A da:/z\a Ao ANdxg,

Der Vergleich liefert nun (). O

Bemerkung 1.2.11.
Aus dem Poincaréschen Lemma, zusammen mit den Beispielen [1.2.7], folgt fiir jede sternformige
offene Menge U C R3:

1. Ist a: U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit rota = 0, so existiert eine stetig
differenzierbare Funktion f: U — R mit a = grad f.

Denn fiihrt man wie in Beispiel [[.2.7}4 eine 1-Form ¢ := (a, ds) ein; dann ist
dp L2103 (rota, d§> = 0.

Nach dem Poincaréschen Lemma gibt es eine Funktion f: U — R mit
o = df " (grad f,d3)

also a = grad f.
In der Elektrostatik gilt fiir das elektrische Feld rotE' = 0. Daher gibt es eine skalare
Funktion V| das elektrische Potential, mit —grad V = F.

2. Ist b: U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit divb = 0, so existiert ein stetig
differenzierbares Vektorfeld a: U — R? mit b = rota.

Zum Beweis fiithren wir wie in Beispiel [1.2.7.3 eine 2-Form 1 := (b, ds ) ein; dann ist nach
1.2.7/.3 die duflere Ableitung diyp = divbdV = 0. Nach dem Poincaréschen Lemma [1.2.10

14



gibt es eine 1-Form ¢ mit 1) = dp. Schreiben wir ¢ = (a,ds) mit einem Vektorfeld a, so
folgt
(rota, dS) T2 dyp = v = (b, dS)

und somit b = rota.

Fiir das magnetische Feld gilt div B = 0; also existiert ein Vektorfeld A, das Vektorpo-
tential, so dass B = rotA.

Definition 1.2.12
Seien U C R™ und V' C R™ offen, sei

1<ii<...<jk<n

eine k-Form auf U und p: V — U eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann ist

1<1<...<jk<n
eine k-Form auf V| der Riicktransport oder Pullback p*w.

Wir halten ohne Beweis die wichtigsten Eigenschaften des Riicktransports fest:

Satz 1.2.13.
1. Der Riicktransport * ist linear: fiir A;, Ao € R und wy, ws k-Formen gilt

@ (Mwr + Aowa) = A" (wr) + Aa™(w2).
2. Der Riicktransport ist vertriaglich mit dem Dachprodukt,
@' (wAn) =" (w) Ap*(n).

3. Der Riicktransport ist vertriaglich mit der &uleren Ableitung: Ist ¢ zweimal stetig diffe-
renzierbar und w eine stetig differenzierbare k-Form, so gilt

d(p*w) = " (dw).
4. Ist weiterhin W C RP offen, v»: W — V stetig differenzierbar, so ist
(o) w="(pw).
Wir brauchen explizitere Formeln fiir den Riicktransport.

Beispiel 1.2.14.
Seien V' C R™und U C R" offene Teilmengen, ¢: V' — U eine stetig differenzierbare Abbildung.
Die Differentiale der Koeffizientenfunktionen ¢;: V' — R liefern 1-Formen

do; =S 22t
2 atj J

j=1
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1. Fiir den Riicktransport einer 1-Form w = )" | fidz; auf U finden wir deshalb

oSt (S

=1 _]:1 =1

2. Sei k = m, so dass die zuriickgezogene Form hochstmoglichen Grad hat. Da Differential-
formen alternierend sind, folgt

a(%l . S%)
O(tr, - tx)

Es folgt fiir den Riicktransport einer k-Form auf R™ zu einer k-Form auf R™:

w= Z firigdry Ao N dxg,

11<t2...<ij

Y w= ( Z (fu...zk O(P) det 3(t1,...,tk) dtl /\.../\dtk.

i1 <ig...<ig

3. Insbesondere gilt im Fall m = k = n fiir w = fdxy A ... Adz,
©'w = fop(detdp)dt; A...Adt,. (4)

Formen hochstmoglichen Grades transformieren sich also mit der Determinante.

Definition 1.2.15
Sei U C R" offen. Eine n-Form
w= fdx; N... Ndx,

auf U heifit iiber A C U integrierbar, wenn die Koeffizientenfunktion f iiber A im iiblichen
Lebesgueschen Sinne integrierbar ist. Dann setzt man

/Aw::/Af(x)da:

Insbesondere existiert fiir jede stetige n-Form das Integral iiber jedes Kompaktum A C R™.

Definition 1.2.16

Seien U,V C R" offen und ¢: U — V ein Diffeomorphismus. Gilt fiir alle x € U, dass
det((dy)z) > 0, bzw. dass det((dy),) < 0, so heiBit der Diffeomorphismus ¢ orientierungs-
erhaltend, bzw. orientierungsumkehrend.

Satz 1.2.17.
Seien U,V C R" offen und ¢: U — V ein Diffeomorphismus. Sei U zusammenhingend; dann
ist ( entweder orientierungserhaltend oder orientierungsumkehrend. Sei

w= fdxy N... Ndx,

eine stetige n-Form auf V. Ist ¢ orientierungserhaltend, so gilt

/ w = /(p*w;
©(A) A

ist  orientierungsumkehrend, so gilt

/ w = —/gp*w.
©(A) A
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Beweis.
Das folgt sofort aus dem Transformationsverhalten (4] von Differentialformen in Beispiel [1.2.14
und dem Transformationssatz fiir Integrale. O

Definition 1.2.18
Sei M eine k-dimensionale Untermannigtfaltigkeit des R".

1. Unter einem Atlas 2 fiir M versteht man eine Menge {¢;: T; — V; : j € J} von Karten
von M, deren Bilder M iiberdecken, also Uj V; =M.

2. Lasst sich fiir M ein Atlas 2 finden, so dass fiir je zwei sich schneidende Karten aus 2l der
zugehorige Kartenwechsel-Diffeomorphismus 7 orientierungserhaltend ist, so nennt man
die Untermannigfaltigkeit M orientierbar. (Orientierbarkeit ist eine Eigenschalft.)

3. Ist M versehen mit einem solchen Atlas, so nennen wir (M,2l) eine durch den Atlas
orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. (Die Wahl einer Orientierung ist eine
Struktur.)

4. Alle weiteren Karten von M, die wir einem Atlas 2, der eine Orientierung definiert,
hinzufiigen kénnen, so dass der Atlas immer noch eine Orientierung definiert, nennen wir
positiv orientiert; alle anderen Karten negativ orientiert.

Man kann eine Orientierung einer Untermannigfaltigkeit M als Aquivalenzklasse von At-
lanten verstehen. Wenn M zusammenhingend ist, so gilt: Entweder ist M nicht orientierbar,
oder es existieren genau zwei Orientierungen: Zu jeder Orientierung 2 gibt es auch noch die
entgegengesetzte Orientierung —%2A.

Definition 1.2.19
Sei U C R™ offen, w eine stetige k-Form auf U. Sei (M, 2l) eine orientierte k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R™ mit M C U. Sei A eine kompakte Teilmenge der Untermannigfaltigkeit
M.

Es soll das Integral von der k-Form w iiber (M,2l) erklirt werden. Man beachte, dass der
Grad der Form gleich der Dimension der Untermannigfaltigkeit ist.

e In dem Fall, in dem es eine einzige Karte p: T —V C M gibt mit A C V, setzt man

/ W= / Y w.
(A2) e 1(A)

Aus Satz folgt, dass dies unabhéngig von der gewéhlten Karte ¢ ist.
e FEs gebe nun endlich viele beziiglich 2 positiv orientierte Karten

o Ty ——=V,CM,{=1,...,m, mit
AclJve
¢

mit einer der Uberdeckung (V)¢ untergeordneten lokal-integrierbaren stetigen Teilung der
FEins
a;: UVg—HRfiirj:l,...,m.
¢
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Wir setzen
A; == AN supp(ay) C Vj.

und nennen die k-Form w integrierbar iiber A, falls w iiber alle A; im Sinne der vorge-
henden Betrachtung integrierbar ist. Dann setzen wir

e / (a5 00;) - (¢5w).
/mt) Z 7(4y) ’

J=1

Man zeigt (wie bei der Definition des Integrals iiber Untermannigfaltigkeiten), dass diese
Definition der Integrierbarkeit und des Integrals unabhéingig von der Wahl der Karten
und der Teilung der Eins ist.

Definition 1.2.20
1. Sei (M,d) eine durch den Atlas 2 orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R™ und ¢ eine beziiglich 2 positiv orientierte Karte. Man nennt fiir einen Punkt p € M
die Basis ((O1¢)(p), ..., (Orp)(p)) des Tangentialraums T,M und alle gleich-orientierten
Basen des Vektorraums T,M (beziiglich 2() positiv orientiert.

2. Ist n > 2 und M spezieller eine Hyperfliche im R™ mit der Standard-Orientierung, so ist
ein beziiglich 2 positiv orientiertes Einheits-Normalenfeld auf M ein stetiges Vektorfeld
v auf M, so dass fiir jedes p € M der Vektor v(p) ein Einheits-Normalenvektor auf M ist,
und so dass gilt: Ist (v, ...,v,—1) eine beziiglich 2 positiv orientierte Basis von T, M, so
ist (v(p),v1,...,v,_1) eine beziiglich der Standardorientierung des R™ positiv orientierte
Basis von R™.

Fiir den Beweis der folgenden Aussagen verweisen wir auf [F3] §20].

Bemerkungen 1.2.21.
1. Wenn eine Hyperfliche M C R" eine Orientierung 20 besitzt, so existiert ein positiv
orientiertes Einheits-Normalenfeld.

2. Eine Orientierung einer Hyperfliche lasst sich umgekehrt durch ein Einheits-Normalenfeld
v charakterisieren.

3. Fiir ein Kompaktum A C R"™ mit glattem Rand 0A sprechen wir von der kanoni-
schen Orientierung des Randes A, wenn die Orientierung durch das dufere Normalen-
Einheitsvektorfeld gegeben ist.

Wir erinnern an das vektorielle (Hyper-)Flichenelement aus Definition (1.2.6f Dies ist ein
n-Tupel von (n — 1)-Formen, dS := (dS),...,dS,)’. Somit ist fiir ein stetiges Vektorfeld f =

=

(fi,.-.y fu): U — R™ der Ausdruck (f,dS) eine stetige (n — 1)-Form auf U.

Wir wollen die Integration von Differentialformen und von Funktionen in Beziehung setzen.

Satz 1.2.22.

Sei U offen im R™ und M C U eine Hyperfliche im R", die durch ein Einheits-Normalenfeld
v: M — R™ orientiert sei. Sei f = (f1,..., fn): U — R" ein stetiges Vektorfeld auf U. Dann
gilt fiir jede kompakte Teilmenge K C M

[ (8.5 = [ (@) v@)asta)
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Symbolisch wird die Aussage auch in der Form dS = vdS geschrieben. Man beachte, dass
auf der linken Seite eine (n — 1)-Form und auf der rechten Seite eine reellwertige Funktion
integriert werden.

Beweis.
Wir betrachten nur den Spezialfall einer parametrisierten Fliche im R3: Es sei U offen im R?
und M C U eine Fliche im R3, die mit nur einer Karte p: T' = M beschrieben wird, wobei T

offen im R? ist.
Es sei f = (fi1, fo, f3): U — R3 ein stetiges Vektorfeld und K C M kompakt. Wir wollen
zeigen:

[ 1.8 = [ () v@)asta).
K K
Fiir t € T ist der Einheitsnormalenvektor im Punkt ¢(¢) € M gegeben durch das Vektorprodukt
dp X Do
v(p(t) = L2
)= oo x dag]

Wir rechnen dann
fK<f’ d§> = / fldxg N dil?g — / deSEl VAN d.Tg + / f3d.’131 AN d.CEQ
K K K

= / (p" fidpa A dps — @* fadpr A des + ¢* fsdpr A dps)
p1(K)

_ / o Opy Ops  Ops Ops
P R N T T T

Lot f 6903_3%01_3903_3901
Y2\ 5e ot,  ot, ot

.. (Op1 Ops  Op1 Ops
+ ¢ f3<at1 2, o oL dty A diy

B ., Op 0
= [pl(K) <gp f, atl X 0t2> dtl A dtz.

Wir haben dabei erst die Definition des vektoriellen Flichenelements d.S eingesetzt, dann die
Definition des Integrals und die Definition des Riicktransports und dann die Ket-
tenregel, gefolgt von der Definition des Kreuzprodukts.

Unser Zwischenergebnis ist das in Definition definierte Integral einer 2-Form iiber
die Teilmenge ¢~ '(K) C R% Dieses Integral ist:

/ (f,dS) = / (p* F (1), 010 x Dop)dtydty
K e~ H(K)

= /1(;ﬂwwxw¢@»uawx@wmmwz
o 45(x)

=lLU@xw@mam.

Definition 1.2.23
1. Sei H;, C R¥ der Halbraum

{(21,...,2) € R* | 2, < 0}.
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Wir versehen den Rand OH;, mit der durch das duflere Normalen-Einheitsvektorfeld v mit
v(z) = ey fiir v € OHy gegebenen Orientierung.

. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und A C M. Ein Punkt p € M
heifit Randpunkt der Teilmenge A relativ zur Untermannigfaltigkeit M, falls in jeder
Umgebung von p sowohl Elemente von A als auch von M\ A liegen. Die Menge aller dieser
Randpunkte bezeichnen wir mit Oy A. Dies ist eine Teilmenge der Untermannigfaltigkeit
M.

. Wir sagen, ein Kompaktum A C M habe glatten Rand 0y, A, wenn gilt: Es existiert fiir
jedes p € Oy A eine Karte p: T =V von M mit p € V, so dass o(H,NT) = ANV und
e(0H, NT) = 0y ANV gilt. Eine solche Karte von M nennen wir randadaptiert.

Man zeigt:

Betrachtung 1.2.24.
1. Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und A C M kompakt mit glattem

Rand, so ist 0y A eine kompakte (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

. Ist die Untermannigfaltigkeit M zusétzlich orientiert, so erhélt man eine induzierte Orien-
tierung auf dem Rand 0y;A: Man wéhle nur randadaptierte Karten, die positiv orientiert
sind, und schrianke diese auf den Rand 0y, A ein.

. Im Fall £k = n, M C R" offen, A wie in 2, ist die auf dyyA durch die kanonische
Orientierung von M induzierte Orientierung diejenige, die durch das &uflere Normalen-
Einheitsvektorfeld gegeben ist.

Der folgende Satz ist schon ein Spezialfall des Satzes von Stokes:

Lemma 1.2.25.
Sei w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form im R* mit &£ > 2, mit kompaktem Triger. Dann

Jute= L
Hy, O0Hy,

Beweis.

e Wir schreiben die (k — 1)-Form w als

VW fday A ANdxj A A day

J=1

mit C'-Funktionen fi,..., fi. In der von der randadaptierten Karte induzierten Karte
B: R¥1 — 0H, des Randes mit (t1,...,tx_1) > (0,t1,...,tx_1) gilt

B*W = f1(0,t1, e ,tk_l)dtl FANRAY dtk_l;

also folgt fiir das Randintegral

/ W = fl(o, ti1,... ,tkfl)dkflt.
OH,, Rk—1
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e Wir berechnen das Integral der k-Form
dw = %dxlA...Adxk

iiber den Halbraum Hj; = R_ x R*"!. Fiir jedes feste (zs,...,2) € R¥! folgt, da die
Komponentenfunktion f; kompakten Trager hat

0
0
/—oo 3_2(37171‘27 QR 7xk)dx1 = f1(07$27 e ’xk)'

Es folgt durch weitere Integration:

0
a—fl(xl,xg, cooyxp)dey .o dag = f1(0, 29, ..., xp)dxs . . . day.
H, 971 Rk-1

Fir 2 <j <k gilt

o [ ([500n) 5
— (1, 2o, ...,xp)dx ... dop = £ —dx; |dz;...dz; ... dzg.
/H;c 31‘;‘( b dm ’ R_xpr-2 \Jr 0; 1 ! '

Fiir festes (z1,...,%j-1,%+1,...,2;) hat die Funktion z; — f;(z1,...,z;) kompakten
Tréger. Also verschwindet das Integral in der Klammer. Insgesamt ergibt sich

/ dw = fl(O,xg,...,xk)d@...dmk:/ w.
Hk Rk—1 aHk

Wir kénnen nun den Stokesschen Integralsatz in seiner vollstdndigen Form formulieren:

Theorem 1.2.26 (Stokesscher Integralsatz im R™).

Sei U offen im R™. Sei M C U eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit (mit
k > 2) und w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form in U. Dann gilt fiir jedes Kompaktum
A C M mit glattem Rand 0y;A, wobei wir dy;A mit der von M induzierten Orientierung

versehen:
/ dw = / w.
A oA

Der Stokessche Integralsatz gilt auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten.

Beweis.
e Wie im Beweis des Gauflschen Integralsatzes fithren wir zu einem randadaptierten Atlas
ein feine beliebig oft differenzierbare Teilung der Eins «, . ein und zerlegen die (k—1)-Form

w:
w = E QW
P

Es geniigt wieder, den Stokesschen Integralsatz fiir die einzelnen Summanden zu beweisen.

e Wir nehmen daher an, dass M Nsupp(w) kompakt und ganz in einer Karte p: Q@ -V C M
aus dem randadaptierten Atlas enthalten ist. Die Differentialform ¢*w auf Q C R* kann
daher durch Null zu einer auf ganz R” stetig differenzierbaren Differentialform @ mit
kompaktem Tréger fortgesetzt werden. Es gilt

(%) /dw d:ef/ 0" (dw) I:|:Z|::313/ d(p*w:/ do.
A HpNQ H;NQ Hy,
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e Betrachte die Einbettung

B: RFT — RF
(ug,...,up—1) +— (0 ug,...,up_1)
und
Qo := BHOH,NQ) C RFL,
Dann ist

Vi=pof:Qy— Vy:=0ANV

eine Karte des Randes 0,7 A. Dann ist

() / o Vr'w = Brptw = g*o = / w.
61\/[.4 Qo Q() Rk—1 8Hk
Die Gleichheit von () und (**) und somit die Behauptung folgt nun aus Lemma [1.2.25]

O

Korollar 1.2.27.
Sei U C R" offen und w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form auf U. Dann gilt fiir jede
orientierte, kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C U

/ dw = 0.
M
Bewelis.

Da M kompakt ist, wiahle im Stokesschen Satz [1.2.26| A = M. Da die Mannigfaltigkeit M
keinen Rand hat, ist OM = (). O

Wir leiten aus dem Stokesschen Satz [1.2.26] zwei klassische Integralsétze ab.

Bemerkungen 1.2.28.
1. Sei U C R? offen. Betrachte eine parametrisierte Fliche M C U im R®. Ferner sei ein

differenzierbares Vektorfeld F': U — R?® gegeben, das mit dem vektoriellen Linienelement
ds aus Definition eine 1-Form w := (F, ds) liefert.

Sei A C M ein Kompaktum in der Fliache M mit glattem Randweg ¢: [a,b] — M, der
positiv umlaufend sein soll. Dann erhalten wir mit dw = (rotF, dS) aus Beispiel .4

Ja(rotF(z), v(z))dS(z) /A<rotF,d§> :/dw

A

/ w= / (F,d3)
oA oM A

_ /[ (P, )

Dies ist der klassische Satz von Stokes.

2. Der klassische Satz von GauB ist der Spezialfall k = n des Satzes von Stokes [I.2.26] Mit
der (n —1)-Form w = (F,dS) ist hierbei wie in Beispiel |1 3

dw = (dlvF)-dxl/\...Adxn.

[, divFd"e = / / / (F,dS)
8MA oM A

e / (F,v)dS(z
0A

Wir finden
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2 Funktionentheorie

2.1 Komplexe Differenzierbarkeit

In der Funktionentheorie beschéftigt man sich mit Funktionen (auf nicht-leeren offenen Teil-
mengen in C), die komplex differenzierbar sind.
Bisher haben wir nur Ableitungen komplexwertiger Funktionen reeller Variablen

f: U — Cmit U CR" offen

definiert. Der Korper der komplexen Zahlen C kann als zwei-dimensionaler reeller Vektorraum
aufgefasst werden. Daher ist der Begriff der reellen Differenzierbarkeit und reellen Ableitung
von Funktionen

f: U — Cmit U C C offen

schon definiert.

Bemerkung 2.1.1.
Wir erinnern an grundlegende Definitionen:

1. C={r +iylz,y € R},

Im

x = Rez ist der Realteil, y = Imz der Imaginérteil von z = x + iy € C. Die durch

C = C
z=x+y = Zi=T—1y

gegebene Abbildung heiBt kompleze Konjugation. Fiir den Betrag |z| einer komplexen

Zahl z =z + 1y € C gilt
2] == V2? +y? = V22

2. Zu jedem z € C gibt es 7 € R>g und ¢ € R, so dass z = re' gilt. Es ist r = |2| eindeutig
bestimmt; fir z € C* = C\ {0} ist der Winkel ¢ bis auf ein additives Vielfaches von 27
eindeutig bestimmt. Fordert man ¢ € (—m, 7|, so heiBt ¢ =: arg z, das (Haupt-)Arqument
von z; es ist eindeutig bestimmt.

Es gilt dann .
z = |z|e" = exp(ln |z| + iarg z) = |z|(cos ¢ + isin p).
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Fir z € C\ R<g ist dies eine Darstellung von z in Polarkoordinaten.

Es gilt:
ATCCOS — e fir y > 0,

2+ y?
x
—arccos ——— fiir y < 0.
/ZL‘2 + y2
3. C ist ein Korper; in Polarkoordinaten schreibt sich die Multiplikation (z,2’) + 2z’ und
die Inversenbildung z — 2! besonders einfach.

arg z =

4. Auflerdem ist C mit der durch
d(z1,22) = |z1 — 29| fiir 21,29 € C

definierten Metrik ein vollstiandiger metrischer Raum (und als solcher homdomorph zu
R? mit der metrischen Struktur, die aus der Norm auf R? folgt). Es ist also definiert, was
eine offene Menge U C C ist: U heifit offen, wenn es zu jedem a € U ein r > 0 gibt, so
dass die offene Kreisscheibe

B,(a) ={2€C|lz—a| <r}
in U enthalten ist.

5. Wie bei jedem metrischen Raum haben wir Begriffe wie Konvergenz und Stetigkeit. Da
C vollsténdig ist, konvergieren komplexe Cauchy-Folgen in C gegen einen (eindeutig be-
stimmten) Grenzwert.

Wir treffen folgende Verabredungen:

e Sei B C C eine Teilmenge. Wenn z, Haufungswert von B\ {2} ist und g: B\ {2} — C
eine Funktion, so ist mit li_>m g(z) immer lim g(z) gemeint.
Z—20 Z—20
z€B\{z0}

e Es bezeichne U C C im folgenden immer eine nicht-leere offene Teilmenge von C. Ist U
zusitzlich wegzusammenhéngend, so sprechen wir von einem Gebiet in C.

Definition 2.1.2

1. Sei U C C wie oben (offen und nicht leer). Eine Funktion f: U — C heifit im Punkt
2o € U komplex differenzierbar, wenn der Grenzwert
lim f(Z(] + Z) — f(ZO) —. f/(ZO)

z—0 z

existiert.

2. Eine Funktion heifit im Punkt zy € U holomorph, wenn sie in einer Umgebung von z
(also etwa einer Kreisscheibe B.(z)) komplex differenzierbar ist.

3. Eine holomorphe Funktion auf U ist eine auf U komplex differenzierbare Funktion f.
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Beispiel 2.1.3.
1. Ist f konstant gleich ¢ € C, so ist f komplex differenzierbar mit Ableitung f' = 0.

2. Wir betrachten die komplexe Konjugation:
fC—>C, z—7zZ

Dann gilt fiir zg, z € C mit z # 0:

flaot2)— () _ 2t+z—% _ z
z z z
Der Grenzwert limzﬁog existiert nicht: Fiir die Folge uy := % reeller Zahlen mit
limg oo up = 0 gilt limy_,o Z:: = 1. Aber fiir die Folge v, := % rein imaginérer Zah-
len, fiir die ebenfalls limy_,, v = 0 gilt, finden wir limg_, z:i =—1.

Die Funktion f ist also in keinem Punkt z; € C komplex differenzierbar, obwohl f in
jedem Punkt zy € C reell stetig differenzierbar ist.

Bemerkungen 2.1.4.

1. Da komplexe Differenzierbarkeit formal genau so definiert ist wie Differentiation im R!,
lassen sich Regeln wie Summen- , Produkt-, Kettenregel und I'Hospital analog wie im
Reellen beweisen. (Man muss nur statt Intervallen offene Teilmengen von C als Defini-
tionsbereiche betrachten.) Insbesondere sind polynomiale Funktionen holomorph.

2. Man zeigt auch wie bei reeller Differenzierbarkeit: Eine Funktion f: U — C ist genau
dann in einem Punkt zy € C komplex differenzierbar, wenn es eine Konstante ¢ € C, eine
Kreisscheibe B.(0) mit £ > 0 und eine Funktion

¢: B.(0) — C mit limM =0
z—0 Z
gibt, so dass
f(zo+2) = f(20) + ¢+ 2+ p(2) fur z € B.(0)

gilt. In diesem Fall ist ¢ = f'(z0).
Satz 2.1.5 (und Definition).

(a) Ist

oo

Zan(z —2p)" mit a,€C VneN

n=0
eine Potenzreihe (mit Entwicklungspunkt zy € C), die auch fir z; # zy konvergiert, so ist
sie absolut konvergent in der offenen Kreisscheibe B, _,(20), und gleichméBig konvergent in
B, (%) fiir jedes p < |21 — 2]
(b) In der Situation von (a) existiert ein eindeutig bestimmtes r € R, U {oo}, der Konvergenz-
radius der Potenzreihe ) a,(z—z)", so dass die Reihe fiir alle z mit |z — zy| < r konvergiert
und fir alle z mit |z — zo| > r divergiert.
Zur Berechnung von r:
Es gilt die Cauchy-Hadamardsche Formel:

1
— = limsup {/|a,| (mit oo™ = 0). (5)
”
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Des Weiteren gilt, falls alle a,, # 0:

lim inf 2 < r < limsup ) (Quotientenkriterium).
|Gt |G|
c¢) Ist nun r > 0 der Konvergenzradius,
&
[e.9]
f: Bi(20) — C, f(z Zanz—zo :
n=0

so ist f in jedem z € B, (%) komplex differenzierbar, mit
=2 "
= na,(z —z9)" .
n=1

Beweis.
Zu (a), (b), vgl. MfP I und [R1], Kap. 4, §1:

Da die Potenzreihe Y 07 a, (z—zp) fiir z = 2z; konvergiert, bilden ihre Glieder eine Nullfolge,
sind also insbesondere beschrénkt. Wir setzen 71 := |21 — 2¢|. Es gibt also eine reelle Zahl ¢ > 0,
so dass

|av |y = fay (21 — 20)"| < ¢

fiir alle v € N. Ohne Einschrinkung sei r; > 0; wir haben also die Abschétzung

la,| < % fiir alle v € N.
"

Fiir |2 — 29| < p < 7y erhalten wir daraus die Abschiitzung
c

|av (2 = 20)"| = lav||z = 20" < P =cd
1

mit q := %. Wegen 0 < p < 7y ist 0 < ¢ < 1. Also ist die geometrische Reihe ) °° ¢¢” eine
konvergente Majorante fiir die Potenzreihe fiir solche z.

Es sei .
T= (lim sup +/ \al,|)

v—00

Wir betrachten zunéchst den Fall 0 < 7 < oo und wiahlen ein 7o mit 0 < ro < 7. Es gilt also

1
= lim sup +/|a, <

vV—00

Daher existiert ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt

F 1 1
la,| < - & an| < -

0

Hieraus folgt die Abschétzung

n
Zz — Z

lan(z — 20)"] < (—' 0') |
To

woraus fiir alle z mit |z — z9| < 79 nach dem Majorantenkriterium durch Vergleich mit der
geometrischen Reihe die gleichméfige absolute Konvergenz der Reihe folgt. Da rg mit 0 < rq < 7
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beliebig gewéhlt war, folgt die Konvergenz der Potenzreihe ) a,(z — z)¥ fiir alle z mit
|z — 29| < 7. Wir haben somit die untere Abschétzung 7 < r an den Konvergenzradius r.
Sei nun 7 endlich, 0 < 7 < oo, und wéhle rq mit 7 < ry. Das heifit aber

1 1
— < = =lim sup {/|an|.
To T

n—oo
Daher existiert eine monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen nq, ns, ..., so dass
1 EN
T’_O < |anp|"p
fiir alle p € N, also
1
(TO)np < |anp|.

Fiir |z — 29| > 7o folgt daher fiir alle p € N
lan, (2 — 20)""| > 1,

so dass die Potenzreihe > 7 ja,(z — z)” schon deswegen nicht konvergent sein kann, weil ihre
Glieder keine Nullfolge sind. Da ry beliebig mit r < ry war, folgt die Divergenz der Potenzreihe
Yooz — 2o)? fiir alle z mit |z — zo| > 7. Wir haben somit die obere Abschétzung 7 > r an
den Konvergenzradius r.

Zu (c): Ubung, insbesondere zeigt man mit (b), dass auch > na,(z — 2)" " in B,(z)

n=1
absolut konvergiert. O

Korollar 2.1.6. Die Funktionen exp,sin, cos: C — C sind komplex differenzierbar, und es
gilt:
exp’ = exp, sin’ =cos, cos = —sin.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen Differentiation in C und Differentiation in R??

Satz 2.1.7.
Sei U C Coffen, zp € U und f: U — C. Man schreibe f(z,y) = u(z,y)+iv(x,y) mit z = v +iy,
wobei (z,y) € R? und u(z,y),v(z,y) reellwertige Funktionen sind.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. fist in zg komplex differenzierbar.

2. fist in (xq,yo) reell-differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differenti-

Dies ist ein System linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die reell-
wertigen Funktionen v und v in zwei Variablen.

Beweis.
Sei f in zy komplex differenzierbar und A := f'(zy) € C. Das ist genau dann der Fall, wenn

Ozlimf(20+z>_f(zo)—Az

z—0 V4

(6)
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gilt. Wir spalten in Real- und Imaginérteil auf:
A=a+ifund z=h+ik mit ao,p,hkeR
und somit
Az = ah — Bk + i(ak + Bh).

Wir betrachten erst den Fall, dass k = 0 ist und erhalten limy_,q w = g—i(zo). Dies
stimmt iiberein mit dem Grenzwert limy_.q W = %g—;(zo). Dies ergibt die Cauchy-
Riemann-Gleichungen fiir f in z.

Gelten umgekehrt die Cauchy-Riemann-Gleichungen und setzen wir

g—Z(ﬂfan/O) = a = ag—Z(ﬂfo,yo)
8_Z(x07y0) = _ﬁ = _a_z<x07y0>7
so konnen wir die Jacobi-Matrix A schreiben als g _j . Damit ist die Multiplikation mit A

eine komplex-lineare Abbildung und entspricht der Multiplikation mit o445, so dass @ gilt. O

Man beachte, dass wir auch die folgende Identitdt mitbeweisen haben:

, . 0 0 0
fl(z) =A=a+if = a—z(xoayo) +Za_;<l’o7yo) = a_i(%,yo)-

Als einfache Folgerung haben wir das

Korollar 2.1.8.
Sei U C C ein Gebiet, und sei f: U — C auf U holomorph und f’(z) = 0 fiir alle z € U. Dann
ist f auf U konstant.

Beweis.
Nach dem vorangegangenen Satz ist dann f auf U differenzierbar und es gelten fiir f =
u + v die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Uy = vy und Uy = —v,

sowie [ = u, + iv,. Aus f' = 0 folgt somit u, = v, = 0 und aus den Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen das Verschwinden aller partiellen Ableitungen. Nach einem Satz aus
der Analysis folgt auf dem Gebiet U daher, dass die reellen Funktionen v und v und somit
auch f auf U konstant sind. O

Korollar 2.1.9.
Ist f = u+ v holomorph auf einem Gebiet U und existieren auch noch stetige zweite partielle
Ableitungen von v und v, so sind u und v harmonische Funktionen, d. h. es gilt in U:

Au= Av=0.

Beweis.
Dies folgt mit direkter Rechnung aus den Cauchy-Riemannschen Gleichungen:

Ugpy = (uz>z - (Uy)m - (Um)y = _(“y)y = —Uyy-
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Beispiel 2.1.10.

1. Fiir die Funktion f(z) = 2? kann man die Giiltigkeit der Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen leicht explizit iiberpriifen.

2. Wir definieren den Hauptzweig des komplexen Logarithmus durch
log: C* — S :={z+iyly € (—m, 7|},

log z :=1In|z| + i arg 2.
Hierbei wdhlen wir das Hauptargument aus Bemerkung [2.1.1}2. Dann ist log die Umkehr-

funktion der Exponentialfunktion

exp: S — C*.

3. Die Funktion log: C* — S ist allerdings auf der negativen reellen Achse nicht stetig: Sei
r € R%, dann ist —x € R* auf der negativen Halbachse, und sowohl

T, := xe'™ %) als auch 2/, == ze!"™w)

sind Folgen, die gegen —z konvergieren, denn e = e¢~" = —1. Da die Folgenglieder
beider Folgen, m — 1 und —m + + im halbofffenen Interval (—, 7] liegen, folgt

1 1
logx, =Inz +i(r — =) und logz!, =Inz +i(—7 + —),
n n

lim logz, = Inx + im = log(—x),
n—oo

lim log 2!, = Inz — im # log(—x).
n—oo

Es ist also auch nicht moglich, dass log auf der ganzen punktierten Ebene C* holomorph
ist. Aber die Restriktion auf die geschlitzte Ebene

(x)  log:C*\R_ — &S

logz = In|z|+iargz
ist bijektiv, mit der Umkehrfunktion

exp: S 5 C*\R_,S={z+iyeClye (—mn)}

\ Imu
T
S LSS
% s
[ log, .
Re f

Re

I

—T

%

Die in () definierte Funktion log ist holomorph, denn es ist
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x
log(x +iy) = In\/x2 + y 414 8gny - arccos ————

2 y?
u(z, y) ~ -
v(z,y)
cony . 4 1 firy=0 wzo _y
gy = 1 firy<0 /2
woraus durch Differenzieren folgt fiir y # 0:
Y x
vy, y) = ey und vy (z,y) = PO
Das gilt auch fiir x > 0, y = 0, und auBerdem
T y
U (2,y) = 2+ und uy(z,y) = 2+

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind also erfiillt, die Funktion log ist
auf C* \ R_ holomorph, und es folgt

f'(2) = (ugp + v,) (z,y) = 5—= =

Bemerkung 2.1.11.
1. Mit Hilfe des Differentialoperators

o _1(o0 9
9z~ 2\ar oy

0

kann man die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen umschreiben zu 5 (z0) =
z

0:

E (3 + i2> (u+iv) = %(ux —vy) + i(uy +v;) = 0.

0

Zum Beispiel erhilt man fiir die Funktion f(z) = z, dass 5 f (20) = 1 fiir alle z, € C.
Z

Es folgt die aus Beispiel [2.1.3]2 bekannte Tatsache, dass f nicht holomorph ist.

2. Dies rechtfertigt, eine Funktion f auf R? umzuschreiben zu f(z,y) =

1
f (§(z+z),—%(z—z)) und im Wirtingerkalkiil formal nach unabhéngigen Varia-

blen z, z zu differenzieren. Dabei ist

f(z0) = (%f) (20) = <% (6% - za%) (u+z’v)) (20, 0)-

3. Fithren wir nun einen Kalkiil von komplexen Differentialformen auf R? ein, vgl. UA., mit
komplexwertigen Koeffizientenfunktionen vor Dachprodukten der 1-Formen dz = dx+idy
und dz = dx — idy auf R%:

Dabei ergibt sich fiir Funktionen h: U — C, z = z + iy — h(z), die stetig reell diffe-
renzierbar sind nach x und y, dass gilt:
oh oh

dh:%dz—l—%d .
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Wieder betrachtet man die d&uflere Ableitung von Differentialformen und auch die Inte-
gration von Differentialformen. Fiir die Integration einer 1-Form w = fdz+ gdz iiber eine
Kurve 7: [a,b] — C erhélt man aus dem Kalkiil der Integration von Differentialformen

/ o= / (FO) () + g0 (8) - YD)t
v [

a,b)

(Ist insbesondere die 1-Form holomorph, d.h. ¢ = 0, so ergibt sich die Definition des
komplexen Kurvenintegrals aus dem folgenden Abschnitt.)

Bemerkung 2.1.12. Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt, dass die
Jacobische Determinante einer in einer Umgebung von zg € C holomorphen Funktion f dort
gerade gleich

Us¥y — UyVs = Uy + v = | /()]

ist. Ist speziell f/(zy) # 0, so ist f ein (lokaler) Diffeomorphismus.

Definition 2.1.13

1. Eine lineare Abbildung L: R¥ — R™ heiBt konform, wenn eine der beiden &dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

e Die Abbildung L ist injektiv und fiir je zwei von Null verschiedene Vektoren v, w € R*
gilt
(Lv, Lw) (v, w)

IZofl - 1 Zwl] ol - flw]l”
e Es gibt eine Zahl p # 0, so dass fiir die darstellende Matrix A von L gilt A'A = p*1.

(Es ist leicht zu sehen, dass aus der zweiten Bedingung (Lv, Lw) = p*(v,w) und somit
die erste Bedingung folgt. F'ir die andere Richtung verweisen wir auf [Koe, p. 176].)

2. Eine differenzierbare Abbildung f: U — R™ auf einer offenen Menge U C R* heif3t
konform im Punkt x € U, wenn ihr Differential df(z): R¥ — R"™ in x eine konforme
lineare Abbildung ist.

Bemerkungen 2.1.14.

1. Aus der ersten Charakterisierung konformer Abbildungen folgt, dass konforme Abbildun-
gen Winkel erhalten.

2. Ist A die darstellende Matrix einer konformen Abbildung und k = n, so ist p LA eine
orthogonale Matrix. Man nennt dann A eine Ahnlichkeitsmatriz.

3. Nach der Kettenregel werden die Tangentialvektoren differenzierbarer Kurven durch den
Punkt z unter f durch das Differential df(x) abgebildet. Daher ist eine differenzierbare
Abbildung f: U — R? konform in z € U, wenn fiir alle differenzierbaren Kurven i, v,
mit 1(0) = z = 7,(0) sich die Kurven f o~ und f o7y in f(z) im gleichen Winkel
schneiden wie die Kurven v; und 7, im Punkt z.

Satz 2.1.15.
Sei U C R? ein Gebiet und f = u+iv: U — C reell differenzierbar. Dann ist f in z € U genau
dann konform, wenn die beiden folgenden Bedingungen gelten:
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e Das Paar (u,v) oder das Paar (v, u) erfiillt in z die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen.

e Es gilt uZ(z) + v2(z) # 0.

Beweis.
Eine reelle 2 x 2-Matrix ist genau dann orthogonal wenn sie entweder von der Gestalt

a f a f
( 3 a ) oder ( 8 —a )
ist, also eine Drehung oder eine Spiegelung ist, und o? + 5% = 1 gilt. Also ist die Jacobische

Matrix ( ZI Q;y ) genau dann eine Ahnlichkeitsmatrix, wenn die beiden Bedingungen gelten.
z Uy
O

Korollar 2.1.16.
Eine holomorphe Funktion ist genau dann konform im Punkt z € U, wenn f'(z) = u,(z) +
ivy(z) # 0. Holomorphe Funktionen erhalten die Orientierung.

Definition 2.1.17

FEine Funktion f: U — C in einen heifit (komplex-)analytisch, wenn zu jedem Punkt zy € U
eine offene Kreisschreibe B,(zy) C U und eine komplexe Folge (ay)nen existiert, so dass die
Funktion f sich um z, in eine absolut summierbaren Potenzreihe )~ a,(z — z)" entwickeln
ldsst, so dass f(z) =Y~ an(z — 2p)" fiir jedes z € B,(z).

Bemerkung 2.1.18. a) Die a,, sind eindeutig bestimmt durch a; = %f(k)(zo).
b) Wir werden spiter zeigen, dass jede auf der offenen Menge U holomorphe Funktion auf
U analytisch ist.
Satz 2.1.19. Die Nullstellen einer analytischen Funktion
f:U—=C, Uoffenin C,U # 0

sind isoliert, d.h. ist zp € U mit f(zy) = 0, so gibt es ein r > 0, so dass entweder f(z) =
0 fiir alle z € B,(29) gilt, oder f(z) #0 fiir alle z € B,(29) \ {20}

Mit anderen Worten: Ist f analytisch auf einem Gebiet A und dort nicht identisch Null, so
gibt es in A keine konvergente Folge von Nullstellen von f:

Nullstellen §
[~

Nullstellen §

—
. A A
.

nicht so, sondern so.
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Beweis. .
Es gibt ein p > 0, so dass f(z) = Y a,(z — 20)" fur alle z € B,(zy) C U ist. Es kann sein, dass
n=0

alle a,, = 0 sind, dann ist
f(z) =0 fiir alle z € B,(2).

Anderenfalls gibt es ein k£ € N mit

a; =...=a_1 =0 aber a; # 0. Dann ist

F2) =3 aulz = 20)" = (2= 200 3 iz — 20)"

fir z € B,(2). Die Potenzreihe

o0

Z k(2 — 20)"

n=0
konvergiert dann nach dem Kriterium von Cauchy-Hadamard auch dort gleichméafig, wo f
konvergiert, und definiert eine stetige Funktion g: B,(zy) — C.

Zu € := % gibt es also ein r mit 0 < r < p und
9(2) —g9(20)| = [9(2) —ar| <€ Vz € B(x),
a a
also [g(2)] 2 fou] — [g(z) — el > Ja] — 12 = 180 g

also g(z) # 0 und damit auch

f(2)=(2—20)"-g(2) #0 Vz € B.(2).

2.2 Komplexe Kurvenintegrale

Definition 2.2.1

1. Sei f: U — C eine Funktion. Eine Funktion F': U — C heifit (holomorphe) Stammfunk-
tion von f auf U, falls F' auf U holomorph ist und fiir ihre komplexe Ableitung F'(z) =
f(z) auf U gilt.

2. Sei I = [a,b] C R ein nicht nur aus einem Punkt bestehendes kompaktes Intervall und
~v: I — C eine stetige Abbildung. Ist vy stiickweise stetig differenzierbar, so nennen wir
v eine Kurve oder (im Folgenden auch kurz) einen Weg in C. Das Bild || = ~(I)
nennen wir die Spur des Weges. (Sie kann durchaus Selbstiiberschneidungen haben.) Gilt
|| € U C C, so nennen wir «y eine Kurve in U.

3. Der Punkt ~y(a) heift Anfangspunkt, der Punkt (b) Endpunkt der Kurve. Gilt y(a) =
~(b), so heiBit v geschlossene Kurve. Ist v konstant, so sagen wir, vy reduziere sich auf
einen Punkt.

4. Mit : I := [a,b] — C ist auch v : I — C mit v (t) = v(a + b — t) wieder eine Kurve,
die zu v entgegengesetzte Kurve.
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5. Sei I} = [b, c] ein weiteres kompaktes Intervall und I := I U I. Ist dann ~,: I; — C eine
auf I, definierte Kurve mit ~,(b) = y(b), so definieren wir die Aneinanderreihung als die

Kurve
y(t) fiirt € I,

die auf I, definiert ist.

Manchmal arbeitet man auch in der Funktionentheorie etwas allgemeiner mit Wegen, die
Stammfunktionen Lebesgue-integrierbarer Funktionen sind.

Definition 2.2.2

Sind 71, v, zwei auf Iy bzw. Iy definierte Kurven, so nennen wir v; und v, dquivalent, wenn eine
monoton wachsende bijektive Abbildung ¢: I, — I, existiert, so dass ¢ und ¢! stiickweise
stetig differenzierbar sind und v, = 7, o ¢ gilt.

Bemerkungen 2.2.3.

1. Man macht sich leicht klar, dass eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Wege vorliegt.

2. Ist der Weg « auf dem Intervall I = [a, b] definiert, so gibt es auf jedem anderen Intervall
I} := [¢,d] einen zu ~y #quivalenten Weg v;: Dazu finde eine affine bijektive Abbildung
t— @(t) =at+ f mit a, € R und a > 0 von [; auf [ und betrachte v; := v o .

3. Betrachte nun auf C die Standardkoordinate z als komplexwertige Funktion C — C,
ndmlich die Identitdat. Thr Differential dz ist eine komplexwertige Einsform auf C. Sei
U C Coffen und f: U — C stetig. Dann ist f(z)dz eine stetige komplexwertige Einsform.
Wenn wir sie {iber die von ~ parametrisierte ein-dimensionale reelle Untermannigfaltigkeit
von C integrieren, miissen wir die stiickweise stetige komplexwertige Einsform

V' (f(2)dz) = f(y(t)Y (t)dt

iiber das Intervall [a, b] integrieren:

[reme= | Fa) 0.

Definition 2.2.4
Sei v ein auf I = [a,b] definierter Weg und f eine stetige Abbildung der kompakten Menge
v(I) mit Werten in C (oder allgemeiner einem komplexen Banachraum F). Das Integral

[reme= | Fr

wird das Integral von f langs des Wegs oder Wegintegral entlang + genannt.
Die folgenden Aussagen sind klar:

Lemma 2.2.5.
1. Sind die Wege v und ~; dquivalent im Sinne von Definition [2.2.2 so folgt aus der Ket-

tenregel
f(z)dz = f(z)d
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2. Fiir den dem Weg v entgegengesetzten Weg v gilt

/W f(z)dz:—éf(z)dz

3. Ist die Aneinanderreihung zweier Wege v und v, definiert, so gilt
f(z)dz = /f(z)dz + / f(z)dz
W gl m

4. Sei 7y ein geschlossener Weg auf I = [a, b]. Fiir beliebiges ¢ € I betrachte die Abbildung

Yeile,e+b—a] — C

(1) = y(t) fir ¢<t<b
T Uyt —b+a) fir b<t<c+b-—a

Dann ist auch . ein geschlossener Weg und es gilt

/7 C F(2)dz = /7 F(2)dz

fiir jede stetige Abbildung f: (/) — E. Das Integral ldngs eines geschlossenen Weges ist
also nicht vom Anfang des geschlossenen Weges abhéngig.

Wir legen fest: Ist keine explizite Parametrisierung, sondern nur die Spur eines geschlos-
senen, ein Gebiet A umrandenden Weges gegeben, iiber den integriert werden soll, so
wahlen wir eine Parametrisierung mit positivem Umlaufsinn.

Beispiel 2.2.6.

1. Sei f: C — C mit f(z) := 2% Durch F(z) := 32° ist eine Stammfunktion von f auf C
gegeben. Fiir den Weg

0:[0,1] = C mit @(t):=t-(1+14)

ist das Kurvenintegral

[pf(z)dz:/Olf(t(lJri))-(1+z’)dt:/01t2(1+z')3dt

1
1 2
= (=2 +2i)=t> = —=(1—1).
3 0 3
Man beachte dabei, dass ¢ kein geschlossener Weg ist.
2. Sei f wie in 1.; fiir den geschlossenen Weg ¢
@: [0,27] = C mit p(t) := re' mit festem 7 > 0

ist das Kurvenintegral
2m ) ) 2 ' Z.rg '
/ f(z)dz = / (re)*iredt = irs/ etdt = —e¥ = 0.
® 0 0 3
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3. Fiir denselben geschlossenen Weg ¢ wie in 2. betrachte die Funktion
1
f:C\ {0} = C mit f(z) :=—.
z

Dann besitzt f auf C \ {0} keine Stammfunktion, weil der komplexe Logarithmus
log: C* — C nach Beispiel 2.1.10| nur auf der geschlitzten Ebene C* \ R_ differenzier-

bar ist. Es gilt
2 . it 2
/f(z)dz - / T ae = 2/ dt = 2ri.
o o re 0
Bemerkung 2.2.7.

Die Funktion f: U — C habe eine Stammfunktion F' auf U. Sei ¢: [a,b] — C ein Weg in U.
Nach der Kettenregel ist die Ableitung der Funktion

G:la,b) — C
t = Fp(t))
gleich
G'(t) = F'(e(t) - ¢'(2).
Also gilt

/ f(2)dz = / F(®)e ()t "D G) — Gla) = F(p(b) — F((a)).

Ist insbesondere der Weg ¢ geschlossen, also ¢(a) = ¢(b), so folgt f(p f(z)dz =0.

Lemma 2.2.8 (Ubung). Sei f: U — C eine stetige Funktion und 7: [a,b] — C ein (stiickweise
stetig differenzierbarer) Weg. Dann gilt:

[ ] < maxl 2120,

b
wobei L(vy) = [ |7/(t)|dt die Weglénge ist.

a

Definition 2.2.9
Seien vy,v1 zwei auf demselben kompakten Intervall I definierte Kurven und U eine offene
Menge in C, die sowohl vo(I) als auch ~,(I) umfasst.

1. Eine Homotopie von 7y, in 7, innerhalb von U ist eine stetige Abbildung
o: I x|a, B8] > U

mit o < f und «, 8 € R, so dass p(t,a) = v0(t) und ¢(t, ) = 1 (t) fir alle t € I gilt.

(Man beachte: Wir setzen nicht voraus, dass beide Wege gleiche Anfangs- und Endpunkte
haben, und dass die Homotopie Anfangs- und Endpunkte festlasst!)

Eine Kurve 7y heifit homotop zu einer Kurve v, in U, wenn es eine Homotopie von 7y, in
v1 in U gibt.
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2. Offenbar ist fiir jedes feste £ € [a, 8] die Abbildung t — (t,&) eine Kurve in U. Sind 7y
und 7y, geschlossene Kurven, so nennen wir ¢ eine Konturhomotopie von 7, in v; innerhalb
von U, falls t — ¢(t,&) fiir jedes £ € |« B] eine geschlossene Kurve ist. Sagen wir, zwei
geschlossene Kurven seien innerhalb U homotop, so soll das immer besagen, dass eine
Konturhomotopie (und nicht nur eine Homotopie) existiert.

3. Ein Weg, der homotop zu einem konstanten Weg ist, heifit auf diesen Punkt zusam-
menziehbar. Fin einfach zusammenhéngendes Gebiet U C C ist eine zusammenhédngende
offene Menge mit der Eigenschaft, dass jede geschlossene Kurve in U innerhalb von U
homotop zu einer geschlossenen Kurve ist, die sich auf einen Punkt reduziert.

Satz 2.2.10.
Sei U eine offene Teilmenge von C. Die Relation innerhalb von U homotop sein ist eine Aqui-
valenzrelation sowohl von Kurven als auch von geschlossenen Kurven.

Beweis.

1. Die Reflexivitat folgt aus der im zweiten Argument konstanten Homotopie o(t, &) = ~(¢)
fir alle £ € [a, f].

2. Ist ¢: I x |ov, B] — U eine Homotopie von 7y auf 71, so ist,

<t7£) = 90(757044'5 _5)
eine Homotopie von 7, auf 7y in U. Das zeigt die Symmetrie.

3. Die Transivitét sieht man folgendermaflen: Ist andererseits ¢: I x [o/, '] — U eine Ho-
motopie von 7, auf ¥, in U, so kénnen wir eine Homotopie von 7, auf 7, in U definieren:

Qtfx[a’ﬁ’_}_ﬁ_a/} LU
Q(t 5) .: { @(t,f) fira<&e<p
) : w(taf‘Fa’—ﬂ) fiir 5§§§B'+B—o/,

Beide Vorschriften liefern die gleiche Funktion fiir £ = . Man {iberlegt sich leicht, dass die
Vorschrift stetig ist, Werte in U annimmt und dass gilt §(¢, o) = 7o(t) und 0(¢, f'+5—a') =
~o(t) fiir alle ¢ € 1.

Bemerkungen 2.2.11.

1. Jedes sternformige Gebiet U C C ist einfach zusammenhédngend: Ist U sternférmig in
Bezug auf den Punkt a € U und ist v irgend eine geschlossene Kurve in U, dann ist

p(t,6) =a+(1=¢) () —a)

fiir 0 < ¢ < 1 eine Konturhomotopie von  in eine auf den Punkt a reduzierte geschlossene
Kurve.

2. Jede zu einer einfach zusammenhéngenden Menge homoomorphe offene Teilmenge U C C
ist wieder ein einfach zusammenhéngendes Gebiet.
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3. Die punktierte komplexe Ebene C\{0} ist nicht einfach zusammenhéngend: Man betrachte
etwa den Weg
on: [0,20] — C\ {0}
t — exp(int)

mit n # 0. (Es wird spéter noch klar werden, dass dieser Weg in C \ {0} nicht zusam-
menziehbar sein kann.)

4. Die Aneinanderreihung vV~ von v und ~* ist stets ein geschlossener Weg, der homotop
zu einer auf einen Punkt reduzierten Kurve ist.

Bemerkungen 2.2.12.

1. Man iiberlegt sich, dass die Aneinanderreihung von Wegen auf Homotopieklassen
assoziativ wird, aber nicht kommutativ. Fiir die Berechnung von Wegintegralen wird es
es niitzlich sein, zu wissen, wieviele Male (in positiver Umlaufrichtung) ein geschlossener
Weg v um einen (oder mehrere) Punkte ¢ ¢ |y| herumlduft. Das ist bereits durch die
Homologieklasse eines Weges bestimmt: Homotopieklassen werden so zu Homologieklas-
sen zusammengefiigt, dass bei gegebenem fixierten Punkt p € U die Aneinanderreihung
von Wegen mit Anfangs- und Endpunkt p auf Homologieklassen zu einer kommutativen
Verkniipfung wird (die wir dann auch additiv schreiben).

T

c c .
c
1 mal —1 mal
2 mal

2. Zum Beispiel lauft der Weg
On: [0,27] — C,  @u(t) := ™,

dessen Bild der Einheitskreis U(1) := {z € C||z| = 1} ist, n-mal um den Nullpunkt
herum. Er heifit der n-fach durchlaufene Finheitskreis.
Fiir den Weg ¢,, ist

27 27
1 1 1 . int
— —dz:—,/m,e dt:ﬁ/dt:n.
271 z 271 et 2w
©n 0 0

Im folgenden Satz, den wir aus Zeitgriinden nicht beweisen, berechnen wir analog diese
Windungszahl n € Z fiir beliebige Wege.

Satz 2.2.13 (und Definition). Sei ¢: [a,b] — C ein geschlossener Weg und ¢ € C mit ¢ ¢ |¢|.

Dann ist

1 d
3G o) =5 z—ZC
)

eine ganze Zahl. Sie heifit Index oder die Windungszahl des Punktes ¢ in Bezug auf den Weg
@ oder auch Inder des Weges ¢ in Bezug auf den Punkt (.
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Definition 2.2.14

1. Sei U C C und seien
S03[a7b]—>U7 ¢:[a1ab1]_>U

zwei geschlossene (stiickweise stetig differenzierbare) Wege in U. Dann heiBen ¢ und 1
homolog in U, in Zeichen:

¥ ~u wv wenil
Vo e C\U: j(z;9) = j(z;1)
gilt, d.h. wenn ¢ und v um alle Punkte des Komplements von U gleich oft herumlaufen.

Ist ein geschlossener Weg ¢ in U homolog zu einem Weg ¢y, der nur aus einem Punkt
20 € U besteht, so heifit ¢ nullhomolog in U, man schreibt

® ~u 0.

2. Sein € N und

eine Familie von Paaren von geschlossenen (stiickweise stetig differenzierbaren) Wegen -,
in U und ganzen Zahlen k,. Man schreibt dafiir

I'= Z Eeve
=1

und nennt I' einen Zyklus oder Zykel in U. Fiir stetiges f: U — C setzt man

/f(z)dz = ikg/f(z)dz.

r

Man nennt |I'| :== | || die Spur von I, und fiir ¢ € C, ¢ ¢ |I'| nennt man
=1

J(eT) =" kej(e;n)

den Index von ¢ beziiglich I'. Es heifit I' nullhomolog in U , wenn

Vee C\U: j(¢T) =0 ist.

Beispiel 2.2.15. 1) Die folgenden Wege sind in U nullhomolog:
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2) Es gilt
gl o1) = =1, j(c;p3) = 0, also @1 % @3

j(dv 901) = Oaj(dv 902) - _17 also P1 7LU ©2,
j<d§ 902) = —17j(d; <P3) =0, also 2 %y 3.

3) Wir konnen statt iiber einzelne Wege in U also auch iiber Zyklen integrieren, die keine
Wege sind, wie z. B.
271+ 372
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Y1

R

7 e
) 7

Bemerkung 2.2.16. Ist U berandet durch Wege 7, so dass (beziiglich des Umlaufsinns der
Wege) U stets links liegt, so schreiben wir fiir das Integral iiber den durch ),~, gegebenen

Zyklus kurz [, vgl. (2.2.5).
ou

2.3 Cauchyscher Integralsatz und Integralformel

Bemerkung 2.3.1. Wir wollen uns nun iiberlegen, dass es bei der Berechnung von Weginte-
gralen von einem geschlossenen Weg nur auf die umschlossenen Singularititen ankommt, also
auf die Punkte, in denen f nicht komplex differenzierbar (bzw. nicht definiert) ist.

Gibt es zu f: U — C eine Stammfunktion auf U, so ist das Wegintegral von f fiir jeden
geschlossenen Weg in U null, siehe .

Sei f komplex differenzierbar. Dann betrachten wir die komplexwertige Einsform
w= fdz = (u+w)(dz + idy)

auf U, wobei u, v reellwertige Funktionen sind. Dann folgt aus den Cauchy-Riemannschen Dif-
ferentialgleichungen:

dw = (uy+1vy)(dy Adx) + i(uy + iv,)de A dy
= (—uy —vy)dz Ady +i(—vy + uy)dz Ady =0

Wir erinnern an das Lemma von Poincaré: Uber jeder sternférmigen offenen Menge ist jede
stetig differenzierbare geschlossene k-Form (k > 1) auch exakt.

Und wir erinnern an die Integralsitze: Sei A (hinreichend) glatt berandetes Kompaktum in
R2, A offen, OA der orientierte Rand von A. Nach dem Satz von Stokes ist fiir jede auf einer
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Umgebung von A definierte stetig differenzierbare 1-Form:
/ w = / dw
DA A

Wir folgern (mit Liicken: unter anderem muss man die Stetigkeit der Ableitung komplex-
differenzierbarer Funktionen zeigen) hieraus fiir w = f(z)dz:

[z = [ageas) = [ L aznas—o
0A A

A S~ 2i dzndy
0

Indem man noch fiir Zyklen argumentiert, und insbesondere Wege aneinanderreiht, kommt man
zum folgenden fiir die Funktionentheorie zentralen Satz (siehe z.B. [FL]).

Theorem 2.3.2 (Cauchyscher Integralsatz).
Sei U C C offen, U # (), f: U — C holomorph und I' ein in U nullhomologer Zyklus. Dann

gilt
/f(z)dz = 0.
T

Speziell gilt: Ist U einfach zusammenhéngend, so ist | f(z)dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg
v

vin U.

Korollar 2.3.3. Sei U offen in C, f: U — C holomorph, und I'y,I'; seien in U homologe
Zyklen, d.h. j(¢;T'1) = j(e;T2) Ve e C\ U. Dann gilt:

/f(z)dz:/f(z)dz.

Beweis.
Seien
n n—+m
Ty =Y kypund Ty = > (—ko)v
/=1 l=n+1
zwei in A homologe Zyklen, dann ist
n—+m

F=T1—Ty=3) ke
=1
nullhomolog in A, und aus

/f(z)dz = 0 folgt die Behauptung.

T
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1 1/1 1
Beispiel 2.3.4. Sei f: C\ {0, -2 C S
CIepIe el f: CA {0, =2} = ’ZHz(z—i—Z) 2\z 242

geschlossener Weg, der {0, —2} nicht trifft und der Windungszahl 0 um ¢; = —2 und Win-
dungszahl 2n um ¢, = 0 hat, so stimmt das Integral [ f(z)dz iiberein mit 2min, der Hilfte des
©

). Ist ¢ ein beliebiger

1
Integrals von — iiber den 2n-fach durchlaufenen Einheitskreis.
z

Korollar 2.3.5. Es seien v; und 7, zwei Wege in einer offenen Menge U C C mit dem gleichen
Anfangspunkt v und dem gleichen Endpunkt v. Es gebe ferner eine Homotopie

¢: la,b] x [a, f] = U

von 7, in 7, innerhalb von U, welche Anfangs- und Endpunkte festlasst, d.h. ¢(a,{) = u und
(b, &) = v fiir alle £ € [a, f]. Dann gilt fiir jede auf U holomorphe Funktion f die Beziehung

/71 ( ) /72 f(Z) :
Beweis.

Der Weg 73(t) := v (t—b+a) mit t € [b,2b—a] ist zu 7~ dquivalent. Die Aneinanderreihungen
71 V 3 und 7, V 73 sind jeweils geschlossene Wege. Sie sind auch in U homotop:

et €) fiira <t <b,
P(t,§) = { v3(t) fiir b <t < 2b—a,

ist ein Konturhomotopie innerhalb von U. Der Cauchysche Integralsatz bzw. Korollar
2.3.3 liefert

/ f(2)dz + / F(2)dz = / F(2)ds + / F(2)dz

71 3 2 3

und damit die Behauptung. O

Wir halten noch fest:

Bemerkungen 2.3.6.
1. Sei~y: I — C ein geschlossener Weg. Der Index j(-;7) ist auf jeder Zusammenhangskom-
ponente des Komplements C \ v(I) der kompakten Menge ~y(I) konstant.

2. Ist ein geschlossener Weg ~y in einer abgeschlossenen Kreisscheibe B,.(zp) enthalten, so ist
J(z;7v) = 0 fiir jedes z mit |z — zo| > r.

Definition 2.3.7 Sei U offen in C, ( € U und f: U \ {(} — C holomorph. Dann heifit
hebbare Singularitit von f, wenn es eine Umgebung B.(¢) C U von ( gibt, so dass f auf
B.(¢) \ {¢} definiert, beschrédnkt und differenzierbar ist.

Beispiel 2.3.8. 1) Sei f: C* — C, f(z) := ez, so ist 0 keine hebbare Singularitit von f,
denn wegen lim e” = oo gibt es keine Umgebung U von 0, so dass f in U \ {0} beschrénkt ist.
zeR

2)Sei f: C*—=C, f(z):= "2 Dann ist 0 eine hebbare Singularitdt von f: Wegen
z

. sinz . sinz —sin0

lim = lim —— = cos0
z—0 Zz z—0 z —

2#0 2#0
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gibt es zu € := 1 ein § > 0 mit

sin z sin z

— 1‘ < 1, also

< 2 fiir z € B;(0).

z z

(Es stellt sich heraus, dass man f in jeder hebbaren Singularitit stetig ergénzen kann.)

Bemerkung 2.3.9 (Ubung). Sei U offen in C, ¢ € U,
frUN{CH—=C
sei differenzierbar und ( sei eine hebbare Singularitéit von f. Sei
¢: la,b] - C

ein geschlossener Weg mit |p| C U \ {(}. Es sei ¢ nullhomolog in U. Dann ist

/f(z)dz =0.

Dies folgert man mit Hilfe der Formel aus ({2.2.8]).

Theorem 2.3.10 (Cauchysche Integralformel). Sei U offen in C, ¢ ein geschlossener Weg in
U, und ¢ sei nullhomolog in U. Weiterhin sei ¢ € U, ¢ ¢ |p|. Dann gilt fiir jede holomorphe
Funktion f: U — C
1[4
2m )] z—(
¢
Hierbei wird fiir die Windungszahl j((; ¢) die offene Menge U \ {(} betrachtet.

dz = (G ) - f(C).

Beweis.
Esist g(z) := Lg(o auf U \ {¢} definiert und holomorph. Es existiert
Z —
lim g(z) = f'(¢),
z—(¢
2#C

also gibt es zu e > 0 eine Umgebung U von ¢, so dass gilt

e UN{¢ = [9(2) = (Ol <&,
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also |g(2)| < |f'(¢)| +e¢ fiir z € U\ {¢}. Damit ist also g auf U \ {¢} beschrinkt und ¢ ist somit
hebbare Singularitdat von g. Deshalb ist

/g(z)dz =0, also

@

S [ 1€,
Z—Cd Z—Cd

® ®

und die rechte Seite ist, nach ([2.2.13)), gleich
F(Q) - 2mi- j(G o).

Bemerkung 2.3.11. 1) Die Formel ist oft niitzlich, um Integrale auszurechnen.
2) Ist j(C; ) # 0, so gilt

1 (),

T2 j(Ge) ) e —C
©

f(©)

d.h. man kann den Funktionswert f({) einer holomorphen Funktion f in einem Punkt ¢ im
Inneren von |p| ausrechnen, wenn man f(z) fiir z € |p|, also auf dem Rand der von ¢ einge-
schlossenen Menge, kennt.

Betrachtet man eine holomorphe Funktion f und eine Kreisscheibe um ¢, so ist f({) ins-
besondere durch ein Mittel {iber den Rand der Kreisscheibe festgelegt; ein entsprechender Satz
gilt allgemein fiir harmonische Funktionen (vgl. MfP IIT 4.2.1), und es sind ja nach Korollar
die beiden reellwertigen Funktionen Ref und Imf harmonisch, wenn f zweimal stetig
differenzierbar ist.

Theorem 2.3.12. Sei f: U — C holomorph. Dann ist f komplex-analytisch. Genauer: Sei
2o € Uund p € R, p >0, so dass B,(z) C U ist, dann gibt es eine Potenzreihe ) a,(z — 2)"
n=0

mit einem Konvergenzradius > p, so dass

[e.e]

f(z) = Zan(z — 2p)" fiir alle z € B,(2),

n=0

und fiir jedes r mit 0 < r < p gilt



wobei 0B,.(zy) der einmal positiv durchlaufene Rand von B, (z) ist. Des Weiteren gilt fiir die
Koeffizienten a,,:

] < 227 mit M, = sup{1£(Q)]. € € B (z0))

fiir jedes r mit 0 < r < p.

Beweis.

Fir z € B,(z) wihlen wir ein festes r mit |z — 29| < r < p und betrachten den Weg
B: 10,27 = C, B(t) := 29 + re™.

Nach der Cauchyschen Integralformel gilt

1) =5 [ £ac
B

21

Es gilt fiir ¢ € |5]:

1 1 1 1 =/z—2\"
(—2z (—zp 1-—=2 C—ZOZ(C—ZO) r |z =zl <[¢ =zl

z—2
¢—20 n=0

Fiir ¢ € |B] ist | — 20| =7 > |2 — 20|. Also folgt
2
_ (2= 20)"f(B®)

2
1 (2= 20)" f (20 + et i
= , dt.
27T (Z rnetnt

0 n=0

_ n AN
Sei nun g,: [0,27] — C, g,(t) := (2 = 20)" /(20 + re”) " Die Funktion fist in B,(z) holo-

rn eint

morph, insbesondere stetig, also auf der kompakten Menge B, (z,) beschrénkt:

[F(O] < M, fir ¢ € Bi(20).

Dann ist | Y | |
z — zZo|" M, Z— Zol\n
|9n(t)] < EE—— MT(T)
——
<1
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Auf [0, 27] sind die Summanden g,(¢) beschriankt und es existiert eine konvergente Majorante
fiir die Reihe Y |gn(t)], also konvergiert die Reihe > g, (t) gleichméBig und absolut auf [0, 27],
— n=0

n=0
und wir konnen gliedweise integrieren:

2z — 20)" f(re + 2)i
:Z / 0)" f(re + zo) g
et 271 rneint

N 1 f©)
—2%2’—2’0 'QWZ./(C—Zo)"HdC’

B

wobei dieses Integral unabhéngig von r ist fiir r < p.
f(©)

Mit @, = — [ —25)
na 2mi ) (¢ — zp)" Tt
B

d¢ folgt

o0
= Z an(z — z)"
n=0

Die letzte Aussage des Satzes folgt aus der Formel fiir a,, im Beweis oben:

1 f(©)
n=— [ —1 4
= o (¢ — zp)n Tt ¢
B
mit der Abschitzungsformel (2.2.8)), wobei L(5) = 2. O

Korollar 2.3.13.

1. Sei U C C offen und f: U — C einmal komplex differenzierbar. Dann ist die Funktion f
in U beliebig oft komplex differenzierbar und somit beliebig oft stetig differenzierbar. Es
folgt auch, dass Real- und Imaginérteil einer holomorphen Funktion harmonische glatte
reellwertige Funktionen sind.

2. Die Nullstellenmenge jeder nicht konstanten holomorphen Funktion ist diskret.

Beweis.
Nach Satz[2.3.12]ist f in jedem z € U analytisch,

Zan(z —20)" = f(2).

Nach Satz [2.1.5] c) ist
= Z na,(z —a)"
n=1

und wir erhalten erneut eine komplex differenzierbare Funktion auf U. Aus dem Prinzip der
I[soliertheit der Nullstellen analytischer Funktionen [2.1.19| folgt auch die zweite Behauptung. O
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Satz 2.3.14 (Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen). Sei f: U — C holomorph,
29 € U und p > 0 mit B,(zp) C U. Dann gilt fiir r < p:

f(n)(zo)zn—!. / (Ldz

271 z — zg)"H!
8B, (20)

oder allgemeiner, fiir einen in U nullhomologen Weg ¢ mit zy ¢ |p|:

J(203 ) - f(n)(Zo) = ! /Ldz

T omi ) (2 — z)t
©
Beweis. -
Mit f(z) = > an(z — 20)™ fiir |z — 29| < p und der Formel aus [2.3.12f folgt
n=0
1
U = 5— / %dzfﬁrjedesrmit0<r<p.
8B (20)
1
Aus Satz [2.1.5| erhédlt man a,, = —'f(")(zo) und die Behauptung. O
n!

Bemerkung 2.3.15. Es gibt offenbar nicht konstante reell-differenzierbare Funktionen wie
z.B. sin: R — R, die auf ganz R differenzierbar und beschréankt sind. Aus der Abschétzungs-
formel fiir die Koeffizienten a,, im Satz (2.3.12)) erhélt man jedoch fiir komplex-differenzierbare
Funktionen den folgenden Satz.

Satz 2.3.16 (Satz von Liouville). Jede auf ganz C holomorphe beschrinkte Funktion mit
Werten in C (oder allgemeiner einem komplexen Banachraum FE) ist konstant.

Beweis.
Ist f auf C beschrénkt, so gibt es ein M € R, mit

lf(z)| <M VzeC.

Da f auf ganz C komplex differenzierbar ist, hat man fiir jedes p > 0 eine Potenzreihenent-
wicklung

1) = 3 0y fur 2] <
n=0
die nach dem Cauchyschen Integralsatz nicht von p abhéngt, also gilt fiir alle z € C:

S 1 (2)
= n " mit n — - d )
f(z) nEOa 2" mit @y = 5 L

9Br(0)

fiir beliebiges r > 0. Aus der Abschitzungsformel wissen wir

M

48



Da hier r beliebig grofi gewéhlt werden kann, folgt
la,| =0 Vn>1,

Also f(z) = ap. O

Mit Hilfe des Satzes von Liouville erhalt man einen kurzen Beweis fiir den Fundamentalsatz
der Algebra (siche MfP I):

Korollar 2.3.17 (Fundamentalsatz der Algebra).
Es sei P(z) = > ,a,2" eine nicht-konstante Polynomfunktion mit komplexen Koeffizienten.
Dann hat P(z) eine komplexe Nullstelle.

Beweis.
Beweis durch Widerspruch: Angenommen, es ist P(z) # 0 fiir alle z € C. Ohne Einschrinkung
sei deg P =n > 1 und a, = 1. Dann ist

1
C—>C =
nach der Quotientenregel in ganz C holomorph. Mit
R =2 max{laol, - lan 1], 5} > 1
= 2n -max{|ag|, ..., |an_1|, —} > 1,
0ls ) 1 m
gilt fiir 2| > R:
n—1 n—1 |Z|
(PR 12" =) lall=l* = 2" = o121
k=0 k=0
n 2" o R"
>t =n-— > —,
2n 2
1
< — fiir [2] > R,
|P(2)]

auBerhalb der kompakten Menge Bg(0) ist f also beschriankt. Auch in der kompakten Menge
Bgr(0) ist die stetige Funktion f beschrinkt. Nach dem Satz von Liouville ist f konstant in C
und damit auch P. Aber P hat Grad n. O
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2.4 Laurentzerlegung

Der Satz von Liouville zeigt, dass es ,,wenige“ holomorphe Funktionen gibt; zum Beispiel gibt
es wenige auf C doppelt-periodische Funktionen. Es ist daher wichtig, eine groflere Funktionen-
klasse zur Verfiigung zu haben. Dazu lassen wir einzelne Punkte einem Gebiet der komplexen
Ebene zu, an denen eine holomorphe Funktion nicht definiert sein muss, sogenannte isolierte
Singularitdten.

Definition 2.4.1

1. Unter einer unendlichen Reihe der Form > > ___a,, versteht man das Paar von Reihen

n=—oo

Eine solche Reihe heiBt konvergent, wenn die beiden Reihen Y~ a,, und Zoo_l a_, kon-
vergieren. Dann heifit ihre Summe Y 2 ja, + > o, a_, der Grenzwert von » .~ ay.

2. Analog fiihrt man die Begriffe der absoluten und der gleichméfigen Konvergenz fiir solche
Reihen ein.

3. Eine Laurentreihe mit Entwicklungspunkt zy € C und Werten in C ist, wie in 1., gegeben
durch die Reihe bzw. Reihen

o o0
Z%Z—ZO Za_n(z—zo) +Zanz—zo )", mit a, € C,

n=-—o0o n=1 =0
A
- -

welche man Hauptteil bzw. Nebenteil nennt. Insbesondere: Die Laurentreihe heifit kon-
vergent in z, wenn sowohl der Haupt- als auch der Nebenteil in z konvergieren.

o0

Bemerkung 2.4.2. Bei einer Laurentreihe ) a,(z — 29)" ist der Nebenteil eine Potenzreihe
n=0

in z — zp und es gibt einen Konvergenzradius R € [0, 00|, so dass

Z an(z — 29)" fur |z — 29| < R konvergiert,
n=0

und der Hauptteil ist eine Potenzreihe in ( := , es gibt also einen Konvergenzradius

zZ— 20
& 1
p € [0,00] von > a_,¢" d.h. fir r := - € [0, 00| konvergiert
n=1 P

Za_n(z — 20) " fir |z — zo| > 7.

Insgesamt haben wir also ein (eventuell leeres) Ringgebiet
K, r(z0) :={2 € Clr < |z — 2| < R},

in dem die Laurentreihe konvergiert.

Des Weiteren gilt:

(i) Es seien v/, R mit r < " < R’ < R, dann konvergiert die Laurentreihe in der Menge
{z € C|r' < |z — 20| < R'} gleichméBig.

(ii) Fir |2 — 20| <7 oder |z — z| > R divergiert die Laurentreihe.
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Mit (i) erhélt man:

Korollar 2.4.3. Die Laurentreihe f(z) :=>>" _ a,(z — 2)" konvergiere im Kreisring

KT,R(ZO) = {Z € (C|T < |Z — Z()| < R}

Dann ist durch f dort eine komplex differenzierbare Funktion gegeben, mit

o0

f'(z) = Z nan(z — z)" 1.

n=—oo

Ist a_; =0, so ist

Qp, n ..
F(z):= Z n 1(2 — 2)" fiir 2 € K, p(20)

n
nez\{—1}
eine Stammfunktion von f.

Beispiel 2.4.4. Sei
1 1 1
J(z):= (z—1)(z-2) 2—2 z—-1

Dann hat man drei Kreisringe um 0, in denen f differenzierbar ist, und man erhélt mit der

geometrischen Reihe:

B;1(0) K 5(0) K5 +(0)

o Zn o0

IR =3 g D BO)
n=1 n=1

f() = =3 5o = D 2 i Kaal0),
n=1 n=1

flz)=>" - —Zz—n: (2 1) - in K0(0)

n=1 n=1 n=1

Satz 2.4.5 (Integralformel fiir die Laurentkoeffizienten). Konvergiert Y~ a,(z — z)" im
Kreisring K, r(zp) gegen die Funktion f, so gilt

_ 1 f(¢)
In =5 = (¢ — z0)™t1 d¢

Kp
fiir jeden kreisformigen Weg

Kp: 0,27 = C, K,(t) == 20 + pe't, mit p € (r, R).
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Beweis.
Nach Folgerung besitzt

__JE

z—2z)"1 2z —2

eine Stammfunktion in K, g(2), also ist

e ey

Kp Kp

= 27rz

Fiir Folgerung [2.4.3| gilt auch die Umkehrung:

Satz 2.4.6. Jede in einem Kreisring K, r(2p) holomorphe Funktion f besitzt in diesem genau
eine Laurententwicklung

F2)= Y an(z—z)"
1
mit a, = 5 %d( fiir n € Z, wobei p € (r, R) und
Kp: [0,27] = C, k,(t) = 20 + pe”.
Beweis.

Sei z € K, g(z), dann wihlen wir rq, ry mit
r<r;<l|z—z|<rs <R

und den Zykel '
[:=ay —a; mit a;: [0,27] = C,  «;(t) == 20 + rje”.

XY
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Beziiglich K, g(20) \ {2z} ist j(2;T') = j(2z; a2) = 1, und nach der Cauchyschen Integralformel

[ S©
)= 5 [ Fac
r

denn I' ist nullhomolog in K, g(z), also

= [ £ [ 19

Fiir ¢ € |ay| haben wir

— 2
|¢ — 20| =71, |2 — 20| > 71, also ¢~ % <1,
Z— 20
. . 1 1 1 L . .
und wir entwickeln Tz = T = in die auf {¢ € C|¢ € |ai|} gleichmiBig
o -0 T =z
konvergente Reihe ’
1 Z — ZO

Wir haben also
—p _ p 1
27?2/( Zd( E by(z — 29) P mit b, := /f 20)P 7 dC.

Wir setzen a_,, := b, fiir n € N; das ergibt den Hauptteil der Laurentreihe.
Fiir ( € |az| haben wir

-z
Ol <1, und es gilt

|C — 20| =12, |2 — 20| < 12, also

1 1 1 = (z—2)"
= = 77 al

> . 1 f(Q)
= nZ:Oan(z — ZO) mit a,, := i Wdc

a2

*Zo n= O

27m (—z

Das ergibt den Nebentell der Laurentreihe. Da man ry beliebig nahe an R und r; beliebig nahe
an 7 wihlen kann, und da die a, nach (2.4.5)) eindeutig bestimmt sind, folgt

o0

f(z)= Z an(z — 29)" fur r < |z — 29| < R,

n=—oo

und da sich die Integrale iiber o; und ay nicht &ndern, wenn man 7, und ry innerhalb von (7, R)
andert, folgt
1 f(©)

In =5 = (¢ — z) ! d¢

Kp

mit beliebigem p € (r, R). O
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Beispiel 2.4.7. Die gebrochen rationale Funktion

2
J(z) = 22 —4z+3
ist auf C\ {1, 3} definiert. Wir konnen sie schreiben als
1 1
(z) = et

Wir suchen die Laurententwicklung von f auf dem Ringgebiet K 3(0). Fiir |z| > 1 gilt

o0 (e o]

111 1 1 1
— . L i_1— .- n ntl’
1—=2 z 1—- z f=z n:Oz+
Fiir |z] < 3 gilt dagegen
1 11 1 <, 2, = "
P R B e S 2P D e Do

Auf dem Ringgebiet K 3(0) ist somit f(z) = g(z) + h(1/z), mit der fiir |2| < 1 konvergenten

Reihe -
h(z) = — Z 2"
n=1

und der fiir |z| < 3 konvergenten Reihe

oo n

9(2) = _Z 3i+1'

n=0
Bemerkung 2.4.8. Es sei U C C offen und zj ein isolierter Punkt von {zo} UC\ U, d.h. es
gibt eine Umgebung V' in C von zy, die keine weiteren Punkte von C\ U trifft. Es sei
f:U\{2}—C

holomorph. Wir wollen die Art der isolierten Singularitit zy nédher beschreiben. Zunéchst sei zg
eine hebbare Singularitét sein, siche (2.3.7)). Ist 2y hebbar, so kann f holomorph in z, fortgesetzt

werden:

Satz 2.4.9 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Sei U C C offen zg € U und f: U \ {2z} — C
holomorph. Es sei z; eine hebbare Singularitdt von f. Dann gibt es eine holomorphe Funktion
g: U — C mit

Q\U\{ZO} = f.

Beweis.
Nach der Definition hebbarer Singularitéten gibt es ein r > 0, so dass f in B,(20) \ {20}
beschrankt ist, etwa | f(2)| < M fiir z € B,.(20) \ {20}. Wir setzen

pU o et ={ CTRYE T
0-

Dann ist ¢ in U \ {z} differenzierbar, und auch in zp, denn es existiert

. p(z) —e(z0) _
dim = = (e - 20) - f(2) =0

2#£20 z#20
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wegen |f(z)| < M fiir z € B,(20) \ {20}, also ist
¢'(z9) = 0.

Daher hat ¢ in B,(2g) eine Potenzreihenentwicklung

p(2) =Y an(z —2)"

mit ag = ¢(29) = 0 und a; = ¢'(zp) = 0. Somit ist (z) = > an(z — 20)",

n=2

f(z) = Zan(z — 20)" 2 fiir 2 € By(20) \ {20},

n=2

und g(z) := > 07, an(z — 20)""? ist die gesuchte Fortsetzung von f. O

Definition 2.4.10 [und Bemerkung] Es sei U C C offen und z, ein isolierter Punkt von
{z0} UC\ U und f: U\ {20} — C sei holomorph.

1. Wir nennen zy einen Pol von f, wenn zy nicht hebbar ist, aber eine Zahl k € N existiert,
so dass zy eine hebbare Singularitit von (z — 29)¥ - f(2) ist. Das kleinste k € N mit dieser
FEigenschaft heifit die Polstellenordnung von zy. (Es ist zy genau dann k-facher Pol von f,
wenn

f(z)= % fir z € U\ {70} Ist,

mit einer in U holomorphen Funktion g mit g(zy) # 0.)

2. Wir nennen z, einen wesentlich singuldren Punkt oder eine wesentliche Singularitét von
f, wenn zy weder hebbar noch ein Pol ist.

3. Allgemein definieren wir die Ordnung w(zo; f) von zy beziiglich f wie folgt:

e w(zp; [) = —o0, wenn zq eine wesentliche Singularitét von f ist.

e w(zp; f) = —k, wenn zy ein Pol der Ordnung k > 1 ist. (Man beachte das Vorzeichen:
fiir Pole ist w(zo; f) negativ.)

w(zo; f) = m, wenn f # 0 und zy eine Nullstelle der Ordnung m von f ist.

SchlieBlich setzen wir noch w(zp;0) = oo fiir die konstante Funktion 0.

Beispiel 2.4.11. Die Funktion f(z) = %, die auf C\ {0} definiert ist, hat in z = 0 einen Pol
der Ordnung 2.

Bemerkung 2.4.12 (Laurentzerlegung). Sei U offen in C, 2o € U, f: U\ {20} — C holomorph
und z( eine isolierte Singularitdt von f. Dann hat man eine Laurent-Entwicklung von f um z
iIl f(o7 R(ZQ)Z

f(z) = o(z) + h(2),
wobei ¢(z) der Nebenteil und h(z) der Hauptteil ist, also

M=

n=1

Die Koeffizienten der Laurentreihe sind eindeutig bestimmt, siehe (2.4.5)). Deshalb gilt:
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1.) zp ist genau dann eine hebbare Singularitét, wenn h = 0 ist.

2.) zp ist genau dann ein Pol von f, wenn A eine von 0 verschiedene endliche Summe ist, und
zwar ist zp genau dann ein Pol der Ordnung k, wenn gilt

Mw

—————— mit a_ # 0.
z — zo ”
n=1
3.) zp ist genau dann eine wesentliche Singularitdt, wenn unendlich viele a_,,n € N im
Hauptteil h(z) ungleich 0 sind.

Man zeigt leicht:

Lemma 2.4.13.
1. Sind sowohl f als auch g auf U := {z € C| 0 < |z — 29| < r} definierte holomorphe
Funktionen mit Werten in C, so ist w(zo; f + ¢) > min (w(zo; f),w(20;¢9)), und es ist
w(zo; fg) = w(zo; f) + w(z0; 9), falls beide Zahlen w(zo; f) und w(zo; ¢g) endlich sind.

2. Ist f auf U holomorph und ist die Ordnung m von z, beziiglich f endlich, so existiert ein
r’ mit 0 < r’ < r, so dass 1/f auf der offenen punktierten Kreisscheibe 0 < |z — zo| < r’/
holomorph ist mit

(Zﬂvl/jj (zva)'

1
Beispiel 2.4.14. 1) Sei f: C\ {0} — C, f(z) := sin —, dann ist fiir z # 0:
z

> )2n+1 o Zanfl
n _ -1 L —
HZ; 2n+1) nz:;( ) (2n +1)!
z -1 273 275
T e

Das ist die Laurententwicklung von f um 0. Hier sind unendlich viele der a_,, ungleich 0 (die
mit ungeradem n). Also ist 0 eine wesentliche Singularitidt von f.

2) Sei f: B:(0)\ {0} = C, f(z):= ﬁ dann existiert

1 = li = 1.
zl—%f( ?) = ll—{% sin 2 !
z#0 270

Damit ist 0 also eine hebbare Singularitdt von f, denn g: B,(0) — C,

1 fiir 2 =0,
g(z) =4 2 )

- fiir 2 # 0,
sin z

ist in B,(0) holomorph (mit ¢’(0) = 0) und setzt f fort.
1 1
3) Sei f: B:(0)\ {0} - C, f(z):=——. Dannist f(z) = — - ¢(z) mit der in (2) definierten,
sin z z
auf B,(0) holomorphen, Funktion ¢ , also gibt es ag, aj, ... € C mit

oo
= Z a,z" fiir |z| < 7 und damit
n=0

flz)=—+ Zanz"’1 mit ap = g(0) = 1 # 0,

also ist 0 ein Pol der Ordnung 1 von f.
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Definition 2.4.15 Sei U C C offen. Es gebe eine Menge P C U von isolierten Punkten, so
dass

(i) f: U\ P — C holomorph ist, und
(ii) die Elemente von P samtlich Pole von f sind.

Dann heifit f eine meromorphe Funktion auf U.

Beispiel 2.4.16. Sei R eine komplexe rationale Funktion, also
P(z)
Q(2)

mit Polynomfunktionen P und () mit komplexen Koeffizienten und () # 0. Dann ist nach dem
Fundamentalsatz der Algebra die Menge

R(z) =

N :={z € C| Q(z) = 0} endlich,

R: C\ N — C ist holomorph und alle p € N sind Pole von R, denn nach dem Fundamentalsatz
der Algebra kénnen wir Q(z) in Linearfaktoren zerlegen,

Q(z)=c- H(z —¢)° mit s, € N, also

geN

1 . P(z)
R(z) = —— - f(2) mit f(2) := ,
B = TS = T g
q€N\{p}
und f ist in einer passenden Umgebung von p holomorph. Damit hat R in p also einen Pol der

Vielfachheit hochstens s,, wenn s, die Vielfachheit der Nullstelle p von Q(z) ist.

Wir wollen noch die Situation an wesentlichen Singularititen beschreiben:

Theorem 2.4.17 (Satz von Picard).
Sei 29 € C eine wesentliche Singularitdt der analytischen Funktion f: U — C. Dann sind
nur zwei Fille moglich: Fiir jede punktierte Umgebung U von z gilt f(U) = C, oder es gilt

f(U) =C\ {c} fiir genau ein ¢ € C.

Mit anderen Worten: eine analytische Funktion nimmt in jeder Umgebung einer wesentlichen
Singularitéit zg jeden Wert mit hochstens einer Ausnahme an. FEine komplexwertige Funktion
f ist also ,extrem nervos“ in der Néhe einer wesentlichen Singularitidt. Als Beispiel betrachte
man die Funktion f(z) = e'/# um den Punkt z, = 0.

Die fiir den Beweis dieser Aussage nétigen Methoden kénnen wir allerdings in dieser Vor-
lesung nicht bereit stellen. Wir verweisen auf Kapitel 10.4 von Reinhold Remmert und Georg
Schumacher: Funktionentheorie 2, dritte Auflage, Springer 2007.
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2.5 Der Residuensatz

Wir hatten schon im Korollar [2.4.3| gesehen, dass fiir jeden geschlossenen Weg ¢ das Integral
f@ 2Fdz fiir k # —1 verschwindet, weil die monomiale Funktion z + 2*¥ dann eine Stamm-
funktion hat. Dies legt eine besondere Rolle des Koeffizienten a_; in einer Laurententwicklung
nahe.

Definition 2.5.1

Sei eine Funktion f mit Werten in C (oder einem Banachraum E), auf der offenen Menge
U:={2€C|0< |z— 2| <r} analytisch, und z, eine Singularitét von f. Der Koeffizient a_,
im Hauptteil von f wird das Residuum von f im Punkt z, genannt. Wir schreiben

a_y =: Res,—,, f.

Bemerkungen 2.5.2.
1. Nach der Koeffizientenformel aus Satz fiir Laurentreihen ist das Residuum gleich

dem Integral
1
Res,—., f —/ f(z)dz
9By (20)

PLY
fiir p klein genug.

2. Ist die Singularitdt von f in zp hebbar, so ist nach dem Cauchyschen Integralsatz [2.3.2
das Residuum Res,_,, f = 0.

3. Eine analytische Funktion f(z) habe einen Pol der Ordnung m an der Stelle zy, so dass
wir als Laurentreihe finden

f(2) =a_m(z—20)"" 4+ a_my1(z —20) ™+

Dann hat die Funktion
(z—20)"f(2) =a—pm + a—mi1(z — 20) + . ..

eine hebbare Singularitét in z5. Wir setzen sie holomorph fort. Dann gilt die fiir praktische
Rechnungen wichtige Formel

def 1 dm_l
(*) ReSZZZO(f) -0 (m - 1)' dzm=1l,=z

((z = 20)"f(2)).

Beispiel 2.5.3.
1. Betrachte fiir z # 0 die Funktion f(z) = “22. Aus der Reihenentwicklung der Kosinus-

Funktion )

cosz:l—gj:...

fiir alle z € C folgt Res,—o f = 1.
2. Betrachte fiir z # 0 die Funktion f(z) = e'/*. Wegen der Reihenentwicklung

o0

. 11
=D i

n=0

fiir z # 0 folgt Res.—qe'/* = 1.
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3. Betrachte fiir z # 0 die Funktion f(z) = ¢!/ = Aus der gleichen Reihenentwicklung fiir
= # 0 folgt Res,_g e/ = 0.

4. Sei U offen in C und zy € U. Die Funktionen g,h: U — C seien holomorph. Ferner gelte
9(z0) # 0 und h habe in z, eine einfache Nullstelle, d.h. es gibt eine Potenzreihenentwick-

lung h(z) = > 7 by(z — 20)™ mit h'(z9) = by # 0.

Dann existiert

lim (z — z9) == =

220 h(z) by

und

Res.—., <%) _ 9(%0) .

z+2
(= 3P(= +3)

5. Die Funktion f(z) := hat in zp = 3 einen dreifachen Pol. Sei

2 1
_Z+ 1

243 243’

9(2) = (2 = 3)°f(2)

-2
so ist ¢"(z) = EFik also wegen (x)

1 =2 1

Res.—3(f) = jm 216

6. Sei U offen in C, z5 € U, und 0 # f meromorph auf U. Dann gilt fiir die logarithmische
Ableitung

F:U\{2}—=C, F(z):=

Res,—., (F) = w(zo; f).

Denn es existiert ein m € Z,
f(z) = (= = 20)"g(2),

wobei g(z9) # 0 und g holomorph in einer Umgebung von zj. Es ist
Fi(z) =m(z = 20)"'g(2) + (2 — 20)"g (),

e om0
T ) r—m  gla)

(
9(2)

wobei wegen ¢(zp) # 0 in einer Umgebung von z, holomorph ist. Also ist

Res,—.,(F) = m.

Wir konnen nun einen weiteren zentralen Satz der Funktionentheorie formulieren:

Theorem 2.5.4 (Residuensatz). Sei U offen in C, (b,) eine endliche oder unendliche Folge
verschiedener Punkte von U und S die Menge der Punkte dieser Folge. Alle Punkte von S seien
in U isolierte Punkte.

Es sei
f: U\ S — C holomorph,
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' sei ein Zyklus in U \ S, I" nullhomolog in U. Dann gilt
/ f(z)dz =210 Y " j(bn;T) Res.—y, (f).
r n

Dabei gibt es auf der rechten Seite nur endliche viele von Null verschiedene Glieder.

-

-

Bewelis.

1. Wir kénnen die holomorphe Funktion f auf alle hebbaren singuldren Punkte in S analy-
tisch ausdehnen. Wegen Res,—;, (f) = 0 fiir hebbare singulére oder nicht-singulére Punkte
tragen solche b, zur Summe auf der rechten Seite nicht bei. Daher kénnen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass jedes b, € S ein nicht hebbarer singulérer
Punkt fiir f ist.

2. Es ist der Abschluss

{z € Uli(zT) # 0}

der Menge der Punkte, die in Bezug auf I' nicht-verschwindenen Index haben, in C
kompakt und in der offenen Menge U enthalten, vgl. Bemerkungen [2.3.6] Das heifit,
{z € Ulj(z;T) # 0} ist eine relativ kompakte Teilmenge von U. Eine diskrete re-
lativ kompakte Teilmenge von U enthélt aber nur endlich Punkte. Daher sei ab jetzt
S:{bh...,bn} mit n € N.

3. Sei

L=> k
j=1

mit k; € Z, m € N und geschlossenen Wegen v; in U \ S. Um jedes by nehmen wir einen
kleinen Kreis mit Radius 7y, so dass

By, (be) \ {be} CUN\S
ist, und dazu einen Weg ¢, der den Rand dieses Kreises genau j(by; I')-mal durchlauft.

4. Sei

O =,
(=1

60



Dann ist auch ® ~¢ 0, und es gilt
S ~ng I

Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt

Fez = [ =3 [ e
o= fren=y ]

=2mi Y j(be; ) Reso, (f),
=1

wobei wir im letzten Schritt die Entwicklung in eine gleichméfBig konvergente Laurent-
Reihe, siehe Satz [2.4.6] und die Definition des Residuums benutzt haben.

O

Der Residuensatz erlaubt es, explizit bestimmte Integrale auszurechnen, die zum Teil im
Rahmen der reellen Analysis nicht elementar zugénglich sind. Wir diskutieren fiinf Beispiel-
klassen.

Korollar 2.5.5 (Typ 1).

Seien p(z,y) und ¢(z,y) Polynome mit reellen bzw. komplexen Koeffizienten in zwei Unbe-
stimmten. Sei q(z,y) # 0 fiir alle z,y € R mit 2? + y* = 1. Setze

p(z,y)
R(z,y) = :
(@) q(z,y)
Dann gilt
2
R(cost,sint)dt = 27 Z Res.—a(f),
0 a€B1(0)

wobei f die rationale Funktion
1.1 1, 1 1
f(z) = ;R(Q(Z + ;), 5z = ;))

ist. Man beachte, dass in der Summe wieder tatséchlich nur endlich viele Terme beitragen.

Beweis.

e Fiir alle z € C mit |z] = 1 ist 7 =L und daher
1) = 3(z+2) = Rez
0 = 1:-%) = Ime

[—ro =

(z
(z

I+

]

reell. Wegen (Rez)? + (Imz)? = 1 ist ¢(Rez,Imz) # 0 fiir alle 2 auf dem Einheitskreis in
der komplexen Ebene, also hat die rationale Funktion f auf dem Einheitskreis keine Pole.

N

e Nach dem Residuensatz ist daher

27 > aepy (o) Resz=a(f) =
1 1, 1 1.1
R(§(z + ;), 2—2(2 — ;));dz [Defn. von f]

1 . ) 1 .
R(i(ezt_i_eflt) it

@\%\
>

)
S
2

) ?(6 — e "))e Hietdt
i

S| S| = S| =

[}

R(cost,sint)dt.

I
s

61



Beispiel 2.5.6 (zu Typ 1).
Wir berechnen

/27r dt
o a-+cost

fiir a € R und a > 1. Es ist R(x,y) = -, also

a+tz’

1 1 2

f(z>:;.a+%(z+§) T 2242+ 1

Es gilt 22 + 2az + 1 = (2 — a)(z — ) mit Nullstellen
a=—-a+va:—-1, f=—-a—Va®—-1.

Wegen der Voraussetzung a > 1 sind beide Wurzeln reell. Man rechnet leicht nach, dass aus
a > 1folgt || < 1. Wegen a - 3 = 1 folgt |8 > 1. Wir finden somit nach Korollar [2.5.5]

2
fﬂ dt = 2w Res,—,

— _ 1 o 1
0 a+cost - 47T RGSZ:a m = 47r_ — 27T

2
2242za+1 a—p a?—-1"

Wir kommen nun zu einer zweiten Klasse von Integralen, die man mit Hilfe des Residuen-
satzes ausrechnen kann.

Korollar 2.5.7 (Typ 2).
Seien p(z) und g(z) zwei polynomiale Funktionen mit reellen Koeffizienten. Es gelte

gradq > gradp + 2

und ¢(z) # 0 fiir alle x € R. Betrachte die rationale Funktion

die keine Pole auf der reellen Achse hat. Dann gilt:
1. Das uneigentliche Integral der Funktionen |R(z)| und R(x) iiber R existiert.
2. Das Integral ergibt sich zu

o k
/ R(z)dx = 2mi Z Res.—q, R(2),

wobei aq, as, ... a; die Polstellen der Funktion R(z) in der komplexen oberen Halbebene
H={z € C|Im(z) > 0} sind.

Mit Hilfe der analytischen Fortsetzung einer auf R definierten Funktion auf die obere Halb-
ebene kann man also reelle Integrale berechnen.

Bewelis.
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e Wegen der Annahme iiber das Nennerpolynom ¢ ist die rationale Funktion R stetig auf

R. Sei .
sz und ¢(z Z
v=0
mit n —m > 2 und ¢, # 0. Furz;éOﬁnde
bo
R(z) = P& _ mon st o
q(2) Lt .t

Fiir |z| — oo strebt der zweite Faktor gegen b,,/c,, ist also insbesondere beschrinkt. Also
existiert M > 0 und ¢ > 0, so dass

|R(2)| < |27 - M fiir alle |z] > ¢

gilt. Wegen n — m > 2 folgt

1
|R(z)| < T M fiir alle |z| > c. (7)

Insbesondere gilt fiir z = x reell und fir 0 < c < A
A
A
fo |R(z)|dz = / |R(z)|dz —I—/ |R(z)|dz

< /\R \dx—i—M/ [wegen ([7))]

:/0 ()\dx+M—%+)

¢ M
< / |R(z)|dx + — < o0.
0 c
Das Integral fOA | R(z)|dz mit nicht-negativem Integranden ist offenbar monoton wachsend
als Funktion von A und gleichméfig in A beschréinkt. Es folgt, dass der Grenzwert
A
lim |R(z)|dz

A—o0 0

existiert und einen endlichen Wert hat. Gleichermafien schlief3t man fiir
0

lim |R(z)|dz.

B—oo J_p

e Wir betrachten fiir jedes r > 0 den geschlossenen Weg ~, mit

() = t fir —r<t<r
V)= peilt=r) firr <t<r+m.
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Die Kurve ist also die Aneinanderhéingung des Intervalls [—r, r] auf der reellen Achse mit
einem Halbkreis «, in der oberen Halbebene vom Radius . Da ¢ ein Polynom ist, hat
R hochstens endlich viele Polstellen in der oberen Halbebene. Wir wéhlen der Radius r
des Halbkreises ;. so grof3, dass der Halbkreis alle Polstellen der rationalen Funktion R
in der oberen Halbebene umfasst. Dann gilt nach dem Residuensatz

/ R(z)dz + " R(z)dz = / R(z)dz = 2mi Z Res,—q; R(2).

-r Ir j=1

Wir schéitzen das erste Integral iiber den Halbkreis a,. ab:

I R(z)dz‘ = | [ R(re®)riedt| < r [ |R(re)|dt
< Mg = Mr
> T3 )

wobei wir wieder die Abschiatzung benutzt haben. Dieser Beitrag geht fiir r — oo
gegen Null. Da auflerdem gilt

lim R(x)da::/ R(x)dx,

T o0

folgt die Behauptung.

Beispiel 2.5.8 (zu Typ 2).
Wir zeigen

© dx . r
——— = lim arctanzx = T.
oo {L‘2 +1 r—00 -r

Es gilt 22 + 1 = (2 — i)(z + 1), also hat die Funktion Z21+1 genau eine Polstelle in der oberen
Halbebene H, ndmlich +i. Es gilt

1 1 1
Res,—i —— =1 = —,
o 2241 zligz%—z 21

Mit dem vorangegangenen Satz folgt

< dz 1
— = 2m— = T.
T2+ 1 2i

Man kann mit dem Residuensatz auch Fourierintegrale berechnen:

Korollar 2.5.9 (Typ 3).

Sei f eine Funktion, die in allen z € C mit Imz > 0 komplex differenzierbar ist, mit Ausnahme

endlich vieler isolierter Singularitdten zo, fiir die Imzy # 0 ist, und es gelte |1‘im |f(2)] = 0.
Z|—00

Im(z)>0
Dann gilt

/OO f(z)e“dr = 2mi Z Res,—, (f(2)e”).

Imzp>0
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Beweis.

Man integriert die Funktion f(z) - e* iiber denselben Weg wie in Korollar und erhélt

/_OO f(z)edr = 27?2'1 Z>O Res,—., (f(2)e”) — Tlggo f(z)e”dz,

(e73

mit dem Halbkreis «;,: [0, 7] — C mit a,.(t) := re', falls der Limes existiert. Mit der Schranke
M, = sup{| £ ()], ]| = r, Im(z) > 0} gilt:

™

/f(z)eizdz —_ /f(reit)eireit ~Z'7’6itdt g/r|f(7’eit)]-|ersmt\dt
v 0

0

m 3
< er/e_”intdt = QTMT/e_rSintdt.
0 0

2
Im Intervall [0, 7] ist sin¢ > —t und daher
T

/f(z)eizdz <m- M, — 0 fur r — c0).

Qo

Bemerkung 2.5.10 (Typ 3).

Sei f eine Funktion auf der unteren Halbebene, Imz; < 0, die mit Ausnahme endlich vieler

Singularitédten zy, fiir die Im 2y # 0 ist, holomorph ist. Indem man statt den Weg aus Korollar
einen Weg der Form

betrachtet, um [*° f(x)e~*da zu berechnen, erhélt man die Formel

/OO f(z)e ™ dx = —27i Z Res.—., (f(2)e "),

Imzp<0

Zu summieren ist hier iiber alle Singularitédten in der unteren Halbebene, und man muss vor-
aussetzen, dass

lim |f(z)| =0.
|z| =00
Im(z)<0
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Beispiel 2.5.11 (zu Typ 3).

Es ist -
0S T 1 o el R
/1+x2dw:§Re/_m1+x2dx =" Re (mr Z Res,—., (1+22>>,
0

Imzo>0

wobei iiber alle Pole in der oberen Halbebene summiert wird. Die Voraussetzung von Korollar

A 1
2.5.9 ist erfiillt: fir z = re und = ilt
ist erfiillt: fir z = re’ und f(2) 24
lim 1£()] = Jiny |
im z)| = lim sl =0,
I|1’Izl|(;;OZOO k e_[f)?;] 1+ re

= T2€2it| < o gilt. Nun hat die Funktion 117 nur bei zg = 7 einen einfachen Pol

mit Imzy > 0. Fiir das Residuum gilt nach Beispiel [2.5.3]4:

. ) 2
el? et et 1
RGSZ:Z‘ —D | == = - = —

weil |

14 22 220 20 2ie’

[ cosz

/ 1+ x2 e'

0
Korollar 2.5.12 (Typ 4).
Sei 0 < @ < 1 und R eine reelle rationale Funktion, die auf der positiven Halbachse R, U {0}
definiert ist und fiir die lim,_,, R(z) = 0 gilt. Wir setzen fiir z = |z|e? mit § € (0,27) auf der
geschlitzten komplexen Ebene

also gilt

(*) SO — ’Z‘aeioﬁ‘
Dann gilt:
[ R(t) o R(2)
/ ta dt = 1 — e—2mia Z Res.— (Z—a :
0 2070
Beweis.

Nach den Voraussetzungen an die rationale Funktion R gibt es eine Konstante ¢ mit |R(z)| <

c-lﬁjrallexZL

R
Wegen (z) < =5 folgt, dass das Integral f dzx fiir 0 < a konvergiert. Ferner ist
s o
die Funktion R(x) auf dem Intervall [0, 1] stetig und somit beschréankt. Also konvergiert das

L R(x)

Integral [ R(z)
0

dz fiir @ < 1. Insgesamt konvergiert das uneigentliche Integral [ dx fir
¢ 0o x°

alle 0 < a < 1.
Wir betrachten nun den folgenden geschlossenen Weg in C* \ Ry, der aus vier Wegen
V1, Pr, P2, P zusammengesetzt ist:
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Pr

Pe
¥1
1)

©2

R
Wir integrieren nun —Z, wobei z* die in (*) definierte Funktion ist. Bei der Wahl von 6 in
Za

(%) haben wir die Funktion z® so definiert, dass sie in der geschlitzten Ebene C*\ R, holomorph

£

ZO{

ist. Wir wéhlen r so grofl und € und 6 so klein, dass fiir alle Pole zy # 0 von der Index

von ¢ gleich 1 ist, j(zp;¢) = 1. Dann gilt

omi 3 Res.s, ) /Mdz — /ij)der/ij)dz%—/ij)der/ij)dz.

0 z zo z Z z z
20# © or ©e ©1 ©2

Aus lim, o, R(z) = 0 und 0 < o < 1 folgt nun, dass die Integrale iiber die Kreissegmente ¢,
und ¢, fiir r — oo und € — 0 gegen 0 gehen. Man erhélt

R T R t 0 ) . R t i(2m—96) ]

/ (2) dz= lim / ( 'e )ez‘sdt — / —( Ae )62(2W_6)dt
2 r—00,e—0 (teid)« (teZ(QW—(S))O‘

® € €

N i6 i i(27—06)
— e—iaé/R(te )éi&dt o 6ia5—27ria/ R<t6 )ei(Qw—é)dt'
t> t

0 0

Wir bilden nun den Limes fiir § — 0:

2mi Y Res.—., (%) = (1 — e 2me) 7%&.

2070
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Beispiel 2.5.13 (zu Typ 4).

Wir wollen das Integral

dx
I = | —— fi € (0,1
/330‘(1+:13) tir a € (0,1)
0
. . R(2) 1 . . .
berechnen. Die Funktion = hat nur bei zg = —1 einen von Null verschiedenen

L
Pol erster Ordnung. Es ist fiir z¢ wie in Korollar [2.5.12| definiert:

1 1 1 1
Res,—_; R(z) = lim (z + 1)M = lim — = = , =
A ——1 P 2——1 p (_1)a (1 . ezw)a etam
Daher ist das Integral [
1 211 211 T

elam 1 _ g—2mia - eima _ g—ima o sin(wa) '

Korollar 2.5.14 (Typ 5).
Sei R eine reelle rationale Funktion, die auf der positiven Halbachse R, U {0} keine Pole hat
und fiir die gilt

lim zR(z) = 0.

T—00

Wir betrachten einen Zweig [(z) des Logarithmus, der auf der geschlitzten komplexen Ebene
C* \ R, holomorph ist:

(xx) 0:C*\Ry = C, £(re”):=Inr+i0, mit 0 € (0,27).

Dann gilt
2
/R ——WIm (Z Res,—., (R(2){(z) ))
0 2070
und -
/ R(z)nade ——Re (Z Res._., (R(> )6(2)2)) |
0 2070
Beweis.

Wir nehmen denselben Integrationsweg ¢ wie in Korollar [2.5.12] und integrieren die Funktion
R(2){(z)? iiber . Wiederum lisst sich zeigen, dass die Wegintegrale iiber die Strecken ¢, und
@e fiir r — oo und € — 0 gegen 0 gehen. Damit folgt fiir 6 — O:

[ee)

2mi Z Res,_., R(2)0(z2)* = /R(tei‘s)(lnt +i6)2edt

207#0 0

- / R(te'®™ ) (Int 4 (27 — §))2e'@™=9)dt,
0

und fiir 6 — 0:

/R )(Int)*dt — /R (Int + 27i)2dt
0 0
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o0 o0

= —4mi / R(t) Intdt + 47? / R(t)dt,

0 0
also - .
—2 / R(t)Intdt — QWi/R(t)dt = Z Res._., R(2)((z)*.
0 0 2070

Da die Funktion R nach Voraussetzung auf R nur reelle Werte annimmt, kénnen wir auf beiden
Seiten dieser Gleichung Imaginér- und Realteil bilden und erhalten die angegebenen Formeln. O

Beispiel 2.5.15 (zu Typ 5).
Wir wollen das Integral

o0

Inz
[= ] ———d
/(1—|—x)3 o
0

1
berechnen. Fiir die Funktion R(z) := m gilt limg,_, oo ﬁ = 0. Ferner hat die Funk-
1
tion R(z) = e an der Stelle zp = —1 einen dreifachen Pol. Nach Bemerkung [2.5.2/3
z
ist
Res. (R = & lim - (o 1P R
es,—_1(R(2)l(z = 5 tim d222 z Wz
d 1 d 1
_ 1 I 2 _ = _ _
2 zl—l>r£ll szE(Z) 2 zlgzll dz <2€(2> z)
. 11 1 1 ((—1) .
Damit erhalten wir aus Korollar [2.5.14] dass
1 1
I = —§R6(1 —im) = 3
und nebenbei noch
[ de 1 | 1
=——Im(l —in) = ——(—7) = =.
/ Axap - apmld—m=—52(m =3
0
Wir bringen abschlieBend noch ein letztes Beispiel:
Beispiel 2.5.16.
Zu berechnen ist das Integral [ . Dazu integrieren wir die Funktion iiber den
cosh x cosh z

—00

Rand ¢, des folgenden Rechtecks:
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Im

—r 4T T4

> Re

und finden fiir das Integral {iber den Rand ¢,

™ ™

/dz_/dt_/ dt +/ idt _/ idt
coshz | cosht cosh(t + im) cosh(r + it) cosh(—r + it)

©r —r —r 0 0

Nun gilt

™

idt 1
———| <7 su
/ cosh(r +idt)| — te[ogr] | coshr cost + isinh rsin ¢|
0
1 us
=T sup = —.
t€[0,] \/ cosh®r cos?t + sinh®rsin2¢ ~ sinhr

Wegen lim,_,, sinhr = oo ergibt sich der Grenzwert des Randintegrals zu

y A /°° dt /°° a
oo | coshz ~ cosht ~ cosh(t +im)’

Pr

wegen cosh(t + im) = — cosht folgt aus dem Residuensatz

< dt 1
2 = 2mt -
/ ~ cosht i Z Res:— (coshz) ’

O<Ima<mn

denn auf der reellen Achse hat die Funktion

keine Singularitaten.
cosh z

Fiir 0 < Ima < 7 ist cosha = 0 nur fiir a = i7. Es ist 5 ein einfacher Pol wegen

zg) = sinh(

s
71—

cosh’( 2):ising:i7é0.

Nach Bemerkung [2.5.2/3 ist daher das Residuum

Res,—;=

(o) = e
2 \coshz/) cosh’ (z%)

= —i,

also

o dt R 1
=im Res,_;z =T.
_oo COsht 2 cosh z
Bemerkung 2.5.17.
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. Wir konnen nun auch eine andere Form verallgemeinerter Funktionen einfiihren, die Dis-
tributionen einschlieflen. Eine Hyperfunktion auf R ist ein Paar (f, g), wobei f eine holo-
morphe Funktion auf der oberen und g eine holomorphe Funktion auf der unteren komple-
xen Halbebene ist. Fiir jede auf ganz C holomorphe Funktion h: C — C identifizieren wir
die Hyperfunktionen (f, ¢g) und (f —h, g — h). Informell stellen wir uns die Hyperfunktion
als das vor, was die Differenz f — g auf der reellen Achse R wire.

. Hyperfunktionen bilden einen Vektorraum; sie kénnen komponentenweise differenziert
werden.

. Ein Punkt a € R heifit holomorpher Punkt der Hyperfunktion f = (fy, f_), wenn die
Einschrankung f auf eine Umgebung von a dquivalent zu einer holomorphen Funktion
ist. Sind a,b holomorphe Punkte von f, so wihlen wir Kurven ~.: [0,1] — C. mit
Anfangspunkt a und Endpunkt b, die in der oberen bzw. unteren Halbebene verlaufen.

Wir setzen dann ,
a T+ v-

Da die obere und untere Halbebene einfach zusammenhéngend sind, ist dieser Ausdruck
wegen des Cauchyschen Integralsatzes bzw. Korollar von der Wahl der Wege ~.
unabhéngig.

. Ist f eine Hyperfunktion mit kompaktem Triger und ¢ eine (komplex-)analytische Funk-
tion auf (einer Umgebung von) R, so haben wir eine bilineare Paarung

o [ 1o

die den Dualraum O'(R) des Raumes O(R) der analytischen Funktionen mit dem Raum
der Hyperfunktionen mit kompaktem Trager sogar identifiziert.

. Wir betrachten nun die von Null verschiedene Hyperfunktion ¢ := (52, 50). Wir finden
fiir jede reell analytische Funktion ¢

1
0-p= / —p(z)dz = ©(0),
Joe= ] smetiz=e0)

wobei wir im letzten Schritt die Cauchysche Integralformel |2.3.10] benutzt haben. Damit
haben wir eine Hyperfunktion gefunden, die der Dirac-Distribution entspricht.

. Sei nun g eine beliebige Distribution mit Tréger in einem kompakten Intervall /. Dann

1
definieren wir durch Faltung von g mit §, also f(z) = 57 / g(x) dx, eine Hyperfunk-
i J;

z—x
tion, die an der reellen Achse auf I springt. Mit Hilfe einer Zerlegung der Eins kann man
so jede Distribution in die Hyperfunktionen einbetten. Aber Funktionen mit wesentlichen

Singularititen wie e'/# liefern Hyperfunktionen, die keine Distributionen sind.
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