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0 Wiederholungen aus der MfP 2

0.1 Riemann-Integral, Fourier-Reihen

Wir erinnern zunächst (ohne die Beweise aus MfP I zu wiederholen) an den Riemannschen

Integralbegriff:

Definition 0.1.1 [Reellwertige Treppenfunktion] Eine Funktion φ : [a, b] → R heißt Trep-

penfunktion, wenn es eine Unterteilung Z : a = x0 < x1 < · · · < xn = b des Intervalls [a, b]

gibt, so dass φ auf jedem der offenen Teilintervalle (xi−1, xi) konstant ist, i = 1, 2, . . . , n.

(Man beachte, dass hier eingeht, dass R ein geordneter Körper ist.)

a x1 x2 b

Definition 0.1.2 [Integral einer Treppenfunktion]

Sei φ : [a, b] → R eine Treppenfunktion und a = x0 < x1 < · · · < xn = b eine Unterteilung

des Intervalls [a, b], so dass φ|(xi−1,xi) = ci = const, i = 1, 2, . . . , n.

Wir definieren das Integral der Treppenfunktion φ durch

∫ b

a

φ(x)dx :=
n∑
i=1

ci(xi − xi−1).

Beispiel 0.1.3 (Geometrische Interpretation). Sei F das zwischen der x-Achse und dem

Graphen der Funktion φ liegende Gebiet.

F ist eine endliche Vereinigung von Rechtecken. Sei A(F ) der Flächeninhalt von F .

Wenn φ ≥ 0, so ist
∫ b
a
φ(x)dx = A(F ) ≥ 0.

Wenn φ ≤ 0, so ist
∫ b
a
φ(x)dx = −A(F ) ≤ 0.

D.h. die Fläche oberhalb der x-Achse trägt positiv, die unterhalb der x-Achse negativ

zum Integral bei.
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∫ c

a

φ(x)dx

∫ b

c

φ(x)dx

a c b

Definition 0.1.4 [Ober- und Unterintegral] Sei f : [a, b] → R eine beschränkte Funktion.

Das Oberintegral von f ist die Zahl∫ ∗b

a

f(x)dx := inf

{∫ b

a

φ(x)dx

∣∣∣∣ φ Treppenfunktion mit φ ≥ f

}
.

Das Unterintegral von f ist die Zahl∫
∗

b

a

f(x)dx := sup

{∫ b

a

φ(x)dx

∣∣∣∣ φ Treppenfunktion mit φ ≤ f

}
.

Bemerkungen (ÜA)

•
∫
∗
b

a
f(x)dx ≤

∫ ∗
a

b
f(x)dx.

•
∫
∗
b

a
φ(x)dx =

∫ ∗
a

b
φ(x)dx =

∫ b
a
φ(x)dx für jede Treppenfunktion

Untersumme:

1

1

f(x) =
√
x

Betrachtung 0.1.5.

1. Sei f : [0, 1] → R definiert durch

f(x) =

{
1, wenn x ∈ Q,
0, sonst.
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Dann gilt ∫
∗

1

0

f(x)dx = 0 und

∫ ∗

0

1

f(x)dx = 1.

Ober- und Unterinteral stimmen also nicht notwendigerweise überein.

2. Für eine nach oben unbeschränkte Funktion wie z.B.

f : [0, 1] → R, x 7→

0, x = 0,
1

x
, x > 0,

gibt es keine Treppenfunktion φ mit φ ≥ f , und es wird

∫ ∗
fdx = ∞ gesetzt. Ist f

nach unten unbeschränkt so wird

∫
∗
fdx = −∞ gesetzt.

Definition 0.1.6 [Riemann-integrierbare Funktion] Eine beschränkte Funktion

f : [a, b] → R heißt Riemann-integrierbar, wenn∫ ∗

a

b

f(x)dx =

∫
∗

b

a

f(x)dx.

Man definiert dann das (Riemann-)Integral von f als die reelle Zahl∫ b

a

f(x)dx :=

∫ ∗

a

b

f(x)dx =

∫
∗

b

a

f(x)dx.

Satz 0.1.7. [Integrierbarkeit von Produkten] Es seien f, g : [a, b] → R Riemann-

integrierbare Funktionen und p ∈ [1,∞). Dann gilt:

(i) Die Funktion |f |p ist Riemann-integrierbar.

(ii) Die Funktion f · g ist Riemann-integrierbar.

In manchen Fällen reicht es als Verallgemeinerung des Riemannschen Integrals, uneigent-

liche Riemann-Integrale zu betrachten.

Definition 0.1.8 [Integral über unbeschränkte Integrationsbereiche] Sei f : [a,∞) → R
eine Funktion, so dass für jedes x > a die Einschränkung f |[a,x] beschränkt und integrierbar

ist. Wir nennen f uneigentlich Riemann-integrierbar auf [a,∞), falls der Grenzwert∫ ∞

a

f(t) dt := lim
x→∞

∫ x

a

f(t) dt
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existiert. Analog verfährt man mit f : (−∞, b] → R.

Eine Funktion f : R → R heißt uneigentlich Riemann-integrierbar auf R, falls für c ∈ R
die beiden Integrale ∫ c

−∞
f(t) dt und

∫ ∞

c

f(t) dt

existieren.

Definition 0.1.9 [Integrale unbeschränkter Funktionen] Sei f : (a, b) → R nicht unbe-

dingt beschränkt, aber für jedes Teilintervall [α, β] ⊆ (a, b) integrierbar. Falls dann für

c ∈ (a, b) die Grenzwerte

lim
α↘a

∫ c

α

f(t) dt und lim
β↗b

∫ β

c

f(t) dt

existieren, so nennen wir f über das Intervall (a, b) (eventuell uneigentlich) Riemann-

integrierbar, und setzen ∫ b

a

f(t) dt := lim
α↘a

lim
β↗b

∫ β

α

f(t) dt.

Betrachtung 0.1.10. 1. Als Beispiel betrachten wir für die unbeschränkte Funktion

f(x) = x−
1
2 = 1√

x
das Integral ∫ 1

0

1√
x
dx.

Dieses Integral kann als uneigentliches Integral sinnvoll definiert werden:∫ 1

ε

1√
x
dx = [2

√
x]1ε = 2

√
1− 2

√
ε −→ε→0 2 (ε > 0).

Wir können hier nicht direkt mit dem “ersten Teilintervall” der Zerteilung des Ur-

bildbereichs umgehen und nehmen daher einen Grenzwert (in der um uneigentliche

Integrale erweiterten Riemann-Integrationstheorie).

2. Wir betrachten auch ein Beispiel, in dem das uneigentliche Riemann-Integral nicht

existiert: Zwar wäre∫ 1

−1

dx

x
= lim

ε→0

∫ 1

ε

dx

x
+ lim

ε→0

∫ −ε

−1

dx

x
= lim

ε→0

∫ 1

ε

dx

x
− lim

ε→0

∫ 1

ε

dx

x
.

aber beide Integrale existieren einzeln nicht, da limε→0 ln ε nicht existiert. Also exis-

tiert dieses Integral nicht als uneigentliches Integral.
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3. (Übung:) Für s > 0 ist die Gamma-Funktion definiert durch das uneigentliche Inte-

gral

Γ(s) :=

∫ ∞

0

ts−1e−t dt.

Es gilt Γ(s+1) = sΓ(s) für alle s > 0; dabei ist Γ(n) = (n−1)! für alle n ∈ N, n ≥ 1.

4. Wir betrachten die stetige Funktion

f(x) :=


sinx

x
für x > 0,

1 für x = 0.

Man kann mit funktionentheoretischen Methoden zeigen, dass das uneigentliche In-

tegral existiert: ∫ ∞

0

sinx

x
dx = lim

b→∞

∫ b

0

sinx

x
dx =

π

2
.

Es existiert aber nicht das Integral des Absolutbetrags |f |:∫ ∞

0

∣∣∣∣sinxx
∣∣∣∣ dx ≥

∞∑
n=1

c

n
= ∞

für eine geeignete Konstante c > 0.

Definition 0.1.11 Eine auf ganz R definierte reell- oder komplexwertige Funktion f

heißt periodisch mit Periode L > 0, wenn

f(x+ L) = f(x) für alle x ∈ R .

• Es ist dann auch f(x+ nL) = f(x) für alle n ∈ Z.

• Hat die Funktion f die Periode L, so hat

F (x) := f(
L

2π
x)

die Periode 2π.

Wir beschränken uns auf solche Funktionen. Sei V der Vektorraum der 2π-periodischen

Funktionen f : R → C, für die f |[0,2π] Riemann-integrierbar ist.

Wir betrachten auf dem Vektorraum V der 2π-periodischen auf [0, 2π] Riemann-

integrierbaren Funktionen (unter Beachtung von 0.1.7) die Hermitesche Form

(∗) ⟨f, g⟩ := 1

2π

∫ 2π

0

f(x)g(x)dx, f, g ∈ V.
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Die hermitesche Form (∗) ist positiv semi-definit, d.h. ⟨f, f⟩ ≥ 0 für alle f ∈ V . Auf dem

Unterraum der stetigen Funktionen ist sie positiv definit und somit ein Skalarprodukt.

Wir schreiben ∥f∥2 :=
√

⟨f, f⟩ (auch im semi-definiten Fall). Auf demselben Unterraum

können wir auch die Norm ∥f∥∞ = supx∈[0,2π] |f(x)| betrachten. Aus MfP I wissen wir:

Satz 0.1.12. Die Funktionen ek(x) := exp(ikx) , k ∈ Z, bilden ein orthonormales System

bezüglich der Hermiteschen Form (∗).

Die ek(x), k ∈ Z bilden eine Hilbertbasis des Hilbertraums der L2-Funktionen auf [0, 2π],

den wir später noch einführen werden.

Definition 0.1.13

Ein trigonometrisches Polynom vom Grad ≤ n ist eine Linearkombination

p(x) =
n∑

k=−n

γke
ikx mit γk ∈ C.

Es gilt p ∈ V und γk = ⟨p, ek⟩ = 1
2π

∫ 2π

0
p(x)e−ikxdx.

Definition 0.1.14 Es sei f : R → C eine 2π-periodische Funktion, so dass f |[0,2π] inte-
grierbar ist. Die komplexe Zahl

ck := ⟨f, ek⟩ =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikxdx

heißt k-ter Fourier-Koeffizient und das trigonometrische Polynom Fn(f) :=
∑n

k=−n ckek
heißt n-tes Fourier-Polynom von f .

Die Reihe (Fn(f))n=0,1,..., also die Folge der Partialsummen, heißt Fourier-Reihe von f .

Bemerkungen 0.1.15. Es gilt

Fn(f) =
a0
2

+
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

wobei

ak = ck + c−k =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos kxdx

bk = i(ck − c−k) =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin kxdx.

Wenn f reellwertig ist, dann ist c−k = ck und auch die Fourierreihe Fn(f) ist reellwertig.
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Ähnlich wie bei einer Taylorreihe ist nicht garantiert, dass die Fourierreihe einer Funktion

f konvergiert und dass sie im Fall der Konvergenz gegen f konvergiert.

Wenn aber f ∈ V sich in der Form

f(x) =
∞∑

k=−∞

γkek

mit einer gleichmäßig konvergenten Reihe darstellen lässt, muss diese Reihe die Fourier-

reihe sein, denn man kann Integration und Limesbildung bei gleichmäßiger Konvergenz

vertauschen und findet für den Fourierkoeffizienten:

ck = 1
2π

∫ 2π

0
(
∑∞

m=−∞ γmem)e−kdx

= 1
2π

∑∞
m=−∞

∫ 2π

0
γmem−kdx = γk

Im Allgemeinen konvergiert aber die Fourierreihe von f weder gleichmäßig noch punkt-

weise gegen f . Ein anderer Konvergenzbegriff auf V ist angemessen.

Lemma 0.1.16. Die Funktion f ∈ V habe das n-te Fourier-Polynom Fn(f) =∑n
k=−n ckek. Dann gilt: ∥f − Fn(f)∥22 = ∥f∥22 − ∥Fn(f)∥22 = ∥f∥22 −

∑n
k=−n |ck|2.

Beweis. Wir finden

⟨f, Fn(f)⟩ =
∑n

k=−n ck⟨f, ek⟩ =
∑n

k=−n ckck =
∑n

k=−n |ck|2
und

⟨Fn(f), Fn(f)⟩ =
∑n

k=−n |ck|2

Somit

∥f − Fn(f)∥22 = ⟨f, f⟩ − ⟨f, Fn(f)⟩ − ⟨Fn(f), f⟩+ ⟨Fn(f), Fn(f)⟩
= ∥f∥22 −

∑n
k=−n |ck|2

= ∥f∥22 − ∥Fn(f)∥22
2

Satz 0.1.17 (Fourier-Polynome und Besselsche Ungleichung). (i) Das Fourierpolynom

Fn(f) ist die beste Approximation im quadratischen Mittel an f ∈ V durch ein

trigonometrisches Polynom vom Grad ≤ n, d.h. ∥f − Fn(f)∥2 = infg∈Vn ∥f − g∥2,
wobei Vn := span{ek| − n ≤ k ≤ n}.

(ii) Für die Fourier-Koeffizienten ck von f ∈ V gilt die Besselsche Ungleichung

∞∑
k=−∞

|ck|2 ≤ ∥f∥22
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und Gleichheit gilt genau dann, wenn

lim
n→∞

∥f − Fn(f)∥2 = 0.

Beweis. Seien ck die Fourierkoeffizienten von f .

Um (i) zu zeigen, berechnen wir für beliebiges g :=
∑n

k=−n dkek ∈ Vn:

∥f − g∥22 = ∥f∥22 −
n∑

k=−n

(dkck + dkck) +
n∑

k=−n

|dk|2

= ∥f∥22 −
n∑

k=−n

|ck|2 + ∥Fn(f)− g∥22.

Dies wird minimal für g = Fn(f).

(ii) folgt nun aus dem vorangegangenen Hilfssatz: für alle f gilt∑
k

|ck|2 ≤ ∥f∥22

und Gleichheit gilt wegen ∥f − Fn(f)∥22 = ∥f∥22 −
∑n

k=−n |ck|2 genau wenn

limn→∞ ∥f − Fn(f)∥2 = 0. 2

Wir wollen nun zeigen, dass für f ∈ V in der Besselschen Ungleichung Gleichheit gilt

(Parsevalsche Gleichung).

Satz 0.1.18 (Konvergenz der Fourier-Reihe im quadratischen Mittel). Sei V der Vektor-

raum der 2π-periodische Funktionen f : R → C, für die f |[0,2π] integrierbar ist.

(i) Für alle f ∈ V gilt

∥f∥22 =
∞∑

k=−∞

|ck|2.

(ii) Die Fourier-Reihe von f ∈ V konvergiert im quadratischen Mittel gegen f , d.h.

limn→∞ ∥f − Fn(f)∥2 = 0.

Zum Beweis: Aus dem vorhergehenden Satz wissen wir, dass (i) und (ii) äquivalent sind.

Es genügt also, (ii) zu zeigen.

Wir betrachten σ ∈ V mit σ : R → R definiert durch

σ(x) =
π − x

2
für 0 < x < 2π, σ(0) = 0 .

Wir finden c0 =
1
2π

∫ 2π

0
σ(x)dx = 0 und für k ̸= 0 ist ck =

1
2ik

.
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Die Fourierreihe lautet also:

∞∑
k=1

1

2i
(
eikx

k
− e−ikx

k
) =

∞∑
k=1

sin kx

k
.

Aus der Konvergenz im quadratischen Mittel folgt

∞∑
k=1

1

k2
=

1

π

∫ 2π

0

|σ(x)|2 = π2

6
.

Lemma 0.1.19 (über Treppenfunktionen). Sei f ∈ V so, dass f |[0,2π] eine Treppenfunk-

tion ist.

Dann konvergiert die Fourier-Reihe Fn(f) im quadratischen Mittel gegen f .

Weiter im Beweis des Satzes:

f |[0,2π] ist als Riemann-integrierbare Funktion beschränkt. Wir können o.B.d.A. anneh-

men, dass f reellwertig ist und |f | ≤ 1.

Dann existieren zu ε > 0 Treppenfunktionen −1 ≤ φ ≤ f ≤ ψ ≤ 1, so dass 1
2π

∫ 2π

0
(ψ(x)−

φ(x))dx ≤ ε2

8
. Für 0 ≤ x ≤ 2 gilt x2 ≤ 2x.

Für (ψ − φ)2 ≤ 2(ψ − φ) folgt daraus

∥f − φ∥22 ≤ ∥ψ − φ∥22 ≤
1

2π

∫ 2π

0

2(ψ − φ) ≤ ε2

4

und somit ∥f − φ∥2 ≤ ε
2
.

Wegen des Lemmas über Treppenfunktionen existiert für die Treppenfunktion φ ein N ∈
N, so dass ∥φ− Fn(φ)∥2 < ε

2
für alle n ≥ N .

Mit g := f − φ gilt ∥g − Fn(g)∥2 ≤ ∥g∥2 ≤ ε
2
und somit ∥f − Fn(f)∥2 ≤ ∥g − Fn(g)∥2 +

∥φ− Fn(φ)∥2 < ε.

Beweis des Lemmas über Treppenfunktionen:

Wir können annehmen, dass wir es mit der Treppenfunktion f mit f |(0,a) = 1 und

f |(a,2π) = 0 zu tun haben, denn jede Treppenfunktion lässt sich als Linearkombination

solcher Funktionen darstellen.

Als Fourier-Koeffizienten erhalten wir c0 =
a
2π

und

ck =
1

2π

∫ a

0

e−ikxdx =
i

2πk
e−ikx

∣∣∣∣a
0

, k ∈ N, k ̸= 0.

Mit |ck|2 = 1−cos ka
2π2k2

(k ̸= 0) erhalten wir

∞∑
k=−∞

|ck|2 =
a2

4π2
+

1

π2

∞∑
k=1

1

k2
− 1

π2

∞∑
k=1

cos ka

k2
.
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Weiter im Beweis:

Mit Hilfe der für alle x ∈ [0, 2π] gültigen Formel

(∗)
∞∑
k=1

cos kx

k2
=

(
x− π

2

)2

− π2

12

erhalten wir für x = 0∑∞
k=1

1
k2

= π2

6
und somit

∞∑
k=−∞

|ck|2 =
a2

4π2
+

1

6
− 1

π2
((
a− π

2
)2 − π2

12
) =

a

2π
= ∥f∥22.

Also konvergiert Fn(f) im quadratischen Mittel gegen die Treppenfunktion f .

Es bleibt der Beweis der Identität (*) nachzutragen.

Wir behaupten:

(∗∗)
∞∑
k=1

sin kx

k
=
π − x

2
für alle x ∈ (0, 2π).

Darf man −
∑∞

k=1
sin kx
k

= x−π
2

gliedweise integrieren, so erhält man

F (x) :=
∞∑
k=1

cos kx

k2
=

(x− π)2

4
+ c,

und durch weitere gliedweise Integration und weil F periodisch ist

0 =

∫ 2π

0

F (x)dx =
(x− π)3

12

∣∣∣∣2π
0

+ 2πc =
π3

6
+ 2πc,

also c = −π2

12
, und damit gilt die Behauptung (∗).

Weiter im Beweis von (∗):
Um die gliedweise Integration zu rechtfertigen, stellen wir zuerst fest, dass die Reihe

F (x) =
∑∞

k=1
cos kx
k2

absolut und gleichmäßig auf R konvergiert.

Man muss außerdem die gleichmäßige Konvergenz von
∑∞

k=1
sin kx
k

gegen π−x
2

auf jedem

kompakten Teilintervall [δ, 2π − δ] von (0, 2π) zeigen.

[ Dazu schätzen wir zunächst sn(x) :=
∑n

k=1 sin kx = Im
(∑n

k=1 e
ikx
)
ab:

|sn(x)| ≤

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

eikx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣eix1− einx

1− eix

∣∣∣∣ ≤ 2

|eix/2 − e−ix/2|
≤ 1

sin δ/2
.
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Weiter im Beweis: Aus |sn(x)| ≤ 1
sin δ/2

=: σ erhalten wir weiter∣∣∣∣∣
m∑
k=n

sin kx

k

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
m∑
k=n

sk(x)− sk−1(x)

k

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

sk(x)

(
1

k
− 1

k + 1

)
+
sm(x)

m+ 1
− sn−1(x)

n

∣∣∣∣∣
≤ σ

(
1

n
− 1

m+ 1
+

1

m+ 1
+

1

n

)
=

2σ

n
.

Also
∣∣∑∞

k=n
sin kx
k

∣∣ ≤ 2σ
n
, woraus die gleichmäßige Konvergenz der Reihe folgt.]

Es bleibt noch die Identität (∗∗)
∑∞

k=1
sin kx
k

= π−x
2

zu zeigen.

Zum Beweis von (∗∗):
Es gilt sin kx

k
=
∫ x
π
cos kt dt und

n∑
k=1

cos kt =
1

2

n∑
k=1

(eikt + e−ikt) =
1

2

n∑
k=−n

eikt − 1

2

=
e−int(1− ei(2n+1)t)

2(1− eit)
− 1

2
=

sin(n+ 1
2
)t

2 sin t
2

− 1

2
.

Lemma 0.1.20. Für jede stetig differenzierbare Funktion f : [a, b] → R gilt mit r ∈ R:

lim
|r|→∞

∫ b

a

f(x) sin rx dx = 0.

Beweis. partielle Integration. 2

Weiter im Beweis:

Mit Hilfe des Lemmas erhalten wir schließlich:

∞∑
k=1

sin kx

k
= lim

n→∞

∫ x

π

sin(n+ 1
2
)t

2 sin t
2

dt− x− π

2
=
π − x

2
.

Bemerkungen 0.1.21. Aus der Besselschen Ungleichung folgt, dass die Folgen ck, c−k
quadratisch summierbare komplexe Zahlenfolgen sind, d.h. Elemente von ℓ2.

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt die Vollständigkeit des Orthonormalsystems

ek(x), k ∈ Z.
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Anders als bei der Taylorreihe können auch periodische Funktionen dargestellt werden,

die nur stückweise stetig differenzierbar sind.

Satz 0.1.22 (Fourierentwicklung). Sei f ∈ V stetig und stückweise C1, d.h. es gibt eine

Unterteilung 0 = t0 < t1 < · · · < tr = 2π, so dass fk := f |[tk−1,tk] von der Klasse C1 ist,

k = 1, . . . , r.

Dann konvergiert die Fourierreihe Fn(f) gleichmäßig gegen f .

Beweis.

Sei φ die periodische Funktion, die durch φ|[tk−1,tk) = f ′
k definiert wird.

Die Fourier-Koeffizienten cn von f ergeben sich durch partielle Integration aus den Fourier-

Koeffizienten γn von φ:∫ tk

tk−1

f(x)e−inxdx =
i

n
f(x)e−inx

∣∣∣∣tk
tk−1

− i

n

∫ tk

tk−1

φ(x)e−inxdx.

Wegen der Periodizität von f erhält man daraus cn = − i
n
γn (n ̸= 0).

Weiter im Beweis:

Wegen der allgemeinen Ungleichung |ab| ≤ 1
2
(|a|2 + |b|2) folgt nun

|cn| ≤
1

2
(
1

n2
+ |γn|2).

Da
∑∞

n=1
1
n2 < ∞ und

∑∞
n=−∞ |γn|2 < ∞ (Besselsche Ungleichung) ist

∑
|cn| (von x un-

abhängige) absolut konvergente Majorante der Fourier-Reihe, und daraus folgt die absolu-

te und gleichmäßige Konvergenz der Fourier-Reihe Fn(f) gegen eine stetige Grenzfunktion

g.

Andererseits konvergiert Fn(f) im quadratischen Mittel gegen f .

Das ist nur möglich, wenn f = g, denn beide Funktionen sind stetig. 2

0.2 Mannigfaltigkeiten

Wir erinnern an einige Resultate des letzten Semesters:

Theorem 0.2.1 (MfP2: Allgemeine Abbildungen von konstantem Rang).

Sei U ⊆ Rm offen und f : U → Rn eine Ck-Abbildung mit konstantem Rang rg(f) = r

auf U .

Dann existieren für jeden Punkt p ∈ U offene Umgebungen V ⊆ U des Urbilds p und

W ⊆ Rn des Bilds f(p) und Ck-Diffeomorphismen

φ : V → φ(V ) ⊆ Rm und ψ : W → ψ(W ) ⊆ Rn,

12



so dass

(ψ ◦ f ◦ φ−1)(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−r

)

auf φ(V ).

Wir erinnern auch an zwei Spezialfälle:

• Gilt r = n ≤ m, so liegt eine Submersion vor; das Differential von f ist surjektiv.

• Gilt r = m ≤ n so liegt eine Immersion vor; das Differential von f ist injektiv.

Definition 0.2.2 (MfP2)

1. Eine TeilmengeM ⊆ Rn heißt m-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu

jedem p ∈M eine offene Umgebung U ⊆ Rn, eine offene Teilmenge T ⊆ Rm und eine

Ck-Abbildung φ : T → Rn (mit konstantem Rang m) gibt, die T homöomorph (also

bijektiv, stetig, mit stetiger Umkehrabbildung) auf U ∩M abbildet, φ(T ) = U ∩M .

2. Wir sprechen bei T
∼−→ U ∩M von einer lokalen Parametrisierung von M und bei

U ∩M ∼−→ T auch von einer Karte bei p ∈M .

3. Zweidimensionale Untermannigfaltigkeit heißen Flächen. (n−1)-dimensionale Unter-

mannigfaltigkeiten des Rn heißen auch Hyperflächen.

Sprechen wir von einer Untermannigfaltigkeit ohne weiteren Zusatz, so meinen wir

eine C1-Untermannigfaltigkeit.

Bemerkung 0.2.3 (MfP2).

Sei M ⊆ Rn eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und seien φ1 : T1
∼−→ φ1(T1) und

φ2 : T2
∼−→ φ2(T2) zwei lokale Parametrisierungen mit V := φ1(T1) ∩ φ2(T2) ̸= ∅.

Dann sind die Urbild-Mengen Wj := φ−1
j (V ) offen im Rk, und es gibt einen Diffeomor-

phismus τ : W1 → W2 mit φ2 ◦ τ = φ1|W1 (Kartenwechselabbildung).

Definition 0.2.4 (MfP2)

1. Sei M ⊆ Rn eine Untermannigfaltigkeit und p ∈ M . Ein Vektor v ∈ Rn heißt

Tangentialvektor anM in p, wenn es ein ε > 0 und eine C1-Kurve γ : (−ε, ε) →M ⊆
Rn gibt mit γ(0) = p und v = γ′(0).

13



2. Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p ∈M heißt Tangentialraum und wird

mit TpM bezeichnet.

3. Ein Vektor v ∈ Rn heißt Normalenvektor einer Untermannigfaltigkeit M in Rn im

Punkt p ∈M , wenn v ∈ NpM := TpM
⊥ gilt. Hierbei ist das orthogonale Komplement

bezüglich des euklidischen Standardskalarprodukts des Rn zu nehmen.

Beispiel 0.2.5.

1. Eindimensionale Untermannigfaltigkeiten (Kurven):

Ist m = 1 und T ein Intervall, so ist eine Karte von M ein doppelpunktfreier, stetig

differenzierbarer parametrisierter Weg im Rn, bei dem auch noch für alle t ∈ T die

Ableitung φ′(t) ̸= 0 ist.

2. Zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten (Flächen):

Für m = 2 erhalten wir eine parametrisierte Fläche (ohne Selbstschnitt) .

φ

x3

x2

x1
T offen im R2

φ(T )

T
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So etwas

ist dabei nicht zugelassen !

3. Man beachte aber, dass für die globale Beschreibung einer m−dimensionalen Man-

nigfaltigkeit im Rn i.A. nicht nur eine Karte genügt. Ein Beispiel dafür ist schon die

2−Sphäre im R3.

Auch die folgenden Sachverhalte sind uns schon bekannt:

Satz 0.2.6 (MfP2: Eigenschaften von Tangential- und Normalraum).

Sei M ⊆ Rn eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und TpM der Tangentialraum an

M in p ∈M . Dann gilt:

a) TpM ist ein k-dimensionaler Untervektorraum des Rn.

b) Sei φ : U ⊆ Rk → V eine lokale Parametrisierung von M , u ∈ U mit p = φ(u). Dann

bilden die k Vektoren ∂1φ(u), . . . , ∂kφ(u) in Rn eine Basis des Tangentialraums TpM .

c) Sei V ⊆ Rn eine offene Umgebung von p und f = (f1, . . . , fn−k) : V → Rn−k eine

Submersion, so dass M ∩ V = f−1(q), wobei q = f(p). Dann ist TpM = Kern(dfp) =⋂n−k
j=1 (gradfj(p))

⊥.

d) Unter den Voraussetzungen in c) wird eine Basis des Normalenraums NpM gegeben

durch

gradf1(p), . . . , gradfn−k(p).
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1 Mehrdimensionale Integrale

Integration über mehrdimensionale Bereiche benötigt man in der Vektoranalysis, für die

Lösung von partiellen Differentialgleichungen und für viele andere Anwendungen in Physik

und anderen Naturwissenschaften.

Im ersten Semester wurde die auf Riemann zurückgehende Definition von Integralen ein-

geführt. Wir werden die Definition der Integration in zweierlei Hinsicht verallgemeinern:

• Wir wollen Funktionen integrieren, die von mehr als einer Variablen abhängen. Das

braucht man z.B. für die Elektrodynamik und die Lösung von partiellen Differential-

gleichungen.

• Wir wollen die Klasse der integrierbaren Funktionen wesentlich erweitern. Das ist

z.B. für die mathematischen Grundlagen der Quantenmechanik wichtig.

Im diesem Kapitel werden wir den auf Lebesgue zurückgehenden Integralbegriff so

einführen, dass beide Ziele gleichzeitig erreicht werden.

1.1 Zugänge zur Lebesgueschen Integrationstheorie

Wir folgen [K2, §7.1-2.].

Das Riemann-Integral hat Eigenschaften, die seine Relevanz in vielen Bereichen erheblich

einschränken:

Bemerkungen 1.1.1.

1. Betrachte die Dirichlet-Funktion mit einer dichten Menge an Sprungstellen

f : [0, 1] → R, x 7→

{
0 für x ∈ R \Q,
1 für x ∈ Q.

Ober- und Unterintegral berechnen sich zu∫ ∗1

0

f(x)dx = 1 und

∫ 1

∗0
f(x)dx = 0

Da sie verschieden sind, ist die Dirichlet-Funktion nicht Riemann-integrierbar.

Andererseits passt die Teilmenge Q ⊆ R in eine abzählbare Vereinigung
⋃
i[ai, bi]

von Intervallen, die für jedes ε > 0 so gewählt werden kann, dass ihre Gesamtlänge

kleiner als
∑

i |bi − ai| < ε ist. Um das zu sehen, wähle eine Abzählung q1, q2, ... von

Q. Wähle ein α mit 0 < α < 1 und setze

[ai, bi] :=

[
qi −

1

2
αi, qi +

1

2
αi
]
,
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Dann ist
∞∑
i=1

|bi − ai| =
∞∑
i=1

αi = α

∞∑
i=0

αi = α
1

1− α

was für α → 0 beliebig klein wird.

Es ist daher sehr naheliegend, der MengeQ die
”
Länge“ null zuzuordnen. Das Integral

einer Funktion, die nur die Werte 0 und 1 annimmt, sollte als Maß für die Länge der

Menge {x; f(x) = 1} interpretierbar sein. Im Falle der Dirichlet-Funktion f würde

man daher erwarten, dass
∫ 1

0
f(x)dx = 0 gilt.

2. Gegeben sei eine Funktionenfolge fn : [a, b] → R Riemann-integrierbarer Funktio-

nen. Konvergiert fn in der Supremumsnorm gegen eine integrierbare Funktion f , so

konvergieren die Riemann-Integrale:∫ b

a

fn →
∫ b

a

f.

Dies folgt, weil ∥fn − f∥ < ϵ impliziert∣∣∣∣ ∫ b

a

fn −
∫ b

a

f

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|fn − f | < ϵ|b− a|.

Punktweise Konvergenz, also fn(x) → f(x) für alle x ∈ [a, b] reicht aber nicht aus,

um auf Konvergenz der Integrale zu schließen.

3. Wir hatten schon in der Theorie der Fourier-Reihen gesehen, dass wir durch Riemann-

quadratintegrable Funktionen keinen Hilbert-Raum erhalten.

Die Dirichlet-Funktion ist ein Beispiel einer charakteristischen Funktion:

Definition 1.1.2

Sei A ⊆ Rn. Die charakteristische Funktion oder auch Indikatorfunktion der Teilmenge A

ist die Funktion

1A : Rn → R mit x 7→

{
1, x ∈ A,

0, x ̸∈ A.

Insbesondere ist die Dirichlet-Funktion die charakteristische Funktion f = 1Q∩[0,1].

Bemerkungen 1.1.3.

Der in dieser Vorlesung verwendete Zugang zum Lebesgue-Integral verwendet eine Ap-

proximation von Funktionen auf Gebieten im Rn durch Treppenfunkionen. Die Qualität

der Approximation wird durch die sogenannte L1-Halbnorm gemessen.
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Ein weiterer Zugang verwendet die Maßtheorie. Wir zerlegen nicht, wie beim Riemann-

Integral, den Urbildbereich, sondern den Bildbereich einer Funktion f : Rn → R

−∞ < c1 < c2 < . . . < ck <∞

und approximieren das Integral durch die endliche Summe

k−1∑
i=1

ci · µ(f−1([ci, ci+1]).

Damit vermeiden wir das Problem des Riemann-Integrals, dass die Funktion beschränkt

sein muss. Wir brauchen aber dann ein Maß , also eine Funktion, die (zumindest gewissen)

Teilmengen A ⊆ Rn ein Volumen, also eine Zahl µ(A) ∈ R≥0 = R+∪{0} zuordnet. Solche

Maße sind nicht ganz leicht zu konstruieren, sind aber für Anwendungen von unabhängiger

Bedeutung.

Startpunkt für die Definiton der L1-Halbnorm ist die Definition einer sehr einfachen Klasse

von Funktionen, für die es eine offensichtliche Definition des Integrals gibt.

Treppenfunktionen sind Funktionen, die höchstens auf endlich vielen Quadern im Rn

einen nichtverschwindenden konstanten Wert annehmen, und ausserhalb der Vereinigung

der Quader verschwinden.

Definition 1.1.4

1. Ein Quader Q ⊆ Rn ist das direkte Produkt I1 × . . .× In ⊆ Rn von n beschränkten,

nicht-leeren Intervallen Iµ ⊆ R. Diese Intervalle dürfen offen, halboffen, abgeschlos-

sen sein und auch aus einem einzigen Punkt bestehen. Quader in R1 sind also die

Intervalle (a, b), (a, b], [a, b), [a, b], wobei im letzten Fall auch a = b sein darf.

2. Das (n-dimensionale) Volumen eines solchen Quaders ist die nicht-negative reelle Zahl

v(Q) := vn(Q) :=
n∏
µ=1

|Iµ| =
n∏
µ=1

(bµ − aµ).

In einer Hyperebene enthaltene Quader Q haben das Volumen 0; man nennt sie

ausgeartete Quader.

3. Eine Funktion φ : Rn → C heißt Treppenfunktion auf Rn, wenn es endlich viele

paarweise disjunkte Quader Qi ⊆ Rn gibt, so dass

(a) die Funktion φ auf jedem Quader Qk konstant ist,

(b) φ(x) = 0 für alle x ∈ Rn \ (
⋃
kQk) gilt.
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Bemerkungen 1.1.5.

1. Man beachte, dass man die Vereinigung endlich vieler Quader auch als die Vereinigung

endlich vieler disjunkter Quader darstellen kann.

2. Man zeige, dass für Treppenfunktionen φ und ψ auch

(a) ihre Summe φ+ ψ

(b) jedes skalare Vielfache λφ für λ ∈ C
(c) der Absolutbetrag |φ|
(d) im Fall von reellwertigen Treppenfunktionen: Maximum max(φ, ψ) und Mini-

mum min(φ, ψ)

Treppenfunktionen sind. Insbesondere bilden Treppenfunktionen einen Vektorraum.

3. Treppenfunktionen lassen sich schreiben als endliche Linearkombination charakteris-

tischer Funktionen disjunkter Quader Qi ⊆ Rn,

φ =
∑
k∈E

ck1Qk
mit ck ∈ C und E endlich. (1)

Umgekehrt ist jede endliche Summe charakteristischer Funktionen von Quadern eine

Treppenfunktion, auch wenn die Quader nicht disjunkt sind.

4. Wir könnten auch Funktionen mit Werten in einem reellen oder komplexen Banach-

raum betrachten.

Definition 1.1.6

Das Integral einer Treppenfunktion der Form (1) mit disjunkten Quadern ist die komplexe

Zahl ∫
φ dx :=

∫
Rn

φ(x)dx :=
∑
k∈E

ckv(Qk).

Lemma 1.1.7.

(i) Dieses Integral ist wohldefiniert, hängt also nicht von der Darstellung der Treppen-

funktion als Linearkombination charakteristischer Funktionen von disjunkten Qua-

dern ab.

(ii) Es gelten die folgenden Rechenregeln:

1.
∫
ist ein C-lineares Funktional auf dem Vektorraum der Treppenfunktionen.

2. Sei φ eine Treppenfunktion. Dann gilt:
∣∣∫ φdx∣∣ ≤ ∫ |φ| dx.
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3. (Monotonie:) Sind φ, ψ reellwertige Treppenfunktionen und gilt φ ≤ ψ, so folgt∫
φdx ≤

∫
ψdx.

Beweis. Um zu zeigen, dass das Integral wohldefiniert ist, verwenden wir Induktion

nach der Dimension n; der Fall n = 1 wurde bereits im ersten Semester erledigt und ist

elementar.

Für den Induktionssschritt zerlege Rn = Rp × Rn−p mit 0 < p < n. Wir schreiben

entsprechend Rn ∋ z = (x, y) mit x ∈ Rp und y ∈ Rn−p und Quader als Produkte von

Quadern:

Q = Qp × Qn−p.

Man beachte, dass für die charakteristische Funktion gilt

1Q(x, y) = 1Qp(x) · 1Qn−p(y).

Sei φ Treppenfunktion wie in (1), dann gilt:

φ(x, y) =
∑
k

ck1Qk
(x, y) =

∑
k

ck1Qp
k
(x) · 1Qn−p

k
(y)

Für jedes festes y ∈ Rn−p erhalten wir eine Treppenfunktion

φy =
∑
k

ck1Qn−p
k

(y) · 1Qp
k
: Rp → C

Nach Induktionsannahme hat jede Treppenfunktion φy ein wohldefiniertes Integral; dies

ergibt eine Funktion auf Rn−p

y 7→
∫
Rp

φy(x)dx =
∑
k

ckvp(Q
p
k)1Qn−p

k
(y),

die eine Treppenfunktion ist und die darum, wiederum nach Induktionsannahme, das

wohldefinierte Integral∫
Rn−p

(∫
Rp

φ(x, y)dx

)
dy =

∑
k

ckvp(Q
p
k) · vn−p(Q

n−p
k ) =

∑
k

ckvn(Qk)

besitzt. Die linke Seite ist nach den Induktionsannahmen unabhängig von der Darstellung

der Treppenfunktion φ. Wir setzen daher∫
φ(z)dz :=

∑
k

ckvn(Qk).

Mit Hilfe dieser Formel beweist man auch induktiv die Rechenregeln. 2

Aus dem Beweis folgt sofort:

20



Korollar 1.1.8 (Satz von Fubini für Treppenfunktionen).

Mit obigen Bezeichnungen gilt:∫
Rn

φ(x, y)d(x, y) =

∫
Rn−p

(∫
Rp

φ(x, y)dx

)
dy =

∫
Rp

(∫
Rn−p

φ(x, y)dy

)
dx.

Bemerkungen 1.1.9.

Wir betrachten ab jetzt – und nur im Rahmen der Integrationstheorie! – Funktionen

f : Rn → C ∪ {∞}. Dabei gelten die folgenden Konventionen:

∞± c = c±∞ := ∞ für alle c ∈ C.
∞ · c = c · ∞ := ∞ für alle c ∈ C∗ ∪ {∞},
∞ · 0 = 0 · ∞ := 0.

Für positiv reellwertige Funktionen f : Rn → R+ soll das Integral
∫
Rn f ein Maß für

das n + 1-dimensionale Volumen unter dem Graphen von f liefern. Wir wollen jetzt

zulassen, dass f unbeschränkt sein darf und dass f auf unendlich vielen Quadern nicht

verschwindet. Eine Approximation an f erhält man, indem man den Definitionsbereich

von f in abzählbar viele disjunkte Quader Qk, k = 1, . . . ,∞ zerlegt, und positive reelle

Zahlen Φk wählt, so dass f(x) nah an Φk ist für alle x ∈ Qk. Die Funktion

Φ =
∞∑
k=1

Φk1Qk

approximiert die Funktion f .

Definition 1.1.10

1. Gegeben sei f : Rn → C ∪ {∞}. Eine Hüllreihe zu f ist eine Reihe

Φ =
∞∑
k=1

ck1Qk
mit ck ∈ R≥0

wobei

(a) Qk offene Quader im Rn sind.

(b) Für jedes x ∈ Rn gilt

|f(x)| ≤ Φ(x) :=
∞∑
k=1

ck1Qk
(x) ∈ R≥0 ∪ {∞}.
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Wir definieren den Inhalt der Hüllreihe Φ durch die Summe

I(Φ) :=
∞∑
k=1

ckv(Qk) ∈ R≥0 ∪ {∞}.

2. Unter der L1-Halbnorm von f : Rn → C ∪ {∞} versteht man das Infimum

∥f∥1 := inf{I(Φ) | Φ Hüllreihe zu f}.

Bemerkungen 1.1.11.

1. Es existiert für jede Funktion f : Rn → C∪{∞} eine Hüllreihe mit Inhalt ∞, nämlich

Φ :=
∞∑
k=1

1Qk

wobei Qk der offene Quader mit Mittelpunkt 0 und Kantenlänge k ist.

2. Es liegt keine Norm vor: Es ist ∞ als Wert zugelassen, und aus ∥f∥1 = 0 folgt

nicht f = 0. Ein Beispiel für letztere Aussage ist die charakteristische Funktion eines

Quaders A, der in einer Hyperebene enthalten ist. Man findet offene Quader beliebig

kleiner Dicke. Daher ist das Infimum Null, aber die charakteristische Funktion 1A ist

nicht null.

Satz 1.1.12.

Für Funktionen f, fk(k ≥ 1) : Rn → C ∪ {∞} und c ∈ C gilt:

1. ||c · f ||1 = |c| · ||f ||1,

2. |f1| ≤ |f2| ⇒ ||f1||1 ≤ ||f2||1,

3. die verallgemeinerte Dreiecksungleichung: sei (fk) eine Familie von Funktionen. Dann

gilt

||
∞∑
k=1

|fk| ||1 ≤
∞∑
k=1

||fk||1.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen lassen sich durch Betrachtung von Mengen von

Hüllreihen beweisen. Wir zeigen nur die verallgemeinerte Dreiecksungleichung, und zwar

für nicht-negative Funktionen fk : Rn → R ∪ {∞}. Sei ϵ > 0. Wähle für jede Funktion fk
eine Hüllreihe Φk :=

∑
i cik1Qik

mit Inhalt

I(Φk) ≤ ||fk||1 +
ε

2k
.
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Dann ist die Summe

Φ :=
∑
k

Φk =
∑
i,k

cik1Qik

eine Hüllreihe für
∑

k fk. Sie hat Inhalt

I(Φ) =
∑
ik

cikv(Qik) =
∑
k

∑
i

cikv(Qik) ≤
∑
k

∥fk∥1 + ϵ.

2

1.2 Das Lebesgue-Integral und zwei
”
kleine“ Sätze

Lemma 1.2.1.

1. Für die charakteristische Funktion eines abgeschlossenen Quaders A ⊆ Rn gilt

||1A||1 = v(A) =
∫
1Adx.

2. Für jede Treppenfunktion φ auf Rn gilt ||φ||1 =
∫
Rn |φ|dx.

Beweis.

1. Indem man offene Quader Q mit v(Q) = v(A) + ε betrachtet, stellt man fest, dass

||1A||1 ≤ v(A) gilt.

Unter Ausnutzung der Kompaktheit von A zeigt man, dass für jede Hüllreihe Φ =∑
ck1Qk

zu 1A gilt, dass I(Φ) ≥ v(A) (Übung). Damit gilt auch ||1A||1 ≥ v(A).

2. Da die Treppenfunktionen |φ| und φ die gleiche Menge von Hüllreihen und damit die

gleiche Halbnorm ∥ · ∥1 besitzen, nehmen wir φ ≥ 0 an. Betrachte eine Darstellung

φ =
s∑

k=1

ck1Qk
+

r∑
i=1

di1Ri

mittels disjunkter Quader, wobei die Quader Qk offen sind und die Quader Ri das

Volumen Null haben. Weil die Quader disjunkt sind, folgt aus φ ≥ 0, dass ck ≥ 0

und di ≥ 0 gilt.

Für ϵ > 0 können wir für jeden Quader Ri einen offenen Quader R∗
i ⊃ Ri mit

v(R∗
i ) ≤ ϵ wählen. Dann ist

Φ :=
s∑

k=1

ck1Qk
+

r∑
i=1

di1R∗
i
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eine Hüllreihe zu φ. Es folgt

∥φ∥1 ≤ I(Φ) =
s∑

k=1

ckv(Qk) + ϵ
r∑
i=1

di

und daher

∥φ∥1 ≤
s∑

k=1

ckv(Qk) =

∫
φdx.

Um die umgekehrte Abschätzung zu erhalten, betrachte einen abgeschlossenen Qua-

der A, so dass φ(x) = 0 für x ̸∈ A. Sei ferner M := maxφ. Dann ist die Treppen-

funktion ψ :=M1A − φ nicht negativ. Für ein nicht-negatives ψ gilt, wie wir gerade

gesehen haben,

∥ψ∥1 ≤
∫
ψdx.

Damit folgt ∫
φdx =

∫
(M1A − ψ)dx ≤ ∥φ+ ψ∥1 − ∥ψ∥1 ≤ ∥φ∥1.

Im ersten Schritt ging die Definition von ψ ein; im zweiten Schritt Teil 1 und die

Abschätzung für
∫
ψ. Der dritte Schritt ist die Dreieckungleichung 1.1.12.3 für die

Halbnorm.

2

Lemma 1.2.2.

Sei f : Rn → C ∪ {∞} eine Funktion, und φk eine Folge von Treppenfunktionen, so dass

||f − φk||1
k→∞→ 0.

Dann konvergiert die Folge
∫
φk komplexer Zahlen gegen eine komplexe Zahl. Der Grenz-

wert einer solchen Folge hängt nicht von der Wahl der Folge von Treppenfunktionen ab.

Beweis. Seien φ, ψ Treppenfunktionen. Dann gilt∣∣∣∣∫ φdx−
∫
ψdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ |φ− ψ|dx = ||φ− ψ||1 ≤ ||φ− f ||1 + ||ψ − f ||1.

Hier haben wir erst Satz 1.1.7.2, dann Lemma 1.2.1.2 für Treppenfunktionen und

schließlich die Dreiecksungleichung für die Halbnorm ∥ · ∥1 benutzt. Daher ist die Folge∫
φk eine Cauchy-Folge komplexer Zahlen und konvergiert im vollständigen Körper C.

Aus der gleichen Ungleichung folgt auch die Unabhängigkeit von der Wahl der Folge von

Treppenfunktionen. 2
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Definition 1.2.3

Eine Funktion f : Rn → C ∪ {∞} heißt Lebesgue-integrierbar (kurz: integrierbar) über

Rn, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen φk gibt mit

||f − φk||1
k→∞−→ 0

In diesem Fall schreiben wir∫
fdx :=

∫
f(x)dnx :=

∫
Rn

f(x)dx := lim
k→∞

∫
Rn

φk(x)dx ∈ C

Wegen Lemma 1.2.2 ist dies wohldefiniert und das Integral eine (endliche) komplexe Zahl.

Bemerkungen 1.2.4.

1. Jede Treppenfunktion φ ist Lebesgue-integrierbar: wähle zur Approximation die kon-

stante Folge mit Gliedern φ.

2. Wir sagen auch kurz, dass dann φk → f bezüglich der Halbnorm ||.||1. Daraus folgt
nicht notwendigerweise eine punktweise Konvergenz, aber wir werden sehen, dass fast

überall punktweise Konvergenz gilt.

Wesentliches Hilfsmittel zur Definition der Integrierbarkeit war die Halbnorm ||f ||1. Es
ist nun nicht schwer, diese mit dem Lebesgue-Integral

∫
|f |dx in Verbindung zu bringen:

Satz 1.2.5.

Ist die Funktion f : Rn → C∪{∞} über den Rn integrierbar, so ist auch die Funktion |f |
über den Rn integrierbar und es gilt

|
∫
fdx| ≤

∫
|f |dx und ||f ||1 =

∫
|f |dx.

Für Treppenfunktionen hatten wir die erste Aussage in 1.1.7.2 und die zweite in 1.2.1.2

gesehen.

Beweis.

1. Da f integrabel ist, finde eine Folge (φk) von Treppenfunktionen mit ∥f −φk∥1 → 0.

Wegen der Dreiecksungleichung gilt für alle x ∈ Rn:

||f(x)| − |φk(x)|| ≤ |f(x)− φk(x)|

und somit wegen der Monotonie 1.1.12.2 der L1-Halbnorm

|||f | − |φk|||1 ≤ ||f − φk||1.
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Die rechte Seite und somit auch die linke Seite gehen für k → ∞ gegen 0. Da auch |φk|
eine Folge von Treppenfunktionen ist, ist |f | integrierbar und die Treppenfunktionen

|φk| approximieren |f | bezüglich der Halbnorm ∥ · ∥1. Es folgt

|
∫
fdx| = | lim

k

∫
φkdx| ≤ lim

k

∫
|φk|dx =

∫
|f |dx.

Die erste Gleichheit folgt aus der Definition des Integrals
∫
fdx, die Ungleichung ist

1.1.7.2 für Treppenfunktionen. Die letzte Gleichheit folgt, weil |φk| die Funktion |f |
bezüglich der Halbnorm ∥ · ∥1 approximiert.

2. Für die zweite Aussage betrachten wir die Ungleichungen, die aus der Dreiecksun-

gleichung 1.1.12.3 für die ∥ · ∥1-Norm folgen:

(∗) ∥φk∥1 − ∥f − φk∥1 ≤ ∥f∥1 ≤ ∥φk∥1 + ∥f − φk∥1

Nun gilt

∥φk∥1
1.2.1.2
=

∫
|φk|dx→

∫
|f |dx

da die Folge von Treppenfunktionen |φk| die Funktion |f | L1-approximiert. Damit

folgt aus der Ungleichung (∗)∫
|f |dx ≤ ∥f∥1 ≤

∫
|f |dx.

2

Korollar 1.2.6.

Es gelten die folgenden Rechenregeln: Sind f, g integrierbar, so gilt

1. Für alle α, β ∈ C ist die Funktion αf + βg integrierbar und es gilt∫
(αf + βg)dx = α

∫
fdx+ β

∫
gdx.

2. Die Funktion f̄ ist integrierbar und es gilt∫
f̄dx =

∫
fdx.

3. Für reellwertige und integrierbare Funktionen f, g folgt aus f ≤ g, dass
∫
fdx ≤∫

gdx (Monotonie des Lebesgue-Integrals).

4. Ist überdies die Funktion g aus 3. beschränkt, so ist auch die Funktion f · g integrier-

bar.
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Beweis. Übung.

[

Zu 1. und 2.: Sind (φk) und (ψk) L
1-approximierende Folgen von Treppenfunktionen

für f bzw. g, so ist (αφk+βψk) eine L
1-approximierende Folge für αf +βg und (φk)

eine L1-approximierende Folge für f .

Zu 3.: Nach Satz 1.2.5 ist wegen g − f ≥ 0∫
(g − f)dx =

∫
|g − f |dx = ∥g − f∥1 ≥ 0.

Zu 4.: Sei M eine positive obere Schranke für |g|. Da f integrierbar ist, finde zu

gegebenem ϵ > 0 eine beschränkte Treppenfunktion φ mit

∥f − φ∥1 ≤
ϵ

2M

und eine Treppenfunktion ψ mit

∥g − ψ∥1 ≤
ϵ

2µ
,

wobei µ eine positive obere Schranke der Treppenfunktion φ sei. Aus der für alle

x ∈ Rn geltenden Abschätzung

|fg(x)− φψ(x)| ≤ |(f − φ)(x)| · |g(x)|+ |φ(x)| · |(g − ψ)(x)|

folgt dann wegen der Monotonie 1.1.12.2 der Halbnorm

∥fg − φψ∥1 ≤M · ∥f − φ∥1 + µ∥g − ψ∥1 ≤M
ϵ

2M
+ µ

ϵ

2µ
≤ ϵ.

] 2

Korollar 1.2.7.

1. Eine komplexwertige Funktion f : Rn → C ∪ {∞} ist genau dann integrierbar, wenn

ihr Real- und Imaginärteil integrierbar sind. In diesem Falle gilt∫
fdx =

∫
Refdx+ i

∫
Imfdx.

2. Seien die Funktionen f, g : Rn → R ∪ {∞} integrierbar. Dann sind auch die Funk-

tionen max(f, g), min(f, g) integrierbar. Insbesondere ist der positive Anteil f+ :=

max(f, 0) und der negative Anteil f− := −min(f, 0) integrierbar.
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Beweis. Der erste Teil folgt, weil Real- und Imaginärteil reelle Linearkombinationen

von f und f̄ sind. Wir zeigen nur den zweiten Teil der Aussage. Es gilt

max(f, g) =
1

2
(f + g + |f − g|) und min(f, g) =

1

2
(f + g − |f − g|).

Nach Voraussetzung sind f und g, nach Korollar 1.2.6 ihre Differenz und nach Satz 1.2.5

deren Absolutbetrag integrierbar. 2

Wir wollen nicht nur Funktionen integrieren, die auf ganz Rn definiert sind. Wenn eine

Funktion nur auf einer Teilmenge A von Rn definiert ist, kann man sie durch den Wert 0

auf das Komplement Rn \ A fortsetzen. Auf die so erhaltene Funktion fA kann man die

vorherige Definition von Lebesgue-Integrierbarkeit und Lebesgue-Integral anwenden. Die

folgende Definition formuliert diese Idee genauer.

Definition 1.2.8

Sei A ⊆ Rn eine Teilmenge und f eine Funktion mit Werten in C ∪ {∞}, deren Definiti-

onsbereich A umfasst.

1. Die (über A hinaus) triviale Fortsetzung von f ist die folgende Funktion:

fA : Rn → C ∪ {∞}

x 7→

{
f(x) für x ∈ A,

0 für x ∈ Rn \ A.

(Unter einer Fortsetzung von f versteht man in der Regel eine Funktion, die auf dem

Definitionsbereich D(f) von f mit f übereinstimmt. Die triviale Fortsetzung fA ist

also eigentlich nur eine Fortsetzung der Einschränkung von f auf A.)

2. Eine solche Funktion f heißt über die Teilmenge A integrierbar, genau dann, wenn

die triviale Fortsetzung fA über Rn integrierbar ist. In diesem Fall heißt∫
A

fdx :=

∫
Rn

fAdx

das Lebesgue-Integral von f über A. Wir setzen

∥f∥1,A := ||fA||1
1.2.5
=

∫
A

|f |dx.

3. Die Menge der über A ⊆ Rn integrierbaren komplexwertigen Funktionen bildet einen

komplexen Vektorraum L1(A) mit Halbnorm ∥ · ∥1,A.
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Man beachte, dass die Notation fA zu der bereits eingeführten Bezeichnung der Funk-

tion 1A passt. Wir vergleichen mit dem bekannten Begriff der Riemann-integrierbaren

Funktion auf kompakten Intervallen. Im allgemeinen Fall, insbesondere bei uneigentli-

chen Integralen, ist die Lage subtiler.

Satz 1.2.9.

Es sei A = [a, b] ⊆ R ein kompaktes Intervall und f eine über A Riemann-integrierbare

Funktion. Dann ist f über A Lebesgue-integrierbar und das Lebesgue-Integral und das

Riemann-Integral sind gleich.

Beweis. Übung. 2

Der folgende Satz verschafft uns eine große Klasse integrierbarer Funktionen:

Satz 1.2.10 (Kleiner Satz von Beppo Levi).

Sei f : Rn → R ∪ {∞} und sei (φk) eine monoton wachsende (oder fallende) Folge von

Treppenfunktionen, so dass

(i) (φk) punktweise gegen f konvergiert,

(ii) die Folge
(∫

φkdx
)
der Integrale der Treppenfunktionen beschränkt ist.

Dann ist f integrierbar und es gilt∫
fdx = lim

k→∞

∫
φkdx

Beweis. Wir betrachten eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen. Dann

gilt in jedem Punkt

f − φk = lim
N→∞

φN+1 − φk = lim
N→∞

N∑
i=k

(φi+1 − φi) =
∞∑
i=k

(φi+1 − φi) ≥ 0

Daraus folgt mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung 1.1.12.3

∥f − φk∥1 ≤
∞∑
i=k

∥φi+1 − φi∥1
Lemma 1.2.1.2

=
∞∑
i=k

∫
|φi+1 − φi|dx

=
∞∑
i=k

(∫
φi+1dx−

∫
φidx

)
= I −

∫
φkdx,
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denn es existiert I := limN→∞
∫
φN+1dx, da die Folge der Integrale monoton ist und

beschränkt ist. Aus

∥f − φk∥1 ≤ I −
∫
φkdx

k→∞→ 0

folgt, dass f integrierbar ist. Nach Definition 1.2.3 des Integrals ist
∫
fdx =

limk→∞
∫
φkdx.

2

Wir behandeln nun die Integrierbarkeit stetiger Funktionen auf offenen oder kompakten

Teilmengen des Rn. Damit stellen wir eine Verbindung zwischen dem Lebesgue-Integral

und der Topologie des Rn her.

Lemma 1.2.11.

Sei K eine kompakte Teilmenge und U eine offene Teilmenge des Rn mit K ⊆ U . Sei

f : K → R eine stetige nicht-negative Funktion. Zu jedem ϵ > 0 gibt es dann Treppen-

funktionen ψ, ψ′ ≥ 0 mit

1. f(x) ≤ ψ(x) ≤ f(x) + ϵ für alle x ∈ K.

2. f(x)− ϵ ≤ ψ′(x) ≤ f(x) für alle x ∈ K.

3. ψ(x) = ψ′(x) = 0 für alle x ∈ Rn \ U .

Beweis. Auf dem Kompaktum K ist f gleichmäßig stetig. Finde daher ein δ > 0, so

dass |f(x) − f(x′)| ≤ ϵ für alle x, x′ ∈ K mit ∥x − x′∥max ≤ δ. Überdecke K durch

endlich viele abgeschlossene Würfel W1, . . . ,Ws der Kantenlänge kleiner als δ, die alle in

U liegen. Sei Mi das Maximum und mi das Minimum der stetigen Funktion f auf dem

abgeschlossenen Würfel Wi. Dann setze

ψ := max(M1 · 1W1 , . . . ,Ms · 1Ws) und ψ
′ := min(m1 · 1W1 , . . . ,ms · 1Ws)

2

Lemma 1.2.12.

Sei A ⊆ Rn und sei f : A→ R eine stetige nicht-negative Funktion. Dann gilt

1. Ist A offen, dann existiert eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen

φk ≥ 0, die gegen f punktweise auf A konvergiert, φk ↗ f .

2. Ist A kompakt, dann existiert eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen

φk ≥ 0 mit φk ↘ f punktweise auf A.

Beweis.
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1. Sei A offen. Wir wählen kompakte Mengen Ak mit
⋃∞
k=1Ak = A. Finde nach Lemma

1.2.11 Treppenfunktionen ψℓ für Aℓ, die außerhalb A verschwinden und für die gilt

f(x)− 1

2ℓ
≤ ψℓ(x) ≤ f(x)

und ψℓ(x) = 0 für x ∈ Rn \A. Dann leistet die Folge (φk) mit φk := max(ψ1, . . . , ψk)

das Gewünschte.

2. Sei A kompakt. Finde offene Mengen Uk mit
⋂∞
k=1 Uk = A und mit dem gleichen

Hilfssatz 1.2.11 Treppenfunktionen ψℓ mit

f(x) ≤ ψℓ(x) ≤ f(x) + 2−ℓ für x ∈ A und ψℓ(x) = 0 für x ∈ Rn \ Uℓ.

Dann leistet die Folge (φk) mit φk := min(ψ1, . . . , ψk) das Gewünschte.

2

Satz 1.2.13.

1. Jede beschränkte stetige Funktion f : U → C auf einer beschränkten offenen Menge

U ⊆ Rn ist über diese integrierbar.

2. Jede stetige Funktion f : K → C auf einer kompakten Menge K ⊆ Rn ist über diese

integrierbar.

Beweis. Wir beschränken uns auf reellwertige nicht-negative Funktionen, f ≥ 0. Für

komplexwertige Funktionen betrachte die Zerlegung in Real- und Imaginärteil und zerlege

diese in ihren positiven und negativen Anteil.

1. Sei U beschränkt und offen. Nach Lemma 1.2.12 ist f die Grenzfunktion einer mo-

noton wachsenden Folge von Treppenfunktionen φk ≥ 0. Um die Beschränktheit der

Folge
∫
φk der Integrale zu sehen, wähle eine obere Schranke M für die beschränkte

Funktion f und einen Quader Q mit U ⊆ Q. Für die Treppenfunktionen gilt also

φk(x) ≤ f(x) ≤M für alle x ∈ U und für alle k ∈ N.

Daher ist ∫
φkdx ≤M · v(Q).

Also folgt aus dem kleinen Satz 1.2.10 von Beppo Levi, dass f integrierbar ist.

2. Die zweite Aussage für kompaktes A wird analog mit einer Folge monoton fallender

nicht-negativer Treppenfunktionen aus Lemma 1.2.12 bewiesen.
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2

Um mehrdimensionale Integrale konkret auszurechnen hilft es oft, wenn man diese iterativ

auf Integrale über Bereiche niedrigerer Dimension zurückführen kann. Dafür stellen wir

nun die nötigen Techniken bereit.

Sei X = Rp und Y = Rq. Wir wollen über eine Teilmenge A ⊆ X ×Y ∼= Rp+q eine stetige

beschränkte Funktion f integrieren. Wir bezeichnen für festes y ∈ Y die
”
Schnittmenge“

von A zu y ∈ Y mit Ay := {x ∈ X | (x, y) ∈ A} ⊆ X. Ein Reduktionsverfahren zur

Berechnung des Integrals von f in dieser Situation liefert der folgende wichtige Satz.

Satz 1.2.14 (Kleiner Satz von Fubini).

Es sei A ⊆ X × Y entweder kompakt oder offen und beschränkt. Es sei f : A → C eine

beschränkte stetige Funktion. Dann gilt:

1. Für alle y ∈ Y mit Ay ̸= ∅ ist die Funktion fy : x 7→ f(x, y) über Ay integrierbar.

2. Betrachte daher die Funktion F : Y → C mit

F (y) :=

{∫
Ay
fy(x)dx für Ay ̸= ∅,

0 für Ay = ∅.

Sie ist über Y integrierbar und es gilt∫
A

f(x, y)d(x, y) =

∫
Y

F (y)dy =:

∫
Y

(∫
Ay

f(x, y)dx

)
dy.

Es gilt ebenso∫
A

f(x, y)d(x, y) =

∫
X

(∫
Ax

f(x, y)dy

)
dx mit Ax := {y ∈ Y |(x, y) ∈ A}.

Beweis. Wieder reicht es, die Aussage für den Fall einer nicht-negativen Funktion,

f ≥ 0, zu zeigen. Wir bringen auch nur den Beweis für offenes und beschränktes A; der

Fall A kompakt wird analog behandelt.

Sei (φk) eine gegen fA konvergente, monoton wachsende Folge von Treppenfunktion auf

X × Y , deren Existenz wegen der Stetigkeit von f durch Lemma 1.2.12.1 garantiert ist.

Für jedes feste y ∈ Y bilden die Funktionen

x 7→ φk(x, y)

eine gegen die Funktion

x 7→ fA(x, y)
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punktweise konvergente, monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen auf X. Man

zeigt wie im Beweis von Satz 1.2.13, dass die Folge der Integrale
∫
X
φk(x, y)dx beschränkt

ist. Nach dem kleinen Satz von Beppo Levi 1.2.10 gilt

F (y) = lim
k

∫
X

φk(x, y)dx.

Die Funktionen

y 7→ Φk(y) :=

∫
X

φk(x, y)dx

sind Treppenfunktionen auf Y und die Folge (Φk) konvergiert monoton wachsend gegen

F . Mit dem Satz von Fubini für Treppenfunktionen 1.1.8 erhält man wegen φk ≤ fA∫
Y

Φk(y)dy
1.1.8
=

∫
X×Y

φk(x, y)d(x, y) ≤
∫
X×Y

fA(x, y)d(x, y);

also ist die Folge der Integrale
∫
Y
Φk(y)dy beschränkt. Wiederum nach dem kleinen Satz

von Beppo Levi 1.2.10 ist F integrierbar. Es gilt∫
Y

F (y)dy = lim
k

∫
Y

Φk(y)dy = lim
k

∫
X×Y

φk(x, y)d(x, y) =

∫
X×Y

fA(x, y)d(x, y).

2

Beispiel 1.2.15.

1. Sei f wie oben, und sei jetzt A ⊆ R× Rn−1 mit der Eigenschaft, dass für alle y ∈ Y

die Menge Ay entweder leer oder ein Intervall ist, Ay = [x1(y), x2(y)]. Dann gilt

∫
A

f(x, y)d(x, y) =

∫
B

(∫ x2(y)

x1(y)

f(x, y)dx

)
dy mit B := {y ∈ Y |Ay ̸= ∅}.

Speziell für den Fall eines Rechtecks im R2 mit f : [a, b]× [c, d] → C finden wir:∫
A

f(x, y)d(x, y) =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx

)
dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx.

2. Betrachte eine kompakte Kreisscheibe,K = Br(0). Die Schnitte Ay sind die Intervalle

[−x(y), x(y)] mit x(y) =
√
r2 − y2. Damit folgt:

v2(K) :=
∫
K
1d(x, y) =

∫ r
−r

(∫√r2−y2

−
√
r2−y2

1dx

)
dy = 2

∫ r
−r

√
r2 − y2dy

ÜA
= πr2.
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1.3 Volumina und Nullmengen

Wir folgen [K2, §7.5-6]. Das Lebesgue-Integral liefert einen allgemeinen translationsin-

varianten und normierten Volumenbegriff, das Lebesgue-Maß. Da Maße eine große Rolle

spielen, wollen wir uns zunächst etwas allgemeiner mit ihnen beschäftigen.

Definition 1.3.1

Eine Menge A von Teilmengen einer Grundmenge Ω heißt σ-Algebra, wenn gilt

1. Die Grundmenge Ω ist im Mengensystem A enthalten, Ω ∈ A.

2. Mit jeder Menge A ∈ A ist auch ihr Komplement Ω \ A im Mengensystem A, i.e.

Ω \ A ∈ A.

3. Abzählbare Vereinigungen von Mengen Ai ∈ A sind wieder in A: es gilt
⋃∞
i=1Ai ∈ A.

Bemerkungen 1.3.2.

1. Aus den Bedingungen 1. und 2. folgt, dass eine σ-Algebra A immer das Komplement

von Ω, also die leere Menge ∅ enthält.

2. Aufgrund der Eigenschaft 2. kann man in Eigenschaft 1. alternativ zu Ω ∈ A auch

∅ ∈ A fordern.

3. Wählt man in Bedingung 3 die Mengen Am = ∅ für alle m > n, so folgt, dass die

endliche Vereinigungsmenge A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An in A enthalten ist.

4. Nach den de Morgan’schen Gesetzen folgt, dass A auch abgeschlossen unter abzähl-

baren, also insbesondere auch endlichen, Durchschnitten ist.

Beispiel 1.3.3.

1. Für jede beliebige Menge Ω ist {∅,Ω} die kleinste und die Potenzmenge P(Ω) die

größte mögliche σ-Algebra mit Ω als Grundmenge.

2. Es seien Ω und Ω′ zwei beliebige Mengen, A′ eine σ-Algebra in Ω′ und T : Ω → Ω′

eine Abbildung. Dann ist T−1(A′) := {T−1(A′) mit A′ ∈ A′} eine σ-Algebra in Ω.

Definition 1.3.4

1. Es sei A eine σ-Algebra über einer nicht-leeren Grundmenge Ω. Eine Funktion

µ : A → [0,∞] heißt ein Maß auf A, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfüllt

sind:

(a) µ(∅) = 0.
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(b) σ-Additivität: Für jede Folge (An)n∈N paarweise disjunkter Mengen aus A gilt

µ (
⋃∞
n=1An) =

∑∞
n=1 µ(An).

Für A ∈ A heißt die reelle Zahl µ(A) das Maß der Menge A.

2. Das Tripel (Ω,A, µ) wird Maßraum genannt. Das Paar (Ω,A) bestehend aus der

Grundmenge und der darauf definierten σ-Algebra heißt messbarer Raum. Die Teil-

mengen A ∈ A heißen messbar.

3. Das Maß µ heißt Wahrscheinlichkeitsmaß (oder normiertes Maß), wenn zusätzlich

µ(Ω) = 1 gilt. Ein Maßraum (Ω,A, µ) mit einem Wahrscheinlichkeitsmaß µ heißt

Wahrscheinlichkeitsraum. Die Grundmenge Ω heißt Ergebnisraum und enthält als

Elemente die möglichen Ergebnisse, die ein Wahrscheinlichkeitsexperiment liefern

kann. Die σ-AlgebraA enthält die Ereignisse, denen eine Wahrscheinlichkeit zwischen

0 und 1 zugeordnet werden kann. In dieser Anwendung nennt man auch Ω ∈ A das

sichere Ereignis und ∅ ∈ A das unmögliche Ereignis.

Beispiel 1.3.5.

1. N -facher Münzwurf. SetzeM := {0, 1}. Der Ergebnisraum ist dasN -fache kartesische

Produkt Ω :=M×N ; der Ereignisraum ist die σ-Algebra, die durch die Potenzmenge

gegeben ist. Das Wahrscheinlichkeitsmaß ist µ(A) = |A|/2N .

2. Eine wichtige Verallgemeinerung auf Wahrscheinlichkeitsräume mit endlichem Ergeb-

nisraum Ω sind Gleichverteilungen. Hier ist die σ-Algebra der Ereignisse A = P(Ω)

und das Wahrscheinlichkeitsmaß ist µ(A) = |A|
|Ω| für A ⊆ Ω.

Definition 1.3.6

Sei Ω ein metrischer Raum oder allgemeiner ein topologischer Raum (die offenen Mengen

sind festgelegt, vgl. MfP2: offene und abgeschlossene Mengen). Dann ist die Borel-Algebra

definiert als die kleinste σ-Algebra, die die offenen Teilmengen von Ω enthält. (Sie enthält

dann auch als Komplemente alle abgeschlossenen Teilmegen.)

Für den späteren Gebrauch definieren wir noch:

Definition 1.3.7

Eine Menge A ⊆ Rn heißt σ-kompakt, wenn sie eine Vereinigung abzählbar vieler kom-

pakter Mengen ist.

Bemerkungen 1.3.8.

Beispiele σ-kompakter Mengen sind alle offenen und alle abgeschlossenen Teilmengen des

Rn. Es sind Durchschnitte endlich vieler und Vereinigungen abzählbar vieler σ-kompakter
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Mengen wieder σ-kompakt. Speziell ist Q ⊆ R eine σ-kompakte Menge, jedoch ist R \Q
nicht σ-kompakt (das wollen wir im Rahmen der Vorlesung nicht zeigen).

Die Borel-Algebra von R enthält unter anderem alle Intervalle und auch die Menge R\Q.

Wir möchten (mindestens) für die Borelschen Teilmengen von Rn ein Maß definieren.

Wir sprechen in der nächsten Definition vom Lebesgue-Maß, können die für ein Maß

geforderten Eigenschaften, z.B. die σ-Additivität, im Moment aber noch nicht zeigen.

Definition 1.3.9

Eine Menge A ⊆ Rn heißt (Lebesgue-)messbar (im Sinne von: messbar mit endlichem

Maß), falls die konstante Funktion 1 über A integrierbar ist. In dem Fall ist das Lebesgue-

Maß von A, auch das n-dimensionale Volumen von A genannt (im Fall n = 2 spricht man

auch vom Flächeninhalt von A), gegeben durch

v(A) := vn(A) :=

∫
A

1 dx.

Man setzt v(∅) = 0.

Beispiel 1.3.10.

1. Nach Satz 1.2.13 sind offene beschränkte Teilmengen des Rn und kompakte Teilmen-

gen des Rn messbar.

2. Sei g : [a, b] → R≥0 stetig. Dann ist die Menge

A := {(x, y) ∈ R2|x ∈ [a, b], 0 ≤ y ≤ g(x)}

der Punkte unter dem Graphen von g kompakt und somit nach Satz 1.2.14 messbar.

Nach Beispiel 1.2.15 gilt

v2(A) =

∫
[a,b]

(∫ g(x)

0

1dy

)
dx =

∫ b

a

g(x)dx.

3. Vereinigungen A = Q1 ∪ . . .∪Qs endlich vieler Quader Qi ⊆ Rn sind messbar. Ohne

Einschränkung können wir annehmen, dass die Quader disjunkt sind. Wir nennen

eine solche Teilmenge des Rn ab jetzt eine Figur .
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Lemma 1.3.11.

1. Eine Ausschöpfung einer Menge A ist eine aufsteigende Folge A1 ⊆ A2 ⊆ . . . von

Teilmengen Ak ⊆ A mit A =
⋃∞
k=1Ak.

Jede offene Teilmenge U ⊆ Rn hat eine Ausschöpfung (Ak) durch Figuren.

Die offene Teilmenge U ist genau dann messbar, wenn die Folge v(Ak) der Volumina

der Figuren beschränkt ist. In dem Fall gilt

v(U) = lim
k→∞

v(Ak) = sup v(Ak).

2. Analog gilt: für jedes Kompaktum K ⊆ Rn existiert eine absteigende Folge A1 ⊇
A2 ⊇ . . . von Figuren, so dass K =

⋂∞
k=1Ak. Mit jeder solchen Folge gilt

v(K) = lim
k→∞

v(Ak) = inf v(Ak).

Beweis.

1. Betrachte die in U enthaltenen Quader mit rationalen Mittelpunktskoordinaten und

rationalen Kantenlängen. Dies ist eine abzählbare Menge; wähle eine Abzählung

Q1, Q2, . . .. Offenbar ist ihre Vereinigung
⋃∞
i=1Qk = U . Dann bilden die Figuren

Ak := Q1 ∪ . . . Qk eine Ausschöpfung von U . Die Folge der charakteristischen Funk-

tion 1Ai
ist dann monoton wachsend und konvergiert punktweise gehen die charakte-

ristische Funktion 1U .

Wir nehmen erst an, die offene Menge U sei messbar. Dann folgt aus 1Ak
≤ 1U , dass

v(Ak)
1.2.1
=

∫
1Ak

≤
∫

1U
def
= v(U) <∞.

Also ist die Folge (v(Ak)) beschränkt und konvergiert als monoton wachsende Folge.

Ist umgekehrt die Folge (v(Ak)) beschränkt, so ist die Folge der Integrale
(∫

1Ak
dx
)

von Treppenfunktionen beschränkt. Nach dem kleinen Satz 1.2.10 von Beppo Levi

folgt

v(U)
def
=

∫
1Udx = lim

k→∞

∫
1Ak

dx︸ ︷︷ ︸
v(Ak)

.

2. Man wähle einen offenen Würfel W ⊇ K und eine Folge (Bk) von Figuren, die die

offene Menge W \K ausschöpft. Die Komplemente Ak := W \ Bk sind Figuren mit

der gewünschten Eigenschaft.

2
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Beispiel 1.3.12. Wir definieren iterativ die Cantormenge wie folgt als Durchschnitt

A =
⋂
Ak:

Aus dem Einheitsintervall A0 := [0, 1] entfernt man das mittlere Drittel, um zwei abge-

schlossene Intervalle der Länge 1/3 zu erhalten. Aus jedem dieser Intervalle entfernt man

jeweils wieder das mittlere Drittel und erhält so 4 Intervalle der Länge 1/9. So fährt man

fort, und für An erhält man man 2n Intervalle der Länge 1/3n. Es ist A abgeschlossen und

beschränkt, also kompakt und somit nach Beispiel 1.3.10.1 messbar. Man erhält

v1(A) = lim
n→∞

v(An) = 0.

Bemerkungen 1.3.13.

1. Für jedes Maß gilt: Sind A,B ∈ A, so folgt aus der disjunkten Zerlegung A∪B = (A\
B)∪(A∩B)∪(B\A) wegen der σ-Additivität, dass µ(A∪B) = µ(A)+µ(B)−µ(A∩B).

2. Im Falle des Lebesgue-Maßes ergibt sich dies auch, indem man die Beziehung 1A∪B =

1A + 1B − 1A∩B integriert. (Für den Durchschnitt gilt 1A∩B = 1A · 1B.)

3. Jedes Maß ist monoton: Aus A ⊆ B folgt wegen der disjunkten Zerlegung B =

A ∪ (B \ A), dass
µ(B) = µ(A) + µ(B \ A) ≥ µ(A).

4. Für das Lebesgue-Maß folgt dies auch aus der Ungleichung 1A ≤ 1B für A ⊆ B wegen

der Monotonie des Integrals.

5. Allgemeiner gilt: Ist f integrierbar über A und B eine messbare Menge, so ist f auch

über A ∩B integrierbar. Es gilt

|
∫
A∩B

f | ≤
∫
A

|f |.

Denn fA und 1B sind integrierbar und 1B ist beschränkt, so dass nach Korollar 1.2.6.4

auch die Funktion fA∩B = fA · 1B integrierbar ist.

Bemerkungen 1.3.14 (Berechnung von Volumina).

1. Sei A ⊆ Rp×Rq. Bezeichne wieder für y ∈ Rq die Schnittmenge mit Ay. Dann liefert

der kleine Satz von Fubini 1.2.14 für die charakteristische Funktion 1A

vp+q(A) =

∫
Rq

vp(Ay)dy

2. Daraus folgt das Cavalierische Prinzip: Zwei messbare MengenA,B haben das gleiche

Volumen, wenn ihre Schnittmengen Ay und By für alle y ∈ Rq das gleiche Volumen

haben, vp(Ay) = vp(By).
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Beispiel 1.3.15.

1. Zylinder

Sei B ⊆ Rn−1 eine kompakte oder beschränkte offene Menge. Dann heißt die Menge

A = B × [0, h] ⊆ Rn

der Zylinder mit BasisB und Höhe h. Alle Schnittmengen haben vn−1(Ay) = vn−1(B),

daher ist

vn(A) =

∫ h

0

vn−1(B)dy = h · vn−1(B).

2. Volumen allgemeiner Kegel:

Sei wieder B ⊆ Rn−1 eine kompakte oder beschränkte offene Menge. Dann heißt

K(B, h) := {(x, y) ∈ Rn|y ∈ [0, h], x ∈
(
1− y

h

)
B}

der Kegel mit Basis B und Höhe h. Für y ∈ [0, h] ist die Schnittmenge

Ay =
(
1− y

h

)
·B = {(1− y

h
) · b | b ∈ B},

ÜA: Es gilt nun allgemein für beliebige Skalierungsfaktoren s1, . . . , sn ∈ (0,∞) und

eine beliebige integrierbare Funktion f∫
f (s1x1, . . . , snxn) dx = s−1

1 · · · s−1
n

∫
f(x)dx.

Daher hat Ay das (n− 1)-dimensionale Volumen (1− y
h
)n−1vn−1(B) und wir finden

vn(K) =

∫ h

0

vn−1(B)(1− y

h
)n−1dy =

h

n
vn−1(B).

3. Ein wichtiger Spezialfall ist der Standardsimplex :

∆n := {x ∈ Rn|0 ≤ xi,
n∑
i=1

xi ≤ 1}.

Wir finden vn(∆
1) = v([0, 1]) = 1 und induktiv mit der Formel aus Beispiel 2.

vn(∆
n) =

1

n
v(∆n−1) =

1

n!
.

4. Volumen einer (Halb-)Kugel nach Archimedes

Wir benutzen das Calvalierische Prinzip: Eine Halbkugel vom Radius r hat das gleiche

Volumen wie ein Kreiszylinder vom Radius r und Höhe r mit ausgeschnittenem (auf

die Spitze gestellten) Kegel, denn die Schnittmengen Ay und By sind Kreisringe bzw.

Kreischeiben mit Flächeninhalt π(r2 − y2). Damit ist das Volumen der Halbkugel

v = v(Kreiszylinder)− v(Kegel) = r3π − r

3
r2π =

2

3
πr3.
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Definition 1.3.16

Eine Teilmenge N ⊆ Rn heißt (Lebesgue)Nullmenge, wenn sie eine der beiden folgenden

äquivalenten Bedingungen erfüllt:

1. N ist messbar mit vn(N) = 0.

2. Für die charakteristische Funktion gilt ∥1N∥1 = 0.

Beweis. Zum Beweis der Äquivalenz bemerken wir: Es folgt 2. aus 1. da

∥1N∥1
messbar
=

∫
1Ndx

def
= vn(N) = 0.

Für die umgekehrte Richtung betrachte die konstante Folge von Treppenfunktionen mit

der konstanten Funktion Null, φk = 0 für alle k ∈ N. Sie approximiert die charakteristische

Funktion 1N bezüglich der Halbnorm ∥.∥1, denn es gilt

∥1N − φk∥1 = ∥1N∥1 = 0 für alle k ∈ N.

Also ist die charakteristische Funktion 1N integrierbar und somit die Menge N messbar.

Es gilt

v(N)
1.3.9
=

∫
1Ndx

1.2.3
= lim

k→∞

∫
Rn

φkdx = 0,

wobei wir erst die Definition des Volumens und dann die Definition des Integrals

verwendet haben. 2

Bemerkungen 1.3.17.

1. Jede Teilmenge A ⊆ N einer Nullmenge N ist eine Nullmenge, denn aus 0 ≤ 1A ≤ 1N
folgt wegen der Monotonie 1.1.12.2 der Halbnorm ∥1A∥1 ≤ ∥1N∥1 = 0.

2. Die Vereinigung abzählbar vieler Nullmengen ist eine Nullmenge. Denn aus N =⋃∞
k=1Nk mit Nullmengen Nk folgt mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung

1.1.12.3

∥1N∥1 ≤
∞∑
k=1

∥1Nk
∥1 = 0.

Insbesondere ist jede abzählbare Vereinigung
⋃∞
k=1Qk mit ausgearteten Quadern Qk

eine Nullmenge. Jede abzählbare Teilmenge des Rn ist daher eine Nullmenge. Insbe-

sondere ist Q ⊆ R eine Nullmenge. Das Beispiel der Cantormenge mit Lebesgue-Maß

Null zeigt, dass es aber auch Nullmengen mit der gleichen Mächtigkeit wie der der

reellen Zahlen gibt.
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3. Sei A ⊆ Rn−1 eine abgeschlossene oder offene Menge und g : A → R eine stetige

Funktion. Dann ist der Graph Γ von g eine Nullmenge.

Denn: Eine abgeschlossene Menge A können wir als abzählbare Vereinigung der

Schnitte A ∩ Bn(0) (n ∈ N) mit abgeschlossenen Kugeln schreiben. Im Fall einer

offenen Menge betrachten wir abgeschlossene Kugeln um Punkte in U mit rationalen

Koordinaten.

Es genügt also, denn Fall zu behandeln, dass A kompakt ist. Dann ist der Graph als

Bild der stetigen Abbildung

A → Rn

a 7→ (a, g(a))

kompakt. Es folgt nach dem kleinen Satz von Fubini 1.2.14

v(Γ) =

∫
A

(∫
R
1Γdy

)
dn−1x =

∫
A

(∫ g(x)

g(x)

1dy

)
︸ ︷︷ ︸

=0

dn−1x = 0

4. Damit ist auch jede Hyperebene als Graph einer affinen Funktion eine Nullmenge.

Jeder kompakte Teil einer k-dimensionalen UntermannigfaltigkeitM ⊆ Rn mit k < n

ist eine Nullmenge, da jeder Punkt eine Umgebung besitzt, die sich als Graph einer

Funktion schreiben lässt.

Definition 1.3.18 [“fast überall”,“fast alle”]

Sei E eine Eigenschaft, so dass für jeden Punkt x ∈ Rn erklärt ist, ob x diese Eigenschaft

hat oder nicht. Wir sagen, dass E fast überall gilt oder dass fast alle Punkte x ∈ Rn die

Eigenschaft haben, wenn die Menge aller Punkte, für die E nicht gilt, eine Nullmenge ist.

Bemerkungen 1.3.19 (Beispiele für solche Eigenschaften).

1. Gegeben eine Funktion f : Rn → C ∪ {∞}, ist E in x die Eigenschaft, dass f in x

einen endlichen Wert annimmt.

2. Gegeben zwei Funktionen f, g : Rn → C ∪ {∞}, so ist die Eigenschaft E in x, dass

f(x) = g(x) gilt.

Satz 1.3.20.

Jede Funktion f : Rn → C ∪ {∞} mit ∥f∥1 <∞ ist fast überall endlich.

Beweis. Wir müssen zeigen, dass N := {x ∈ Rn|f(x) = ∞} eine Nullmenge ist. Dafür
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beachte, dass für jedes ϵ > 0 gilt 1N(x) ≤ ϵ|f(x)|. Denn ist x ∈ N , so ist 1 ≤ ϵ|f(x)| = ∞;

ist x ̸∈ N , so ist 0 ≤ ϵ|f(x)|. Damit ist aber wegen der Monotonie der Halbnorm ∥ · ∥1

v(N) = ∥1N∥1 ≤ ε∥f∥1
ε→0→ 0,

weil ∥f∥1 nach Voraussetzung endlich ist. 2

Satz 1.3.21 (Modifikationssatz).

Seien f, g : Rn → C ∪ {∞} zwei Funktionen, die fast überall gleich sind. Dann ist mit f

auch g integrierbar und es gilt
∫
f =

∫
g.

Beweis. Betrachte N := {x ∈ Rn|f(x) ̸= g(x)} und hN = ∞ · 1N . Setzen wir fk := 1N
für alle k, so ist hN =

∑∞
k=1 fk. Da N eine Nullmenge ist, gilt ∥1N∥1 = 0 und auch

∥hN∥1 = 0.

Für f gibt es eine Folge φk von Treppenfunktionen mit ∥f − φk∥1 −→ 0. Mit |g − φk| ≤
|f − φk|+ hN gilt auch ∥g − φk∥1 ≤ ∥f − φk∥1 und das zeigt die Behauptung.

2

Bemerkungen 1.3.22.

1. Zu jeder integrierbaren Funktion f auf Rn existiert eine Funktion f̃ , die fast überall

mit f übereinstimmt und nur Werte ̸= ∞ annimmt. Dazu setze

f̃(x) :=

{
f(x) für f(x) ̸= ∞,

0 für f(x) = ∞.

2. Man kann sogar mit fast überall definierten Funktionen arbeiten: sei N eine Null-

menge und f : Rn \N → C∪ {∞}. Man sagt dann, f sei über Rn integrierbar, wenn

irgendeine Fortsetzung f̃ : Rn → C∪{∞} von f über Rn im Sinne der ursprünglichen

Definition integrierbar ist.

3. Für f : Rn → C ∪ {∞} gilt: ∥f∥1 = 0 genau dann, wenn f = 0 fast überall gilt.

Denn verschwindet f außerhalb einer Nullmenge, so ersetze f durch die konstante

Funktion 0 und wende den Modifikationssatz 1.3.21

∥f∥1 =
∫

|f |dx 1.3.21
=

∫
0dx = 0

an. Sei umgekehrt ∥f∥1 = 0. Schreibe dann

N := {x ∈ Rn | f(x) ̸= 0}
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als Vereinigung der abzählbar vielen Mengen

Nk := {x ∈ Rn | |f(x)| ≥ 1/k}.

Nun gilt 1Nk
≤ k|f | und daher

v(Nk) = ∥1Nk
∥1 ≤ k∥f∥1 = 0;

also sind alle Mengen Nk Nullmengen. Somit ist N als abzählbare Vereinigung von

Nullmengen nach Bemerkung 1.3.17.2 wieder eine Nullmenge.

Betrachtung 1.3.23.

1. Es ist L1(Rn) := {f : Rn → C ∪ {∞} integrierbar} mit ∥.∥1 kein normierter Vektor-

raum. Stattdessen ist der Quotientenvektorraum

L1(Rn) := L1(Rn)/N mit N := {f : Rn → C ∪ {∞}|f = 0 fast überall }

ein normierter Vektorraum mit Norm: ∥f +N∥L1 := ∥f∥1. Hierbei folgt die Wohlde-

finiertheit der Norm aus dem Modifikationssatz 1.3.21 und die Normeigenschaft aus

3.

Es gilt fk → f in L1(Rn) für Funktionen fk, f : Rn → C ∪ {∞} , genau dann wenn

∥f − fk∥1 → 0. Dann heißt f ein L1-Grenzwert und ist als Funktion nur bis auf ein

Element von N bestimmt.

2. In der Quantenmechanik wird der Zustand eines Teilchens im R3 durch eine Wellen-

funktion ψ : R3 → C beschrieben, und Wψ(A) =
√∫

A
|ψ(t)|2dt wird als die Wahr-

scheinlichkeit interpretiert, das Teilchen in A ⊂ R3 anzutreffen. Zwei Wellenfunk-

tionen ψ und ψ′, die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden, liefern für jedes A

dieselbe Wahrscheinlichkeit,Wψ(A) = Wψ′(A). Es ist in diesem Kontext sinnvoll, den

Raum L2(R3) der quadratintegrierbare Funktionen auf R3 zu betrachten, und zwei

Funktionen ψ und ψ′ miteinander zu identifizieren, wenn diese fast überall gleich

sind. Das Resultat ist der Zustandsraum L2(R3) der Quantenmechanik.

Wir wollen noch abschließend Nullmengen charakterisieren.

Satz 1.3.24 (Geometrische Charakterisierung von Nullmengen). Eine Menge N ⊆ Rn ist

genau dann Nullmenge, wenn es zu jedem ε > 0 abzählbar viele Quader Q1, Q2, . . . gibt,

so dass

N ⊆
∞⋃
k=1

Qk und
∞∑
k=1

v(Qk) < ε.

Beweis.
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1. Sei N ⊆ Rn eine Teilmenge mit der Eigenschaft, dass es zu jedem ε > 0 solche Quader

gibt. Aus N ⊆
⋃∞
k=1Qk folgt 1N ≤

∑∞
k=1 1Qk

. Hieraus folgt

∥1N∥1 ≤
∞∑
k=1

∥1Qk
∥1 =

∞∑
k=1

v(Qk) < ε

für alle ϵ > 0 und somit ∥1N∥1 = 0. Damit ist N nach Definition eine Nullmenge.

2. Die Umkehrung zeigt man mit den beiden Sachverhalten des folgenden Lemmas; wir

möchten hier keinen Beweis geben – siehe dafür [K2], §7.6.

2

Lemma 1.3.25.

1. Ist N ⊆ Rn eine Nullmenge, so gibt es zu jedem ϵ > 0 eine messbare offene Menge U

mit N ⊆ U und v(U) < ϵ.

2. Jede offene Menge U ⊆ Rn ist eine Vereinigung abzählbar vieler kompakter Würfel

W1,W2, . . ., die höchstens Randpunkte gemeinsam haben. Ist U messbar, so gilt au-

ßerdem:

v(U) =
∞∑
i=1

v(Wi).

Korollar 1.3.26.

Sei K kompakt und f : K → C beschränkt. Es existiere eine Nullmenge N ⊆ K mit der

Eigenschaft, dass die Einschränkung f |K\N auf das Komplement von N stetig ist. Dann

ist f über K integrierbar.

Beweis. Sei M eine obere Schranke für f auf K. Sei ϵ > 0. Nach Lemma 1.3.25.1

gibt es eine offene Menge U mit N ⊆ U und v(U) < ϵ
M
. Die Einschränkung von f auf

die kompakte Menge K \ U ist nach Voraussetzung stetig, also integrierbar. Wähle eine

Treppenfunktion φ mit ∥fK\U − φ∥1 ≤ ϵ.

Ferner ist ∥fU∥1 ≤Mv(U) < ϵ. Somit folgt

∥fK − φ∥1 ≤ ∥fK\U − φ∥1 + ∥fU∥1 < 2ϵ.

Also ist f integrierbar. 2

Das Lebesgue-Integral hat die wichtige Eigenschaft der Translationsinvarianz:

Satz 1.3.27.
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1. Sei f eine integrierbare Funktion auf Rn und a ∈ Rn. Dann ist auch die durch

fa(x) := f(x− a) definierte Funktion integrierbar und es gilt∫
Rn

fadx =

∫
Rn

fdx.

2. Ist B ⊆ Rn messbar, so ist auch die Menge a + B messbar, mit a ∈ Rn, und es gilt

v(a+B) = v(B).

Beweis.

1. Das Volumen von Quadern ist translationsinvariant, v(a+Q) = v(Q). Damit gilt die

Behauptung für Treppenfunktionen und somit für Hüllreihen. Damit ist ∥ga∥1 = ∥g∥1
für jede Funktion g. Wenn die Folge (φk) von Treppenfunktionen die Funktion f L1-

approximiert, so approximiert die Folge (φa,k) von verschobenen Treppenfunktionen

fa. Also ist fa integrierbar mit Integral∫
fadx

def
= lim

k→∞

∫
φk,adx = lim

k→∞

∫
φkdx

def
=

∫
fdx.

2. Es gilt

v(a+B)
def
=

∫
1a+B =

∫
(1B)a

1.3.27
=

∫
1B

def
= v(B).

2

Bemerkungen 1.3.28.

1. Man kann zeigen: Fordert man für ein Maß die Messbarkeit aller beschränkten Borel-

Mengen von Rn, so stimmt jedes solche Maß, für das der Einheitswürfel Volumen 1

hat und das translationsinvariant ist, mit dem Lebesgue-Maß auf den beschränkten

Borel-Mengen überein.

2. Es gibt kein translationsinvariantes Maß µ auf R, normiert durch µ([0, 1]) = 1, das

für alle beschränkten Teilmengen von R definiert ist.

Dazu wähle man ein Repräsentantensystem A ⊆ [0, 1] des Quotienten R/Q. Dann ist

R eine abzählbare disjunkte Vereinigung

R =
⋃
q∈Q

(q + A).

Würde µ(A) = 0 gelten, so wäre µ(R) =
∑

q∈Q µ(A) = 0. Wir nehmen also µ(A) > 0

an. Dann ist

µ(
⋃

p∈[0,1]∩Q

(p+ A))
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als Maß einer disjunkten Vereinigung unendlich vieler Mengen des gleichen endlichen

positiven Volumens unendlich. Andererseits ist
⋃
p∈[0,1]∩Q(p + A) ⊆ [0, 2] und muss

wegen der Monotonie des Maßes einen Inhalt kleiner als 2 haben.

Man beachte, dass in diesem Beweis bei der Konstruktion der Menge A das Auswahl-

axiom eingeht. Nicht-messbare Mengen beziehungsweise Funktionen kann man nur

über das Auswahlaxiom konstruieren.

1.4 Vollständigkeit von L1(Rn), Konvergenzsätze

Wir folgen weiter [K2, 8.1-8.3].

Definition 1.4.1

1. Eine Folge von Funktionen fk : Rn → C∪{∞} heißt L1-konvergent gegen eine Funk-

tion f und diese heißt ein L1-Grenzwert der Folge (fk), wenn

∥fk − f∥1
k→∞−→ 0.

2. Eine Folge von Funktionen fk : Rn → C ∪ {∞} heißt L1-Cauchy-Folge, wenn es zu

jedem ϵ > 0 ein N ∈ N gibt, so dass

∥fk − fl∥1 < ε für alle k, l ≥ N.

Bemerkungen 1.4.2.

1. Der L1-Grenzwert ist nicht eindeutig. Sind aber f und f̃ beide L1-Grenzwerte, so gilt

wegen der Dreiecksungleichung ∥f − f̃∥1 = 0. Also unterscheiden sich f und f̃ nur

auf einer Nullmenge. Auch die Umkehrung dieser Aussage gilt.

2. Grenzwertbildung ist mit Summen und skalaren Vielfachen verträglich.

3. Wie für Zahlenfolgen zeigt man mit Hilfe der Dreiecksungleichung, dass L1-

konvergente Folgen auch L1-Cauchy-Folgen sind.

Theorem 1.4.3 (Fischer-Riesz).

1. Der Quotientenraum L1(Rn) aus Bemerkung 1.3.22.4 ist ein Banachraum:

Ist (fk) eine L
1-Cauchy-Folge integrierbarer Funktionen, dann existiert eine Funktion

f ∈ L1(Rn) mit fk
k→∞−→ f in L1. Dabei ist∫

fdx = lim
k→∞

∫
fkdx.
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2. Eine geeignete Teilfolge von (fk) konvergiert fast überall punktweise gegen die Grenz-

funktion f .

Beweis. Wir wählen eine Teilfolge (fkν )ν der Cauchy-Folge aus, so dass

∥fk − fkν∥1 ≤ 2−ν für alle k ≥ kν .

Wir setzen

gν := fkν+1 − fkν und g :=
∞∑
ν=1

|gν |.

Dann gilt nach der verallgemeinerten Dreiecksungleichung

∥g∥1 ≤
∞∑
ν=1

∥fkν+1 − fkν∥1 ≤
∞∑
ν=1

2−ν = 1.

Ebenso gilt nach Voraussetzung ∥fk1∥1 <∞.

Nach Satz 1.3.20 ist somit die Menge

N := {x ∈ Rn|g(x) = ∞ oder fk1(x) = ∞}

eine Nullmenge. Die Reihe g konvergiert also fast überall absolut.

Wir definieren eine Funktion f durch

f(x) :=

{
limν→∞ fkν (x) = fk1(x) +

∑∞
ν=1 gν(x) für x ̸∈ N,

0 für x ∈ N.

Nach Konstruktion konvergiert die Teilfolge (fkν ) fast überall punktweise gegen f . Nun

prüft man noch, dass fk → f in L1 gilt. Sei dazu ϵ > 0. Sei ein Index ρ so gewählt, dass

∞∑
ν=ρ

∥gν∥1 ≤ ϵ und ∥fk − fkρ∥1 ≤ ϵ für alle k ≥ kρ.

Da nach Voraussetzung fkρ integrierbar ist, finden wir auch eine Treppenfunktion φ mit

∥fkρ − φ∥1 ≤ ϵ. Damit gilt

∥f − φ∥1 ≤ ∥f − fkρ∥1 + ∥fkρ − φ∥1 ≤ ∥
∞∑
ν=ρ

gν∥1 + ϵ ≤ 2ϵ.

Also liegt f ∈ L1(Rn). Unter Verwendung derselben Ungleichungen folgt weiter∣∣∣∣ ∫ fdx−
∫
fkdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f − fk|dx
1.2.5
= ∥f − fk∥1 ≤ ∥f − φ∥1 + ∥φ− fkρ∥1 + ∥fkρ − fk∥1,

und damit
∫
fdx = limk→∞

∫
fkdx. 2
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Bemerkungen 1.4.4.

1. Man kann im Theorem von Fischer-Riesz 1.4.3 nicht auf die Auswahl einer Teilfolge

verzichten, um punktweise Konvergenz zu erreichen. Betrachte dazu die folgende

Funktionenfolge, auch
”
wandernder Buckel“ genannt: Schreibe k ∈ N eindeutig als

k = 2ν(k) + r(k) mit 0 ≤ r(k) < 2ν(k). Sei

Ik := [r(k)2−ν(k), (r(k) + 1)2−ν(k)] und fk := 1Ik .

Dann gilt ∥fk∥1 =
∫
fkdx = 2−ν(k) → 0. Aber an keiner Stelle x ∈ [0, 1] geht fk(x)

nach Null, da immer wieder Buckel der Höhe eins auftauchen.

2. In der Quantenmechanik, Fourier-Analyse und vielen anderen Anwendungen ist es

wichtig, Elemente f eines Raumes von Funktionen als
”
unendliche Linearkombinatio-

nen“ f(x) =
∑∞

k=1 fkψk(x) eines abzählbar unendlichen Satzes von Basisfunktionen

ψk, k ∈ N darstellen zu können. Mithilfe des Satzes von Fischer-Riesz kann man

in diesen Fällen zeigen, dass die Cauchy-Folgen der Partialsummen
∑N

k=1 fkψk(x)

tatsächlich immer einen Grenzwert haben, der wiederum im betrachteten Funktio-

nenraum liegt.

Korollar 1.4.5.

Jede Funktion f ∈ L1(Rn) ist L1-Grenzwert einer Folge (φk) von Treppenfunktionen mit:

(i)
∑∞

k=1∥φk+1 − φk∥1 <∞,

(ii) (φk) konvergiert fast überall punktweise gegen f .

Beweis. Da f integrierbar ist, gibt es eine Folge (ψk) von Treppenfunktionen mit

∥f − ψk∥1 → 0. Nach dem Beweis des Satzes von Fischer-Riesz erhalten wir eine

Teilfolge (φk) mit der Eigenschaft (i), die fast überall punktweise gegen eine Funktion

f̃ konvergiert, wobei f̃ + N = f + N in L1(Rn) := L1(Rn)/N . Daraus folgt die zweite

Eigenschaft. 2

Wir dehnen nun den kleinen Satz von Beppo Levi von Treppenfunktionen auf integrierbare

Funktionen aus.

Theorem 1.4.6 (Satz von Beppo Levi von der monotonen Konvergenz).

Sei (fk) eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen Rn → R ∪ {∞}. Sei
die Funktion f durch f(x) = lim fk(x) als punktweiser Grenzwert definiert. Dann ist f

genau dann integrierbar, wenn die Folge der Integrale
(∫

fkdx
)
beschränkt ist. In diesem

Fall gilt: ∫
fdx = lim

k→∞

∫
fkdx.
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Beweis. Ohne Einschränkung sei f ≥ 0. Die Bedingung, dass die Folge
(∫

fkdx
)
be-

schränkt ist, ist notwendig für die Integrierbarkeit der Grenzfunktion wegen der Unglei-

chungen
∫
fkdx ≤

∫
fdx.

Sei umgekehrt die Folge der Integrale beschränkt. Da sie monoton ist, konvergiert sie. Zu

jedem ϵ > 0 gibt es also einen Index N , so dass für alle m ≥ k ≥ N gilt∫
fmdx−

∫
fkdx < ϵ.

Es folgt wegen der Monotonie von (fk), dass

∥fm − fk∥1
1.2.5
=

∫
|fm − fk|dx =

∫
fmdx−

∫
fkdx < ϵ.

Also ist (fk) eine L
1-Cauchy-Folge.

Nach dem Theorem von Fischer-Riesz 1.4.3 gibt es einen L1-Grenzwert f̃ ∈ L1. Es

existiert eine Teilfolge mit fkν → f̃ fast überall. Fast überall gilt somit f̃ = f , so dass

nach dem Modifikationssatz 1.3.21 auch f integrierbar ist. 2

Bemerkungen 1.4.7.

1. Sei (Ak) eine Ausschöpfung einer Menge A ⊆ Rn durch Figuren oder durch messbare

Mengen und f eine Funktion auf A ⊆ Rn, so dass f über jedes Ak integrierbar ist.

Dann ist f genau dann über A integrierbar, wenn die Folge der Integrale (
∫
Ak

|f |dx)
beschränkt ist. In diesem Fall gilt∫

A

fdx = lim
k→∞

∫
Ak

fdx.

Denn ist f integrierbar, so ist auch |f | integrierbar und es gilt wegen Ak ⊆ A∫
Ak

|f | ≤
∫
A

|f |.

Ist umgekehrt die Folge der Integrale beschränkt, so zieht man sich nach Abänderung

auf einer Nullmenge auf nichtnegative, reellwertige Funktionen zurück. Sei also f ≥ 0.

Dann ist die Folge (fAk
) monoton wachsend mit Grenzfunktion fA. Aus dem Satz

von Beppo Levi 1.4.6 folgt, dass fA integrierbar ist.

2. Wir betrachten den Spezialfall von Indikatorfunktionen: Eine Teilmenge A ist genau

dann messbar, wenn die Folge v(Ak) der Volumina für eine Ausschöpfung durch

messbare Mengen beschränkt ist. In diesem Fall gilt v(A) = sup v(Ak).
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3. σ-Additivität: Ist B =
⋃∞
k=1Bk abzählbare Vereinigung paarweise disjunkter mess-

barer Mengen Bk ⊆ Rn mit
∑∞

k=1 v(Bk) < ∞, so ist B messbar mit Lebesgue-Maß∑∞
k=1 v(Bk). Betrachte hierzu die Ausschöpfung Ak := B1 ∪ . . .∪Bk der Vereinigung⋃∞
i=1Bk.

Theorem 1.4.8 (von Lebesgue von der majorisierten Konvergenz).

Sei (fk) eine Folge integrierbarer Funktionen auf Rn, die fast überall punktweise gegen

eine Funktion f konvergiert. Es gebe eine integrierbare Majorante, d.h. eine integrierbare

Funktion F mit |fk| ≤ F für alle k.

Dann ist die Grenzfunktion f integrierbar, und es gilt∫
fdx = lim

k→∞

∫
fkdx

Der Satz gilt analog für die Integration über eine Teilmenge A ⊆ Rn.

Beweis.

• Da F integrierbar ist, ist die Menge, auf der F (x) = ∞ gilt, nach Satz 1.3.20 eine

Nullmenge N ′. Die Menge der x ∈ Rn, für die fk(x) nicht gegen f(x) geht, ist

nach Annahme ebenfalls eine Nullmenge N ′′. Wir ändern auf der Nullmenge N :=

N ′ ∪ N ′′ die Funktionen fk, f und F ab, indem wir 0 als Funktionswert setzen.

(Die Integrierbarkeit, die Ungleichung |fk| ≤ F und die Werte der Integrale bleiben

unverändert.) Wir können daher annehmen, dass alle Funktionswerte endlich sind

und dass f die Grenzfunktion ist. Außerdem können wir wieder annehmen, dass f

reellwertig und nicht-negativ ist.

• Wir betrachten die Funktion gk := sup{fi | i ≥ k}. Für jedes feste k ist die Funktio-

nenfolge

gk,ν := max(fk, . . . , fk+ν) mit ν = 0, 1, 2, . . .

monoton wachsend und konvergiert gegen die Funktion gk. Die Funktionen gk,ν sind

als Maxima integrierbarer Funktionen integrierbar nach Korollar 1.2.7.2 und die Folge

ihrer Integrale ist durch
∫
F beschränkt. Nach dem Satz von Beppo Levi 1.4.6 folgt,

dass alle Funktionen gk integrierbar sind:

|
∫
gk| = | lim

ν→∞

∫
gk,νdx| ≤

∫
Fdx.

• Auf die monoton fallende Folge (gk), die gegen f konvergiert, und deren Integrale nach

der Abschätzung betragsmäßig durch
∫
Fdx beschränkt sind, können wir wieder den

Satz von Beppo Levi 1.4.6 anwenden. Also ist auch f integrierbar und es gilt∫
fdx = lim

k→∞

∫
gkdx.
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Analog betrachtet man noch die Funktion g∗k := inf{fi | i ≥ k} und erhält die

Aussage ∫
fdx = lim

k→∞

∫
g∗kdx.

Aus g∗k ≤ fk ≤ gk folgt nun die Aussage.
2

Wir haben nun Hilfsmittel, um integrierbare Funktionen zu identifizieren. Wir erinnern

an den Begriff der σ-Kompaktheit aus Definition (1.3.7) und definieren weiterhin:

Definition 1.4.9

Sei A ⊆ Rn eine σ-kompakte Menge. Eine Funktion f : A → C ∪ {∞} heißt lokal-

integrierbar, wenn sie über jede kompakte Teilmenge K ⊆ A integrierbar ist.

Bemerkungen 1.4.10.

Jede stetige Funktion auf einer σ-kompakten Menge ist nach Satz 1.2.13.2 lokal integrier-

bar.

Korollar 1.4.11.

Sei A eine σ-kompakte Menge.

1. Majorantenkriterium:

Sei f : A→ C∪{∞} eine lokal-integrierbare Funktion, die eine über A integrierbare

Majorante F hat, d.h. es gilt

|f(x)| ≤ F (x) fast überall auf A.

Dann ist f über A integrierbar.

2. Sei f : A→ C∪{∞} integrierbar, g : A→ C lokal-integrierbar und beschränkt. Dann

ist auch das Produkt f · g integrierbar auf A.

3. Die Funktion f : U → C sei fast überall stetig auf der offenen Menge U ⊆ Rn und

habe eine über U integrierbare Majorante F . Dann ist f über der offenen Menge U

integrierbar.

Beweis.

1. Sei A =
⋃∞
k=1Ak, A1 ⊆ A2 ⊆ . . . eine Ausschöpfung durch kompakte Mengen Ak.

Die Folge der Funktionen (fAk
) konvergiert dann punktweise gegen fA. Da alle Ein-

schränkungen fAk
integrierbar sind und |fAk

| ≤ FA, möglicherweise wieder nach einer

Abänderung auf einer Nullmenge, folgt die Behauptung aus dem Satz von der majo-

risierten Konvergenz 1.4.8.
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2. Das Produkt f · g ist lokal integrierbar. Sei M Schranke von g, also M ≥ |g(x)| für
alle x ∈ A. Dann ist F := |f | ·M eine integrierbare Majorante des Produkts f · g.

3. Wegen des Majorantenkriteriums in Teil 1 reicht es zu zeigen, dass f lokal-integrierbar

ist. Die Integrierbarkeit über ein beliebiges KompaktumK ⊆ U folgt nun aus Korollar

1.3.26, falls f beschränkt ist. Für den allgemeinen Fall verweisen wir auf Königsberger

[K2].
2

Beispiel 1.4.12.

Sei f integrierbar über R. Für jedes x ∈ R hat die Funktion t 7→ f(t) exp(−ixt) wegen

|f(t) exp(−ixt)| = |f(t)| die integrierbare Majorante |f | und ist somit nach Korollar

1.4.11.1 über R integrierbar. Die durch das Integral definierte Funktion

f̂ : R → C

x 7→ 1√
2π

∫
R
f(t) exp(−ixt)dt

heißt die Fourier-Transformierte von f .

Satz 1.4.13 (Verallgemeinerter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

Sei f eine differenzierbare Funktion auf dem kompakten Intervall [x0, x] mit beschränkter

Ableitung. Dann ist die Ableitung f ′ auf dem Intervall [x0, x] Lebesgue-integrierbar, und

es gilt

f(x)− f(x0) =

∫
[x0,x]

f ′(t)dt

Beweis. Übung. 2

1.5 Parameterabhängige Integrale, der Satz von Fubini und der

Transformationssatz

Wir folgen [K2, §8.4,8.5,9.1-9.3].

Sei X ein metrischer Raum und T ⊆ Rp. Es sei die Funktion

f : X × T → C
(x, t) 7→ f(x, t)

über T integrierbar für jedes feste x ∈ X. Wir definieren eine Funktion F auf dem

metrischen Raum X durch die Integrale

F (x) :=

∫
T

f(x, t)dt
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Theorem 1.5.1 (Stetigkeitssatz).

Zusätzlich habe der Integrand f die folgenden Eigenschaften:

1. Für jedes feste t ∈ T ⊆ Rp ist die auf dem metrischen Raum X definierte Funktion

x 7→ f(x, t) stetig.

2. Es gibt eine integrierbare Funktion Φ: T → R, so dass |f(x, t)| ≤ Φ(t) für alle

(x, t) ∈ X × T gilt. (Man beachte, dass die Schranke unabhängig von x ∈ X sein

muss.)

Dann ist die Funktion F (x) =
∫
T
f(x, t)dt auf X stetig.

Beweis. Zu zeigen ist, dass für jede Folge (xk) in X mit limk→∞ xk = x gilt:

lim
k→∞

F (xk) = F (x).

Wir betrachten für die Folge (xk) in X die Folge der Funktionen

fk : T → C
fk(t) := f(xk, t)

Wegen Voraussetzung 1 gilt dann punktweise Konvergenz, also für jedes t ∈ T

lim
k→∞

fk(t) = lim
k→∞

f(xk, t) = f(x, t).

Nach Voraussetzung 2 gilt punktweise |fk| ≤ Φ für alle k ∈ N. Nach dem Satz von der

majorisierten Konvergenz 1.4.8 folgt

lim
k→∞

∫
T

fk(t)dt =

∫
T

f(x, t)dt

Das heißt aber limk→∞ F (xk) = F (x). 2

Beispiel 1.5.2 (Stetigkeit der Fourier-Transformierten).

Sei f integrierbar auf R, dann ist die Fourier-Transformierte aus Beispiel 1.4.12

f̂(x) =
1√
2π

∫
R
f(t) exp(−ixt)dt

stetig. Denn die Funktion x 7→ f(t)e−ixt ist für jedes feste t stetig in x und Φ(t) = |f(t)|
ist eine von x unabhängige integrierbare Majorante, da

|f(t) exp(−ixt)| = |f(t)| · |exp(−ixt)|︸ ︷︷ ︸
1

.
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Theorem 1.5.3 (Differentiationssatz).

Neben den Voraussetzungen zu Beginn des Abschnitts sei jetzt X ⊆ Rn eine offene

Teilmenge. Es habe f : X × T → C folgende Eigenschaften:

1. Für jedes feste t ∈ T ist die Funktion x 7→ f(x, t) stetig differenzierbar.

2. Es gibt eine integrierbare Funktion Φ: T → R mit∣∣∣∣ ∂f∂xν (x, t)
∣∣∣∣ ≤ Φ(t) für alle (x, t) ∈ X × T und ν = 1, . . . , n.

Dann ist die Funktion F (x) =
∫
T
f(x, t)dt stetig differenzierbar. Ferner ist für jedes x die

Funktion t 7→ ∂xνf(x, t) integrierbar und es gilt

∂

∂xν

∫
T

f(x, t)dt =

∫
T

∂f

∂xν
(x, t)dt.

Beweis. Sei x0 ∈ X und r > 0 so gewählt, dass Br(x0) ⊆ X. Dies geht, da X offen ist.

Sei (hk) eine Nullfolge reeller Zahlen mit 0 < |hk| < r. Setze

xk := x0 + hkeν und φk(t) :=
f(xk, t)− f(x0, t)

hk
.

Alle Funktionen φk sind auf T integrierbare Funktionen. Für jedes t ∈ T gilt wegen der

partiellen Differenzierbarkeit von f

lim
k→∞

φk(t) =
∂f

∂xν
(x0, t).

Aus dem Schrankensatz der Differentiation folgt mit Voraussetzung 2

|φk(t)| ≤ Φ(t).

Da Φ nach Voraussetzung 2 integrierbar ist, ist nach dem Satz von der majorisierten

Konvergenz 1.4.8 die Grenzfunktion t 7→ ∂f
∂xν

(x0, t) integrierbar und es gilt

lim
k→∞

∫
T

φk(t)dt =

∫
T

∂f

∂xν
(x0, t)dt.

Wegen ∫
T

φk(t)dt =
F (xk)− F (x0)

hk

folgt daraus die partielle Differenzierbarkeit der Funktion F und die Formel für die

partielle Ableitung des Integrals. Mit dem Stetigkeitssatz folgt dann auch die stetige

Differenzierbarkeit von F . 2

54



Sei K ⊆ R3 ein Kompaktum, ρ : K → R eine integrierbare Funktion, die die Interpreta-

tion einer Ladungs- oder Masseverteilung haben kann. Das Newton-Potential zu ρ ist die

Funktion u : R3 \K → R mit

u(x) :=

∫
K

ρ(y)

∥x− y∥2
dy für x ∈ R3 \K

mit der durch

∥x∥2 :=

√√√√ n∑
i=1

(xi)2

auf Rn definierten euklidischen Norm.

Satz 1.5.4 (Newton-Potential).

Es gilt:

1. Die Funktion u ist harmonisch:

∆u =
3∑
i=1

∂2

∂x2i
u = 0.

2. Für jeden Einheitsvektor a ∈ R3 gilt mit

M :=

∫
K

ρ(y)dy

dass

lim
r→∞

r · u(ra) =M,

was wir auch in der Form u(ra) ≃M · 1
r
schreiben.

Beweis.

• Wir betrachten die Funktion

f(x, y) :=
ρ(y)

∥x− y∥2
für (x, y) ∈ (R3 \K)×K.

Für jedes feste x ∈ R3 \ K ist die Funktion y 7→ f(x, y) nach Korollar 1.4.11.2

integrierbar auf K, da ρ integrierbar ist und da die Funktion
1

∥x− y∥2
=:

1

r
stetig

und daher auf dem Kompaktum K beschränkt und integrierbar ist. Für jedes y ∈ K

ist x 7→ f(x, y) zweimal stetig differenzierbar auf R3 \K, also in der Variablen x.
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• Wir beweisen die C2-Differenzierbarkeit der Funktion u auf allen offenen Teilmengen

von R3 \K die von K einen Mindestabstand ε > 0 haben. Dies reicht aus.

Wegen
∂

∂xν

1

r
= − 1

r3
(xν − yν) gilt∣∣∣∣ ∂f∂xν (x, y)

∣∣∣∣ ≤ 1

ε2
|ρ(y)|

Man zeigt durch weiteres Ableiten die Abschätzung∣∣∣∣ ∂2f

∂xµ∂xν
(x, y)

∣∣∣∣ ≤ 4

ε3
|ρ(y)|

Dies sind Abschätzungen gegen auf K integrierbare Funktionen, die nicht von x

abhängen.

Der Differentiationssatz 1.5.3 ist also in beiden Fällen anwendbar; er liefert die C2-

Differenzierbarkeit von u und die Identität

∆x

∫
K

ρ(y)

∥x− y∥2
dy =

∫
K

ρ(y)∆x

(
1

∥x− y∥2

)
︸ ︷︷ ︸

=...=0

dy = 0.

• Sei R > 0 so groß gewählt, dass K ⊆ BR(0). Für r > R ist dann ra ̸∈ K und es gilt

ru(ra) =

∫
K

rρ(y)

∥ra− y∥2
dy =

∫
K

ρ(y)

∥a− 1
r
y∥2

dy

Die Funktion
g : [0, 1

2R
]×K → R
(t, y) 7→ ρ(y)

∥a−ty∥2

ist für jedes y in t stetig. Ferner ist |g(t, y)| ≤ 2|ρ(y)| für alle (t, y) ∈ [0, 1
2R
]×K. Mit

dem Stetigkeitssatz 1.5.1 folgt somit

lim
r→∞

ru(ra) = lim
t→0

∫
K

ρ(y)

∥a− ty∥2
dy =

∫
K

ρ(y)dy.

2

Wir verallgemeinern nun den kleinen Satz von Fubini 1.2.14 von stetigen beschränkten

Funktionen auf integrierbare Funktionen.

Theorem 1.5.5 (Allgemeiner Satz von Fubini).

Schreibe X := Rp und Y := Rq. Es sei f : X × Y → C ∪ {∞} integrierbar. Dann gilt
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1. Für fast alle y ∈ Y , d.h. außer für y in einer Nullmenge N ⊆ Y , ist die Funktion

X → C ∪ {∞}
x 7→ f(x, y)

über X integrierbar.

2. Setzt man für y ̸∈ N

F (y) :=

∫
X

f(x, y)dx

und F (y) := 0 für y ∈ N , dann ist die Funktion F : Y → C über Y integrierbar und

es gilt ∫
X×Y

f(x, y)d(x, y) =

∫
Y

F (y)dy.

Für diesen Sachverhalt schreiben wir auch∫
X×Y

f(x, y)d(x, y) =

∫
Y

(∫
X

f(x, y)dx

)
dy.

Es gilt analog ∫
X×Y

f(x, y)d(x, y) =

∫
X

(∫
Y

f(x, y)dy

)
dx.

Die rechte Seite ist ein iteriertes Integral .

Ist A eine Nullmenge, so muss Ay nicht für alle y ∈ Y eine Nullmenge sein: Bei der

Nullmenge A = R×Q ⊆ R× R ist für alle y ∈ Q die Menge Ay = R keine Nullmenge.

Beweis.

• Schritt 1: Ist A ⊆ X × Y eine Nullmenge, so gibt es eine Nullmenge A′ ⊆ Y derart,

dass für y ∈ Y \ A′ alle Schnitte Ay = {x ∈ X|(x, y) ∈ A} Nullmengen sind.

Dies sieht man so: Wir benutzen Satz 1.3.24, um zu gegebenen ϵ > 0 abzählbar viele

offene Quader Q1, Q2, . . . zu finden, so dass

A ⊆
∞⋃
k=1

Qk und
∞∑
k=1

v(Qk) < ϵ.

Dann schreiben wir jeden Quader als Produkt, Qk = Q′
k × Q′′

k. Wir benutzen die

Halbnorm ∥ · ∥X1 bezüglich X, um die Funktion

a : Y → R ∪ {∞}
y 7→ ∥1Ay∥X1
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einzuführen. Aus

1Ay ≤
∞∑
k=1

1Q′
k
· 1Q′′

k
(y)

schließen wir mit Hilfe der verallgemeinerten Dreiecksungleichung

a(y) ≤
∞∑
k=1

vp(Q
′
k)1Q′′

k
(y).

Daraus folgt nach der Definition der Halbnorm ∥ · ∥Y1 über Treppenfunktionen

∥a∥Y1 ≤
∞∑
k=1

vp(Q
′
k)vq(Q

′′
k) =

∞∑
k=1

vn(Qk) < ϵ.

Also ist ∥a∥Y1 = 0. Es gibt nach Bemerkung 1.3.22.3 eine Nullmenge N ⊆ Y , so dass

a(y) = ∥1Ay∥X1 = 0 und somit Ay eine Nullmenge ist für jedes y ∈ Y \N .

• Schritt 2: Reduktion auf den Fall von Treppenfunktionen

Nach dem Korollar 1.4.5 zum Satz von Fischer-Riesz existiert eine Folge φk von

Treppenfunktionen auf X × Y mit den Eigenschaften wie in Korollar 1.4.5:

1. φk → f punktweise außerhalb einer Nullmenge A ⊆ X × Y und im L1-Sinne.

2. Es gilt
∑∞

k=1∥φk+1 − φk∥1 <∞.

Wegen Eigenschaft 1 und nach der Beschreibung von Nullmengen A ⊆ X × Y in

Schritt 1 folgt:

(1X) Es gibt eine Nullmenge N ′ ⊆ Y , so dass φk(·, y) → f(·, y) für y außerhalb N ′

punktweise fast überall auf X.

Betrachte die Treppenfunktion

Hk(y) :=

∫
X

|φk+1(x, y)− φk(x, y)|︸ ︷︷ ︸
≥0

dx

Nach dem Satz von Fubini für Treppenfunktionen 1.1.8 folgt∫
Y

Hk(y)dy =

∫
X×Y

|φk+1(x, y)− φk(x, y)|d(x, y) = ∥φk+1 − φk∥1

Aus Eigenschaft 2. folgt nun, dass

(∗)
∞∑
k=1

∫
Y

Hk(y)dy =
∞∑
k=1

∥φk+1 − φk∥1 <∞.

Die Folge der Partialsummen
∑ℓ

k=1Hk(y) wächst monoton und die Integrale∫ ∑ℓ
k=1Hk(y)dy sind beschränkt. Nach dem Satz von Beppo Levi 1.4.6 ist die Funkti-

on
∑∞

k=1Hk integrierbar. Insbesondere gilt wegen Satz 1.3.20, dass
∑∞

k=1Hk(y) <∞
für alle y außerhalb einer Nullmenge N ′′ ⊆ Y ist. Somit haben wir
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(2X) Es gilt
∑

k∥φk+1(·, y) − φk(·, y)∥X1 < ∞ für alle y außerhalb einer Nullmenge

N ′′ ⊆ Y .

Also ist (φk(·, y)) eine L1-Cauchy-Folge auf X. Daher erhält man für y ̸∈ N :=

N ′ ∪ N ′′ nach Fischer-Riesz 1.4.3, dass eine Teilfolge von φk(·, y) fast überall gegen
eine integrierbare Funktion auf X konvergiert. Diese ist wegen Eigenschaft 1X gleich

f(·, y) fast überall. Damit ist f(·, y) über X integrierbar und Aussage 1. des Satzes

gezeigt.

• Schritt 3: Aus dem Satz von Fischer-Riesz 1.4.3 folgt außerdem für y ∈ Y \N :

(∗∗) F (y) =

∫
X

f(x, y)dx = lim
k→∞

∫
X

φk(x, y)dx︸ ︷︷ ︸
Φk(y)

.

Zum Beweis des zweiten Teils der Aussage des Satzes setze

Φk(y) :=

∫
X

φk(x, y)dx.

Dies sind Treppenfunktionen auf Y mit den Eigenschaften

(1Y ) Die Folge (Φk) konvergiert auf Y \N punktweise gegen F . Dies ist die Aussage

(∗∗).

(2Y )
∑∞

k=1 ∥Φk+1 − Φk∥Y1 <∞. Dies folgt aus (∗).

Wegen (2Y ) ist (Φk) eine L
1-Cauchy-Folge von Treppenfunktionen auf Y . Nach dem

Satz von Fischer-Riesz 1.4.3 konvergiert eine Teilfolge punktweise fast überall gegen

eine integrierbare Funktion auf Y . Wegen (1Y ) stimmt diese mit F überein. Folglich

ist auch F integrierbar über Y . Der Satz von Fischer-Riesz liefert schließlich∫
Y
F (y)dy = limk→∞

∫
Y
Φk(y)dy

= limk→∞
∫
X×Y φk(x, y)d(x, y)

=
∫
X×Y f(x, y)d(x, y) [Eigenschaft 1. der φk].

2

Aus dem Satz von Fubini 1.5.5 folgt sofort: Ist f über X × Y integrierbar, so gilt∫
X

(∫
Y

f(x, y)dy

)
dx =

∫
Y

(∫
X

f(x, y)dx

)
dy.

Im Satz von Fubini haben wir vorausgesetzt, dass die Funktion auf X × Y integrierbar

ist. Der Satz von Tonelli gibt hierfür ein Kriterium:
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Theorem 1.5.6 (Satz von Tonelli).

Sei f : X × Y → C eine fast überall stetige (oder lokal-integrierbare) Funktion. Dann ist

f genau dann über X × Y integrierbar, wenn wenigstens eines der iterierten Integrale∫
Y

(∫
X

|f(x, y)|dx
)
dy oder

∫
X

(∫
Y

|f(x, y)|dy
)
dx

existiert. Damit ist z.B. für das erste Integral wie im Satz von Fubini gemeint, dass für

jedes y ∈ Y außerhalb einer geeigneten Nullmenge N ⊆ Y das Integral
∫
X
|f(x, y)|dx

existiert und dass die Funktion mit

F (y) :=

∫
X

|f(x, y)|dx für y ∈ Y \N

und F (y) = 0 für y ∈ N über Y integrierbar ist.

In dem Fall gelten die Aussagen des Satzes von Fubini 1.5.5 und die Vertauschungsregel.

Beweis. Ist die Funktion f über X × Y integrierbar, so ist nach Satz 1.2.5 auch die

Funktion |f | über X×Y integrierbar. Somit ist die angegebene Bedingung nach dem Satz

von Fubini 1.5.5 notwendig.

Zum Beweis der Umkehrung zeigen wir, dass unter der angegebenen Bedingung, etwa zu∫
Y

(∫
X
|f(x, y)|dx

)
dy , |f | über X × Y integrierbar ist. Nach dem Majorantenkriterium

in Korollar 1.4.11.1 bzw. 3. ist dann auch f über X × Y integrierbar und die Aussagen

des Satzes von Fubini 1.5.5 gelten.

Sei dazu hk := min(|f |, k · 1[−k,k]n); die Funktion hk ist integrierbar: für eine lokal-

integrierbare Funktion f folgt dies sofort nach Definition 1.4.9, für eine fast überall stetige

Funktion aus Korollar 1.3.26. Die Folge hk konvergiert monoton wachsend gegen |f |. Die
Folge der Integrale ist beschränkt:∫

X×Y
hk(x, y)d(x, y)

Fubini
=

∫
Y

(∫
X

hk(x, y)dx

)
dy ≤

∫
Y

(∫
X

|f(x, y)|dx
)
dy

und mit dem Satz von Beppo Levi 1.4.6 folgt |f | ∈ L1(X × Y ). 2

Beispiel 1.5.7.

Aussage (und Voraussetzungen!) des Satzes von Fubini sind nicht erfüllt bei der Funktion

f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2
,

die nicht auf dem Quadrat [0, 1]× [0, 1] ⊆ R2 integrierbar ist:∫ 1

0

∫ 1

0

|f(x, y)| dydx = ∞.
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Dies sieht man so: ∫ 1

0

|f(x, y)| dy ≥
∫ x√

2
0

|f(x, y)| dy

≥
∫ x√

2
0

x2 − x2

2

(x2 +
x2

2
)2
dy

=
x√
2
·

1

2
x2

(
3

2
x2)2

=

√
2

9
· 1
x
.

Aber das Integral

∫ 1

0

1

x
dx ist nicht endlich. In der Tat darf man hier auch nicht die

Integrationsgrenzen vertauschen: Es ist∫ 1

0

(∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

)
dy ̸=

∫ 1

0

(∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)
dx.

Bemerkungen 1.5.8.

Für Funktionen f : X → C ∪ {∞} und g : Y → C ∪ {∞} definiert man eine Funktion

f ⊗ g : X × Y → C ∪ {∞}
(x, y) 7→ f(x) · g(y).

Seien f ∈ L1(X) und g ∈ L1(Y ). Dann gilt, dass f ⊗ g ein Element von L1(X × Y )

definiert, also integrierbar ist.

Man rechnet dies für Treppenfunktionen nach und approximiert dann f und g durch

Treppenfunktionen. Es gilt hierbei die Abschätzung ∥f ⊗ g∥1,X×Y ≤ ∥f∥1,X∥g∥1,Y , die
man erhält, indem man aus einer Hüllreihe von f und einer Hüllreihe von g eine Hüllreihe

von f ⊗ g konstruiert. Mit dem Satz von Fubini 1.5.5 zeigt man schließlich:∫
X×Y

(f ⊗ g)(x, y)d(x, y) =

(∫
X

f(x)dx

)
·
(∫

Y

g(y)dy

)
Es ist also z.B. die Funktion f(x, y) := xp−1yq−1 für reelle p und q genau dann über das

offene Quadrat (0, 1)2 integrierbar, wenn p > 0 und q > 0.

Bemerkungen 1.5.9.

Wir erinnern:

1. Seien U,U ′ ⊆ Rn offen. Ein Diffeomorphismus T : U → U ′ ist eine bijektive Ab-

bildung, so dass die Abbildungen T und T−1 in jedem Punkt stetig differenzierbar

sind.
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2. Sei f : [α, β] → R stetig. Sei T : [a, b] → [α, β] Diffeomorphismus des Innern und ein

Homöomorphismus auf dem abgeschlossenen Interval. Dann unterscheiden wir zwei

Fälle, den orientierungserhaltenden und den orientierungsumkehrenden Fall:

(i) T (a) = α, T (b) = β und (ii) T (a) = β, T (b) = α.

Es gilt dann:

(i)

∫ b

a

f (T (x))T ′(x)dx =

∫ β

α

f(y)dy

(ii)

∫ b

a

f(T (x)) · T ′(x)︸ ︷︷ ︸
<0

dx =

∫ α

β

f(y)dy = −
∫ β

α

f(y)dy


In beiden Fällen gilt die Transformationsformel

∫
[a,b]

f(T (x)) · |T ′(x)| dx =∫
[α,β]

f(y)dy.

Theorem 1.5.10 (Transformationssatz).

Seien U, V ⊆ Rn offene Teilmengen und T : U → V ein Diffeomorphismus. Dann ist die

Funktion f : V → C ∪ {∞} genau dann über V integrierbar, wenn die Funktion

f ◦ T · | det
(
∂Tµ
∂xν

)
µ,ν

|

über U integrierbar ist. In diesem Fall gilt∫
U

f(T (x)) · | det
(
∂Tµ
∂xν

(x)

)
µ,ν

| dx =

∫
V

f(y)dy.

Bevor wir den Satz beweisen, bringen wir ein Plausibilitätsargument und diskutieren

wichtige Spezialfälle.

Bemerkungen 1.5.11.

Für das Plausibilitätsargument verwenden wir Riemannsche Summen und schreiben die

Menge U als Vereinigung kleiner Quader, U =
⋃
kQk. In jedem Quader wählen wir einen

Punkt xk ∈ Qk. Wir approximieren so v(U) ≈
∑

k v(Qk).

Dann ist aber V = T (U) die Vereinigung der
”
krummlinigen Quader“ T (Qk). Lokal

approximieren wir die Abbildung durch ihr Differential,

T (x) ≈ T (xk) + dTxk(x− xk),

die eine affine Abbildung ist. Die
”
krummlinigen Quader“ T (Qk) haben daher in

Annäherung das Volumen

| det(dTxk)|v(Qk).
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Ist f stetig, so approximieren wir f auf dem kleinen Quader T (Qk) durch f |T (Qk) ≈ f(yk)

für yk = T (xk) ∈ T (Qk). Damit erhalten wir für das Integral:

∫
V
f(y)dy ≈

∑
f(yk) · v(T (Qk)) ≈

∑
f(T (xk))| det(dTxk)|v(Qk)

≈
∫
U

f(T (x))| det(dTx)|dx.

Korollar 1.5.12 (Spezialfall affiner Transformationen).

Sei T : Rn → Rn eine nicht-ausgeartete affine Transformation, also T (x) = Ax + b mit

b ∈ Rn und A ∈ GL(n,R). Dann ist dT = A und somit det dT = detA ∈ R \ {0}.
Ist f : K → C über eine Teilmenge K ⊆ Rn integrierbar, dann ist f ◦ T über die Urbild-

menge T−1(K) integrierbar und es ist∫
T−1(K)

f(T (x))dx =
1

| detA|

∫
K

f(y)dy.

Beweis. Um den Transformationssatz 1.5.10 anzuwenden, betrachte man die triviale

Fortsetzung fK . Dann ist fK ◦ T nur auf der Teilmenge T−1(K) von 0 verschieden. 2

Bemerkungen 1.5.13.

1. Wir betrachten folgende Anwendung: Sei T (x) = Ax + b eine invertierbare affine

Abbildung des Rn mit Umkehrabbildung T−1(y) = A−1y − A−1b. Sei K ⊆ Rn eine

messbare Menge, dann ist auch T (K) ⊆ Rn messbar und es gilt

v(T (K)) = | detA| · v(K).

Dies folgt durch Anwendung der affinen Transformationsformel auf die affine Abbil-

dung T−1:

v(T (K)) =

∫
T (K)

1K(T
−1(x))dx = | detA|

∫
1K(y)dy = | detA|v(K).

Es gilt also insbesondere für affine Abbildungen mit A ∈ SL(n,R), dass v(T (K)) =

v(K). Zu solchen Abbildungen zählen alle Translationen der Rn und alle Rotationen

des Rn mit der Standard-euklidischen Struktur, so dass wir die Bewegungsinvari-

anz des Lebesgue-Maßes gezeigt haben. Wir erwähnen nur, dass auch symplekti-

sche Transformationen, also insbesondere kanonische Transformationen eines Pha-

senraums, Determinante Eins haben und somit das Volumen erhalten.

2. Symmetrien des Newton-Potentials:

Wir verwenden Bezeichnungen wie in Beispiel 1.5.4. Sei nun speziell K eine kompakte

Kugelschale und ρ sei eine rotationssymmetrische Massenverteilung,

ρ(Ay) = ρ(y) für alle A ∈ SO(3).
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Dann existert nach Beispiel 1.5.4 das Potential überall und es gilt

u(Ax) =

∫
K

ρ(y)

∥Ax− y∥2
dy =

∫
K

ρ(A−1y)

∥x− A−1y∥2
dy

1.5.10
=

∫
K

ρ(γ)

∥x− γ∥2
dγ = u(x).

Also ist dann auch das Newton-Potential u rotationssymmetrisch.

Wir kommen nun zum Beweis des Transformationssatzes:

Beweis. Wir skizzieren hier nur die wichtigsten Beweisschritte und verweisen für Details

auf [K2, §9.2].

• Schritt 1:

Sei N ⊆ U Nullmenge und T Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L. Dann ist

auch das Bild T (N) ⊆ V eine Nullmenge.

Man benutzt Überdeckungen der Nullmenge N durch achsenparallele Würfel N ⊆⋃∞
k=1Wk mit

∑∞
k=1 vn(Wk) < ϵ wie in Lemma 1.3.25.2. Dann liegt das Bild T (N ∩

Wk) in einem Würfel mit dem Volumen (2L)nv(Wk). Diese Würfel überdecken das

Bild T (N); die Summe ihrer Volumina ist kleiner als (2L)nϵ. Somit ist T (N) eine

Nullmenge.

• Schritt 2:

Den Fall einer C1-Abbildung T : U → V führt man auf den Fall einer (Lipschitz-)

stetigen Abbildung auf kompakten Mengen zurück, da nach dem Schrankensatz die

C1-Abbildung auf jedem kompakten Würfel Wk Lipschitz-stetig ist.

• Schritt 3:

Man schätzt nun in mehreren Schritten die Änderung des Volumens kompakter Men-

gen unter dem Diffeomorphismus ab und findet: ist K ⊆ U kompakt und der Rand

∂K eine Nullmenge, so gelten die Abschätzungen(
min
x∈K

| det dTx|
)
v(K) ≤ v(T (K)) ≤

(
max
x∈K

| det dTx|
)
v(K).

• Schritt 4:

Unter dem Träger supp(h) einer Funktion h auf einem metrischen Raum X ver-

steht man die abgeschlossene Hülle der Menge derjenigen Punkte, in denen h nicht

verschwindet:

supp(h) := {x ∈ X|h(x) ̸= 0}

Wir zeigen nun, dass der Transformationssatz für Treppenfunktionen φ mit Träger

in der offenen Teilmenge V gilt.
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Wegen Linearität genügt es, die Aussage für die charakteristische Funktion eines

kompakten Quaders Q ⊆ V zu zeigen. Mit S := T−1 ist also zu zeigen:∫
S(Q)

| det (dTx) | dx =

∫
Q

1dy = v(Q) (∗).

Der Integrand des linken Integrals ist nach Voraussetzung stetig und daher über Q

integrierbar.

Sei ε > 0. Da die Funktion | det dS|−1 auf Q gleichmäßig stetig ist, existiert eine

Zerlegung von Q in kompakte Quader Qi, die höchstens Randpunkte gemeinsam

haben und so klein sind, dass

max
y∈Qi

| det dSy|−1 −min
y∈Qi

| det dSy|−1 ≤ ε.

Auf Ki := S(Qi) gilt dann wegen S = T−1

max
x∈Ki

| det dTx| − min
x∈Ki

| det dTx| ≤ ε.

Durch Summation über alle Quader Qi erhält man dann mit Schritt 3, dass∣∣∣∣∫
S(Q)

| det (dTx) | dx− v(Q)

∣∣∣∣ ≤ εv(
⋃
i

Ki)

Da ϵ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung (∗).

• Schritt 5:

Sei f integrierbar über die offene Menge V ⊆ Rn. Dann gibt es eine Treppenfunktion

ψ mit ∥fV − ψ∥1 < ϵ/2. Wegen der punktweisen Ungleichung |fV − 1V ψ| ≤ |fV − ψ|
gilt dann auch

∥fV − 1V ψ∥1 < ϵ/2.

Man überlegt sich nun, dass man seinerseits 1V ψ durch eine Treppenfunktion φ mit

Träger in V approximieren kann, so dass ∥1V ψ − φ∥1 ≤ ϵ/2.

Damit gibt es zu jedem ϵ > 0 eine Treppenfunktion φ mit Träger in V und mit

∥fV − φ∥1 < ϵ.

• Schritt 6:

Nach Schritt 5 können wir f durch eine Folge (φk) von Treppenfunktionen mit Träger

in V approximieren. Durch Übergang zu einer Teilfolge können wir nach dem Satz

von Fischer-Riesz 1.4.3 annehmen, dass (φk) auch außerhalb einer Nullmenge N

punktweise gegen f geht.

Wir setzen

φ̃k := (φk ◦ T ) · | det dT | und f̃ := (f ◦ T ) · | det dT |.
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Aus Schritt 4 folgt, dass die Funktionen φ̃k über U integrierbar sind. Da für diese

Funktionen nach Schritt 4 der Transformationssatz gilt, finden wir

∥φ̃k − φ̃ℓ∥1 =
∫
U

|φ̃k − φ̃ℓ|dx
Schritt 4
=

∫
V

|φk − φℓ|dy = ∥φk − φℓ∥1.

Somit ist die Folge (φ̃k) eine Cauchy-Folge, die auch noch punktweise auf U \T−1(N)

gegen f̃ geht. Aber nach Schritt 2 ist auch T−1(N) eine Nullmenge.

Somit können wir aus dem Satz von Fischer-Riesz 1.4.3 schließen, dass die Grenz-

funktion f̃ integrierbar ist und dass∫
U

f̃dx = lim
k→∞

∫
U

φ̃kdx = lim
k→∞

∫
V

φkdy =

∫
V

f(y)dy.

2

Bemerkungen 1.5.14 (Anwendung: Integration in Polarkoordinaten).

• Wir hatten bereits Polarkoordinaten für C bzw. R2 eingeführt. Polarkoordinaten

haben eine große rechnerische Bedeutung: durch sie wird die Integration über eine

Kugelschale auf die Integration über einen Produktraum zurückgeführt, auf dem wir

den Satz von Fubini 1.5.5 anwenden können.

• Für den R2 sind Polarkoordinaten durch den lokalen Diffeomorphismus

P2 : R+ × (−π, π) → R2 \ S

(r, φ) 7→
(
r cosφ

r sinφ

)
mit S := {(x1, 0) | x1 ≤ 0} gegeben, dessen Bild also der entlang der negativen

x-Achse “geschlitzte” R2 ist.

• Polarkoordinaten auf dem R3 sind durch den Diffeomorphismus

P3 : R+ × (−π, π)×
(
−π
2
,
π

2

)
︸ ︷︷ ︸

Π3

→ R3 \N

(r, φ, θ) 7→

r cosφ cos θ

r sinφ cos θ

r sin θ


mit N := S × R definiert. Das Bild ist der entlang der Halbebene x ≤ 0, y = 0

geschlitzte R3.
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• Für den Rn+1 betrachten wir nun induktiv Abbildungen

Pn+1 : R+ × (−π, π)×
(
−π
2
,
π

2

)n−1

︸ ︷︷ ︸
=:Πn+1

→ Rn+1 \ Nullmenge

(r, φ1, . . . , φn) 7→
(
Pn(r, φ1, . . . φn−1) cosφn

r sinφn.

)
Man zeige als Übungsaufgabe, dass dies ein Diffeomorphismus ist.

• Für konstanten Radius r erhalten wir Sphären. Etwa für Radius r = 1 in Dimension

n = 4 die 3-Sphäre

S3 = {x ∈ R4|∥x∥ = 1} ⊆ R4.

• Wir brauchen auch die Determinanten der Differentiale: in Dimension n = 2 erhalten

wir für die Jacobi-Matrix:

dP2 =

(
∂r(r cosφ) ∂φ(r cosφ)

∂r(r sinφ) ∂φ(r sinφ)

)
=

(
cosφ −r sinφ
sinφ r cosφ

)
und somit

det(dP2) = r cos2 φ+ r sin2 φ = r.

Man zeigt dann für n ≥ 3 (ÜA):

det dPn(r, φ1, . . . , φn−1) = det dPn−1(r, φ1, . . . , φn−2) · r cosn−2(φn−1);

daraus folgt dann rekursiv

det dPn = rn−1·C(φ1, . . . , φn−1) mit C(φ1, . . . , φn−1) := cos1 φ2·cos2 φ3·. . .·cosn−2 φn−1.

• Speziell kann man wegen det dP3 = r2 cos φ2︸︷︷︸
θ

das Kugelvolumen v(B3
R(0)) der drei-

dimensionalen Vollkugel folgendermaßen berechnen:

v(B3
R(0)) =

∫
BR(0)

1dx =
∫ R
0

∫ π
−π

∫ π
2

−π
2
r2 cos θ dθdφdr

=
∫ R
0
r2dr · 2π ·

∫ π
2

−π
2
cos θdθ =

4

3
πR3.

Korollar 1.5.15.

1. Sei I ⊆ [0,∞) ein Intervall und

K(I) := {x ∈ Rn | ∥x∥ ∈ I}

die zugehörige Kugelschale im Rn.

Dann ist eine Funktion f : K(I) → C ∪ {∞} auf der Kugelschale genau dann inte-

grierbar, wenn f(Pn(r, φ)) · rn−1C(φ) auf I×Πn ⊆ Rn integrierbar ist. In diesem Fall

gilt nach dem Transformationssatz 1.5.10 und dem Satz von Fubini 1.5.5∫
K(I)

f(x)dx =

∫
I

(∫
Πn

f(Pn(r, φ)) · C(φ)rn−1dφ

)
dr.
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2. Ist speziell f rotationssymmetrisch, d. h. f(Pn(r, φ)) = g(r), so ist die Funktion f

auf der Kugelschale K(I) genau dann integrierbar, wenn die Funktion g(r)rn−1 auf

dem Intervall I integrierbar ist. Dann gilt∫
K(I)

f(x)dx =

∫
I

g(r)rn−1dr ·
∫
Πn

C(φ)dφ.

Betrachtet man hier den Spezialfall f = 1 und I = [0, 1], so folgt mit κn := vn(B
n
1 (0))

dem Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel:

κn =

∫ 1

0

rn−1dr

∫
Πn

C(φ)dφ =
1

n

∫
Πn

C(φ)dφ.

Wir finden also für die rotationssymmetrische Funktion f∫
K(I)

f(x)dx = nκn

∫
I

g(r)rn−1dr.

Beispiel 1.5.16 (Berechnung des Gauß-Integrals und Γ(1
2
)).

Wir rechnen durch Integration der rotationssymmetrischen Funktion e−x
2
1−x22 über R2(∫

R
e−t

2

dt

)2

=

∫
R2

e−x
2
1−x22dx = 2π

∫ ∞

0

e−r
2

rdr

= π

∫ ∞

0

e−udu = π,

woraus
∫∞
−∞ e−t

2
dt =

√
π folgt. Zur Berechnung von Γ(1

2
), siehe 0.1.10, bemerken wir∫∞

0
e−t t−

1
2dt =

∫∞
−∞ e−u

2
du, woraus auch Γ(1

2
) =

√
π folgt.

2 Integration auf Mannigfaltigkeiten

2.1 Mannigfaltigkeiten

Wir versehen Untermannigfaltigkeiten des Rn mit weiterer Struktur, die auch aus der

kanonischen Struktur eines Euklidischen Vektorraums auf Rn folgt.

Definition 2.1.1

Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und φ : T
∼−→ φ(T ) eine Karte

von M . Bezüglich dieser Karte definieren wir eine matrixwertige Funktion auf T ⊂ Rk,

deren Einträge die Funktionen gjl : T → R, 1 ≤ j, l ≤ k mit

gjl(t) := ⟨∂jφ(t), ∂lφ(t)⟩

sind. Dann heißt die matrixwertige Funktion G := (gjl) der Maßtensor bezüglich der

Karte φ. Die Funktion g := detG heißt die Gramsche Determinante von M bezüglich der

Karte φ.
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Beispiel 2.1.2.

1. Ist k = n und T ⊂ Rn eine offene Teilmenge, so kann man die Identitätsabbildung

φ : T
∼−→ φ(T ), φ(t) := t

als Karte nehmen. Dann ist gjl(t) = δjl für alle j, l und g(t) = det1n = 1.

2. Ist k = 1 und T ⊂ R ein offenes Intervall und φ : T
∼−→ φ(T ) ⊂ Rn ein parametri-

sierter, stetig differenzierbarer Weg, so hat der Maßtensor nur eine Komponente

g11(t) = ⟨∂1φ(t), ∂1φ(t)⟩ =
n∑
ν=1

(
dφν(t)

dt

)2

= ∥φ′(t)∥2,

und das ist auch die Gramsche Determinante:

g(t) = ||φ′(t)||2.

3. Ist k = 2 und n = 3, also T ⊂ R2 offen und φ : T
∼−→ φ(T ) ⊂ R3 eine parametrisierte

Fläche, so ist die Gramsche Determinante

g(t) = det


3∑

ν=1

(
∂φν(t)

∂t1

)2 3∑
ν=1

∂φν(t)

∂t1

∂φν(t)

∂t2
3∑

ν=1

∂φν(t)

∂t2

∂φν(t)

∂t1

3∑
ν=1

(
∂φν(t)

∂t2

)2


= det

(
||∂1φ(t)||2 ⟨∂1φ(t), ∂2φ(t)⟩

⟨∂1φ(t), ∂2φ(t)⟩ ||∂2φ(t)||2
)

= ||∂1φ(t)||2||∂2φ(t)||2 − ⟨∂1φ(t), ∂2φ(t)⟩2

= ||∂1φ(t)× ∂2φ(t)||2

nach den bekannten Eigenschaften des Vektorprodukts. Der Wert der Gramschen

Determinante g(t) ist also das Quadrat des Flächeninhalts des Parallelogramms, das

von den beiden Tangentialvektoren ∂1φ(t) und ∂2φ(t) aufgespannt wird. Allgemeiner

zeigt man (siehe [F3]), dass für beliebige n, k gilt:

g =
∑

1≤i1<...<ik≤n

(
det d(φi1 , . . . , φik)

)2
. (2)

Insbesondere ist die Gramsche Determinantenfunktion g(t) immer positiv.

Beispiel 2.1.3.

Wir betrachten die Oberfläche einer Kugel mit Radius R > 0 im R3, und die folgende

Karte aus Kugelkoordinaten, die nur einen Meridian auf der Kugel auslässt:

Φ: (−π; π)×
(
−π
2
;
π

2

)
−→ R3,
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Φ(φ, ϑ) := (R cosφ cosϑ,R sinφ cosϑ,R sinϑ).

In diesem Fall erhält man

∂1Φ(φ, ϑ) =

 −R sinφ cosϑ

R cosφ cosϑ

0

 , ∂2Φ(φ, ϑ) =

 −R cosφ sinϑ

−R sinφ sinϑ

R cosϑ

 .

Die beiden Tangentialvektoren sind orthogonal. Es gilt ∥∂1Φ∥2 = R2 cos2 ϑ und ∥∂2Φ∥2 =
R2 und somit für die Gramsche Determinante

g(φ, ϑ) = R4 cos2 ϑ > 0.

Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und seien φ, φ̃ zwei Karten mit

imφ ∩ im φ̃ ̸= ∅.
Wir nehmen an, dass die Karten das gleiche Bild haben,

φ : T
∼−→ V, φ̃ : T̃

∼−→ V,

indem wir gegebenenfalls den Definitionsbereich der Karten verkleinern. Aus der Bemer-

kung 0.2.3 folgt, dass es einen Diffeomorphismus τ : T̃ → T gibt mit φ̃ = φ ◦ τ .

Lemma 2.1.4.

Dann gilt für die Gramschen Determinanten g und g̃ bezüglich der Karten φ bzw. φ̃:

g̃(ξ) = | det(dτ(ξ))|2g
(
τ(ξ)

)
,

wobei wir die Variablen in T̃ mit ξ1, . . . ξk bezeichnen.

Beweis. Es gilt nach der Kettenregel

dφ̃(ξ) = d(φ ◦ τ)(ξ) = d(φ(τ(ξ)) · dτ(ξ)

also
∂φ̃ν
∂ξl

(ξ) =
k∑
i=1

∂φν
∂ti

(τ(ξ))
∂τi
∂ξl

(ξ)

und somit für den Maßtensor G̃ bezüglich der Karte φ̃:

g̃lm(ξ)
Def.
= ⟨∂φ̃(ξ)

∂ξl
,
∂φ̃(ξ)

∂ξm
⟩

=
n∑
ν=1

(
k∑
i=1

∂φν
∂ti

∂τi
∂ξl

)(
k∑
j=1

∂φν
∂tj

∂τj
∂ξm

)

=
k∑
i=1

k∑
j=1

∂τi
∂ξl

(
n∑
ν=1

∂φν
∂ti

∂φν
∂tj

)
∂τj
∂ξm

=
k∑

i,j=1

∂τi
∂ξl

gij
(
τ(ξ)

) ∂τj
∂ξm

,
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also insgesamt G̃(ξ) = dτ(ξ)t ·G(τ(ξ)) · dτ(ξ).
2

Wir können nun eine Integrationstheorie auf Untermannigfaltigkeiten des Rn entwickeln.

Betrachtung 2.1.5.

SeiM ⊂ Rn eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und sei f : M → R eine Funktion.

1. Wir nehmen erst vereinfachend an, dass es eine einzige Karte φ : T
∼−→ φ(T ) =: V ⊆

M gibt, so dass f |M\V = 0.

Dann heißt f integrierbar über M , falls die Funktion t 7→ f(φ(t))
√
g(t) über T ⊂ Rk

integrierbar ist. Hier ist wieder g die Gramsche Determinante bezüglich der Karte φ.

Man setzt dann ∫
M

f(x)dS(x) :=

∫
T

f(φ(t))
√
g(t)dkt

und nennt dS(x) =
√
g(t)dkt, mit x = φ(t), das k-dimensionale Flächenelement von

M bezüglich der Karte φ.

2. Wir wollen zeigen, dass der Wert des Integrals nicht von der Wahl der Karte abhängt.

Sei φ̃ : T̃
∼−→ Ṽ eine weitere Karte mit der gleichen Eigenschaft. Nach Verkleinerung

können wir Ṽ = V annehmen. Mit Hilfe des Transformationssatzes 1.5.10 und Lemma

2.1.4 rechnet man∫
T

f(φ(t))
√
g(t)dkt

1.5.10
=

∫
T̃

f(φ(τ(ξ)))| det(dτ(ξ))|
√
g(τ(ξ))dkξ

2.1.4
=

∫
T̃

f(φ̃(ξ))
√
g̃(ξ)dkξ

3. Wir werden vereinfachend nur den Fall behandeln, dass es endliche viele Karten

φj : Tj
∼−→ φj(Tj) =: Vj ⊆ M mit j = 1, . . . ,m gibt, die die Untermannigfaltigkeit

M überdecken, M =
⋃
j Vj.

Wir wählen eine der gegebenen Überdeckung (Vj) untergeordnete lokal-integrierbare

Teilung der Eins, d.h. Funktionen αj : M → R, j = 1, . . . ,m, mit:

(i) αj|M\Vj = 0 und 0 ≤ αj(x) ≤ 1 für x ∈M

(ii)
∑m

j=1 αj(x) = 1 für alle x ∈M

(iii) die Funktionen t 7→ αj(φj(t)) sind über Tj lokal-integrierbar.

Eine solche Teilung ist z.B. durch die charakteristischen Funktionen der Mengen

Wj := Vj \
⋃
i<j Vi gegeben. Die Teilung der Eins ist aber nicht eindeutig.

Dann heißt f integrierbar über M , falls alle Einschränkungen f |Vj im Sinn von 1.

über Vj integrierbar sind. Man setzt dann∫
M

f(x)dS(x) :=
m∑
j=1

∫
M

αj(x)f(x)dS(x).
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4. Dieses Integral ist wohldefiniert, und es ist unabhängig von der integrierbaren Über-

deckung von M und der Teilung der Eins.

Beispiel 2.1.6 (Spezialfälle des Flächenelements).

Wir hatten in Beispiel 2.1.2 schon die Gramsche Determinante in Spezialfällen ausgerech-

net. Damit finden wir:

1. Für k = n, eine offene Teilmenge des Rn, erhalten wir einfach

dV := dnt.

Hier spricht man für n ≥ 3 vom Volumenelement .

2. Für k = 1, also für einen durch ein offenes Interval T parametrisierten, stetig diffe-

renzierbaren Weg, finden wir φ : T −→ Rn

ds(t) = ||φ′(t)||d1t

und sprechen in diesem Fall von einem Linienelement . Man schreibt hier auch ds(t)

statt dS(t).

3. Ist k = 2 und n = 3, also betrachten wir eine durch T ⊂ R2 offen parametrisierte

Fläche

φ : T
∼−→ φ(T ) ⊂ R3

mit φ stetig differenzierbar, so ist

dS(x) = ||∂1φ(t)× ∂2φ(t)||dt1dt2

das Flächenelement .

Definition 2.1.7

Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und A ⊆M .

1. Falls die charakteristische Funktion 1A über die UntermannigfaltigkeitM integrierbar

ist, so heißt A eine messbare Teilmenge der Untermannigfaltigkeit M ;

vk(A) :=

∫
M

1A(x)dS(x)

heißt das k-dimensionale Volumen von A.

2. Eine Funktion f : M → R heißt über A integrierbar, falls die Funktion f · 1A über

die Untermannigfaltigkeit M integrierbar ist. Man setzt dann∫
A

f(x)dS(x) :=

∫
M

(f · 1A)(x)dS(x).
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3. Man nennt A eine k-dimensionale Nullmenge, falls A messbar ist mit vk(A) = 0.

Beispiel 2.1.8.

SeiM wie in Beispiel 2.1.3 die Oberfläche einer Kugel mit Radius R im R3, mit der Karte

Φ: (−π; π)×
(
−π
2
;
π

2

)
−→ V ⊂M ⊂ R3,

Φ(φ, ϑ) := (R cosφ cosϑ,R sinφ cosϑ,R sinϑ).

Nach Beispiel 2.1.3 ist die Gramsche Determinante
√
g(φ, ϑ) = R2 cosϑ.

Der Meridian N :=M \V = {(−R cosϑ, 0, R sinϑ) | − π
2
≤ ϑ ≤ π

2
} ist eine 2-dimensionale

Nullmenge. Man erhält daher

v2(M) =

∫ π

−π

∫ π
2

−π
2

R2 cosϑdϑdφ = 2πR2 sinϑ
∣∣∣ϑ=π

2

ϑ=−π
2

= 4πR2.

Insbesondere ist v2(S
2) = 4π.

Wir illustrieren die Konzepte in dem folgenden Satz:

Satz 2.1.9.

Sei f : Rn −→ R eine integrierbare Funktion und sei n ≥ 2. Dann ist für fast alle r ∈ R+

die Funktion f über die Sphäre

Sn−1
r := {x ∈ Rn||x| = r}

mit Radius r integrierbar, und es gilt

∫
Rn

f(x)dnx =

∞∫
0

 ∫
Sn−1
r

f(x)dS(x)

 dr =

∞∫
0

 ∫
Sn−1

f(rξ)dS(ξ)

 · rn−1dr.

Beweis.

• Nach der Transformationsformel für Polarkoordinaten 1.5.15 ist

(∗)
∫
Rn

f(x)dnx =

∞∫
0

 ∫
Πn−1

f(Pn(r, φ)) · Cn(φ) · rn−1dφ

 dr,

wobei das Integral in der Klammer nach dem Satz von Fubini 1.5.5 für fast alle

r ∈ R+ existiert. Dabei ist wie in Bemerkung 1.5.14

Πn−1 := (−π; π)×
(
−π
2
;
π

2

)n−2

, φ := (φ1, . . . , φn−1) und

Cn(φ) = Cn(φ1, . . . , φn−1) = cos0 φ1 · cos1 φ2 · . . . · cosn−2 φn−1.
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• Berechnen wir andererseits das Integral über die Sphäre Sn−1
r∫

Sn−1
r

f(x)dS(x)

für festen Radius r > 0, so können wir

Φn : Π
n−1 −→ Sn−1

r , (φ1, . . . , φn−1) 7−→ Pn(r, φ1, . . . , φn−1)

als Parametrisierung nehmen, denn Sn−1
r \Φn(Π

n−1) ist nach Beispiel 2.1.8 eine (n−1)-

dimensionale Nullmenge. Wir erhalten nach Betrachtung 2.1.5

(∗∗)
∫

Sn−1
r

f(x)dS(x) =

∫
Πn−1

f(Pn(r, φ1, . . . , φn−1))
√
g(n)(φ)dn−1φ,

mit dem Maßtensor

g
(n)
jl (φ) := ⟨∂jΦn(φ), ∂lΦn(φ)⟩

bezüglich der Karte φ.

• Wir zeigen nun induktiv, dass für n ≥ 2 für die Gramsche Determinante bezüglich

der Parametrisierung Φn gilt√
g(n)(φ) = Cn(φ) · rn−1. (∗ ∗ ∗)

Induktionsanfang: Für n = 2 haben wir die Parametrisierung eines Kreises S1
r ⊂ R2:

Φ2 : (−π; π) −→ S1
r , φ1 7−→ P2(r, φ1) =

(
r cosφ1

r sinφ1

)
,

und somit den Maßtensor

g(2)(φ1)
2.1.2
= ∥Φ′

2(φ1)∥2 =
∥∥∥∥( −r sinφ1

r cosφ1

)∥∥∥∥2 = r2,

und √
g(2)(φ1) = r = C2(φ1) · r1.

• Induktionsschritt: Für n ∈ N mit n ≥ 2 sei (∗) richtig. Dann haben wir für φ =

(φ1, . . . , φn) die Jacobische Matrix

Φ′
n+1(φ) =

 Φ′
n(φ1, . . . , φn−1) · cosφn | −Φn(φ1, . . . , φn−1) · sinφn

−−−−−−−−−−− + −−−−−−−−−−−
0 | r · cosφn


∈ M((n + 1) × n,R). Das ist die Jacobische Matrix von P ′

n+1(r, φ) der Koordina-

tentransformation auf Polarkoordinaten, in der man die Spalte mit den Ableitungen
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nach r weggelassen hat. Wir bilden nun das Skalarprodukt der n Spalten miteinander:

Die Spalten mit Index j < n sind die Spalten von Φ′
n(φ), multipliziert mit cosφn,

und um die 0 unten ergänzt. Also gilt für diese Komponenten des Maßtensors

g
(n+1)
jl (φ) = g

(n)
jl (φ1, . . . , φn−1) cos

2 φn für j, l < n.

Es ist wegen ∥Pn(r, φ1, . . . , φn−1)∥ = r das Matrixelement in der rechten unteren

Ecke gleich

g(n+1)
nn (φ) = ∥Φn(φ1, . . . , φn−1)∥2 · sin2 φn + r2 cos2 φn = r2,

und für j < n:

g
(n+1)
jn (φ) = −⟨∂Φn(φ1, . . . , φn−1)

∂φj
,Φn(φ1, . . . , φn−1)⟩ cosφn sinφn.

Wendet man auf die einzelnen Summanden des Skalarprodukts die Produktregel in

einer Variable an, so erhält man für j < n

g
(n+1)
jn (φ) = −1

2

∂

∂φj
⟨Φn(φ1, . . . , φn−1),Φn(φ1, . . . , φn−1)⟩ cosφn sinφn

= −1

2

∂

∂φj
(r2 · cosφn sinφn) = 0.

Wir finden somit für die Gramsche Determinante

g(n+1)(φ) = det

 g
(n)
jl (φ1, . . . , φn−1) cos

2 φn | 0

−−−−−−−−−−− + −−−
0 | r2


= g(n)(φ1, . . . , φn−1) cos

2(n−1) φn · r2,
Es folgt√
g(n+1)(φ) =

√
g(n)(φ1, . . . , φn−1)·cosn−1 φn ·r = Cn(φ1, . . . , φn−1)·rn−1 cosn−1 φn ·r,

und nach Bemerkung 1.5.14 ist das gleich Cn+1(φ1, . . . , φn) · rn.

• Damit erhalten wir aus (∗∗) und (∗ ∗ ∗)∫
Sn−1
r

f(x)dS(x) =

∫
Πn−1

f(Pn(r, φ))Cn(φ) · rn−1dn−1φ,

und das linke Integral existiert, wenn das rechte existiert. In die Transformations-

formel für Polarkoordinaten aus 1.5.15 eingesetzt ergibt das die erste Gleichung der

Behauptung: ∫
Rn

f(x)dnx =

∞∫
0

 ∫
Sn−1
r

f(x)dS(x)

 dr.
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• Die zweite Gleichung der Behauptung erhält man aus der Gleichung∫
Sn−1

f(rξ)dS(ξ) · rn−1 =

∫
Πn−1

f(r · Pn(1, φ)) · Cn(φ)dφ · rn−1

=

∫
Sn−1
r

f(x)dS(x).

2

Beispiel 2.1.10.

Wir berechnen nun die Oberfläche ωn := vn−1(S
n−1) der Einheitssphäre im Rn. Nach Satz

2.1.9 gilt für das Volumen κn der Einheitsvollkugel im Rn

κn = v(Bn
1 (0)) =

∫
∥x∥≤1

dnx
2.1.9
=

1∫
0

 ∫
∥ξ∥=1

dS(ξ)


︸ ︷︷ ︸

ωn

rn−1dr =
ωn
n
.

Also ergibt sich für die Kugeloberfläche ωn

ωn = n · κn

Insbesondere ist ω2 = 2π, ω3 = 4π, ω4 = 2π2.

Mit dem Gaußschen Integralsatz kommen wir auf diese Oberfläche noch einmal zurück.

2.2 Der Gaußsche Integralsatz

Wir folgen [F3, §15].

Definition 2.2.1

Sei A ⊂ Rn kompakt. Wir sagen, A habe glatten Rand, falls es zu jedem Punkt a ∈ ∂A

eine offene Umgebung U ⊆ Rn und eine stetig differenzierbare Funktion ψ : U → R gibt

mit den beiden Eigenschaften

1. A ∩ U = {x ∈ U |ψ(x) ≤ 0}.

2. gradψ(x) ̸= 0 für alle x ∈ U .
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Lemma 2.2.2.

Es ist dann ∂A∩U = {x ∈ U |ψ(x) = 0}. Insbesondere ist der Rand eines Kompaktums A

mit glattem Rand lokal durch eine Gleichung von konstantem Rang 1 gegeben und somit

eine kompakte (n− 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn.

Beweis.

• Um die Inklusion ⊂ zu zeigen, reicht es aus, zu zeigen, dass jeder Punkt x ∈ U mit

ψ(x) < 0 nicht auf dem Rand liegt. Da aber ψ insbesondere stetig sein soll, gibt es

für jeden solchen Punkt eine offene Umgebung V ⊂ U , auf der ψ negativ ist, also

V ⊂ A; somit kann ein solches x kein Randpunkt von A sein.

• Für die Inklusion ⊃ betrachte a ∈ U mit ψ(a) = 0. Die Taylorentwicklung liefert für

ν := gradψ(a) ̸= 0 (wegen Voraussetzung 2.):

ψ(a+ tν) = ψ(a) + ⟨gradψ(a), tν⟩+ o(tν) = t∥ gradψ(a)∥2 + o(tν),

so dass in jeder Umgebung von a sowohl Punkte von A als auch Punkte im Komple-

ment von A liegen. Also ist a ∈ ∂A.

2

Satz 2.2.3.

Sei A ⊂ Rn ein Kompaktum mit glattem Rand und a ∈ ∂A. Dann existiert genau ein

Vektor ν(a) ∈ Rn mit folgenden Eigenschaften:

1. ν(a) steht senkrecht auf dem Tangentialraum Ta(∂A) der (n− 1)-dimensionalen Un-

termannigfaltigkeit ∂A.

2. Der Vektor ν(a) ist ein Einheitsvektor, ∥ν(a)∥ = 1.

3. Es gibt ein ε > 0, so dass a+ tν(a) ̸∈ A für alle t ∈ (0, ε) ist.

Man erhält ein stetiges Vektorfeld ν : ∂A→ Rn, a 7→ ν(a).

Beweis.

• Existenz: wähle eine C1-Funktion ψ wie in Definition 2.2.1. Wir haben schon gesehen,

dass dann

ν(a) :=
gradψ(a)

∥ gradψ(a)∥
alle gewünschten Eigenschaften hat.
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• Da der Normalenraum in a ∈ ∂A eindimensional mit Basis gradψ(a) ist, folgt ν(a) =

λ gradψ(a). Die Normierungsbedingung 2. legt ν bis auf ein Vorzeichen fest; dieses

muss wegen Bedingung 3. positiv sein.

2

Definition 2.2.4

Der Vektor ν(a) heißt äußerer Normalen-Einheitsvektor von A im Punkt a.

Bemerkung 2.2.5.

Sei A ⊂ Rn ein Kompaktum mit glatten Rand und a = (a1, . . . , an) ∈ ∂A ein Randpunkt.

In einer Umgebung von a kann der Rand ∂A wie jede n − 1-dimensionale Untermannig-

faltigkeit als Graph einer Funktion von n− 1 Variablen dargestellt werden. Als Folgerung

des Satzes über implizite Funktionen existieren nach eventuellem Umnummerieren der

Koordinaten eine offene Umgebung U ′ von (a1, . . . , an−1), ein Intervall I = (α, β) mit

an ∈ I und eine stetig differenzierbare Funktion g : U ′ → R, so dass

A ∩ (U ′ × I) = {(x′, xn) ∈ U ′ × I | xn ≤ g(x′)}

(ohne Einschränkung, den Fall xn ≥ g(x′) behandelt man analog).

Mit der Funktion ψ(x) := xn − g(x′) berechnet man nun den äußeren Normalen-

Einheitsvektor zu

ν =
(− grad g, 1)t√
1 + || grad g||2

.

Zunächst beobachten wir:

Lemma 2.2.6.

Für alle stetig differenzierbaren Funktionen φ auf Rn mit kompaktem Träger gilt∫
Rn

∂φ

∂xj
dnx = 0. (3)

Beweis. In der Tat ist für jede genügend große reelle Zahl R der Träger von φ im

Würfel (−R,R)n enthalten. Daraus folgt∫
R

∂φ

∂xj
dxj = φ(x1, . . . , xn)

∣∣xj=R
xj=−R = 0.

Die Behauptung (3) reduziert sich auf
∫
R
∂φ
∂xj
dxj = 0 mit Hilfe des Satzes von Fubini. 2

Das folgende Lemma bereitet den Gaußschen Integralsatz 2.2.10 vor und ist gleichzeitig

ein Spezialfall.
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Lemma 2.2.7.

Sei U ′ ⊆ Rn−1 offen, I = (α, β) ein offenes Intervall und g : U ′ → I ⊆ R eine stetig

differenzierbare Funktion. Wir setzen

A := {(x′, xn) ∈ U ′ × I | xn ≤ g(x′)}
M := {(x′, xn) ∈ U ′ × I | xn = g(x′)}

mit x′ := (x1, . . . , xn−1).

Dann gilt für jede stetig differenzierbare Funktion f : U ′ × I → R mit kompakten Träger

in U ′ × I und alle j = 1, . . . , n:∫
A

∂f(x)

∂xj
dnx =

∫
M

f(x)νj(x)dS(x),

mit

νj(x) := − 1√
1 + || grad g(x′)||2

∂g(x′)

∂xj
für j < n

νn(x) :=
1√

1 + || grad g(x′)||2
.

Beweis.

• Das Flächenelement bezüglich der Karte x′ 7→ (x′, g(x′)) von M ist

dS(x) =
√
1 + ∥ grad g(x′)∥2dn−1x′.

Dies folgt so: Man berechnet

dφ =

(
1n−1

(grad g(x′))t

)
und den Maßtensor G = 1n−1 + (grad g) · (grad g)t und benutzt dann die Formel

det(1+ a · bt) = 1 + at · b

aus der linearen Algebra.

Wir unterscheiden nun zwei Fälle.

• Für 1 ≤ i ≤ n− 1 betrachte die Funktion F : U ′ × I → R

F (x′, z) :=

∫ z

α

f(x′, xn)dxn.

Es gilt
∂F (x′, z)

∂z
= f(x′, z) und

∂F (x′, z)

∂xi
=

∫ z

α

∂f

∂xi
(x′, xn)dxn
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wegen des Differentiationssatzes 1.5.3. Damit folgt

(∗) ∂

∂xi

∫ g(x′)

α

f(x′, xn)dxn =
∂

∂xi
F (x′, g(x′))

=

∫ g(x′)

α

∂f

∂xi
(x′, xn)dxn + f(x′, g(x′))

∂g(x′)

∂xi
.

Ferner gilt nach Lemma 2.2.6

(∗∗)
∫
U ′

∂

∂xi

(∫ g(x′)

α

f(x′, xn)dxn

)
dn−1x′ = 0

da der Ausdruck in Klammern kompakten Träger in U ′ hat.

Damit erhalten wir durch Integration von (∗) über U ′

∫
A

∂f(x)

∂xi
dnx =

∫
U ′

(∫ g(x′)

α

∂f(x)

∂xi
dxn

)
dn−1x′

(∗)
=

∫
U ′

∂

∂xi

(∫ g(x′)

α

f(x′, xn)dxn

)
dn−1x′ −

∫
U ′
f(x′, g(x′))

∂g(x′)

∂xi
dn−1x′

(∗∗)
=

∫
M

f(x)νi(x)dS(x),

wobei wir im zweiten Summanden die Definition von νi und den Ausdruck für das

Flächenelement dS(x) eingesetzt haben.

• Für i = n beachte, dass für jedes x′ ∈ U die Funktion xn 7→ f(x′, xn) kompakten

Träger in I = (α, β) hat. Aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

folgt daher ∫ g(x′)

α

∂f

∂xn
(x′, xn)dxn = f(x′, g(x′))

und durch weitere Integration∫
A

∂f(x)

∂xn
dnx =

∫
U ′

(∫ g(x′)

α

∂f

∂xn
(x′, xn)dxn

)
dn−1x′

=

∫
U ′
f(x′, g(x′))dn−1x′ =

∫
M

f(x)νn(x)dS(x),

wobei wir wieder die Definition von νn und den Ausdruck für das Flächenelement

dS(x) eingesetzt haben.

2
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Lemma 2.2.8 (Lebesguesches Lemma).

Sei A ⊂ Rn kompakt und (Uj)j∈I eine offene Überdeckung von A. Dann gibt es eine

positive Zahl λ ∈ R+, die Lebesguesche Zahl der Überdeckung, so dass jede zu A nicht

disjunkte Teilmenge K ⊆ Rn, die einen Durchmesser ≤ λ hat, ganz in einer der offenen

Teilmengen Uj enthalten ist.

Für den Beweis verweisen wir auf [F3, §15].

Wir müssen nun noch die lokal-integrierbaren Teilungen der Eins aus Betrachtung 2.1.5

so verbessern, dass sie differenzierbar werden.

Bemerkung 2.2.9 (Beliebig oft differenzierbare Teilung der Eins.).

• Die Funktion

s : R −→ R, s(t) :=

{
e−

1
t für t > 0

0 für t ≤ 0

ist beliebig oft differenzierbar.

Die Funktion

g : R −→ R mit g(t) := s(1 + t) · s(1− t),

ist glatt mit kompaktem Träger, g ∈ C∞
c (R) mit supp(g) = [−1, 1]. Die Funktion g

ist nicht-negativ, g ≥ 0.

• Es ist auch die Funktion

G : R −→ R, G(t) :=
∑
k∈Z

g(t− k)

definiert, denn für jedes t ∈ R tragen wegen supp(g) = [−1, 1] maximal zwei Sum-

manden bei. Die Funktion G ist, wie g, beliebig oft differenzierbar,

Die Funktion G ist nach Konstruktion Z-periodisch:

G(t) = G(t− k) für alle t ∈ R und für alle k ∈ Z.
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Sie ist positiv, G(t) > 0 für alle t ∈ R. Wir können daher auf R die Funktion

h(t) :=
g(t)

G(t)

betrachten. Dann ist supph = [−1; 1], also h ∈ C∞
c (R). Für jedes t ∈ R gilt∑

k∈Z

h(t− k) =
∑
k∈Z

g(t− k)

G(t)
=

1

G(t)
·G(t) = 1.

Wir haben in dieser Weise für jedes k ∈ Z eine Funktion hk(t) := h(t − k) mit

kompaktem Träger gefunden, so dass die Summe der Funktionen für jedes t eine

endliche Summe mit Wert Eins ist.

• Analog zur Konstruktion der Funktionen h(t − k) zu k ∈ Z funktioniert auch eine

Konstruktion im Rn zu q = (q1, . . . , qn) ∈ Zn, wobei wir noch durch Reskalieren

erreichen können, dass der Durchmesser des Trägers kleiner als eine vorgegebene

Schranke wird:

Wir betrachten dazu die Funktion

Gϵ(x) :=
∑
q∈Zn

n∏
j=1

g
(xj
ε

− qj

)
.

Nun ist g
(xj
ε
− qj

)
> 0 genau für

xj
ε
∈ (qj−1; qj+1). Also ist die Summe wieder lokal

endlich. Wie im eindimensionalen Fall folgt aus g ≥ 0, dass Gϵ positiv ist, Gϵ > 0

und dass Gϵ beliebig oft differenzierbar ist.

Daher können wir für p = (p1, . . . , pn) ∈ Zn und ε > 0 die Funktionen

αp,ε : Rn −→ R

mit

αp,ε :=
1

Gϵ(x)

n∏
j=1

g
(xj
ε

− pj

)
betrachten.

• Wir fassen zusammen: zu jedem gegebenen ε > 0 gibt es für alle p ∈ Zn Funktionen

αp,ε : Rn −→ R,

so dass gilt

1. Die Funktion αp,ε ist beliebig oft differenzierbar.

2. Für die Summe gilt
∑
p∈Zn

αp,ε(x) = 1, an jeder Stelle x ∈ Rn.
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3. Für den Träger gilt suppαp,ε = {x ∈ Rn | |xj − pjε| ≤ ε für alle j}. Er ist also
ein Würfel mit Kantenlänge 2ε und Durchmesser 2ε

√
n.

Wir nennen die Familie von Funktionen (αp,ε)p∈Zn eine feine beliebig oft differenzier-

bare Teilung der Eins .

Für ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Menge U ⊂ Rn

F : U −→ Rn

hatten wir die Divergenz divF :=
n∑
j=1

∂Fj
∂xj

definiert.

Theorem 2.2.10 (Gaußscher Integralsatz).

Sei A ⊆ Rn ein Kompaktum mit glattem Rand, ν : ∂A → Rn das äußere Einheits-

Normalenfeld und U ⊆ Rn offen mit A ⊆ U . Sei F : U → Rn, F =
∑n

j=1 Fjej, ein stetig

differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:∫
A

divF (x)dnx =

∫
∂A

⟨F (x), ν(x)⟩dS(x).

Beweis.

• Nach Bemerkung 2.2.5 kann man den Rand ∂A in der Umgebung jedes Punktes als

Graph einer Funktion von n − 1 Variablen schreiben. Deshalb gibt es eine Familie

offener Teilmengen (Ui)i∈I mit Ui ⊂ Rn, die A überdecken,
⋃
i∈I Ui ⊃ A, so dass für

jedes i ∈ I eine der beiden Bedingungen erfüllt ist:

1. Entweder liegt Ui im Innern von A, also Ui ⊂ A \ ∂A.
2. oder nach Umnumerierung der Koordinaten hat Ui die Gestalt Ui = U ′ × (a, b)

mit U ′ ⊂ Rn−1 offen, und es gibt eine stetig differenzierbare Funktion

g : U ′ → R

mit

Ui ∩ A = {(x′, xn) ∈ U ′ × (a, b) | xn ≤ g(x′)}.

• Sei λ > 0 eine Lebesguesche Zahl für die Überdeckung (Ui)i∈I von A wie in Lemma

2.2.8. Wir setzen ϵ := λ/2
√
n und betrachten die in Bemerkung 2.2.9 konstruierte

differenzierbare Teilung der Eins (αpϵ)p∈Zn . Der Träger jeder Funktion αpϵ ist ein

Würfel der Seitenlänge 2ϵ, hat also Durchmesser kleiner als λ. Sei P die endliche

Menge aller Multiindizes p ∈ Zn, so dass supp(αp,ϵ) ∩ A ̸= ∅. Dann ist wegen der

Linearität der Ausdrücke∫
A

divF (x)dnx =
∑
p∈P

∫
A

div (αp,ϵ(x)F (x)) d
nx
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und ∫
∂A

⟨F (x), ν(x)⟩dS(x) =
∑
p∈P

∫
∂A

⟨αp,ϵ(x)F (x), ν(x)⟩dS(x).

Der Satz braucht also nur für die Funktionen αp,ϵ(x)F (x) beweisen werden.

• Nach Konstruktion ist aber supp(αp,ϵ) für jedes p ∈ P ganz in einer Kartenumgebung

Ui enthalten. Falls Ui ⊂ A \ ∂A, so folgt die Gleichung∫
A

div (αp,ϵ(x)F (x)) d
nx =

∫
∂A

⟨αp,ϵF (x), ν(x)⟩dS(x)

aus Lemma 2.2.7.1, da das Randintegral entfällt. Falls aber U der Bedingung 2.

genügt, so ist die Gleichheit der Integrale eine Folge von Lemma 2.2.7, angewandt auf

die Komponenten der vektorwertigen Funktion αp,ϵF , über die man dann summiert.

2

Beispiel 2.2.11.

Sei A ⊂ R2 kompakt und wegzusammenhängend.

x
y

γ
A

Hat A glatten Rand, so kann man ∂A durch einen einzigen stetig differenzierbaren Weg

α : [a, b] −→ R2 mit α′(t) ̸= 0 für alle t ∈ [a, b] parametrisieren, und zwar so, dass α um

die Punkte aus A einmal im mathematisch positiven Sinn herumläuft.

α

A

Für t ∈ [a, b] ist α′(t) nach Satz 0.2.6 ein Tangentialvektor an die parametrisierte Kurve

α, also an den Rand ∂A. Es folgt sofort, dass

ν(α(t)) := +
(α′

2(t),−α′
1(t))

||α′(t)||

der äußere Einheits-Normalenvektor an ∂A ist.

84



α′(t)
ν(α(t))

α(t)
A

Sei nun F : U −→ R2 ein auf einer offenen Menge U mit A ⊂ U stetig differenzierbares

Vektorfeld, dann führen wir auf U als Hilfsgröße ein weiteres Vektorfeld

K : U −→ R2, K(x) := (F2(x),−F1(x))

ein und wenden darauf den Satz von Gauß 2.2.10 im R2∫
A

divK(x)d2x =

∫
∂A

⟨K(x), ν(x)⟩dS(x),

an: ∫
A

(
∂

∂x1
F2(x)−

∂

∂x2
F1(x)

)
dx1dx2 =

∫
[a,b]

⟨K(α(t)), ν(α(t))⟩∥α′(t)∥dt

=

∫ b

a

(F2(α(t)) · α′
2(t) + F1(α(t)) · α′

1(t))dt

=

∫ b

a

⟨F (α(t)), α′(t)⟩dt.

Für ein stetig differenzierbares Vektorfeld

F : U −→ R3

auf einer offenen Teilmenge U ⊂ R3 hatten wir die Rotation definiert als das Vektorfeld

(rotF )(x) :=

(
∂F3(x)

∂x2
− ∂F2(x)

∂x3
,
∂F1(x)

∂x3
− ∂F3(x)

∂x1
,
∂F2(x)

∂x1
− ∂F1(x)

∂x2

)
.

Mit Hilfe des vektoriellen Linienelements ds⃗(t) := α′(t)dt erhalten wir also∫
A

rot3(F )dS =

∫
A

(
∂

∂x1
F2(x)−

∂

∂x2
F1(x)

)
dx1dx2 =

∫
∂A

⟨F (s), ds⃗⟩.

Dabei haben wir jetzt
∫
∂A

für das Integral über den Rand von A geschrieben und meinen

mit ∂A den orientierten Rand, also den Randweg

α : [a, b] −→ R2,

der einmal im mathematisch positiven Sinn um die Punkte von A herumläuft.

Dies ist der Satz von Green für glatt berandete, wegzusammenhängende kompakte Teil-

mengen des R2. Er ist ein Spezialfall des Stokesschen Integralsatzes, den wir später in

allgemeinerer Formulierung behandeln.
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Allgemein gilt für Vektorfelder in drei Dimensionen:

Satz 2.2.12. [Klassischer Stokesscher Integralsatz]

Sei U ⊂ R3 offen, F : U → R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Sei M ⊂ U eine

zweidimensionale Untermannigfaltigkeit, die durch ein Einheitsnormalenfeld ν : M → R3

orientiert sei. Sei A ⊂ M kompakt mit glattem Rand. Die induzierte Orientierung des

Randes ∂A definiert ein vektorielles Linienelement ds⃗. Dann gilt∫
∂A

⟨F, ds⃗⟩ =
∫
A

⟨rotF (x), ν(x)⟩dS(x).

Bemerkungen 2.2.13.

1. Sei A ⊂ Rn weiterhin kompakt und wegzusammenhängend. Die Voraussetzung eines

glatten Randes im Satz von Gauß und im Satz von Green schließt schon Rechtecke

und Quader aus. Es ist daher sinnvoll, die Voraussetzungen etwas abzuschwächen,

und Kompakta mit stückweise glattem Rand zuzulassen. Wir sprechen von zulässigen

kompakten Mengen.

2. Wir skizzieren dies für n = 2: Für jedes ε > 0 gebe es ein Kompaktum A(ε) mit

glattem Rand und stetig differenzierbarem Randweg

α(ε) : [a, b] −→ R2, also ∂A(ε) =
{
α(ε)(t)|t ∈ [a, b]

}
,

während der Rand ∂A = {α(t)|t ∈ [a, b]} gegeben ist durch einen stückweise stetig

differenzierbaren Weg α : [a, b] −→ R2.

Dies kann man so einrichten, dass gilt:

(a) Sei für zwei Teilmengen B,C einer Menge die symmetrische Differenz

B∆C := (B \ C) ∪ (C \B).

Dann fordern wir v2(A ∆A(ε)) < ε:

A∆A(ε)

(b) Die Gesamtlänge der in ∂A∆∂A(ε) auftretenden Kurven ist kleiner als ε.
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Dann ersetzen wir in der Aussage des Integralsatzes im Randintegral∫
∂A

⟨F (x), ν(x)⟩dS(x) den Rand ∂A durch den glatten Rand ∂A(ε) bzw. durch

den glatten Teil von ∂A.

3. Wenden wir den Gaußschen Integralsatz auf das Vektorfeld F : Rn → Rn mit F (x) =

x an, so folgt aus divF (x) = n erneut wie in Beispiel 2.1.10 für das Volumen κn der

Vollkugel B1(0) ⊂ Rn:

κn =
1

n

∫
B1(0)

ndnx =
1

n

∫
B1(0)

divF (x)dnx
2.2.10
=

1

n

∫
Sn−1

⟨x, ν(x)⟩dS(x) = 1

n
ωn,

wobei ωn das n− 1-dimensionale Volumen der Einheitssphäre Sn−1 ⊂ Rn ist.

Wir brauchen später auch das folgende

Korollar 2.2.14.

Sei A ⊂ Rn eine beschränkte offene Teilmenge mit glattem Rand. Sei U ⊂ Rn eine offene

Menge, die A enthält. Seien u, v ∈ C1(U). Wir schreiben abkürzend für die partiellen

Ableitungen:

ui :=
∂u

∂xi
.

Dann gilt für alle i = 1, . . . , n:

1. Der Satz von Gauß 2.2.10 komponentenweise:∫
A

uid
nx =

∫
∂A

uνidS,

wobei νi die Komponenten des äußeren Normaleneinheitsvektors sind.

2. Die partielle Integrationsformel:∫
A

uivd
nx = −

∫
A

uvid
nx+

∫
∂A

uvνidS.

Seien nun u, v ∈ C2(U). Dann gelten die Greenschen Formeln:

3. ∫
A

∆udnx =

∫
∂A

∂u

∂ν
dS

4. ∫
A

⟨gradu, grad v⟩dnx = −
∫
A

u∆vdnx+

∫
∂A

u
∂v

∂ν
dS

mit der Normalenableitung ∂v
∂ν

= ⟨grad v, ν⟩ =
∑
viνi.
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5. ∫
A

(u∆v − v∆u)dnx =

∫
∂A

(
u
∂v

∂ν
− v

∂u

∂ν

)
dS.

Beweis.

1. Wurde schon im Beweis des Gaußschen Satzes 2.2.10 gezeigt, vgl. Lemma 2.2.7.

2. Man wende 1. auf die Funktion u · v an.

3. Ersetze in 1. u durch ui. Dann erhält man∫
A

uiidx =

∫
∂A

uiνidS;

diese Gleichung summiert man dann noch über i und erhält 3.

4. Ersetze in 2. die Funktion v durch die partiellen Ableitung vi und erhalte∫
A

uividx = −
∫
A

uviidx+

∫
∂A

uviνidS;

summiere dann über i.

5. Vertausche in 3. die Rollen von u und v und ziehe die Ausdrücke von einander ab.

2

3 Distributionen und Fouriertransformation

Sei ρ(x), x ∈ Rn eine Dichtefunktion, d.h. ρ ist reell, nichtnegativ und Lebesque-

integrierbar, und ∫
Rn

ρ(x) = 1.

In der Quantenmechanik zum Beispiel ist ρ(x) = |ψ(x)|2 eine Wahrscheinlichkeitsdichte,

und
∫
A
|ψ(x)|2dnx ist die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen in der messbaren Menge A an-

zutreffen. Zu Illustrationszwecken nehmen wir an, dass ρ(x) nur im Inneren eines Quaders

Q mit Volumen Ln nichtverschwindende Werte annimmt. Die Dichtefunktionen

ρk(x) = knρ(kx), k ∈ N,

88



haben nichtverschwindende Werte nur in einem Quader Qk, dessen Volumen im Vergleich

zum Volumen von Q um den Faktor k−n kleiner ist. Dafür sind die Werte an einem Punkt

x mit ρ(kx) > 0 um den Faktor kn vergrößert. Insgesamt gilt∫
Rn

ρk(x)d
nx = 1 für alle k ∈ N.

Intuitiv kann man geneigt sein, den Grenzwert limk→∞ ρk als punktartig konzentrierte

Dichtefunktion zu interpretieren. Eine Funktion im üblichen Sinne kann dieser Grenzwert

allerdings nicht sein. Funktionen f , die einem einzigen Punkt x ∈ Rn den Wert ∞ zuord-

nen, und allen anderen Punkten den Wert 0, hätten das Integral
∫
f(x)dnx = 0, und sind

somit keine verallgemeinerten Dichtefunktionen. Die Theorie der Distributionen schafft

einen Rahmen, in dem die Grenzwerte limk→∞ ρk sinnvoll definierte mathematische Ob-

jekte sind, welche der Intuition punktartig konzentrierter Dichtefunktionen einen präzisen

Sinn verleihen. Verwandte mathematische Objekte dienen als Fundamentallösungen vieler

linearer partieller Differentialgleichungen, aus denen sich allgemeinere Lösungen zusam-

mensetzen lassen. Korrelationsfunktionen in Quantenfeldtheorien sind ebenfalls in der

Regel Distributionen.

Die Idee: Angenommen wir kennen eine genügend große Klasse D gutartiger Funktionen

φ : Rn → R so dass ∫
Rn

φ(x)f(x)dnx = 0 für alle φ ∈ D

für stetige Funktionen f impliziert, dass f = 0 gilt. Die Funktionen φ ∈ D nennt man

dann auch Testfunktionen, da man die Gleichheit zweier stetiger Funktionen f und g

testen kann, indem man prüft, ob∫
Rn

φ(x)
(
f(x)− g(x)

)
dnx = 0

für alle φ ∈ D gilt. In diesem Sinne sind stetige Funktionen f vollständig bestimmt durch

die Gesamtheit aller Werte

Tf [φ] :=

∫
Rn

φ(x)f(x)dnx ∈ Rn, für φ ∈ D.

Die Zuordnung D ∋ φ 7→ Tf [φ] ∈ R definiert eine lineare Abbildung Tf von D nach R.
Für geeignete Wahl von D kann man zeigen, dass Tf stetig ist, d.h. die Konvergenz (in

einem noch zu spezifizierenden Sinne) einer Folge von Testfunktionen φk → φ impliziert

Tf [φk] → Tf [φ].

Es ist dann naheliegend, den Raum D′ aller stetigen linearen Abbildungen von D nach R
zu betrachten. Die Elemente von D′ nennt man Distributionen. Die Zuordnung f 7→ Tf
erlaubt es, D als einen Unterraum von D′ aufzufassen.
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3.1 Distributionen, Faltung von Funktionen und Distributionen

Material zu diesem Kapitel findet man in [F3, §10,§17]. Die folgenden Begriffe waren schon

Gegenstand der MfP2.

Definition 3.1.1

1. Sei U ⊆ Rn eine offene Menge. Wir bezeichnen mit Cm(U) den R-Vektorraum der

m-mal stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen in U und mit C∞(U) den

Vektorraum der beliebig oft stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen.

2. Wir verwenden wieder Multiindizes: für α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn bezeichnen wir mit

|α| := α1 + . . .+ αn die Ordnung von α und setzen

xα := xα1
1 · · · · xαn

n und ∂αf := ∂α1
1 . . . ∂αn

n f, mit ∂i =
∂

∂xi
.

3. Ein linearer Differentialoperator der Ordnung k auf einer offenen Menge U ⊆ Rn hat

die Gestalt

L =
∑
|α|≤k

aα∂
α,

mit α ∈ Nn und aα ∈ C∞(U).

4. Sind alle Koeffizientenfunktionen aα konstant, so spricht man von einem Differential-

operator mit konstanten Koeffizienten.

Bemerkungen 3.1.2.

1. Für jeden linearen Differentialoperator L der Ordnung k definiert man durch f 7→ Lf

lineare Abbildungen Cm(U) → Cm−k(U), m ≥ k, bzw. C∞(U) → C∞(U).

2. Lineare Differentialoperatoren der Ordnung k = 0 sind einfach die Multiplikation

f 7→ a0f mit einer glatten Funktion a0.

3. Die linearen Differentialoperatoren der Ordnung k bilden einen Vektorraum. Des

Weiteren definiert man mit Hilfe der Komposition der Abbildungen f 7→ Lif die

Komposition oder Hintereinanderausführung L1 ◦ L2 von Differentialoperatoren.

Sei L1 ein Differentialoperator der Ordnung k und L2 ein Differentialoperator der

Ordnung l. Man zeigt, dass L1 ◦ L2 ein Differentialoperator der Ordnung k + l ist.

Insbesondere kann man ihn in der Form
∑

|α|≤k+l aα∂
α schreiben.

4. Es ist dabei im Allgemeinen L1◦L2 ̸= L2◦L1 und dann ist der Kommutator [L1, L2] :=

L1 ◦ L2 − L2 ◦ L1 nicht-trivial.
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Beispiel 3.1.3.

Wir betrachten Differentialoperatoren auf Rn. Seien j, k ∈ {1, . . . , n}. Wir setzen L1 =

∂j =
∂

∂xj
und L2 = xk.

Dann gilt für f ∈ C∞(Rn) nach der Produktregel:

L1(L2f) =
∂

∂xj
(xk · f) = δkjf + xk

∂

∂xj
f,

sowie

L2(L1f) = xk
∂

∂xj
f,

also ist [L1, L2] = [∂j, xk] = δkj. Dieser Kommutator ist fundamental für die Quantenme-

chanik.

Definition 3.1.4

1. Wir bezeichnen für k ∈ N∪{∞} mit Ck
c (Rn) den Raum der Funktionen φ : Rn → R,

für die

(a) alle partiellen Ableitungen ∂αφ für alle α ∈ Nn mit |α| ≤ k existieren und stetig

sind.

(b) deren Träger supp(φ) := {x ∈ Rn : φ(x) ̸= 0} kompakt ist.

2. Als Testfunktionen bezeichnen wir alle Funktionen in C∞
c (Rn). Man bezeichnet den

Raum der Testfunktionen auch mit D(Rn) oder kurz D.

3. Wir definieren einen Konvergenzbegriff auf dem Raum der Testfunktionen. Sei (φν)

eine Folge von Testfunktionen und φ ∈ D(Rn) eine Testfunktion. Dann sagen wir

φν −→
D

φ,

wenn

(a) es ein KompaktumK ⊆ Rn gibt, so dass supp(φν) ⊆ K für alle ν und supp(φ) ⊆
K.

(b) für jeden Multiindex α ∈ Nn die Folge der Ableitungen ∂αφν für ν → ∞
gleichmäßig auf K gegen ∂αφ geht.

Bemerkungen 3.1.5.

1. Der Grenzwert ist eindeutig.
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2. Die Konvergenz von (φν) gegen φ in D ist eine viel stärkere Bedingung als die punkt-

weise oder gleichmäßige Konvergenz von Funktionenfolgen.

3. Wir bemerken, dass für jeden linearen Differentialoperator L und für jede Testfunk-

tion φ ∈ D(Rn) auch Lφ eine Testfunktion ist.

Definition 3.1.6

Eine Distribution auf dem Rn ist eine stetige lineare Abbildung

T : D → R, φ 7→ T [φ].

Dabei bedeutet die Stetigkeit von T , dass für jede Folge (φν) in D mit φν −→
D

φ Konver-

genz T [φν ] → T [φ] in R gilt.

Der Vektorraum aller Distributionen auf dem Rn wird mit D′(Rn) oder kurz D′ bezeichnet.

Beispiel 3.1.7.

Sei f : Rn → R eine stetige Funktion. Für φ ∈ D(Rn) sei

Tf [φ] :=

∫
Rn

f(x)φ(x)dnx.

Es ist Tf linear und stetig (vgl. ÜA), also eine Distribution. Man nennt Tf die durch f

definierte reguläre Distribution.

Bemerkungen 3.1.8.

Ist V ⊆ Rn eine beliebige offene Menge, so gibt es wegen Betrachtung 2.2.9 stets eine

glatte Funktion φ ≥ 0 mit kompaktem Träger und suppφ ⊆ V .

Lemma 3.1.9.

Ist U offen im Rn und f : U → R stetig und gilt
∫
Rn f(x) ·φ(x) dnx = 0 für alle Testfunk-

tionen φ ∈ C∞
c (Rn), so ist f = 0.

Insbesondere ist die lineare Abbildung T : C(Rn) → D′(Rn) injektiv.

Man kann daher stetige Funktionen f mit den ihnen zugeordneten regulären Distributio-

nen identifizieren, die wir dann sowohl mit Tf ∈ D′ als auch wieder mit f bezeichnen.

Beweis. Angenommen, es gibt einen Punkt a ∈ U mit f(a) ̸= 0. Ohne Einschränkung

können wir f(a) > 0 annehmen. Wegen der Stetigkeit von f gibt es dann eine Umgebung

V ⊆ U von a und ein δ > 0, so dass

f(x) ≥ δ für alle x ∈ V.
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Wie bemerkt gibt es eine glatte Funktion φ ≥ 0 mit kompaktem Träger und suppφ ⊆ V .

Damit ist ∫
U

f(x)φ(x)
suppφ⊆V

=

∫
V

f(x)φ(x) ≥ δ

∫
V

φ(x) > 0.

2

Beispiel 3.1.10.

Sei f : Rn → R eine lokal-integrierbare Funktion. Für φ ∈ D(Rn) wie oben sei

Tf [φ] :=

∫
Rn

f(x)φ(x)dnx.

Durch T : f 7→ Tf wird dann eine lineare Abbildung vom Raum der lokal-integrierbaren

Funktionen L1
loc(Rn) in den Raum der Distributionen D′(Rn) gegeben, deren Kern aus

den lokal-integrierbaren Funktionen besteht, die fast überall Null sind.

Auch in diesem Fall nennt man Tf die durch f definierte reguläre Distribution, und man

bezeichnet Tf ∈ D′ oft auch wieder einfach mit f .

Es stellt sich also die Frage, ob es Distributionen gibt, die nicht regulär sind.

Beispiel 3.1.11 (Diracsche δ-Distribution).

Sei a ∈ Rn. Wir betrachten die Linearform auf D(Rn), die auf φ ∈ D(Rn) den Wert

δa[φ] := φ(a) ∈ R

annimmt. Dann ist δa linear und stetig, also eine Distribution, die Diracsche δ-Distribution

zum Punkt a. Wir geben ohne Beweis an, dass es kein f ∈ L1
loc(Rn) gibt mit Tf = δa.

Wir wollen nun auch Konvergenz von Distributionen einführen:

Definition 3.1.12

Ist T ∈ D′(Rn) eine Distribution und (Tν)ν∈N eine Folge von Distributionen in D′(Rn), so

sagen wir Tν konvergiert in D′ gegen T , in Zeichen

Tν −→
D′

T,

wenn für alle Testfunktionen φ ∈ D(Rn) gilt:

lim
ν→∞

Tν [φ] = T [φ].

Der letzte Grenzwert ist der Grenzwert einer Folge reeller Zahlen. Die Konvergenz in D′

wird also mit Funktionen φ ∈ D(Rn) getestet.
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Beispiel 3.1.13.

Sei (fν) eine Folge stetiger Funktionen fν , die auf jedem Kompaktum K ⊆ Rn gleichmäßig

gegen die Funktion f : Rn → R konvergiert. Für jede Testfunktion φ ∈ D(Rn) gilt dann

nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz 1.4.8

lim
ν→∞

∫
Rn

fν(x)φ(x)d
nx =

∫
Rn

f(x)φ(x)dnx.

also

Tfν −→
D′

Tf .

Satz 3.1.14 (Dirac-Folgen).

Sei f ∈ L1(Rn) eine (Lebesgue-)integrierbare Funktion auf dem Rn mit∫
Rn

f(x)dnx = 1.

Für k ∈ N sei fk(x) := knf(kx). Dann gilt für jede Testfunktion φ ∈ D(Rn) :

lim
k→∞

∫
Rn

fk(x)φ(x)d
nx = φ(0).

also Tfk −→
D′

δ0.

Bezeichnet g : R → R die Funktion mit supp(g) = [−1, 1] aus Betrachtung 2.2.9, so kann

man f z.B. als die glockenförmige glatte Funktion

f(x) =
1

Γ
G(x), G(x) =

n∏
j=1

g(xj), x = (x1, . . . , xn), Γ =

∫
Rn

G(x)dnx

wählen, so dass die Funktionen fk mit wachsendem k immer steiler und immer mehr um

den Nullpunkt konzentriert sind. In sehr ähnlicher Art und Weise definiert man Folgen,

deren Grenzwert die Distributionen δa für beliebige a ∈ Rn sind.

Beweis. Mit der Substitution y = kx erhalten wir∫
fk(x)φ(x)d

nx
def
=

∫
knf(kx)φ(x)dnx

y=kx
=

∫
f(y)φ(y/k)dny.

Sei M := supx∈Rn |φ(x)|. Dann gilt

|f(y)φ(y/k)| ≤M |f(y)| für alle k ∈ N und y ∈ Rn,

so dass f(y)φ(y/k) für alle k gegen eine integrierbare Majorante abgeschätzt ist. Wegen

der Stetigkeit der Testfunktion φ gilt

lim
k→∞

f(y)φ(y/k) = f(y)φ(0).
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Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz 1.4.8 folgt daher

lim
k→∞

∫
Rn

f(y)φ(y/k)dny =

∫
Rn

f(y)φ(0)dny = φ(0).

Daraus folgt die Behauptung. 2

Bemerkungen 3.1.15 (und Definition).

Wir möchten die Ableitung von Distributionen definieren. Dabei soll die Ableitung einer

regulären Distribution Tf gerade die zur Ableitung von f gehörende reguläre Distribution

sein. Genauer: Ist ein linearer Differentialoperator L auf dem Rn gegeben, so möchten wir

eine Abbildung L : D′ → D′ erklären mit

LTf = TLf .

Sei L ein Differentialoperator der Ordnung k auf der offenen Menge U ⊆ Rn. Ein Diffe-

rentialoperator M der Ordnung k in U heißt (formal) adjungiert zu L, falls∫
U

(Mf) · φdnx =

∫
U

f · (Lφ)dnx

für alle f ∈ Ck(U), φ ∈ Ck
c (U) gilt.

Wir brauchen später dafür das folgende

Lemma 3.1.16.

Sei U ⊆ Rn offen und j ∈ {1, . . . , n}. Dann gilt:

1.

∫
U

∂φ(x)

∂xj
dnx = 0 für alle φ ∈ C1

c (U).

2.

∫
U

∂f(x)

∂xj
· φ(x)dnx = −

∫
U

f(x)
∂φ(x)

∂xj
dnx für f ∈ C1(U) und φ ∈ C1

c (U).

Es ist dabei jeweils wesentlich, dass mindestens eine der auftretenden Funktionen

kompakten Träger in U hat. Andernfalls gibt es Randterme.

Beweis. Die Behauptung in 1. hatten wir in Lemma 2.2.6 gesehen. Es folgt 2. aus 1.,

denn f · φ ∈ C1
c (U) und es gilt nach der Produktregel

∂(fφ)

∂xj
=

∂f

∂xj
· φ+ f · ∂φ

∂xj
.

2
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Satz 3.1.17.

Zu jedem Differentialoperator L der Ordnung k auf einer offenen Menge U ⊆ Rn gibt es

einen eindeutig bestimmten formal adjungierten Operator M =: L∗. Es gilt:

1. (λL)∗ = λL∗ für λ ∈ R

2. (L1 + L2)
∗ = L∗

1 + L∗
2

3. (L1 ◦ L2)
∗ = L∗

2 ◦ L∗
1

Beweis.

• Zur Eindeutigkeit: Es seien M und M ′ beide formal adjungiert zu dem Differential-

operator L. Dann gilt für alle φ ∈ C∞
c (U) und f ∈ Ck(U)∫

U

(Mf −M ′f) · φ =

∫
U

(f − f) · Lφ = 0.

Aus Lemma 3.1.9 folgt nun Mf −M ′f = 0 für alle f ∈ Ck(U) und somit M =M ′.

• Wir zeigen die Rechenregeln unter der Annahme der Existenz des adjungierten Dif-

ferentialoperators: Existieren L∗, L∗
1 und L∗

2, so existieren (λL)∗, (L1 + L2)
∗ und

(L1◦L2)
∗ und haben die angegebene Form. Dies folgt daraus, dass für alle φ ∈ C∞

c (Rn)

gilt ∫
((λL)∗f)φ =

∫
f(λL)φ = λ

∫
f(Lφ) =

∫
(λL∗f)φ∫

((L1 + L2)
∗f)φ =

∫
f(L1 + L2)φ =

∫
(L∗

1f)φ+

∫
(L∗

2f)φ∫
(L∗

2 ◦ L∗
1f)φ =

∫
(L∗

1f)(L2φ) =

∫
f((L1 ◦ L2)φ) =

∫
((L1 ◦ L2)

∗f)φ

mit Lemma 3.1.9.

• Für einen Differentialoperator nullter Ordnung L = a mit a ∈ C∞(U) ist L∗ = a,

denn ∫
(af)φ =

∫
f(aφ).

Für L = ∂
∂xi

folgt aus Lemma 3.1.16.2, dass L∗ = − ∂
∂xi

. Da sich jeder lineare Diffe-

rentialoperator durch Addition und Komposition aus diesen speziellen Differential-

operatoren aufbauen lässt, folgt die Existenz des adjungierten Operators.

2

Beispiel 3.1.18.
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1. Sei L =
n∑
j=1

aj
∂

∂xj
=

n∑
j=1

aj ◦
∂

∂xj
ein Differentialoperator erster Ordnung. Dann ist

L∗ =
n∑
j=1

(
∂

∂xj
)∗ ◦ aj =

n∑
j=1

− ∂

∂xj
◦ aj = −

n∑
j=1

aj
∂

∂xj
−

n∑
j=1

∂aj
∂xj

,

weil für alle f ∈ C1(Rn) gilt:
∂

∂xj
(ajf) =

∂aj
∂xj

· f + aj ·
∂f

∂xj
.

2. Für einen Differentialoperator L =
∑

|α|≤k cα∂
α mit konstanten Koeffizienten cα ∈ R

erhält man induktiv:

L∗ =
∑
|α|≤k

(−1)|α|cα∂
α.

Zum Beispiel ist der Laplace-Operator formal selbstadjungiert, also ∆∗ = ∆.

Definition 3.1.19

Sei T ∈ D′(Rn) eine Distribution und L ein linearer Differentialoperator auf dem Rn.

Dann definieren wir eine Linearform LT : D(Rn) → R durch

(LT )[φ] := T [L∗φ] für alle φ ∈ D(Rn).

Wir werden gleich sehen, dass die Linearform LT stetig auf D(Rn) ist, also eine Distribu-

tion ist.

Beispiel 3.1.20.

1. Im Fall eines linearen Differentialoperators nullter Ordnung, L = a ∈ C∞(Rn), ist

(a · T )[φ] = T [a · φ].

2. Im Fall eines linearen Differentialoperators erster Ordnung auf R, etwa für L =
d

dx
,

ist

(
d

dx
T )[φ] = −T [ d

dx
φ].

Insbesondere ist nun also eine Ableitung der Dirac-Distribution erklärt.

Bemerkungen 3.1.21.

1. Sei L ein Differentialoperator der Ordnung k. Für jede Ck-Funktion f : Rn → R gilt

für die reguläre Distribution zu Lf , dass

TLf [φ] =

∫
(Lf)φ =

∫
f(L∗φ) = Tf [L

∗φ]
3.1.19
= LTf [φ].

Ist f differenzierbar, so stimmen also die Ableitungen als Funktion und als Distribu-

tion überein.
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2. Es bleibt zu zeigen, dass für jede Distribution T die Linearform LT stetig ist und

somit eine Distribution ist, also LT ∈ D′(Rn) gilt.

Gilt φν −→
D

φ, so folgt nach Definition 3.1.4, dass L∗φν −→
D

L∗φ, und aufgrund der

Stetigkeit der Distribution T für die Folge reeller Zahlen, dass

LT [φν ] = T [L∗φν ] → T [L∗φ] = LT [φ].

Damit ist aber LT auf D stetig und somit eine Distribution.

Satz 3.1.22.

Für Distributionen sind Limesbildung und Differentiation vertauschbar: gilt Tν −→
D′

T

und ist L ein linearer Differentialoperator auf Rn, so gilt LTν −→
D′

LT .

Beweis. Sei φ ∈ D(Rn) eine beliebige Testfunktion. Nach der Definition 3.1.12 der

Konvergenz in D′ ist zu zeigen, dass

lim
ν→∞

(LTν)[φ] = (LT )[φ].

Dies ist aber nach der Definition 3.1.19 von LT äquivalent zu

lim
ν→∞

Tν [L
∗φ] = T [L∗φ].

Dies folgt aber unmittelbar aus der Definition 3.1.12 von Tν −→
D′

T , da für jede Testfunk-

tion φ auch L∗φ eine Testfunktion ist. 2

Beispiel 3.1.23.

1. Wir betrachten die Folge der Funktionen fν : R → R mit fν(x) := sin νx für ν ∈ N.
Diese konvergiert nicht. Es gilt aber im Sinne von Distributionen:

fν −→
D′

0 (d.h. Tfν −→
D′

0).

Betrachte dazu die Folge der Funktionen

gν : R → R mit gν(x) := −1

ν
cos νx,

die auf R gleichmäßig gegen die konstante Funktion 0 konvergiert. Wegen der Aussage

in Beispiel 3.1.13 gilt

Tgν −→
D′

T0 = 0.

Wir dürfen nach Satz 3.1.22 Limesbildung und Differentiation vertauschen. Es ist

g′ν = fν , also gilt für die Ableitungen

Tfν −→
D′

d

dx
0 = 0.
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2. Wir betrachten die Heavisidesche Sprungfunktion (nach Oliver Heaviside):

H : R → R, x 7→

{
0, für x < 0,

1, für x ≥ 0.

An der Stelle x = 0 ist H nicht als Funktion differenzierbar. Es ist jedoch die zu-

gehörige Distribution TH differenzierbar und es gilt

d

dx
TH = δ0.

Um dies zu sehen, betrachte φ ∈ D(R) und wähle R > 0 so groß, dass supp(φ) ⊆
(−R,R) gilt. Dann ist

(
d

dx
TH)[φ]

def 3.1.19
= TH [−φ′(x)] = −

∫ R

0

φ′(x)dx = −φ(x)|R0 = φ(0).

Bemerkungen 3.1.24.

Man kann analog komplexwertige Distributionen definieren. Man zeigt dann, dass eine

komplexwertige Distribution T ∈ D′
C(Rn) die Gestalt T = T1 + iT2 hat, wobei T1, T2 ∈

D′(Rn) reellwertige Distributionen sind.

Für eine komplexwertige Distribution T ∈ D′
C(Rn) und eine komplexwertige Testfunktion

φ = φ1 + iφ2 ∈ DC(Rn) mit φ1, φ2 ∈ D(Rn) ist dann

T [φ] := (T1[φ1]− T2[φ2]) + i(T1[φ2] + T2[φ1]).

Betrachtung 3.1.25.

• Sei f lokal integrierbar und φ ∈ D(Rn) eine Testfunktion. Dann hat für jedes x ∈ Rn

die Funktion

y 7→ f(y)φ(x− y)

kompakten Träger und ist in L1(Rn). Also ist das Faltungsintegral

(f ⋆ φ)(x) :=

∫
Rn

f(y)φ(x− y)dny

definiert.

• Ausgedrückt durch die Distribution Tf haben wir

(f ⋆ φ)(x) := Tf [τ̌xφ]

mit der Testfunktion τ̌xφ(y) := φ(x− y).
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Daher definieren wir

Definition 3.1.26

Sei T ∈ D′(Rn) eine Distribution und φ ∈ D(Rn) eine Testfunktion. Dann ist die Faltung

(T ⋆ φ) : Rn → R

die durch

(T ⋆ φ)(x) := T [τ̌xφ] für x ∈ Rn

definierte Funktion.

Bemerkungen 3.1.27.

1. Das Faltungsprodukt ⋆ : (T, φ) 7→ T ⋆ φ ist linear in beiden Argumenten.

2. Seien f, g ∈ L1(Rn). Nach Bemerkung 1.5.8 ist die Funktion (x, y) 7→ f(y)g(x) über

R2n integrierbar. Daher ist auch die Funktion (x, y) 7→ f(y)g(x − y) über R2n inte-

grierbar. Aus dem Satz von Fubini 1.5.5 folgt, dass für fast alle x ∈ Rn das Integral

(f ⋆ g)(x) :=

∫
Rn

f(y)(τ̌xg)(y)d
ny =

∫
Rn

f(y)g(x− y)dny

definiert ist. Man setzt in den Punkten x ∈ Rn, in denen das Integral nicht definiert

ist, (f ⋆ g)(x) := 0.

3. Zur Interpretation: Es sei f ∈ L1(Rn) und φ eine Testfunktion mit supp(φ) ⊆ Br(0),

die der Normierungsbedingung∫
Br(0)

φ(x)dx = 1 und φ ≥ 0

genüge, was etwa bei einer Dichteverteilung der Fall ist. Die Faltung

(f ⋆ φ) (x) =

∫
Br(x)

f(y)φ(x− y)dy

ist dann die mit der Verteilung φ ausgeschmierte Funktion f .

Wir können analog das Faltungsprodukt für Funktionen aus L1(Rn) betrachten.

Lemma 3.1.28 (Eigenschaften der Faltung).

Seien f, g ∈ L1(Rn). Das Faltungsprodukt ⋆ ist kommutativ, assoziativ und hat die fol-

genden Eigenschaften:

1. ∥f ⋆ g∥1 ≤ ∥f∥1∥g∥1,
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2. supp(f ⋆ g) ⊆ {x+ y|x ∈ supp(f), y ∈ supp(g)}.

Beweis. Die Kommutativität folgt aus der Substitution y → x − y und der Transfor-

mationsformel 1.5.12 für affine Abbildungen:∫
Rn

f(x− y)g(y)dy
1.5.12
=

∫
Rn

f(y)g(x− y)dy

Die restlichen Aussagen überlassen wir als einfache Übungsaufgabe. 2

Beispiel 3.1.29.

Für die Diracsche δ-Distribution zum Punkt 0 gilt für jede Testfunktion φ ∈ D(Rn) und

für alle x ∈ Rn

(δ0 ⋆ φ)(x) = δ0[τ̌xφ] = (τ̌xφ)(0) = φ(x− 0) = φ(x)

und somit

δ0 ⋆ φ = φ.

Die Diracsche Deltadistribution verhält sich also wie ein neutrales Element für die Faltung.

Satz 3.1.30 (Differenzierbarkeit der Faltung).

Für jede Distribution T ∈ D′(Rn) und jede Testfunktion φ ∈ D(Rn) ist die Funktion T ⋆φ

beliebig oft differenzierbar, T ⋆ φ ∈ C∞(Rn). Es gilt, mit j ∈ {1, . . . , n}:

∂j(T ⋆ φ) = T ⋆ (∂jφ) = (∂jT ) ⋆ φ.

Für den Beweis verweisen wir auf [F3, §17].

3.2 Fourier-Transformation und temperierte Distributionen

Betrachtung 3.2.1.

1. Für 2π-periodische, über dem Intervall [0, 2π] Riemann-integrierbare Funktionen

f : R → C hatten wir Fourier-Reihen
∑

k∈Z cke
ikx betrachtet. Anstelle von Fourier-

Koeffizienten

ck =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikxdx für k ∈ Z

für periodische Funktionen f : R → C betrachten wir die für eine beliebige integrier-

bare Funktion f ∈ L1(R) durch

f̂(ξ) :=
1√
2π

∫
R
f(x)e−ixξdx, mit ξ ∈ R
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gegebene Fourier-Transformierte f̂ . Hierbei ist ξ ∈ R zugelassen, nicht nur ξ ∈ Z.
Dieses Integral existiert nach Beispiel 1.4.12. Wir entwickeln die Theorie gleich für

integrierbare Funktionen auf dem Rn, also f ∈ L1(Rn).

2. Betrachte den Rn mit dem euklidischen Standardskalarprodukt

⟨x, ξ⟩ :=
n∑
k=1

xkξk für x, ξ ∈ Rn.

Für eine integrierbare Funktion f ∈ L1(Rn) und jedes ξ ∈ Rn gehört die Funktion

x 7→ f(x)e−i⟨x,ξ⟩ als Produkt der integrierbaren Funktion f mit der lokal integrier-

baren beschränkten Funktion e−i⟨x,ξ⟩ nach Korollar 1.4.11.2 wieder zu L1(Rn). Also

existiert das Integral

f̂(ξ) :=
1

(2π)n/2

∫
Rn

f(x)e−i⟨x,ξ⟩dnx, ξ ∈ Rn,

Die so definierte Funktion f̂ : Rn → C ist, wie wir in Beispiel 1.5.2 im Fall n = 1

gesehen haben, stetig nach dem Stetigkeitssatz 1.5.1 und beschränkt mit Schranke

|f̂(ξ)| ≤ 1

(2π)n/2
∥f∥1 für alle ξ ∈ Rn. (4)

Definition 3.2.2

Sei f ∈ L1(Rn). Die durch das Integral

f̂(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

f(x)e−i⟨x,ξ⟩dnx, ξ ∈ Rn,

definierte stetige und beschränkte Funktion f̂ : Rn → C heißt die Fourier-Transformierte

der Funktion f .

Beispiel 3.2.3.

Wir betrachten Gauß-Funktionen f(x) = e−∥x∥2/2 mit x ∈ Rn.

1. Im eindimensionalen Fall, n = 1 sieht man durch quadratische Ergänzung

f̂(ξ) =
1√
2π

∫
R
e−x

2/2−ixξdx

=
1√
2π

∫
R
e−x

2/2−ixξ+ξ2/2e−ξ
2/2dx

1.5.16
= e−ξ

2/2 = f(ξ).
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2. Man kann auch mit dem Differentiationssatz 1.5.3 argumentieren: Für die Funktion

F : ξ 7→
∫
R e

−x2/2−ixξdx gilt nach einer partiellen Integration

F ′(ξ)
1.5.3
= −i

∫
R xe

−x2/2e−ixξdx

= ie−x
2/2e−ixξ|∞−∞ − ξ

∫
R e

−x2/2e−ixξdx

= −ξF (ξ),

so dass F der linearen Differentialgleichung F ′(ξ) = −ξF (ξ) genügt. Da F (0) =

2
∫∞
0
e−(x/

√
2)2dx =

√
2π gilt, erhält man F (ξ) =

√
2π e−ξ

2/2 und damit wieder

f̂(ξ) = f(ξ).

3. Ebenso ist im allgemeinen Fall n > 1:

f̂(ξ) =
n∏
ν=1

( 1√
2π

∫
R
e−x

2
ν/2e−ixνξνdxν

)
=

n∏
ν=1

e−ξ
2
ν/2 = f(ξ).

Bemerkungen 3.2.4.

1. Sei f ∈ L1(Rn) eine integrierbare Funktion mit Fourier-Transformierter f̂ . Für λ ̸= 0

setzen wir g(x) := f(λx). Mit Hilfe des Transformationssatzes 1.5.12 für die affine

Transformation y = λx folgt

ĝ(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

f(λx)e−i⟨x,ξ⟩dnx =
1

(2π)n/2
1

|λ|n

∫
Rn

f(y)e−i⟨y,ξ⟩·
1
λdny

=
1

|λ|n
f̂(

1

λ
ξ).

2. Als Beispiel erhalten damit für a > 0 die Fourier-Transformierte von f(x) = e−∥x∥2/2a2

als

f̂(ξ) = ane−a
2∥ξ∥2/2.

Gauß-Funktionen mit kleinem a, also engem Peak, haben also Fourier-Transformierte

mit großem Peak.

3. Betrachte die Funktion

f : R → R

x 7→
{

1 für |x| ≤ 1,

0 für |x| > 1.

Dann ist f ∈ L1(R), und es ist für ξ ̸= 0

f̂(ξ) =
1√
2π

∫ 1

−1

e−ixξdx =
1√
2π

e−ixξ

−iξ

∣∣∣x=1

x=−1
=

√
2

π

sin ξ

ξ
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und f̂(0) =
√

2
π

∫ 1

0
dx =

√
2
π
für ξ = 0.

In diesem Fall ist zwar die Funktion f integrierbar, f ∈ L1(R), nicht aber ihre Fourier-
Transformierte, f̂ ̸∈ L1(R). Um die zweite Aussage zu sehen, beachte man, dass mit

f̂ ∈ L1(R) auch ∥f̂∥1 = ∥|f̂ |∥1 <∞ gelten müsste. Es ist aber für jedes k ∈ N, k ≥ 1:∫ kπ

(k−1)π

|sinx
x

|dx ≥ 1

kπ

∫ kπ

(k−1)π

| sinx|dx︸ ︷︷ ︸
2

und somit ∫ kπ

(−k)π
|f̂ |dx ≥

√
2

π

4

π

k∑
ν=1

1

ν
−→

(k→∞)
∞.

Satz 3.2.5 (Rechenregeln für Fourier-Transformierte).

Seien f, g ∈ L1(Rn) und f̂ , ĝ die zugehörigen Fourier-Transformierten.

1. Für a ∈ Rn betrachte die verschobene Funktion (τaf)(x) := f(x − a). Dann gilt

τ̂af(ξ) = f̂(ξ)e−i⟨a,ξ⟩.

2. Mit ⋆ bezeichnen wir die Faltung. Dann gilt f̂ ⋆ g(ξ) = (2π)n/2f̂ ĝ. Fouriertransfor-

mation überführt also Faltungen in Produkte.

3. Ist f ∈ C1
c (Rn) stetig differenzierbar mit kompakten Träger, so gilt für j ∈ {1, . . . , n}:

(̂∂jf)(ξ) = iξj · f̂(ξ).

4. Ist für ein j ∈ {1, . . . , n} die Funktion x 7→ xjf integrierbar, so ist die Fouriertrans-

formierte f̂ nach ξj stetig partiell differenzierbar und es gilt

(̂xjf)(ξ) = i∂j · f̂(ξ).

5. Die Funktionen f̂ g und fĝ sind integrierbar, und es gilt∫
Rn

f̂(x)g(x)dnx =

∫
Rn

f(y)ĝ(y)dny.

Beweis.

1. Nach Definition ist

τ̂af(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

f(x− a)e−i⟨x,ξ⟩dnx [y := x− a]

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

f(y)e−i⟨y+a,ξ⟩dny = f̂(ξ)e−i⟨a,ξ⟩.
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2. Mit dem Satz von Fubini 1.5.5 folgt

f̂ ⋆ g(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

(∫
Rn

f(t)g(x− t)dt

)
e−i⟨x,ξ⟩dx

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

(∫
Rn

g(x− t)e−i⟨x−t,ξ⟩dx

)
f(t)e−i⟨t,ξ⟩dt

=

∫
Rn

ĝ(ξ)f(t)e−i⟨t,ξ⟩dt = (2π)n/2f̂(ξ) · ĝ(ξ)

3. Mit partieller Integration wie in Lemma 3.1.16 erhält man, da f kompakten Träger

haben soll,

(2π)n/2(̂∂jf)(ξ) =

∫
Rn

∂f

∂xj
e−i⟨ξ,x⟩dx = −

∫
Rn

f
∂

∂xj
e−i⟨ξ,x⟩dx

= −
∫
Rn

f(x)(−iξj)e−i⟨ξ,x⟩dx = (2π)n/2(iξj)f̂(ξ)

4. Folgt aus dem Differentiationssatz 1.5.3:

i∂j · f̂(ξ) =
i

(2π)n/2

∫
Rn

f(x)
∂

∂ξj
e−i⟨ξ,x⟩dx

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

xjf(x)e
−i⟨ξ,x⟩dx

def
= x̂jf(ξ).

5. Da f̂ und ĝ nach Betrachtung 3.2.1.2 stetig und beschränkt sind, sind die Produkte

f̂ ·g und f · ĝ nach Korollar 1.2.6.4 integrierbar. Mit dem Satz von Fubini 1.5.5 erhält

man∫
Rn

f(x)ĝ(x)dx =
1

(2π)n/2

∫
Rn

∫
Rn

f(x)g(y)e−i⟨y,x⟩dxdy

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

(∫
Rn

f(x)e−i⟨y,x⟩dx

)
g(y)dy =

∫
Rn

f̂(y)g(y)dy.

2

Wir bringen noch zwei Aussagen über das Verhalten von Fourier-Transformierten im

Unendlichen.

Satz 3.2.6.

Zu jeder Funktion f ∈ Ck
c (Rn) mit k ∈ N gibt es eine positive Konstante M > 0, so dass

für die Fouriertransformierte f̂ gilt

|f̂(ξ)| ≤M(1 + ∥ξ∥)−k für alle ξ ∈ Rn.

Insbesondere ist für jedes f ∈ Cn+1
c (Rn) die Fouriertransformierte f̂ über Rn integrierbar.
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Beweis. Für jeden Multiindex α ∈ Nn von Ordnung kleiner als k gilt wegen Regel

3.2.5.3

(̂∂αf)(ξ) = i|α|ξαf̂(ξ),

also wegen der Abschätzung (4) aus Betrachtung 3.2.1.2

|ξαf̂(ξ)| ≤ 1

(2π)n/2
∥∂αf∥1.

Da f kompakten Träger hat, gibt es eine gemeinsame Schranke für alle ∥∂αf∥1 mit |α| ≤ k.

Deshalb gibt es eine Konstante M > 0, so dass

(1 + |ξ1|+ . . .+ |ξn|)k|f̂(ξ)| ≤M für alle ξ ∈ Rn.

Mit der Abschätzung gegen die euklidische Norm

|ξ1|+ . . .+ |ξn| ≥ ∥ξ∥2

folgt

|f̂(ξ)| ≤ M

(1 + |ξ1|+ . . .+ |ξn|)k
≤M(1 + ∥ξ∥2)−k.

2

Korollar 3.2.7.

Für jede Funktion f ∈ L1(Rn) gilt für die Fouriertransformierte lim
∥ξ∥→∞

f̂(ξ) = 0.

Beweis. Dies folgt, weil man jede Funktion f ∈ L1(Rn) durch eine Funktion g ∈ C1
c (Rn)

bezüglich der L1-Norm beliebig gut approximieren kann: zu jedem ϵ > 0 gibt es ein

g ∈ C1
c (Rn) mit ∥f − g∥1 < ϵ. Daraus folgt mit der Abschätzung (4) aus Betrachtung

3.2.1 aber

|f̂(ξ)− ĝ(ξ)| ≤ 1

(2π)n/2
∥f − g∥1 <

ϵ

(2π)n/2
.

Wegen Satz 3.2.6 gilt aber lim
∥ξ∥→∞

ĝ(ξ) = 0. 2

Theorem 3.2.8. [Inversionsformel.]

Sei f ∈ L1(Rn) eine Funktion derart, dass auch die Fouriertransformierte f̂ ∈ L1(Rn) ist.

Dann gilt für f , eventuell nach Abänderung auf einer Nullmenge, dass f stetig ist mit

lim
∥x∥→∞

f(x) = 0, und es ist

f(x) =
̂̂
f(− x) =

1

(2π)n/2

∫
Rn

f̂(ξ)ei⟨x,ξ⟩dnξ

für alle x ∈ Rn.
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Für den Beweis verweisen wir auf [F3, §13, Satz 2].

Bemerkungen 3.2.9.

Eine Anwendung der Inversionsformel ist das Abtasttheorem von Shannon, das für die

Signalverarbeitung grundlegend ist.

Eine stetige Funktion f ∈ L1(R) wie in Satz 3.2.8 heißt bandbegrenzt , wenn für die Fou-

riertransformierte supp(f̂) ⊆ (−b, b) für ein b ∈ R gilt. (In technischen Anwendungen ist

dies eine Beschränktheitsbedingung an die Frequenzdichte f̂ des Signals f .)

Das Abtasttheorem [K2, §10] besagt dann, dass für jedes T ≤ π

b
die Funktion f aus den

periodisch genommenen Werten f(kT ), k ∈ Z rekonstruiert werden kann:

f(x) =
∞∑

k=−∞

f(kT )sinc

(
1

T
(x− kT )

)
mit sinc(x) := sin(x)/(x).

Betrachtung 3.2.10.

1. Wir betrachten ab jetzt komplexwertige Distributionen, die in Bemerkung 3.1.24

eingeführt wurden. Zur Erleichterung der Notation lassen wir in den Bezeichnungen

D′
C(Rn) und DC(Rn) den Index C ab sofort weg.

2. Zu f ∈ L1(Rn) betrachte die durch f definierte reguläre Distribution Tf mit

Tf [φ] =

∫
Rn

f(x)φ(x)dnx für φ ∈ D(Rn) ⊆ L1(Rn).

Nach Rechenregel 3.2.5.5 gilt∫
Rn

f̂(x)φ(x)dnx =

∫
Rn

f(y)φ̂(y)dny,

also, wenn auch φ̂ eine Testfunktion ist,

Tf̂ [φ] = Tf [φ̂].

3. Will man also die Fouriertransformierte T̂ einer Distribution T so definieren, dass

T̂f = Tf̂ für reguläre Distributionen gilt, so muss man

T̂ [φ] := T [φ̂] für φ ∈ D(Rn)

setzen, soweit die rechte Seite definiert ist: Die Fouriertransformierte einer Funktion

mit kompaktem Träger hat nicht notwendigerweise kompakten Träger, wie man am

Beispiel der Funktion aus Bemerkung 3.2.4.3 sieht. Auch der Raum der Testfunk-

tionen ist nicht unter der Fouriertransformation abgeschlossen. Wir brauchen daher

einen größeren Raum von Testfunktionen, der mehr Stetigkeitsbedingungen liefert

und somit einen kleineren Raum von Distributionen.
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Anstatt Funktionen mit kompaktem Träger zu betrachten, ist es oft besser, schnelles

Abfallen im Unendlichen zu verlangen. Die genaue Definition ist wie folgt.

Definition 3.2.11

1. Mit S bezeichnen wir die Menge aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen

φ : Rn −→ C,

so dass es zu jedem Paar von Multiindizes (α, β) ∈ Nn × Nn eine Zahl Cα,β ∈ R+

gibt, so dass für alle x ∈ Rn gilt

|xβ11 · . . . · xβnn︸ ︷︷ ︸
xβ

·∂αφ(x)| ≤ Cα,β.

Die Funktionen aus S heißen schnell fallende oder temperierte Funktionen oder auch

Schwartz-Funktionen.

2. Wir nennen S auch den Schwartz-Raum.

3. Sei (φk)k∈N eine Folge aus S und sei φ ∈ S. Dann sagen wir, (φk)k∈N konvergiert in

S gegen φ, in Zeichen

φk −→
S

φ,

wenn für alle j ∈ N und alle α ∈ Nn die durch

(1 + ||x||)j∂α(φk − φ)(x)

definierten Folgen von Funktionen (in x) auf ganz Rn gleichmäßig gegen 0 konvergie-

ren.

Dieser Raum hat gegenüber dem Raum D(Rn) einen entscheidenden Vorteil: Man kann

zeigen [J], dass für jede Schwartzfunktion φ auch die Fouriertransformierte φ̂ eine

Schwartzfunktion ist.

Dafür ist wesentlich, dass

• alle Funktionen φ ∈ S Lebesgue-integrierbar sind. (Für jede temperierte Funktion

φ ∈ S gilt |φ(x)| ≤ C0,j||x||−j für alle j ∈ N und die Funktion x 7→ ||x||−j ist für

j > n auf dem Komplement jeder Kugel BR(0) integrierbar. Also ist jede temperierte

Funktion über ganz Rn integrierbar, S ⊆ L1(Rn).),

• φ ∈ S impliziert xα∂βφ ∈ S,

• ||∂αφ||1 eine obere Schranke an die Supremumsnorn von ξαf̂ liefert,
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• die Fourier-Transformation Differentiation nach eine Koordinate auf Multiplikation

mit einer Koordinate (und i) abbildet, und umgekehrt.

Bemerkungen 3.2.12.

1. Temperierte Funktionen können auch durch die äquivalente Bedingung charakteri-

siert werden, dass es zu jedem Paar (α, j) ∈ Nn×N eine Zahl Cα,j ∈ R+ gibt, so dass

für alle x ∈ Rn gilt

(1 + ||x||)j|∂αφ(x)| ≤ Cα,j.

2. Der Schwartz-Raum S ist ein echter Untervektorraum des Raums der glatten Funk-

tionen C∞(Rn,C). Zum Beispiel ist die Funktion e−α∥x∥
2
für jedes α > 0 in S, aber

es ist z.B. die glatte Funktion
1

1 + x2
̸∈ S für n = 1.

Bemerkungen 3.2.13.

Der Raum der Testfunktionen ist ein echter Unterraum der temperierten Funktionen,

D(Rn) ⊆ S, da ein kompakter Träger das Abfallverhalten für ∥x∥ → ∞ impliziert. Auch

bezüglich der Konvergenz ist der Raum D(Rn) der Testfunktionen ein Unterraum des

Raums der temperierten Funktionen S: Sind φk, φ ∈ D(Rn) und gilt

φk −→
D

φ,

so gibt es nach Definition ein Kompaktum K mit

supp(φk − φ) ⊆ K für alle k ∈ N, und

∂α(φk − φ) konvergiert auf K gleichmäßig gegen 0 für alle α.

Da die Funktion (1+ ||x||)j auf dem Kompaktum K beschränkt ist, konvergiert dann auch

(1 + ||x||)j∂α(φk − φ)(x)

gleichmäßig auf K gegen 0. Sie konvergieren sogar gleichmäßig auf dem ganzen Rn, denn

außerhalb des Kompaktums K verschwinden alle diese Funktionen. Also gilt auch im

Schwartz-Raum φk −→
S

φ.

Definition 3.2.14

Der Vektorraum S ′ der stetigen, linearen Abbildungen auf dem Schwartz-Raum

T : S −→ C, φ 7−→ T [φ].

heißt der Vektorraum der temperierten Distributionen. Stetigkeit heißt hierbei: für jede

Folge (φk)k∈N von temperierten Funktionen im Schwartz-Raum S mit φk −→
S

φ konver-

giert die Folge komplexer Zahlen limk→∞ T [φk] = T [φ].
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Bemerkungen 3.2.15.

Die Bezeichnung “temperierte Distribution” legt es nahe, zu vermuten, dass “temperierte

Distributionen” insbesondere Distributionen im Sinne von Definition 3.1.6 sind, S ′ ⊆ D′.

Allerdings ist eine temperierte Distribution T ∈ S ′ eine lineare Abbildung S −→ C und

eine Distribution T̃ ∈ D′(Rn) eine Abbildung D(Rn) −→ C; die Definitionsbereiche sind

also verschieden.

Nach Bemerkung 3.2.13 gilt aber D(Rn) ⊆ S und damit ist für eine temperierte Distri-

bution T ∈ S ′ die Restriktion

T |D(Rn) : D(Rn) −→ C

eine Abbildung T̃ : D(Rn) → C. Die Restriktion ist natürlich eine lineare Abbildung, und

auch stetig, denn wenn φk −→
D

φ, dann gilt nach Bemerkung 3.2.13 auch φk −→
S

φ und

damit

lim
k→∞

T [φk] = T [φ], also

lim
k→∞

T |D(Rn)[φk] = T |D(Rn)[φ].

Also ist die Restriktion T |D(Rn) einer temperierten Distribution auf Testfunktionen eine

Distribution, also ein Element von D′(Rn). Da die Abbildung

S ′ −→ D′ mit T 7−→ T |D(Rn)

auch injektiv ist, kann man den Raum der temperierten Distributionen S ′ als Teilmenge

des Raums der Distributionen D′(Rn) auffassen.

Wir wollen die Fouriertransformation von temperierten Distributionen einführen, so dass

sie für reguläre Distributionen mit der üblichen Fouriertransformation übereinstimmt.

Nach Betrachtung 3.2.10 gilt dann wegen Rechenregel 3.2.5.5, dass Tf̂ [φ] = Tf [φ̂].

Wie oben schon bemerkt, kann man zeigen [J], dass für jede Schwartzfunktion φ auch

die Fouriertransformierte φ̂ eine Schwartzfunktion ist. Ferner zeigt man, dass für jede

temperierte Distribution T die durch T̂ [φ] := T [φ̂] für φ ∈ S definierte Linearform T̂

wieder eine temperierte Distribution ist.

Daher ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 3.2.16

Sei T ∈ S ′ eine temperierte Distribution. Dann definieren wir die Fourier-Transformierte

T̂ von T durch

T̂ [φ] := T [φ̂] für alle φ ∈ S,

wobei φ̂ die Fourier-Transformierte der Schwartz-Funktion φ ∈ S ⊆ L1(Rn) ist.
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Beispiel 3.2.17.

1. Wir wissen schon, dass für jede reguläre Distribution zu f ∈ L1(Rn) gilt T̂f = Tf̂ .

2. Die lineare Abbildung

δa : S −→ C mit δa[φ] := φ(a) für a ∈ Rn

ist eine temperierte Distribution, δa ∈ S ′. Denn aus φk −→
S

φ folgt insbesondere

limk→∞ φk(a) = φ(a), denn gleichmäßige Konvergenz impliziert punktweise Konver-

genz. Also gilt

lim
k→∞

δa[φk] = δa[φ].

Die δ-Distribution, aufgefasst als Abbildung S → C, ist also eine temperierte Distri-

bution.

3. Wir berechnen die Fouriertransformierte der δ-Distribution: Es ist für jede tempe-

rierte Funktion φ ∈ S

δ̂a[φ] = δa[φ̂] = φ̂(a) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

φ(x)e−i⟨x,a⟩dnx = Te−a [φ],

wobei wir für a ∈ Rn die Funktion

x 7→ ea(x) :=
1

(2π)n/2
ei⟨x,a⟩.

einführen. Es ist ea ∈ L1
loc(Rn) als stetige Funktion. Die Fourier-Transformierte der

nicht regulären Distribution δa ist also die reguläre Distribution Te−a . Speziell für

a = 0 ist

δ̂0 = e0, d.h. δ̂0 = Te0 mit der konstanten Funktion e0(x) =
1

(2π)n/2
.

Bemerkungen 3.2.18.

Wir notieren noch abschließend die folgenden Sachverhalte, für deren Beweis wir auf [J]

verweisen:

1. Analog zur Rechenregel 3.2.5.3 ist für jeden Multiindex α ∈ Nn die Distribution ∂̂αT

für T ∈ S ′ gegeben durch das Produkt der Funktion x 7→ i|α|xα ∈ C∞(Rn,C) mit der

Distribution T̂ .

2. Es gilt die Inversionsformel̂̂
T [φ] = Ť [φ] := T [φ̌] mit φ̌(x) := φ(−x) für alle φ ∈ S,

ohne dass man wie in Satz 3.2.8 voraussetzen muss, dass man
̂̂
T überhaupt bilden

kann, denn für jede temperierte Distribution T ∈ S ′ ist ja auch wieder ihre Fourier-

transformierte T̂ ∈ S ′.
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3. Damit erhält man im Fall der Delta-Distribution aus

δ0 =
1̂

(2π)n/2

die Identität für jede Schwartz-Funktion φ

δ0[φ] = T(2π)−n/2 [φ̂] =

∫
Rn

∫
Rn

1

(2π)n
e−i⟨x,ξ⟩φ(x)︸ ︷︷ ︸
̸∈L1(Rn×Rn)

dx

 dξ.

4. Die Fourier-Transformation :̂ S ′ → S ′ ist ein Vektorraum-Isomorphismus des Raums

der temperierten Distributionen. Es gilt für jede Folge Tk ∈ S ′:

Tk −→
S′

T ⇐⇒ T̂k −→
S′

T̂ .

3.3 Einige Bemerkungen zu Funktionenräumen

Wir betrachten Räume von Funktionen f : A → C ∪ {∞}, die auf einer Teilmenge A ⊆
Rn definiert sind. Wir erinnern daran, dass wir bei der Betrachtung von Fourierreihen

Funktionen auf A = [0, 2π] entwickelt haben und dabei die Norm

∥f∥22 :=
∫
A

|f |2

auf dem Vektorraum V der 2π-periodischen Funktionen, die über dem Intervall [0, 2π]

(Riemann-)integrierbar sind, und die Konvergenz im quadratischen Mittel betrachtet ha-

ben.

Wir erklären nun die Banachräume der Lp-Funktionen. Im Fall p = 2 werden wir sogar

einen Hilbertraum erhalten.

Definition 3.3.1

Für jede reelle Zahl p ≥ 1 erklären wir bezüglich einer σ-kompakten Teilmenge A ⊆ Rn

die Lp−Halbnorm einer lokal-integrierbaren Funktion f : A→ C ∪ {∞} wie folgt:

∥f∥p :=
(∫

A

|f |pdx
)1/p

,

wobei wir p
√
∞ := ∞ setzen.
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Bemerkungen 3.3.2.

1. Für p = 1 erhalten wir wegen Satz 1.2.5 die bekannte L1-Halbnorm.

2. Im Fall p = 2 rührt die Halbnorm von der Sesquilinearform

⟨f, g⟩ :=
∫
A

f · gdx

her: ⟨f, f⟩ = ∥f∥22.

3. Es ist offensichtlich, dass ∥λf∥p = |λ| · ∥f∥p für alle λ ∈ C gilt.

4. Die Halbnorm mit p > 1 wertet für Funktionen mit ∥f∥p < ∞ die Teile mit |f | < 1

weniger stark, die mit |f | > 1 dagegen stärker als die L1-Halbnorm.

Als Beispiel betrachte die Funktion f(x) = xα auf der Teilmenge A = (1,∞) ⊆ R.
Dann ist ∥f∥p <∞, wenn für das Integral∫ ∞

1

xαpdx <∞

gilt. Das ist für αp < −1 oder, äquivalent, für α < −1

p
der Fall. Wir sehen etwa für

f(x) = x−1 mit α = −1 gilt

∥f∥2 <∞ aber ∥f∥1 = ∞.

Für f(x) = x−
1
2 auf A = (0, 1) ist

∥f∥1 <∞ während ∥f∥2 = ∞.

Um die Dreiecksungleichung für die Halbnorm ∥·∥p zu zeigen, brauchen wir die Höldersche

Ungleichung:

Lemma 3.3.3 (Höldersche Ungleichung).

Seien p, q > 1 mit 1
p
+ 1

q
= 1. Seien f, g Funktionen auf Rn mit ∥f∥p <∞ und ∥g∥q <∞.

Dann gilt

∥f · g∥1 ≤ ∥f∥p · ∥g∥q.

Man beachte, dass dies im Fall p = 2 (und q = 2) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

für die Sesquilinearform aus Bemerkung 3.3.2.3 und die ∥ · ∥2-Norm ergibt.
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Beweis.

• Wir können f ≥ 0 und g ≥ 0 voraussetzen. Aus ∥f∥p = 0 folgt mit Bemerkung

1.3.22.3, dass f = 0 fast überall und somit auch f · g = 0 fast überall gilt. In

diesem Fall gilt die Höldersche Ungleichung trivialerweise. Wir setzen daher nun

0 < ∥f∥p <∞ und 0 < ∥g∥q <∞ voraus und setzen

φ :=
fp

∥f∥pp
und ψ :=

gq

∥g∥qq
.

Dann ist ∫
A

φ =

∫
A

ψ = 1.

• Wir zeigen zunächst für reelle Zahlen a > 0 und b > 0 die folgende Ungleichung:

a1/pb1/q ≤ a

p
+
b

q
.

Für x > 0 ist wegen (lnx)′′ = − 1
x2
< 0 der Logarithmus konkav, also gilt für beliebige

reelle Zahlen a, b > 0
1

p
ln a+

1

q
ln b ≤ ln(

1

p
a+

1

q
b).

Hierauf wenden wir die Exponentialfunktion an; da diese monoton ist, finden wir

a1/pb1/q ≤ a

p
+
b

q
.

Daraus folgt mit a = φ(x) und b = ψ(x) für jedes x ∈ A die punktweise Ungleichung

fg

∥f∥p∥g∥q
= φ1/pψ1/q ≤ 1

p
φ+

1

q
ψ,

Die Integration dieser Gleichung über A liefert

1

∥f∥p∥g∥q

∫
A

f · g ≤ 1

p
+

1

q
= 1

und somit die Höldersche Ungleichung.

2

Lemma 3.3.4.

Für die Lp−Halbnorm bezüglich A ⊆ Rn gelten die folgenden Aussagen:

(i) ∥f∥p = 0 ⇒ f = 0 fast überall
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(ii) ∥cf∥p = |c| · ∥f∥p

(iii) (Monotonie) |f | ≤ |g| ⇒ ∥f∥p ≤ ∥g∥p

(iv) (Dreiecksungleichung) ∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p

(v) Ist v(A) <∞, so gilt für jede Funktion f mit ∥f∥p <∞, dass ∥f∥1 ≤ v(A)1/q · ∥f∥p,
wobei 1/p+ 1/q = 1 ist.

Beweis.

• Die ersten beiden Aussagen haben wir schon in Bemerkung 3.3.2 gesehen; die dritte

folgt aus der Monotonie des Integrals.

• Zu (iv): Sei p > 1. Wir beachten, dass punktweise gilt

|f + g| ≤ |f |+ |g|

und |f + g|p ≤ |f | · |f + g|p−1 + |g| · |f + g|p−1. Ist
1

p
+

1

q
= 1, so gilt q − q

p
= 1 und

somit pq − q = p. Wir rechnen nun

∥f + g∥pp
def
=

∫
|f + g|p ≤

∫
|f | · |f + g|p−1︸ ︷︷ ︸

=:h

+

∫
|g| · |f + g|p−1

= ∥f · h∥1 + ∥g · h∥1
Hölder

≤ (∥f∥p + ∥g∥p) · ∥h∥q

Beachtet man nun mit q(p− 1) = p, dass

∥h∥q =
(∫

|f + g|q(p−1)

)1/q

=

(∫
|f + g|p

)1/q

= ∥f + g∥p/qp ,

so folgt

∥f + g∥pp ≤ (∥f∥p + ∥g∥p) · ∥h∥q = (∥f∥p + ∥g∥p) · ∥f + g∥p/qp .

Wegen p− p
q
= 1 folgt die Dreiecksungleichung.

• Zu (v): Wenn v(A) <∞ gilt, so folgt

∥f∥1 = ∥f · 1A∥1
Hölder

≤ ∥1A∥q · ∥f∥p = v(A)1/q · ∥f∥p.

2
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Definition 3.3.5

Sei U ⊆ Rn eine σ-kompakte Menge und die Funktion f : U → C∪{∞} lokal-integrierbar.

Dann heißt f eine Lp-Funktion (und im Fall p = 2 quadratintegrierbare Funktion), wenn

die Funktion |f |p integrierbar ist.
Wir führen den Funktionenraum Lp(U) := {f : U → C ∪ {∞} | f Lp−Funktion} ein.

Bemerkungen 3.3.6.

Sei U ⊆ Rn eine σ-kompakte Menge.

1. Eine lokal-integrierbare Funktion f : U → C∪{∞} ist genau dann eine Lp-Funktion,

wenn ∥f∥p <∞ gilt.

2. Wir setzen

Lp(U) := Lp(U)/N mit N = {f : U → C ∪ {∞}|f = 0 fast überall }

und versehen diesen Quotientenraum mit der ∥·∥p-Norm.

3. Wie im Beweis von Satz von Fischer-Riesz 1.4.3 zeigt man, dass der normierte Raum

Lp(U) vollständig ist, und dass man durch Übergang zu einer geeigneten Teilfolge

gleichzeitig punktweise Konvergenz fast überall erreichen kann. Wir haben also für

jedes p ≥ 1 einen Banachraum.

4. Im Fall p = 2 ist der normierte Raum L2(U) sogar ein Hilbertraum mit dem Skalar-

produkt

⟨f, g⟩ :=
∫
U

f(x)g(x)dx.

Dieser Hilbertraum wird in der Quantenmechanik zur Beschreibung von Wellenfunk-

tionen benutzt.

5. Für alle 1 ≤ p < ∞ hat der normierte Vektorraum Lp(U) eine abzählbar dichte

Teilmenge. Zum Beispiel bilden Treppenfunktionen
∑
ck1Qk

mit Werten ck ∈ Q +

Qi und Quadern Qk =
∏
[ai, bi] mit rationalen Koordinaten ai, bi ∈ Q eine solche

Teilmenge.

Die (nicht abzählbare) Menge C∞
c (U) der glatten Funktionen mit kompaktem Träger

liegt ebenfalls dicht in Lp(U).

Bemerkungen 3.3.7.

Sei U ⊆ Rn offen. Jede Funktion in Lp(U) ist insbesondere lokal integrierbar und definiert

daher eine reguläre Distribution und hat eine Ableitung im distributionellen Sinne, die

schwache Ableitung von f , die wir jetzt mit Dαf bezeichnen.
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Das Beispiel der Heavisideschen Sprungfunktion zeigt, dass die schwache Ableitung nicht

unbedingt eine reguläre Distribution ist. Wir können aber auf diejenigen Funktionen ein-

schränken, für die dies der Fall ist.

Der Sobolev-Raum W k,p für p ≥ 1 und k ∈ N ist

W k,p(U) := {f ∈ Lp(U) |Dαf ∈ Lp(U) für alle Multiindizes |α| ≤ k}.

Mit der Norm

∥f∥k,p := p

√∑
|α|≤k

∥Dαf∥pp

erhält man Banachräume. Für p = 2 erhält man einen Hilbertraum mit Skalarprodukt

⟨u, v⟩ =
∑
|α|≤k

⟨Dαu,Dαv⟩.

Auch in diesen Banachräumen liegt der Unterraum C∞
c (U) der glatten Funktionen mit

kompakten Träger dicht.
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unmögliches Ereignis, 35

Untermannigfaltigkeit, 13

vektorielles Linienelement, 85

Volumen, 18, 36

Volumenelement, 72

Wahrscheinlichkeitsmaß, 35

Wahrscheinlichkeitsraum, 35

Zylinder, 39

119



Literatur

[FL] Wolfgang Fischer und Ingo Lieb, Funktionentheorie, Vieweg, Wiesbaden, 2005

[F3] Otto Forster, Analysis 3, Vieweg+Teubner, Wiesbaden, 2011

[H] Harro Heuser, Funktionalanalysis, Vieweg+Teubner, Wiesbaden, 2006

[H01] Harro Heuser, Lehrbuch der Analysis 1, Vieweg+Teubner, Wiesbaden, 2006

[J] Lothar Jantscher, Distributionen, de Gruyter, Berlin, 1971

[Koe] Max Koecher, Lineare Algebra und analytische Geometrie, Springer, Grundwis-

sen Mathematik, Band 2, 1983

[K2] Konrad Königsberger, Analysis 2, Springer, Berlin/Heidelberg, 2004

[RS] Michael Reed und Barry Simon, Functional Analysis, Academic Press, New York,

1972

[R1] Reinhold Remmert, Funktionentheorie 1, Springer, Berlin/Heidelberg
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