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Einleitung und Uberblick

Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten bilden eine auferordentlich interessante Klas-
se von algebraischen Varietdten, da weder das kanonische Biindel zuséatzliche
Struktur liefert, noch weitere Strukturen existieren wie im Fall der abelschen
Varietdten oder der Hyperkdhlermannigfaltigkeiten. So weifs man in der nied-
rigsten interessierenden Dimension 3 noch nicht einmal, ob es endlich viele
topologisch verschiedene Typen gibt; bekannt sind mehrere Millionen. Und
obgleich die Modulrdume glatt sind, ist ihre globale Struktur mit Ausnahme
weniger Félle unverstanden. Trotz der Fiille von Publikationen zu Calabi-Yau-
Varietdten muss man daher feststellen, dass wir von einem systematischen
Verstéandnis dieser faszinierenden Klasse von Varietdten weit entfernt sind.

Auf der anderen Seite treten in der Spiegelsymmetrie Paare topologisch un-
terschiedlicher Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten auf, die physikalisch die glei-
che konforme Feldtheorie induzieren. Mathematisch driickt sich diese Duali-
tadt in unerwarteten Beziehungen zwischen der symplektischen Geometrie ei-
ner Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit und der komplexen Geometrie einer anderen
aus. Das Studium dieses iiberraschenden Phénomens hat in den letzten Jah-
ren immer wieder neue Ideen und Anstofse erfahren, die die Spiegelsymmetrie
mittlerweile als eigenstdndiges Teilgebiet der Mathematik etabliert haben.

Stand der Forschung

Spiegelsymmetrie

Die tiefsten Ergebnisse und gleichzeitig grofite Quelle von Spiegelpartnern lie-
fert eine torische Konstruktion von Batyrev und Borisov [4], [5]. Sie erlaubt
zwar sehr explizite Berechnungen mit traditionellen algebraisch-geometrischen
Methoden, hat jedoch den Nachteil, keine strukturelle Erklarung fiir das Phé-
nomen zu bieten.



Nach dem Ansatz von Strominger, Yau und Zaslow [36] hingegen wird Spiegel-
symmetrie als eine Dualitét von Biindeln spezieller Langrange-Tori verstanden.
Dieses Bild bedarf in der Nahe singulédrer Fasern, die in interessanten Féllen
stets auftreten, allerdings gewissen Modifikationen. Es hat sich die Erkenntnis
durchgesetzt, dass man im Grenzwert entartender komplexer und symplekti-
scher Strukturen arbeiten muss, in dem das Bild dualer Torusfaserungen kor-
rekt wird.

Im Programm von Mark Gross und Bernd Siebert, siehe [23], [24], [25] und
[26], wird dieser Grenzprozess durch eine affine Mannigfaltigkeit realisert, die
man sich als Basis der Torusfaserung vorstellen kann. Die Existenz singulérer
Fasern spiegelt sich auf dieser Mannigfaltigkeit darin wieder, dass die affine
Struktur Singularitéten langs eines Ortes der Kodimension zwei hat. Das Spie-
gelobjekt der affinen Mannigfaltigkeit erhdlt man nun durch eine Art Legendre-
Transformation, die man aus der Kéhlerklasse konstruiert. Nach Wahl linearer
Modulparameter ergibt sich daraus eine kanonische Konstruktion einer alge-
braischen Entartung von Calabi-Yau-Varietdten. Das Bemerkenswerte daran
ist, dass die ndtigen Korrekturen des Strominger-Yau-Zaslow-Zugangs durch
tropische Geometrie auf der affinen Mannigfaltigkeit realisiert und damit ei-
nem expliziten Studium zugénglich gemacht werden. Dies erlaubt, zumindest
nahe Punkten maximaler Entartung, eine vollstdndige Beschreibung der kom-
plexen Seite der Spiegelsymmetrie.

Dieses Programm wirft eine Vielzahl von Fragen auf, seien es neue Vorhersagen
oder die Bestatigung von Beobachtungen aus anderen Projekten.

Dreifaltigkeiten mit trivialem kanonischen Biindel

Der Fall drei-dimensionaler Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten ist der in der String-
theorie relevanteste und weist auflerdem mathematische Phinomene auf, die
in hoheren Dimensionen nicht mehr zu beobachten sind.

Anstatt gew6hnliche Doppelpunkte aufzublasen oder zu deformieren, gibt es
unter anderem die Moglichkeit sie klein aufzulésen, d.h. den singuldren Ort
nur durch eine projektive Gerade zu ersetzen. In diesem Zusammenhang ist
auch die hochinteressante Technik der Kegelfaltigkeitsiibergéinge zu nennen,
siehe 9] und [11] fiir eine physikalische und [3], [6], [7], [8] und [13] fiir eine
mathematische Beschreibung der Situation. Dabei wird eine glatte Calabi-Yau
X zu einer nodalen Z deformiert und anschliefsend zu einer glatten Dreifaltig-
keit Y mit trivialem kanonischen Biindel klein aufgelost. X wird auf Grund
der Struktur der Singularitdten haufig Kegelfaltigkeit und der induzierte Mor-
phismus von X nach Y Kegelfaltigkeitsiibergang genannt.

Diese Operation besitzt eine Vielzahl bemerkenswerter mathematischer und
physikalischer Eigenschaften:

o Kegelfaltigkeitiibergéinge sind aus topologischer Sicht eine Chirurgie und



verandern in kontrollierter Weise die kohomologischen Daten, wie in den
Arbeiten [17] und [18] von Robert Friedman beschrieben.

e Die Physik liefert eine heuristische Erklarung durch masselose schwarze
Locher [21], [12], in der die Ubergéinge - im Gegensatz zur Topologie -
einer stetigen Operation von Mannigfaltigkeiten entsprechen.

e Es gibt Hinweise, dass die iiber einen Ubergang verbundenen Objekte
beziiglich natiirlicher Metriken auf den Modulrdumen nur endlich weit
von einander entfernt sind, siehe [9].

e Einer Spekulation von Miles Reid [34] zu Folge kénnten alle Deformati-
onstypen von Calabi-Yau-Varietéten iiber diese Operation miteinander
verbunden sein.

Obwohl es in letzter Zeit mathematische Fortschritte im mathematischen Ver-
stdndnis der Kegelfaltigkeiten im Rahmen der Spiegelsymmetrie gibt, unter
anderem durch Batyrev 3] und Ruan [35], bleiben viele Fragen offen.

Fragestellung und Zielsetzung

Ausgehend von den oben genannten Themen und der grofsen Liste an Literatur,
gibt es zahlreiche Ansatzpunkte fiir neue Forschungsprojekte.Das Ziel meines
Promotionsvorhabens ist es, globale und lokale Aspekte der in der Spiegelsym-
metrie interessanten Modulrdume zu untersuchen. Hierbei stellen sich folgende
Leitfragen, auf die im Folgenden genauer Bezug genommen werden soll:

e Welche Riickschliisse kann man aus dem Gross-Siebert-Programm auf die
globale Stuktur der betrachteten Modulrdume ziehen?

e Ist Spiegelsymmetrie ein lokales, oder doch ein globales Phdnomen, wie
von einigen Physikern behauptet wird?

Methodik

Das Programm von Gross und Siebert ist lokal um gegebene Entartungspunkte
formuliert. Durch analytische Methoden kann man die Konstruktion aber prin-
zipiell in grofsere Umgebungen fortsetzen. Eine interessante Frage ist nun, an
welchen Punkten die Spiegelabbildung divergiert. In bekannten Beispielen von
Calabi-Yau-Dreifaltigkeiten sind dies gerade die besprochenen Kegelfaltigkeits-
punkte, also Punkte im Modulraum, an denen die entsprechenden Varietaten
gewoOhnliche Doppelpunkte aufweisen.

In meiner Dissertation werde ich untersuchen, ob und wie sich diese kritischen
Punkte allgemein im Gross-Siebert-Programm identifizieren lassen und welche
geometrischen Eigenschaften sie besitzen. Idealerweise lassen sich die Kegel-
faltigkeitspunkte auf der affinen Mannigfaltigkeit, also der Basis der Faserung,
durch tropische Geometrie beschreiben. In der Arbeit [35] von Ruan lassen sich
die Punkte, sowie auch deren Auflésung durch affine Daten beschreiben. Dies
ist ein Hinweis auf eine mogliche Interpretation im Gross-Siebert-Programm.



Des Weiteren ist nicht klar, ob Kegelfaltigkeiten die natiirliche Klasse sind, um
Probleme wie die Irreduzibilitdt von Modulrdumen anzugehen. Eventuell ist es
sinnvoll auch Varietdten mit komplizierteren, aber dennoch milden, Singula-
ritdten zuzulassen, siehe [34]. In meiner Arbeit soll daher geklart werden, ob
diese Singularitdten sich den Kegelfaltigkeiten zumindest topologisch dhnlich
verhalten und ob sie auch als Phénomen in der Spiegelsymmetrie aufgefasst
werden kénnen.

Zudem zeigt eine aktuelle Arbeit von Batyrev [3|, dass man mit Kegelfaltig-
keitsiibergéngen auch neue Spiegelpartner finden kann. Geht man von einer
Calabi-Yau-Dreifaltigkeit Y aus und findet iiber einen Kegelfaltigkeitsiiber-
gang ein X, von dem man bereits einen Spiegelpartner X kennt, so sollte der
Partner Y von Y entsprechend durch einen Ubergang von X gefunden werden

kénnen.
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Bei Batyrev ist das Paar (X X ) gerade eines aus seiner torischen Konstruktion
und der Ubergang von X zu Y wird natiirlich durch Spezifikation der kom-
plexen Struktur induziert. Ein Analogon dieses Vorgangs im Gross-Siebert-
Programm zu entdecken, wiirde das ohnehin schon weite Spektrum des Pro-
gramms noch weiter vergrofern.

Um die genannten Fragestellungen anzugehen, werde ich mich auf das Studium
von Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten mit eindimensionalem Modulraum konzen-
trieren. Als geeignetes Testfeld bieten sich wohlbekannte Beispiele, wie etwa
die Pfaffsche Calabi-Yau oder gewisse vollstdndige Durchschnitte in torischen
Varietdten an.

Grundsétzlich soll das Programm von Gross und Siebert die methodische Grund-
lage der Dissertation sein und bei allen Fragestellungen als Ausgangs- und
Endpunkt der Betrachtungen gelten.

Vorkenntnisse

Die Vielschichtigkeit der Theorie erfordert ein hohes Mafs an Vorarbeiten. Wéh-
rend meines Studiums habe ich mich im Wesentlichen in den folgenden Gebie-
ten spezialisiert:

e Algebraische Geometrie: Das Standardwerk [27] erweist sich als solide
Grundlage fiir Betrachtungen des sogenannten B-Modells in der Spiegel-
symmetrie.

e Torische Geometrie: Zum Versténdnis der Arbeiten von Batyrev und an-
derer konvex-geometrischer Aspekte sind die Biicher [16], [19] und [33]
bislang sehr hilfreich.

e Tropische Geometrie: Diesen sehr neuen Zweig der Geometrie konnte
ich in einer Vorlesung von Andreas Gathmann erlernen. Durch die Arti-



kel [20] und [31] konnte ich mein Wissen iiber tropische Varietidten weiter
vertiefen.

Seit Beginn der Promotion arbeite ich mich zudem in die zitierten Arbeiten zur
Spiegelsymmetrie ein. Neben dem Gross-Siebert-Programm lese ich viele Uber-
sichtsartikel und das Buch [14]. Auch das Projekt von Auroux, Katzarkov und
Orlov [2]| iiber homologische Spiegelsymmetrie [28] verfolge ich aufmerksam,
da es thematisch eine Briicke zu meiner Diplomarbeit schléagt. Um Spiegelsym-
metrie in ihren vielen Formen zu verstehen, erschien es mir aufferdem ratsam,
mich mit folgenden Themen auseinander zu setzen:

e Deformations- und Singularitétentheorie: Das relativ neue Buch von Greu-
el, Lossen und Shustin [22], sowie der Artikel von Vistoli [37], bieten eine
gute Einfiihrung in die Thematik und ergénzen die gute, aber alte Stan-
dardreferenz [1].

e Hodgetheorie: Diesen fiir die Spiegelsymmetrie sehr wesentlichen Bereich
habe ich iiber das Buch [38] von Voisin erlernt.

e Differentialgeometrie: In diesem Bereich konnte ich stark von dem im
letzten Wintersemester angebotenen Oberseminar in Differentialgeome-
trie und vielen niitzlichen Diskussionen mit Kollegen profitieren.

Bisherige Ergebnisse und Ausblick

Ein aktuelles Resultat mit iiberraschend einfachem Beweis zeigt, dass ein-
dimensionale Modulrdume vollstdndiger Durchschnitte in torischen Varieta-
ten stets rational sind. Dies gibt ein gutes Kriterium um Modulrdume ge-
nuin nicht-torischer Art zu identifizieren. Auferdem ist damit gezeigt, dass
eindimensionale Familien aus der Batyrev-Borisov-Konstruktion in gewissem
Sinne sehr restriktiv sind. Im Augenblick studiere ich ein Beispiel einer Ein-
Parameterfamilie aus einer Arbeit von Lu und Tian [30]. Es gibt Hinweise, dass
diese Familie nicht rational sein kann.

Lassen sich andere Beispiele auf dhnliche Weise finden, so kann man erwar-
ten, neue Klassen von Familien zu finden, die das Batyrev-Borisov-Programm
iiberschreiten und somit eine weitere Rechtfertigung fiir die Gross-Siebert-
Konstruktion liefern.
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