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Mathematische Modellierung und Simulation

Die mathematisch-naturwissenschaftliche Methode, gegriindet auf der Uberzeugung,
dass ,das Buch der Natur in der Sprache der Mathematik geschrieben” sei (Galilei),
findet heute weit Uber ihren urspriinglichen Gegenstandsbereich hinaus Verwendung.
Mathematische Modellierung, also der Versuch, das Nachdenken Uber eine
Fragestellung in mathematische Termini zu Ubersetzen, verfolgt den Zweck, sich die
Stringenz  mathematischer Argumente auch fur die Bearbeitung von Problemen
auBerhalb der Mathematik zu sichern. Im Begriff der Simulation ist in diesem
Zusammenhang der Anspruch enthalten, dass die Analyse eines mathematischen
Modells oder sein Nachvollzug auf dem Computer immer auch auf Erkenntnisse zielt,
die Gber die Mathematik hinausweisen.

Der Erfolg dieser Methode bei der Behandlung physikalischer und technischer
Systeme hat es nahegelegt, ihr Anwendungsfeld zu erweitern. In den Lebens- und
Sozialwissenschaften geht es bis in Bereiche hinein, die gesellschaftliches Handeln
zum Gegenstand haben und ihrerseits beeinflussen. Dabei werden héaufig nur die
wissenschaftlichen Ergebnisse wahrgenommen, wéhrend den Methoden, mit denen sie
zustandekommen, blind vertraut wird. Doch die Mathematik als ,hochste Form der
Rationalitat” anzupreisen, wie es auch mathematische Fachwissenschaftler gerne tun,
besagt noch nichts Uber ihre Bedeutung fir die Erkenntnis gesellschaftlicher und
nattirlicher Phdnomene und Zusammenhénge. Zu hinterfragen ist insbesondere die
verbreitete Auffassung, bei mathematischen Modellen handele es sich in aller
Schlichtheit um ,Abbilder der Wirklichkeit".

Das Zentrum fir Modellierung und Simulation und diese Schriftenreihe haben zum Ziel,
die methodischen Fragestellungen zu behandeln und zu durchleuchten, die die
mathematische Bearbeitung ,realer” Probleme aufwirft. Die Frage nach dem ,richtigen®

Einsatz mathematischer Modellierung im Einzelfall gehért ebenso dazu dazu wie die

Frage nach Kriterien daftr im Allgemeinen. Gibt es eine ,Methode* der Modellierung

und Simulation, und worin bestehen ihre Regeln, ihre Moglichkeiten, ihre Grenzen? Es

ist klar, dass eine so komplexe Fragestellung mehr als nur einen Zigang erfordert.

Gefragt sind u. a.

- Darstellungen und Untersuchungen von selbst entwickelten ebenso wie die
Auseinandersetzung mit in  der Literatur vorgefundenen mathematischen
Modellklassen und Fallstudien,

Untersuchungen zu spezifischen, am Modelltyp orientierten Instrumenten und
Methoden der mathematischen Modellierung,
wissenschaftstheoretische und -historische Abhandlungen zur gesellschaftlichen
Bedeutung von Mathematisierungsprozessen.

Zentrum fur Modellierung und Simulation
Fachbereich Mathematik der Universitat Hamburg
Bundesstral3e 55

D - 20146 Hamburg
Telefon 040 41235108

Fax 040 4123 5117
e —mail zms@math.uni-hamburg.de



Exakte Naturwissenschaft und Modellbegrift

Claus Peter Ortlieb

Der vorliegende Text ist als ein einfiihrendes Kapitel einer Vorlesung iiber Mathema-
tische Modellierung und Simulation gedacht. Ich versuche darin, den Modellbegriff
und die "Methode” der mathematischen Modellbildung durch einen Blick auf mir be-
sonders wichtig erscheinende Momente ihrer Entstehungsgeschichte zu erfassen. Sie
liegen am Beginn der neuzeitlichen Naturwissenschaft im siebzehnten und im Uber-
gang zur "modernen” Naturwissenschaft am Ende des neunzehnten Jahrhunderts.

1 Einleitung

Der Begriff des mathematischen Modells ist, wie noch ausgefithrt werden soll, erst gegen Ende
des 19. Jahrhunderts aufgekommen. Nichtsdestoweniger ist mathematische Modellbildung aus
heutiger Sicht das, was die neuzeitliche mathematische Naturwissenschaft seit Galilei betreibt.
Das Kant’sche Diktum (KANT 1786/1996, Vorrede),

daf$ in jeder besonderen Naturlehre nur so viel eigentliche Wissenschaft angetroffen
werden konne, als darin Mathematik anzutreffen ist,

besagt in moderner Terminologie: Es ist der Gebrauch mathematischer Modelle, der die exakten
Wissenschaften ”exakt” bzw. die hard sciences "hard” macht.

Nun ist weder ”eigentlich” noch ”exakt” noch "hart” ein in diesem Zusammenhang prézise
geklirter Begriff.! Insofern handelt es sich bei der hier vorliegenden Aussage nicht um einen
Tatsachenbehauptung, sondern sie ist schlicht definitorisch. Auf der anderen Seite sind die
darin verwendeten Worte positiv besetzt, und in der Tat haben die exakten Naturwissenschaften
ihrer sichtbaren technischen Erfolge wegen fiir andere Wissenschaften die Rolle eines Vorbilds
iibernommen, dem es nachzueifern gelte. Mathematische Modelle werden daher seit Ende des
19. Jahrhunderts zunehmend auch in ”weichen” Wissenschaften eingesetzt, und sei es auch nur
aus Griinden des wissenschaftlichen Prestiges.

Auch und gerade wenn es um den Einsatz, die Rolle, die Sinnhaftigkeit und die Grenzen
mathematischer Modellbildung in den Lebens- und Sozialwissenschaften gehen soll, ist es niitz-
lich, sich ihrer Herkunft aus der mathematisch-naturwissenschaftlichen Methode klar zu werden.
SchlieBlich ist es nicht ausgemacht, dass ein Instrument, welches sich in einem bestimmten Um-
feld (hier der Physik) bewédhrt hat, auch in jedem beliebigen anderen erfolgreich eingesetzt
werden kann. Zu fragen ist daher

e nach der Rolle der Mathematik fiir die neuzeitliche Physik, mit der zusammen sie sich
entwickelt hat,

e nach den Bedingungen der Moglichkeit dieses offenbar erfolgreichen Zusammenwirkens und

1> Wissenschaft” ist es {ibrigens ebenso wenig.
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e nach dem Charakter und ggf. der Begrenztheit dieses Erfolges.

Das soll hier an einigen Beispielen aus den Anfingen geschehen, wobei der Schwerpunkt we-
niger auf den Ergebnissen als vielmehr auf der Methode liegt, mit der sie gewonnen wurden.
Mein erstes Ziel ist es dabei, der irrigen empiristischen Auffassung entgegen zu treten, Aus-
gangspunkt und zentrales Werkzeug aller Naturwissenschaft sei die Erfahrung. Tatséchlich wird
sich die Rolle der Mathematik als schwerer wiegend und damit zugleich problematischer er-
weisen als vielfach auch von Naturwissenschaftlern angenommen. Das eigentlich Neue an der
neuzeitlichen exakten Naturwissenschaft ist die Vorstellung von mathematischen Gesetzen hin-
ter den vielfiltigen Erscheinungen des Naturgeschehens. Dieses Weltbild erst impliziert auch
die besondere Rolle des Experiments: Nur hier, in der bewussten Herstellung einer kiinstlichen
Situation, und nicht in der Beobachtung mit ”freiem Auge”, lassen sich die mathematischen Ide-
alwelten mit der Erfahrung zumindest ndherungsweise zur Deckung bringen. Die Konstitution
der mathematisch-naturwissenschaftlichen Methode, mit der die Namen Galileis und Newtons
verbunden sind, wird in den Abschnitten 2 bis 4 analysiert.

Bis ins 19. Jahrhundert hinein bilden Mathematik und Physik eine Einheit, gelten mathe-
matische Sdtze einfach als wahre Aussagen iiber die Natur. Dann aber beginnt diese Einheit
zu brockeln. Es wird deutlich und am Ende eines Jahrhunderts des Ubergangs auch klar aus-
gesprochen, dass unsere Bilder von der Natur Schépfungen unseres Geistes sind, die aus der
Wirklichkeit nicht einfach herausgelesen werden. Im Zuge dieser wissenschaftlichen Revolution
der Moderne wird die Mathematik zu einem eigenen Fach, und es entwickelt sich der Modellbe-
griff. Davon handelt Abschnitt 5.

2 Das Fallgesetz

Das Gesetz des freien Falls steht am Beginn der neuzeitlichen Physik. Es besagt,

o dass alle Korper gleich schnell fallen,

e dass bei einem Fall aus der Ruhelage die zuriickgelegten Wege sich verhalten wie die
Quadrate der Zeiten.

Um die Entdeckung dieses Gesetzes durch Galileo Galilei (1564 - 1642), mit der er in Wider-
spruch zu der in seiner Zeit vorherrschenden aristotelischen Wissenschaft geriet, ranken sich
Legenden. Eine von ihnen besagt, Galilei habe im Jahre 1590 die aristotelische Wissenschaft
herausgefordert und vor der versammelten Professoren- und Studentenschaft der Pisaner Uni-
versitit ihre Falschheit durch Experimente demonstriert, ausgefithrt von der Hohe des Pisaner
Glockenturms. Die Geschichte ist 60 Jahre nach dem angeblichen Ereignis zum ersten Mal
verfasst und spiter von Wissenschaftshistorikern immer wieder aufgegriffen und weiter ausge-
schmiickt worden. Sie widerspricht allen Gebriduchen an Universitidten dieser Zeit, sie ist von
Galilei selbst, der die Kunst der Selbstdarstellung in hohem Mafle beherrschte, nie erwidhnt wor-
den, und schlieflich: Die Experimente, so wie beschrieben, wiren schiefgegangen, die von ihm
fallen gelassenen Gegenstinde wiiren nicht gleichzeitig unten aufgeschlagen (s. KOYRE 1998, S.
123 - 134).

Es handelt sich also wirklich nur um eine Legende. Die Frage ist, warum sie aufkam. Was
hier erzidhlt wird, ist ein Mythos des Empirismus’, dem zu Folge die mittelalterliche Naturlehre
ein durch Lehrbiicher tradierter Dogmatismus war, wihrend Galilei und mit ihm die neuzeit-
liche Physik einfach ”die Tatsachen sprechen lieff”. Hétte er das wirklich getan und wire von
Beobachtungen ausgegangen, so wire er nie auf sein Fallgesetz gekommen.
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2.1 Ausgangspunkt: Mathematische Definitionen und Sitze

Galilei selbst hat in einem reichhaltigen Schrifttum die von ihm entwickelten und verwendeten
Methoden sehr genau beschrieben, und es {iberrascht nicht, dass sie ganz anders sind, als die
Legende es erzihlt. Galileis Alterswerk, die Discorsi von 1638 werden 300 Jahre spéter in der
Jubildumsausgabe von Max v. Laue als "erstes Lehrbuch der Physik” bezeichnet. Das typische
Vorgehen wird am Dritten Tag? am Beispiel des freien Falls deutlich. Er beginnt mit einer
einfacheren Bewegungsform

Definition 2.1 (GALILEI 1638/1995, S. 141) Ich nenne diejenige Bewegung gleichférmig, bei
welcher die in irgendwelchen gleichen Zeiten vom Korper zurickgelegten Strecken unter einander
gleich sind.

iiber die dann zunichst einige Theoreme aufgestellt und mit geometrischen Mitteln bewiesen
werden. Dann erfolgt der Ubergang zur beschleunigten Bewegung (GALILEI 1638 / 1995, S.
146):

Bisher war die gleichférmige Bewegung behandelt worden, jetzt gehen wir zur
beschleunigten Bewegung tber. Zundchst muss eine der natirlichen Erscheinung
genau entsprechende Definition gesucht und erldutert werden. Obgleich es durch-
aus gestattet ist, irgend eine Art der Bewegung beliebig zu ersinnen und die damit
zusammenhdngenden Ereignisse zu betrachten ..., so haben wir uns dennoch ent-
schlossen, diejenigen Erscheinungen zu betrachten, die bei den frei fallende Kdrpern
in der Natur vorkommen, und lassen die Definition der beschleunigten Bewegung
zusammenfallen mit dem Wesen einer natirlich beschleunigten Bewegung. . ..

Wenn ich daher bemerke, dass ein aus der Ruhelage von bedeutender Hdohe her-
abfallender Stein nach und nach neue Zuwiichse an Geschwindigkeit erlangt, warum
soll ich nicht glauben, dass solche Zuwiichse in allereinfachster, Jedermann plausibler
Weise zu Stande kommen? Wenn wir genau aufmerken, werden wir keinen Zuwachs
esnfacher finden, als denjenigen, der in immer gleicher Weise hinzutritt. Das er-
kennen wir leicht, wenn wir an die Verwandschaft der Begriffe der Zeit und der
Bewegung denken: denn wie die Gleichformigkeit der Bewegung durch die Gleichheit
der Zeiten und Rdume bestimmt und erfasst wird ..., so kénnen wir durch ebensol-
che Gleichheit der Zeittheile die Geschwindigkeitszunahmen als einfach zu Stande
gekommen erfassen: mit dem Geiste erkennen wir diese Bewegung als einformig und
i gleicher Weise stetig beschleunigt, da zu irgend welchen gleichen Zeiten gleiche
Geschwindigkeitszunahmen sich addiren.

Die alltigliche Erfahrung kommt bei diesen Uberlegungen insofern ins Spiel, als festgehalten
wird, dass ein losgelassener Stein fillt und dabei immer schneller wird. Doch das ist alles, ge-
nauer wird die Bewegung nicht beschrieben. Vielmehr kommt jetzt das Prinzip der Einfachheit
ins Spiel: Unter allen Bewegungen mit den genannten Eigenschaften wird eine moglichst ein-
fache ausgewé&hlt. Dieses Prinzip und nicht irgend eine vorausgegangene Messung oder genaue
Beobachtung fithrt schliellich zu

Definition 2.2 (GALILEI 1638/1995, S. 148) Gleichférmig oder einférmig beschleunigte Be-
wegung nenne ich diejenige, die von Anfang an in gleichen Zeiten gleiche Geschwindigkeits-
zuwiichse ertheilt.

’Die Discorsi sind als ein iiber mehrere Tage sich hinziehendes Gesprich dargestellt.
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Die Empirie kann an dieser Stelle schon deswegen gar nicht zum Zuge kommen, weil sich die
Geschwindigkeit eines fallenden Steines (zumindest zu Zeiten Galileis) nicht direkt messen lisst.
Unmittelbar messen lassen sich Strecken und Zeitspannen.®> Ob also die Definition 2.2 der
gleichformig beschleunigten Bewegung bei den frei fallenden Koérpern in der Natur vorkommt,
wie Galilei behauptet, lisst sich daher nicht so ohne weiteres feststellen. Galilei verbleibt denn
auch auf der mathematischen Ebene und beweist mit geometrischen Mitteln zwei auf einander
aufbauende Sétze:

Satz 2.1 (GALILEI 1638 / 1995, S. 158) Die Zeit, welche irgendeine Strecke von einem Kor-
per von der Ruhelage aus mittelst einer gleichférmig beschleunigten Bewegung zurickgelegt wird,
ist gleich der Zeit, in welcher dieselbe Strecke von demselben Korper zurickgelegt wiirde mit-
telst einer gleichformigen Bewegung, deren Geschwindigkeit gleich wdre dem halben Betrage des
hdchsten und letzten Geschwindigkeitswerthes bei jener ersten gleichférmig beschleunigten Be-
wegung.

Satz 2.2 (GALILEI 1638 / 1995, S. 159) Wenn ein Kdérper von der Ruhelage aus gleichfor-
mig beschleunigt fallt, so verhalten sich die in gewissen Zeiten zurickgelegten Strecken wie die
Quadrate der Zeiten.

Zum Beweis:

In Satz 2.1 werden zwei verschiedene Bewegungen einander gegeniiber gestellt: Eine gleichformig
beschleunigte, bei der im Zeitintervall [0,%;] die Geschwindigkeit gleichméfig von 0 auf einen
maximalen Wert v; zunimmt, und eine gleichférmige mit der konstanten Geschwindigkeit vy /2.

\Y

0 t,

Offenbar sind die Flichen unter den beiden verschiedenen Geschwindigkeitsprofilen gleich. Nun
ist aber, in moderner Terminologie, bei einer gegebenen Geschwindigkeitsfunktion v(t)

S:/Oh v(t) dt

der im Zeitintervall [0, ¢;] durchlaufene Weg, und dieses Integral beschreibt ja gerade die Fliche
unter dem Graphen von v(t), woraus sich die Aussage von Satz 2.1 ergibt. Galilei selbst steht
wohl die Geometrie zur Verfiigung, mit der die Gleichheit der beiden Flichen gezeigt werden
kann, nicht aber der Integralbegriff, der sich in seinen Formulierungen allerdings bereits an-
deutet, in denen von sich addierenden Geschwindigkeits- oder Bewegungsmomenten die Rede
ist.

3Die Zeitmessung stellte allerdings mangels priziser und fiir die Erfassung kurzer Zeitspannen geeigneter Uhren
ebenfalls ein schwerwiegendes Problem dar.
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Ist nun bei einer gleichformig beschleunigten Bewegung zum Zeitpunkt ¢, die Geschwindigkeit
v1 und zum Zeitpunkt fo die Geschwindigkeit v erreicht, so gilt nach Satz 2.1 fiir die jeweils
zuriickgelegten Wege

1 t d ! t
S1= g vitund sy =5 vzt

andererseits wegen der gleichférmigen Beschleunigung

(I

vy by
woraus

S1 _t%

s B

und damit Satz 2.2 folgt.

2.2 Experimente

Aus Satz 2.2 wird das Fallgesetz, wenn man in der Voraussetzung den mathematischen Begriff
der gleichférmig beschleunigten Bewegung durch den physikalischen des freien Falls ersetzt. Ob
diese Gleichsetzung berechtigt ist, lisst sich, wie bereits bemerkt, nicht direkt iiberpriifen, wohl
aber in der Form des jetzt vorliegenden Satzes, in dem nur noch Wege und Zeiten auftreten,
aber keine Geschwindigkeiten. Die mathematische Herleitung von Satz 2.2 erweist sich also als
eine Voraussetzung dafiir, dass iiberhaupt ein Experiment durchgefiihrt werden kann, und der
Satz selbst gibt Hinweise darauf, was zu messen ist.

Die von Galilei beschriebenen Experimente fanden mit auf schiefen Ebenen abrollenden Ku-
geln statt. Tatséchlich befassen sich grofle Teile der Discorsi mit weiteren mathematischen
Uberlegungen, schiefe Ebenen betreffend, auf die ich nicht niiher eingehe. Es zeigt aber, dass
der vor dem allerersten Experiment getriebene theoretische Aufwand noch erheblich héher war,
als in meiner Kurzfassung hier dargestellt.

Galilei (1638/1995, S. 162) beschreibt seine Experimente:

Auf einem Lineale, oder sagen wir auf einem Holzbrette von 12 Ellen Ldnge,
bei einer halben Elle Breite und drei Zoll Dicke, war auf dieser letzten schmalen
Seite eine Rinne von etwas mehr als einem Zoll Breite eingegraben. Dieselbe war
sehr gerade gezogen, und um die Fldche recht glatt zu haben, war inwendig ein sehr
glattes und reines Pergament aufgeklebt; in dieser Rinne liess man eine sehr harte,
vollig runde und glattpolirte Messingkugel laufen.

Nach Aufstellung des Brettes wurde dasselbe einerseits gehoben, bald eine, bald
zwet Ellen hoch; dann liess man die Kugel durch den Kanal fallen und verzeichnete
i sogleich zu beschreibender Weise die Fullzeit fir die ganze Strecke: hdufig wieder-
holten wir den einzelnen Versuch, zur genaueren Ermittlung der Zeit, und fanden
gar keine Unterschiede, auch nicht einmal von einem Zehntheil eines Pulsschlages.
Darauf liessen wir die Kugel nur durch ein Viertel der Strecke laufen, und fanden
stets genau die halbe Fuollzeit gegen fiher. Dann wdhlten wir andere Strecken, und
verglichen die gemessene Fuallzeit mit der zuletzt erhaltenen und mit denen von %
oder % oder irgend anderen Bruchtheilen; bei wohl hundertfacher Wiederholung fan-
den wir stets, dass die Strecken sich verhielten wie die Quadrate der Zeiten: und
dieses zwar fiir jedwede Neigung der Ebene, d. h. des Kanales, in dem die Kugel
lief. ...
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Zur Ausmessung der Zeit stellten wir einen Eimer voll Wasser auf, in dessen Bo-
den ein enger Kanal angebracht war, durch den ein feiner Wasserstrahl sich ergoss,
der mit einem kleinen Becher aufgefangen wurde, wihrend einer jeder beobachteten
Fallzeit: das dieser Art aufgesammelte Wasser wurde auf einer sehr genauen Waage
gewogen; aus den Differenzen der Wiagungen erhielten wir die Verhdltnisse der ge-
wichte und die Verhdltnisse der Zeiten, und zwar mit solcher Genauigkeit, dass die
zahlreichen Beobachtungen niemals merklich von einander abwichen.

Einer unbefangenen, nicht durch entsprechende Schulversuche voreingenommenen Leserin
der Beschreibung Galileis diirfte vor allem die absolute Kiinstlichkeit des ganzen Geschehens ins
Auge springen. Hier wird nicht einfach beobachtet, wie schwere Gegenstinde fallen, sondern
es wird mit groflem Aufwand eine besondere Situation bewusst hergestellt, die herbei zu fithren
einem Laien niemals in den Sinn kidme. Aus der Sicht der mathematischen Naturwissenschaft
kann das gar nicht anders sein, geht es doch darum, den im mathematischen Satz unterstellten
Idealbedingungen moglichst nahe zu kommen und das heif3t, stérende Einfliisse auszuschalten.
Aus der Sicht Auenstehender muss dieses Vorgehen die Aussagekraft der so gewonnenen Ergeb-
nisse aber erheblich beeintrichtigen. Das Experiment (freilich nicht Beobachtung und Riickgriff
auf Erfahrung) ist eine Erfindung der neuzeitlichen Naturwissenschaft, und niemand ist gezwun-
gen, es als Erkenntnisinstrument zu akzeptieren. Ob die Natur sich auflerhalb der kiinstlichen
experimentellen Situation so verhilt, wie die aus mathematischen Abstraktionen und experi-
mentellen Uberpriifungen gewonnenen Gesetze es besagen, darf schlieBlich mit Fug und Recht
bezweifelt werden. Bei der Beurteilung der Auseinandersetzungen etwa Galileis mit den mit-
telalterlichen, aristotelischen Vorstellungen seiner Zeit sollte man sich diese Diskrepanz in den
Erkenntnismethoden immer vor Augen halten. Ich komme darauf zuriick.

Die tatséichliche Ausfithrung von Experimenten stoft in Galileis Zeiten auf grofiere Schwie-
rigkeiten, als das aus der vorliegenden Textstelle deutlich wird, weil ndmlich die technischen
Voraussetzungen erbéarmlich sind, verglichen etwa mit denen, die heute die Physiksammlung
einer normalen Schule bietet. Galileis Versuche zur Bestimmung der konstanten Beschleunigung
im freien Fall sind vollig wertlos, er vermeidet in seinen Schriften so weit wie moglich die Angabe
eines konkreten Zahlenwerts, und wenn er es doch tut, liegt er jedes Mal vollig falsch, ndmlich
etwa bei der Hilfte des heute giiltigen. Galilei bediente sich denn auch zur Stiitzung seiner
Auffassung hin und wieder des ”Kunstgriffs”, Experimente, die er sich blof erdacht hatte, als
wirklich durchgefiihrte zu beschreiben (KOYRE 1998, S. 129). Auch bei dem hier zitierten Text
stellt sich die Frage, ob Versuchsergebnisse nicht einfach schéngeredet wurden.

Das von Galilei beschriebene Vorgehen zur Messung der Zeit weist auf ein weiteres, mit Expe-
rimenten verbundenes Problem hin. Nicht nur die Anlage von Experimenten ist theoriegeleitet,
sondern bereits die Erhebung von Messdaten innerhalb eines Experiments ist es. Jeder Messung
liegt eine Theorie des Messinstruments zu Grunde, im vorliegenden Text ist es diese: Die aus
dem FEimer flieflende und anschliefend gewogene Wassermenge ist der Zeit, in der sie ausfloss,
proportional; hinzu kommt noch die Theorie der benutzten Waage. Die jeweilige Theorie des
Messinstruments wird in einem Experiment aber nicht iiberpriift, sondern immer vorausgesetzt.

Durch die Verfeinerung der Messinstrumente im Laufe der Entwicklung der Experimental-
physik wird dieses Problem nicht etwa behoben, sondern vielmehr verstiarkt. Prézisionsuhren
etwa beruhen in weit hoherem Mafle auf physikalischen Theorien als Galileis einfache Konstruk-
tionen. Denkbar ist daher, dass in Experimenten Messinstrumente eingesetzt werden, die auf
eben jenen Theorien beruhen, die im Experiment iiberpriift werden sollen. Dieser Problem-
strang der mangelnden Aussagekraft von Experimenten wird im vorliegenden Text nicht weiter
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verfolgt, vgl. dazu CoLLINS/PINCH 1999.

2.3 Zur Methodenabhiingigkeit der Erkenntnisse

Der Unterschied zwischen Beobachtung und Experiment kann gar nicht scharf genug hervor-
gehoben werden, seine Nichtbeachtung hat schon viele in die Irre fithrt, so etwa den braven
Ubersetzer Emil Strauss von Galileis Dialog ins Deutsche 1890 in seiner Einleitung, der

... die falsche, ja thorichte aristotelische Behauptung ..., daf die Follgeschwindigkeit
proportional zur Schwere und umgekehrt proportional der Dichtigkeit des Mediums
Sel ...

als Beleg fiir die Uberlegenheit der neuzeitlichen Naturwissenschaft gegeniiber mittelalterlichen
und anderen Denkweisen anfithrt. Dieser Ausspruch ist ein besonders schones Beispiel fiir ein
unkritisches und geschichtsblindes Denken, das die eigene Erkenntnisform fiir die einzig mégliche
und Vertreter anderer Kulturen, die zu anderen Ergebnissen kommen, einfach nur fiir dumm
oder verblendet hilt. Dabei hat Aristoteles so Unrecht ja nicht, solange man sich auf alltéigliche
Beobachtungen bezieht. Oder anders gesagt: Galilei wiire zu einem &hnlichen Ergebnis gekom-
men, wenn er so vorgegangen wére, wie die Legende vom Schiefen Turm es erzéihlt. Galileis ganz
anderes, als Fallgesetz formuliertes Ergebnis beruht auf einer ganz anderen Methode, die u. a.
gerade darin besteht, von der "Dichtigkeit des Mediums” zu abstrahieren. Seine Uberpriifung
im Experiment setzt voraus, dass Versuchsbedingungen hergestellt werden, bei denen die Dichte
vernachléissigt werden kann. Galilei selbst ist sich seines Vorgehens jedenfalls bewusster als sein
Ubersetzer 250 Jahre spiter. Im Zusammenhang mit der Wurfbewegung?® schreibt er (GALILEI
1638/1995, S. 224):

In Betreff des Widerstandes des Mediums gestehe ich zu, dass dessen storender Ein-
fluss bemerklicher sein wird, und wegen seiner mannigfach verschiedenen Beschaffen-
heit kaum unter feste Regeln gebracht werden kann; so lange wir auch nur den Wider-
stand der Luft beriicksichtigen, so wird dieser alle Bewegungen stéren, auf unendlich
verschiedene Weise, da unendlich verschieden Gestalt, Gewicht und Geschwindig-
keit der geworfenen Kdrper sich dndern konnten. Wenn z. B. die Geschwindigkeit
grofer ist, so wird auch der Einfluss der Luft wachsen, und das zwar um so mehr,
je leichter die Kérper sind, sodass, obwohl die Strecken bei senkrechtem Fall sich wie
die Quadrate der Zeiten verhalten sollten, dennoch selbst die allerschwersten Kérper
von bedeutender Hiohe herab solchen Widerstand von der Luft erfahren, dass die Be-
schleunigung gdnzlich aufhért und die Bewegung eine gleichférmige wird; letzteres
tritt um so frither ein, und von um so geringeren Héhen, je leichter die Korper sind.

. Ueber alle die unendlich verschiedenen Mdglichkeiten hinsichtlich der Schwere,
der Geschwindigkeit und der Gestalt kann keine Theorie gegeben werden.

Letztlich stimmt Galilei der ”thorichten aristotelischen Behauptung” sogar zu, doch ist seine
Fragestellung eine ganz andere. Die ” Dichtigkeit des Mediums” ist fiir ihn nicht Untersuchungs-
gegenstand, sondern ein Storfaktor, den es auszuschalten gilt. Das Interesse der neuzeitlichen
Physik gilt nicht der Vielfalt der Erscheinungen, denn dariiber "kann keine Theorie gegeben wer-
den”, sondern den hinter den Erscheinungen wirkenden Gesetzen, von denen Galilei annimmt,

YEin gleichformig horizontaler und zugleich gleichformig beschleunigter Bewegung unterworfener Korper be-
schreibt eine Halbparabel. (GALILEI 1638/1995, S. 218)
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dass sie mathematische seien.’ Aristoteles hat die mathematisch-experimentelle Methode nicht
gekannt, mit seinen auf unmittelbarer Beobachtung beruhenden Methoden musste er zu anderen
Ergebnissen kommen.

Wir sind als moderne Menschen an die grundlegenden Auffassungen und Prinzipien der
neuzeitlichen Naturwissenschaft so gewthnt, dass wir die Welt nur noch in ihrem Lichte sehen
und deshalb meinen, sie aus Erfahrung und Beobachtung gewonnen zu haben. ”Uns entgeht
die Waghalsigkeit Galileis, mit der er beschliefit, die Mechanik als Zweig der Mathematik zu
behandeln, also die wirkliche Welt der téglichen Erfahrung durch eine blof§ vorgestellte Welt
der Geometrie zu ersetzen” (KOYRE 1998, S. 73), und Aussagen iiber die Natur gegen alle
Empirie aus mathematischen Begriffen wie Zeit, Raum und Bewegung abzuleiten. Die hieraus
entwickelte Naturauffassung, die uns so evident erscheint, wire in der griechischen Antike und
im Mittelalter als offenkundig falsch oder gar absurd eingestuft worden (vgl. KOYRE 1998, S.
70 - 87).

Es kann heutzutage natiirlich nicht darum gehen, zu ”vormodernen” Auffassungen zuriick
zu kehren. Fiir das Verstindnis der modernen Welt wichtig ist aber nicht nur die Kenntnis
grundlegender naturwissenschaftlicher Ergebinisse (gar in Form unerschiitterlicher ” Tatsachen”),
sondern ebenso die Kenntnis und Reflexion der Methoden, mit denen sie zu Stande kommen.

3 Infinitesimalrechnung und Differentialgleichungen

3.1 Das Gesetz der Verdnderung als neuer mathematischer Gegenstand

Die neue Methode der Naturbetrachtung fithrt rasch auf mathematische Probleme, die mit den
bis dahin zur Verfiigung stehenden Begriffen und Methoden nicht zu l6sen sind. An die Stelle
geometrischer Objekte in bekannter Gestalt (Punkte, Geraden, Kreise, Kegelschnitte) treten
beliebige Kurven, deren Form es zu bestimmen gilt. Isaac Newton (1642 - 1727) formuliert die
beiden Grundaufgaben der Infinitesimalrechnung direkt in der Sprache der Mechanik (PEIFFER
/ DAHAN-DALMEDICO, S. 236):

1. Die Linge der durchlaufenen Strecke sei kontinuierlich angegeben. Man soll
die Geschwindigkeit der Bewegung zu einem beliebigen aber festen Zeitpunkt
bestimmen.

2. Die Geschwindigkeit der Bewegung sei kontinuierlich angegeben. Zu bestim-
men ist die Ldnge der durchlaufenen Strecke zu einem beliebigen aber festen
Zeitpunkt.

Die bis in das 19. Jahrhundert hinein gehende Entwicklung und Prézisierung der Methoden
und Begriffe (zu denen auch der der Funktion gehort) will ich hier nicht nachvollziehen, sondern
vielmehr die Fragestellungen in moderner Darstellung erldutern.

Das erste Grundproblem lautet dann: Gegeben sei der Ort (die durchlaufene Strecke) z()
zu jedem Zeitpunkt ¢. Gesucht ist die Geschwindigkeit

u(t) = x(t)
zu jedem Zeitpunkt ¢. Nach den iiblichen physikalischen Konventionen bezeichne dabei
. dz
&= —
dt

°In dieser Hinsicht steht Galilei und mit ihm die neuzeitliche Physik Platon niher als Aristoteles, vgl. KOYRE
1998, 88 - 122).
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die Ableitung nach der Zeit. Gesucht ist also die Ableitungsfunktion einer gegebenen (diffe-
renzierbaren) Funktion. Fir die iiblicher Weise betrachteten, sog. elementaren Funktionen
(Polynome, trigonometrische Funktionen, Exponentialfunktion, Logarithmus und daraus zusam-
mengesetzte Funktionen) ist dieses Problem bekanntlich durch den Differentialkalkiil seit langer
Zeit vollstindig gel6st und lisst sich heute automatisch (durch Computeralgebra-Systeme wie
Mathematica oder Maple) exakt bearbeiten.

Anders sieht es mit dem zweiten Grundproblem aus. Gegeben ist hier im einfachsten Fall die
Geschwindigkeit v(¢) als Funktion der Zeit ¢. Gesucht ist die Linge der durchlaufenen Strecke
zu jeden Zeitpunkt, also eine Funktion z(t) des Ortes von der Zeit, fir die

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist das nach Wahl eines beliebigen
Zeitpunkts tg dquivalent zu
xz(t) =x(to) + [ w(s)ds.
to

Zu bestimmen ist also das Integral der gegebenen Geschwindigkeitsfunktion v(t). Dieses existiert
zwar fiir eine sehr viel groflere Klasse von Funktionen als es die Ableitung tut (etwa fir alle
stetigen Funktionen), aber selbst fiir elementare Funktionen lisst es sich nur in Sonderfiillen ex-
plizit angegeben (d. h. wiederum durch elementare Funktionen ausdriicken). Fiir physikalische
Zwecke kommen daher numerische Niherungsverfahren ins Spiel, genauer gesagt Verfahren der
numerischen Integration, wie z. B. die Newton-Cotes-Formeln, die das Integral durch endlich
viele Auswertungen der zu integrierenden Funktion approximieren. Entsprechende Verfahren
gehoren heute zu jeder numerischen Standardsoftware, setzten aber den Moglichkeiten préziser
physikalischer Berechnungen vor der Erfindung des Computers enge Kapazititsgrenzen.

In allgemeinerer Form, wie sie in der Mechanik die Regel ist, lautet das zweite Grundproblem:
Gegeben ist die Geschwindigkeit v = v(t,z) als Funktion der Zeit ¢ und des Ortes x. Gesucht
ist eine Funktion z(t) des Ortes von der Zeit, fiir die

(1) = v(t, 2(t)) .

In dieser Form handelt es sich bei der zweiten Grundaufgabe der Infinitesimalrechnung um das
Problem der Losung oder Integration einer Differentialgleichung. Was schon fiir die Integration
von Funktionen gesagt wurde, gilt auch hier: Erst im Computerzeitalter ist es moglich geworden,
beliebige Differentialgleichungen beliebig genau numerisch zu 16sen, was die exakte Losung in
Einzelfiillen allerdings nicht ausschliefit:

Newton legte in seinem Hauptwerk, den Principia (NEWTON 1687/1988) eine mathematisch-
deduktive und vereinheitlichende Begriindung der von Johannes Kepler (1571 - 1630) entdeckten
GesetzméBigkeiten der Himmelsbewegungen und der wesentlich auf Galilei zuriickgehenden sub-
lunaren Physik vor® und machte damit aus der Mechanik ein naturwissenschaftliches und philo-
sophisches Denkgebédude, das erst knapp 200 Jahre spiter zu brockeln begann. Zugleich sind die
Principia so etwas wie ein ”erstes Lehrbuch der Differentialgleichungen”, indem dort die Bewe-
gung von Korpern auf abstrakte mathematische Weise, eben in Form von Differentialgleichungen
abgehandelt werden. Der verwendete Formalismus und die Methoden sind allerdings noch ganz
andere, als sie uns heute zur Verfiigung stehen. Newton muss den sowohl in der Ableitung als

®In der aristotelischen Physik herrschten in den himmlischen Sphiren noch ganz andere GesetzmiBigkeiten als
auf der Erde
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auch im Integral steckenden Grenzwert fiir jedes einzelne Beispiel "neu erfinden”, ohne ihn dabei
auf den Begriff zu bringen. Umso bemerkenswerter sind die Erfolge der von ihm verwendeten
Methoden, auf die hier nicht weiter eingegangen wird. Ich stelle im Folgenden einige Beispiele
der klassischen Mechanik vor, verwende dabei aber den heute gebriduchlichen formalen Apparat.
In den meisten Fillen handelt es sich dabei iibrigens nicht um Differentialgleichungen fiir die
Orts-, sondern um solche fiir die Geschwindigkeitsfunktion.

3.2 Gleichférmig beschleunigte Bewegung

Ist v(t) die Geschwindigkeitsfunktion einer gleichférmig beschleunigten Bewegung, so darf bei
gegebenem Zeitintervall der Lange At > 0 der Geschwindigkeitszuwachs v(t + At) — v(¢) nur
von At abhéngen:

v(t + At) —v(t) = f(A?)

mit einer zunichst beliebigen reellen Funktion f. Die Existenz der gebildeten Grenzwerte vor-
ausgesetzt, ist dann
v(t + At) — o(t) f(A?)

o(t) = lim, Al = A TN T

mit einer reellen Zahl b, der konstanten Beschleunigung. Fiir einen beliebig gewéhlten Anfangs-
zeitpunkt ¢y und zugehoriger Anfangsgeschwindigkeit v(tg) = vg ergibt sich durch Integration

t
U(t)=710+ de=U0+b(t—t0).
to

Bezeichnet z(t) den Ort der Bewegung zur Zeit ¢, so ist

und daher liefert nochmalige Integration mit dem Anfangsort x(ty) = o

z(t) = 2o + vy (t — to) +g (t —to)? . (3.1)

Mit der speziellen Wahl ¢y = 0, 9 = 0 und vy = 0 ergibt sich hieraus

b o
das Fallgesetz entsprechend der Formulierung in Satz 2.2.

An diesem einfachsten Beispiel einer Differentialgleichung lisst sich hinsichtlich der adéqua-
ten Problemstellung erkennen, was fiir Differentialgleichungen allgemein gilt: Um eine eindeutige
Losung zu erhalten, ist auler der Differentialgleichung ein Anfangswert vorzugeben, d. h. die
in diesem Sinne addquate Problemstellung fiir die gesuchte Funktion v hat die Form einer An-
fangswertaufgabe

’l')zb,v(t[]):’l)o .

Das Problem der Bestimmung der gesuchten Ortfunktion x lisst sich auch als Differentialglei-
chung 2. Ordnung formulieren, in der die zweite Ableitung von z auftritt, der dann aber fiir die
eindeutige Losbarkeit zwei Anfangsbedingungen zugeordnet werden miissen:

&=0b,xz(to) ==zo , z(to) = vo -
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Wie jede Differentialgleichung 2. Ordnung ldsst sich auch diese als ein System von Differenti-
algleichungen 1. Ordnung in zwei unbekannten Funktionen (z und v) formulieren, was hier der
urspriinglich gestellten Aufgabe eher entspricht:

T=v ) $(t0):$0

v="> ) v(tO):UO

3.3 Im Verhiltnis zur Geschwindigkeit gebremste Bewegung

Satz 3.1 (NEwTON 1687 / 1988, S. 123) Die aufgrund des Widerstands verlorene Bewegung
eines Korpers, dem im Verhdltnis der Geschwindigkeit Widerstand geleistet wird, verhdlt sich
wie die Wegstrecke, die er in seiner Bewegung zuriickgelegt hat.

Der kurze, biindige Beweis, den Newton hierfiir gibt, lautet: Denn weil die in einzelnen gleichen
Zeitteilchen verlorene Bewegung wie die Geschwindigkeit ist, d. h. wie die Teilchen des zurick-
gelegten Weges, so wird, durch Aneinanderreihen, die in der ganzen Zeit verlorene Bewegung
sein wie der ganze Weg. Q.e.d.

Das ” Aneinanderreihen der Zeitteilchen” entspricht im modernen Formalismus der Integra-
tion. Newtons Vorgehen besteht also darin, die zu Grunde liegende Differentialgleichung

0 = — ¢ v (mit einer Konstanten ¢ > 0)

zu integrieren:
v(t) = v(ty) — ¢ /to v(s) ds = v(ty) — ¢ (z(t) — z(to)) ,

woraus sich fiir die ”verlorene Bewegung”

v(to) —o(t) = ¢ (z(t) — z(to))
ergibt, was der Aussage des Satzes entspricht.

Satz 3.2 (NEWTON 1687/1988, S. 124) Wenn einem Kdorper im Verhdltnis der Geschwindig-
keit Widerstand geleistet wird und derselbe sich allein aufgrund der eingepflanzten Kraft durch
ein homogenes Medium bewegen soll, dabei aber gleiche Zeiten genommen werden sollen, so ste-
hen die Geschwindigkeiten an den Anfingen der einzelnen Zeiten in geometrischer Progression,
und die in den einzelnen Zeiten beschriebenen Wegstrecken verhalten sich wie die Geschwindig-
keiten.

Der von Newton gegebene Beweis ist nicht so kurz wie der von Satz 3.1, ich gehe daher sofort
zur modernen Darstellung iiber:
Die gesuchte Geschwindigkeitsfunktion v geniige der Anfangswertaufgabe

v=—cuv,v0) =1 (3.2)

mit einer positiven Konstanten ¢ und einer Anfangsgeschwindigkeit vy > 0. Der Trick zur Losung
der Differentialgleichung besteht darin, alle Terme, in denen v vorkommt, auf die linke Seite zu
bringen. Fiir alle Zeiten t, fir die v(¢) > 0, ist dann mit dem natiirlichen Logarithmus log

pr logv(t) = —==—c¢
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und daher nach Integration
logv(t) —logvg=—ct.

Wendet man hierauf die (Newton noch nicht bekannte) Exponentialfunktion an, so ergibt sich

die Losun
° v(t) =vge ' (3.3)

In Kenntnis dieser Losung von (3.2) ist deren Herleitung noch einfacher und allgemeiner (ohne
die Voraussetzung v(t) > 0) zu haben: Fiir jede Losung von (3.2) gilt ndmlich

d
dt
woraus die Konstanz des Ausdrucks in eckigen Klammern auf der linken Seite folgt, der aber
fiir t = 0 den Wert vy hat. Daraus ergibt sich die bereits gefundene Losung (3.3) ohne jede

Voraussetzung an das Vorzeichen von vy und v(?).
Integriert man (3.3), so ergibt sich mit der Anfangsbedingung x(0) = 0

[eCt U(t)] = [o(t) +cu(t)] =0,

t Vo —ct
(t) = /0 o) ds =2 (1-ee7) . (3.4)
Aufgabe 3.1 Zeigen Sie, dass die Losung (3.3), (3.4) die von Newton in Satz 3.2 angegebenen
Eigenschaften hat.

Aufgabe 3.2 In einem Brief aus dem Jahre 1604 (zitiert in SENGERS 1998, S. 418) hat Galilei
die Annahme vertreten, ”dafl der schwere Korper im natirlichen Fall bestindig seine Geschwin-
digkeit vergrdfert in dem Mafe, wie die Entfernung von seinem Ausgangspunkt wdchst”. Danach
wdre also die Geschwindigkeit nicht proportional zur Zeit, sondern proportional zum zurickge-
legten Weg. Wie wiirde unter dieser Annahme der freie Fall aus der Ruhelage aussehen? Ldsst
sich, ohne prizise Messungen durchzufiihren, begrinden, warum Galilei diese Annahme wieder
fallen gelassen und durch die der gleichformig beschleunigtenen Bewegung entsprechend Defini-
tion 2.2 ersetzt hat?

3.4 Beschleunigung gegen den Widerstand eines Mediums: Linearer Fall

Im Anschluss an Satz 3.2 betrachtet NEWTON (1687/1988, S. 125) die Bewegung eines Korpers,
der einer gleichférmigen Schwere, also einer konstanten Beschleunigung unterliegt, dem aber zu-
gleich durch das Medium, in dem er sich bewegt, Widerstand im Verhdltnis seiner Geschwindig-
keit geleistet wird. In moderner Form ist also fiir die Geschwindigkeit eine Differentialgleichung

v=b—cwv (3.5)

mit positiven Konstanten b und ¢ zu untersuchen. Eine spezielle Losung von (3.5) ist die kon-
stante Funktion

o(t) = - (3.6)
Aus ihr und der Kenntnis der Losungen der zugehdrigen homogenen Gleichung
V=—cv (3.7)

lassen sich aber sofort alle Losungen von (3.5) bestimmen, und zwar auf Grund des folgenden,
sofort nachzurechnenden Ergebnisses:
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Satz 3.3 v ist genau dann eine Losung von (3.5), wenn v — 0 eine Ldsung von (3.7) ist.

C

Nun sind aber die Lésungen von (3.7) alle Funktionen a e~ ¢! mit einer reellen Zahl a. Alle

Losungen von (3.5) sind daher von der Form

b
v(t)=-+ae “‘mitaclR.
c

Fir die Lésung der Anfangswertaufgabe

v=b—cuv,v(0)=uw (3.8)
muss )
= u(0) = -
vo = v(0) C-i-a
und daher b
a=vy) — —
c

sein, woraus sich als eindeutige Losung von (3.8)

b b ., b . .
o) =2+ (00— ) e tzz(l—e t)—l—vge t (3.9)

ergibt. Wegen e~ ¢! — 0 gilt v(t) — % fiir ¢ — oo, langfristig wird die Bewegung gleichférmig.

3.5 Beschleunigung gegen den Widerstand eines Mediums: Quadratischer
Fall

Im letzten Beispiel wurde angenommen, dass der vom Medium gegen die Bewegung geleistete
Widerstand der Geschwindigkeit proportional sei. Zu dieser Voraussetzung bemerkt NEWTON
(1687/1988, S. 134):

Ubrigens ist die Hypothese, daff der Widerstand der Kérper sich wie die Geschwin-
digkeit verhalte, eher eine mathematische als eine natirliche. In Medien, die frei
von aller Starrheit (Zihigkeit) sind, stehen die Widerstande der Korper im quadrati-
schen Verhdltnis der Geschwindigkeiten. Denn durch die Emnwirkung eines schnelle-
ren Korpers wird derselben Menge des Mediums in kirzerer Zeit eine grofiere Bewe-
gung proportional zur grofleren Geschwindigkeit mitgeteilt; und daher wird in gleicher
Zeit, wegen der grifleren Menge des aufgestorten Mediums, eine im quadratischen
Verhdltnis grifiere Bewegung mitgeteilt.

Die Argumentation beruht darauf, dass die "Menge des aufgestorten Mediums”, der die Ge-
schwindigkeit v je Zeiteinheit ”mitgeteilt” wird, wiederum zu v proportional ist. Betrachtet
wird daher ein Bewegungsgesetz der Form

b =0b—cuv?,v(0) =wp

mit positiven Konstanten b und ¢ und einer beliebigen Anfangsgeschwindigkeit vy > 0. Mit
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lasst es sich in die Form
v =c (7% —v?) , v(0) = vy (3.10)

bringen. Ist vy = v, so ist offenbar die konstante Funktion v = v Losung von (3.10). Ist dagegen
vy # U, so besteht der Trick zur Losung der Differentialgleichung wiederum darin, alle Terme,
in denen v auftritt, auf die linke Seite zu bringen. Fiir v(t) # o ist

v < 1 n 1 ) v
N = =cC.
20 \0+v 0U—w 72 — v?
Die linke Seite wurde hier (durch Partialbruchzerlegung) in eine Form gebracht, fir die sich
leicht eine Stammfunktion angeben lisst:

% (log|v +v(t)| — log|o — v(t)|) = o(¢) <v —i—lv(t) + - —1v(t)> =2c0.

Unter Beriicksichtigung der Rechenregeln fiir Logarithmus und Exponentialfunktion folgt daraus

v—v®) _, sewt
v+ v(t)
mit einer Konstanten A, die sich wegen der Anfangsbedingung zu
vV —
- v+ v

ergibt. Umstellen nach v(¢) und anschliefiendes Einsetzen von A liefert als Losung von (3.10)

N

v(t) = ?—FUO_(?_UO) 6_2c?t U=
v4vy+ (0 —vy) e~ 2¢0L

Auch hier gilt v(t) — o fiir ¢ — 0o, die Bewegung wird gleichférmig.

sinh (cvt) + vy cosh(cvt)
cosh (c v t) + vy sinh(c v t)

(3.11)

N

3.6 Beschleunigung gegen den Widerstand eines Mediums: Allgemeiner Fall

Auch wenn nicht klar ist, ob der der Bewegung eines Korpers vom Medium geleistete Wi-
derstand linear, quadratisch oder sonstwie von der Geschwindigkeit abhingt, so erscheint es
vielleicht plausibel, dass er sich durch eine stetige, streng monoton iiber alle Grenzen wachsende
Funktion f(v) der Geschwindigkeit darstellen lisst, fiir die zudem f(0) = 0. Ist b die konstante
Beschleunigung, so existiert wegen der Eigenschaften von f eine eindeutig bestimmte positive
Geschwindigkeit ¢ mit f(7) = b, was zu dem Bewegungsgesetz

0= f(v) — f(v) , v(0) = vy mit einem vy >0 (3.12)
fiihrt.

~a

v falt

<I

/ v wachst
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Auch wenn sich hier, mit einer nicht niher spezifizierten Funktion f, die Lésungen nicht explizit
angeben lassen, so ist es doch moglich, ihr Verhalten qualitativ zu bestimmen. Wegen

% (u(t) = 9)* =2 (v(t) = 9) 9(t) =2 (v(t) — ) (f(B) = f(v(1))) <O

nihert sich jede Losung v(t) mit wachsendem ¢ dem Wert & auf monotone Weise von oben
oder unten. Daher existiert limy,o, v(f) = v;, und wegen der Monotonie von v ist dann
lim; ,oo ©(t) = 0. Der selbe Grenziibergang liefert dann in der Differentialgleichung (3.12)

0= lim i() = f(5) ~ lim f(o(t)) = f(®) ~ f(vn) .
woraus wegen der strengen Monotonie von f folgt, dass vy = 9. Es gilt somit
Satz 3.4 Sei v Losung von (3.12). Ist vg = U, so ist

v(t) =0 fiir allet >0 .
Ist vy < v, so ist

v monoton wachsend, v(t) < vy fir alle t >0, und tlim v(t) =17 .
—00

Ist vy > v, so ist

v monoton fallend, v(t) > vy fir alle t > 0, und tlim v(t) =0 .
—00
In jedem Fall gilt also auch hier: v(t) — @ fiir t — oo, die Bewegung wird gleichformig.

3.7 Galileis Zeitmessungen

Wie oben zitiert, berichtet Galilei, dass er bei seinen Experimenten die Zeit gemessen habe,
indem er Wasser aus einem kleinen Loch in einem Eimer auffing und anschliefend genau wog.
Die Frage ist, ob die gewogene Wassermenge tatséchlich proportional zur verflossenen Zeit ist.

,,,,,,,,,,,,, \/HV

In einem zylindrischen Gefiafl mit der Grundfliche a befinde sich unten ein kleines Loch mit dem
Querschnitt b. Im Gefafl befinde sich Wasser, welches im Laufe der Zeit aus dem Loch austritt.
Sei h = h(t) die Hohe des Wasserspiegels iiber dem Loch zum Zeitpunkt ¢. Torricelli, ein Schiiler
Galileis, fand im Jahre 1643 heraus, dass die Geschwindigkeit, mit der das Wasser aus dem Loch
tritt, ebenso grof} sein muss wie die Geschwindigkeit, die ein Gegenstand erreicht, der aus der
Ruhelage um die Hohe A frei herunterfillt, also

v=+/2gh
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mit der Erdbeschleunigung g. Nun ist aber b v gerade das Wasservolumen, welches pro Zeit-
einheit den Eimer durch das Loch verlisst. Fiir das gesamte, oberhalb des Loches befindliche
Wasservolumen

V=ah

gilt daher

aisz:—bvz—b\/2gh.

Ist hg > 0 die Hohe des Wasserspiegels zum Beginn des Experiments (Zeitpunkt 0), so geniigt
also h der Anfangswertaufgabe

. b
h=—c+vv, h(0)=hg,wobeic=—+/2g (3.13)

a
Der Trick zur Losung dieser Differentialgleichung besteht wieder darin, alle h enthaltenden Terme
auf die linke Seite zu bringen und eine Stammfunktion fiir den dort entstehenden Ausdruck zu

finden: Solange h(t) > 0, gilt

d At
— (24/h(t) = ol

Vho = \/h(t) = £t

folgt. Losung dieser Gleichung nach h(t) liefert

h(t) = (Vo — 5 1)? -

woraus

Diese Herleitung stand unter der Voraussetzung h(t) > 0, was offenbar der Fall ist, solange

2 _

Dagegen ist fiir die gefundene Losung h(t) = 0, d. h. zum Zeitpunkt ¢ ist das Gefifi leer
(jedenfalls oberhalb des Loches) und muss es dann aus physikalischen Griinden auch zukiinftig
bleiben. Als Losung von (3.13) ergibt sich daher

(Vho—§1)° fir t<Zhg
h(t) = . (3.14)
0 fir  t>2/hy

Die im Zeitintervall [0, ¢] mit ¢ < ¢ ausgelaufene Wassermenge ist nun aber proportional zu

2
ho—h(t)zcx/hot—czﬂ

und daher nicht proportional zu ¢. Fiir kleine Zeiten t fillt allerdings die in ¢ quadratische
Abweichung von der Proportionalitdt nicht ins Gewicht.
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4 Die mathematisch-naturwissenschaftliche Methode

Obwohl Newton komplexere und damit "realistischere” Situationen untersucht als Galilei, wie
etwa die Bewegung eines Korpers in einem Widerstand leistenden Medium, ist sein Vorgehen
ebenfalls nichtempirisch, einen Bezug auf Beobachtungsdaten gibt es in den Principia nicht.
Selbst seine Begriindung dafiir, dass der geleistete Widerstand von der Geschwindigkeit nicht
linear, sondern quadratisch abhéngt, ist rein theoretischer Natur. Der Ausgangspunkt aller
Betrachtungen besteht in mathematischen Fiktionen, die durch die Erfahrung bestitigt werden
kénnen oder auch nicht, wobei letzteres sie keineswegs entwerte, wie bereits Galilei in einem
Brief von 1637 betont (zitiert nach CASSIRER 1910, S. 386):

Zeigt die Erfahrung nunmehr, daff solche Eigenschaften, wie wir sie abgeleitet, im
freien Fuoll der Naturkorper ihre Bestdtigung finden, so kdonnen wir ohne Gefahr des
Irrtums behaupten, daf$ die konkrete Fallbewegung mit derjenigen, die wir definiert
und vorausgesetzt haben, identisch ist: ist dies nicht der Fall, so verlieren doch unsere
Beweise, da sie einzig und allein fir unsere Voraussetzung gelten wollten, nichts von
ihrer Kraft und Schlissigkeit.

In der modernen Terminologie des 20. Jahrhunderts mit der Mathematik als einem inzwischen
eigenstindig gewordenen Fach heiffit das, dass die Korrektheit mathematischer Beweise nicht
von der Empirie abhéingt, was heute als Selbstverstindlichkeit gilt. Auf die Idee, so an die
Erkenntnis der Natur heranzugehen, muss man aber erst einmal kommen, sie ist alles andere als
selbstversténdlich.

4.1 Grundannahmen und Vorgehen

Insbesondere Galileis prizise Beschreibung seines Vorgehens macht es moglich, die Methode
systematisch zu bestimmen, die sich in seiner Zeit herausgebildet hat und fiir die mathemati-
sche Naturwissenschaft immer noch grundlegend ist. Bei kritischer Betrachtung wird deutlich,
dass diese Methode auf einer Reihe sich gegenseitig stiitzender Grundannahmen beruht, die
sich ihrerseits nicht empirisch begriinden lassen, sondern vielmehr umgekehrt aller naturwissen-
schaftlichen Erkenntnis vorausgehen:

Die mathematische Naturwissenschaft beruht auf der Grundannahme, dass es universell
gultige, d.h. won Ort und Zeit unabhdngige Naturgesetze gebe. Diese Annahme lisst sich
durch einfache Beobachtung nicht belegen, die Wirklichkeit erscheint eher ungeordnet und un-
regelméfig. Die aristotelische Wissenschaft meinte, dass die himmlischen Sphéren ganz anderen
Gesetzen folgen als die sublunare, sofern sie denn iiberhaupt von ”Gesetzen” in unserem Sinne
gesprochen hat, denn die Vorstellung universeller Naturgesetze setzt einen objektiven Begriff der
linearen und beliebig teilbaren Zeit und einen Begriff des Raumes als homogen und nicht etwa in
Sphéren aufgeteilt voraus.

Die néchste Annahme lautet, dass sich die Naturgesetze mathematisch beschreiben lassen. Sie
liegt dem fiir die Naturwissenschaften zentralen Begriff der Messung zugrunde. Denn die Idee,
den Naturgesetzen auf dem Wege der Messung nachspiiren zu kénnen, wire ansonsten ziemlich
sinnlos.

Die ungeordnete und vielfiltige Wirklichkeit ldsst sich nicht messen. Daher wird denn auch
anders vorgegangen, wie aus allen Schriften etwa Galileis und Newtons deutlich wird. Am
Beginn steht eine mathematische Fiktion, ein Gedankenexperiment, also die Formulierung von
Idealbedingungen (was wire, wenn . . .), aus denen auf mathematischem Wege Schlussfolgerungen
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gezogen werden konnen. Sowohl die Idealbedingungen als auch die mathematischen Schlussfol-
gerungen gehen dann in die experimentelle Uberpriifung ein, erstere als Randbedingungen, die
im Experiment genauestens zu beachten sind, letztere als Hinweise darauf, was eigentlich zu
messen sei.

Erst auf der Basis derartiger Uberlegungen kann ein Ezperiment stattfinden. Gute Experi-
mentatoren miissen in der Lage sein, Versuchsanordnungen zu ersinnen, die den unterstellten
Idealbedingungen moglichst nahe kommen und die die gewiinschten Messungen ermdoglichen,
ohne dass der Messvorgang (der korperliche Einsatz des Experimentators) den idealen Ablauf
stort. Das ist bekanntlich eine Wissenschaft fiir sich und erfordert, besonders in der Physik
des 20. Jahrhunderts, einen ungeheuren technischen Apparat. Als Kriterium fiir ein gelungenes
Experiment gilt seine Wiederholbarkeit: Wann immer dieselben Bedingungen hergestellt werden,
muss sich derselbe Effekt einstellen, miissen die Messungen zum selben Ergebnis fithren.

Die Tatsache, dass wirkliche Experimente bei Wiederholung nie zu exakt dem selben Ergebnis
fithren, noch nicht einmal im Rahmen der Messgenauigkeit, gilt nicht als Gegenargument. Die
experimentelle Methode beruht ndmlich auf der Vorstellung, die zu beobachtenden Erscheinun-
gen seien eine iiberlagerung von mathematisch formulierbaren Naturgesetzen und so genannten
Storfaktoren, das sind gewissermaflen Naturgesetze, die wir noch nicht im Griff haben. Expe-
rimente sind Handlungen, aktive Eingriffe in die Natur mit dem Ziel, Situationen kiinstlich zu
schaffen, in denen Storfaktoren ausgeschaltet sind.”

Wird das eher regellos erscheinende Naturgeschehen durch die Brille der mathematisch-
naturwissenschaftlichen Methode gesehen, so stellt es sich dar als ein Zusammenwirken ver-
schiedener Naturgesetze. Um ein einzelnes von ihnen erkennen zu konnen, miissen die anderen
ausgeschaltet, in ihrer Wirkung konstant gehalten werden. In diesem analytischen Vorgehen,
der Zerlegung in Einzelfaktoren, liegt die Verbindung der Naturwissenschaften zur Technik: In
dem Mafe, wie es gelingt, Einzelfaktoren zu isolieren, lassen sie sich nach Belieben wieder neu
zusammensetzen und zu technischen Systemen synthetisieren.

4.2 Revolution der Denkart

Was die hier beschriebene Methode produziert, wird iiblicherweise als ”objektive Erkenntnis”
bezeichnet, als etwas, das unabhingig von allen subjektiven Vorstellungen richtig ist. Objektive
Erkenntnis mache danach gerade den Unterschied zwischen gesichertem ”Wissen” und bloflem
”Glauben” aus. Nun ist aber das Einzige im Erkenntnisprozess, das sich nicht nur in den
Ko6pfen der erkennenden Subjekte abspielt, sondern mit dem erkannten Objekt selbst zu tun
hat, die Empirie. Und deshalb ist dieser auch im modernen Alltagsbewusstsein fest verankerte
Begriff der objektiven Erkenntnis eng verbunden mit einer der Hauptstromungen der westlichen
Philosophie, dem Empirismus, als dessen Begriinder David Hume (1711 - 1776) gilt. Nun hat
allerdings Hume selber bereits nachgewiesen, dass eine empiristische Begriindung objektiver
Erkenntnis unmoglich ist, da sich aus Erfahrung keine Naturgesetze zwingend ableiten lassen
(HuMmE 1748/1993, S. 37/38):

Denn alle Ableitung aus Erfahrung setzt als ihre Grundlage voraus, dafl die Zukunft
der Vergangenheit dhnlich sein wird, und daf gleichartige Krifte mit gleichartigen

"Die von den Naturwissenschaften selbst unterstellte Allgegenwart von Stoérfaktoren macht iibrigens den Gedan-
ken des modernen Empirismus, es ginge um die ” Falsifikation wissenschaftlicher Hypothesen durch Experimente”
(Popper), mehr als fragwiirdig. Das Fallgesetz etwa 148t sich nicht falsifizieren. Ein Experiment, dessen Messun-
gen im Widerspruch zu diesem Gesetz stiinden, wiirde entweder nicht ernstgenommen oder aber Anlass geben,
nach unbekannten Storfaktoren zu suchen.
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sinnlichen Eigenschaften zusammenhdngen werden. Schépfte man irgendwie Ver-
dacht, daff der Naturlauf sich dndern kénne und daff in der Vergangenheit nicht die
Regel fir die Zukunft enthalten sei, so wdre jede Erfahrung nutzlos und konnte zu
keinem Ableiten oder Schlieffen Veranlassung geben. Daher ist es unmdglich, dajs
irgendwelche Erfahrungsbegrimdungen diese Ahnlichkeit der Vergangenheit mit der
Zukunft belegen konnen, denn all diese Begrindungen beruhen ja auf der Vorausset-
zung dieser Ahnlichkeit.

Hier tut sich ein logischer Zirkel auf: Einerseits sollen Naturgesetze aus der Erfahrung abgeleitet
werden, andererseits ist ihre Existenz vorauszusetzen, will man von vergangenen Erfahrungen auf
zukiinftige schliefen. Der ehrliche Empirist muss angesichts dieses Widerspruchs zum Skeptiker
werden, will er sich nicht selbst in die Tasche liigen (HUME 1748, S 163):

Mir scheint, daff die einzigen Gegenstinde der abstrakten Wissenschaften oder der
Demonstration Grifie und Zahl sind, und daf$ alle Versuche, diese vollkommeneren
Wissensarten 1iber diese Grenzen hinaus zu erstrecken, nur Blendwerk und Tdu-
schung bedeuten.

Das hindert allerdings noch den modernen Empirismus nicht daran, es immer wieder zu ver-
suchen und auf einer empiristischen Begriindung aller naturwissenschaftlichen Erkenntnis zu
beharren, womit deren Spezifika gerade verfehlt werden. Die historisch gesehen jlingste Er-
kenntnisform, die sich nur auf die unmittelbare Erfahrung bezog, wenn es denn je eine solche
gab, diirfte die Naturlehre des Aristoteles gewesen sein, wie sie vom Mittelalter adaptiert wurde.
Letztlich verteidigt also der Empirismus Aristoteles gegen Galilei, behauptet aber das Gegenteil.

Immanuel Kant (1724 - 1804), selbst zehn Jahre lang naturwissenschaftlich téitig und nach
eigenen Worten von Hume ”aus seinem dogmatischen Schlummer geweckt”, argumentiert kom-
plementir: Da objektive Erkenntnis offenbar moglich (zu Zeiten Hume und Kants eine Tatsache)
ist, die Bedingungen ihrer Moglichkeit sich aber nicht aus der Erfahrung ableiten lassen, miissen
sie a priori vorhanden, also aller Erfahrung vorgelagert sein. In der Vorrede zur 2. Auflage seiner

Kritik der reinen Vernunft fasst er die mathematisch-naturwissenschaftliche Methode zusammen
(KANT 1781/1787/1990, S. 17):

Als Galilei seine Kugeln die schiefe Fliche mit einer von ihm selbst gewdhlten Schwe-
re herabrollen, oder Torricelli die Luft ein Gewicht, was er sich zum voraus dem einer
thm bekannten Wassersdule gleich gedacht hatte, tragen lief$, oder in noch spdterer
Zeit Stahl Metalle in Kalk und diesen wieder um in Metall verwandelte, indem er
thnen etwas entzog und wiedergab; so ging allen Naturforschern ein Licht auf. Sie
begriffen, daf$ die Vernunft nur das einsieht, was sie selbst nach ihrem Entwurfe her-
vorbringt, daff sie mit Prinzipien ihrer Urteile nach bestindigen Sditzen vorangehen
und die Natur notigen misse auf ihre Fragen zu antworten, nicht aber sich von ihr
allein gleichsam am Leitbande gdingeln lassen misse; denn sonst hdingen zufdllige,
nach keinem vorher entworfenen Plane gemachte Beobachtungen gar nicht in einem
notwendigen Gesetze zusammen, welches doch die Vernunft sucht und bedarf. Die
Vernunft muf mit ihren Prinzipien, nach denen allein tbereinkommende Erschei-
nungen fir Gesetze gelten kinnen, in einer Hand, und mit dem Experiment, das sie
nach jenen ausdachte, in der anderen, an die Natur gehen, zwar um von thr belehrt
zu werden, aber nicht in der Qualitdt eines Schiilers, der sich alles vorsagen lift,
was der Lehrer will, sondern eines bestallten Richters, der die Zeugen nitigt, auf die
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Fragen zu antworten, die er thnen vorlegt. Und so hat sogar Physik die so vorteil-
hafte Revolution ihrer Denkart lediglich dem FEinfalle zu verdanken, demjenigen, was
die Vernunft selbst in die Natur hineinlegt, gemdf, dasjenige in ihr zu suchen (nicht
ihr anzudichten), was sie von dieser lernen muf, und wovon sie fir sich selbst nichts
wissen wirde. Hierdurch ist die Naturwissenschaft allererst in den sicheren Gang
einer Wissenschaft gebracht worden, da sie so viel Jahrhunderte durch nichts weiter
als ein blofles Herumtappen gewesen war.

Es ist demnach die ”Vernunft”, die nach Gesetzen sucht und ihrer bedarf, deren Existenz daher
angenommen werden muss, um iiberhaupt ”in den sicheren Gang einer Wissenschaft” zu gelan-
gen. Uber die jeweils spezifische Gestalt eines Naturgesetzes ist damit noch nichts gesagt, hierzu
ist die Natur zu befragen, wobei auch Kant die Rolle des nach den Prinzipien der Vernunft, al-
so theoriegeleiteten Experiments betont, wogegen ”zufillige, nach keinem vorher entworfenen
Plane gemachte Beobachtungen” den angestrebten Zweck nicht erfiillen kénnen.

4.3 Gesellschaftsform und Erkenntnisform

Kant ist der erste Philosoph des Deutschen Idealismus’, doch hier, in seiner Losung des Problems,
an dem Hume zum Skeptiker wurde, wie nfmlich objektive Erkenntnis mdglich ist, liegt sein
Idealismus nicht. Es handelt sich schlicht um eine Analyse (Kritik) des tatsdchlichen Vorgehens
der Naturwissenschaft seiner und noch der heutigen Zeit, daran ist nichts idealistisch. Das ist
zumindest eine mogliche Lesart.

Eine andere ergibt sich, wenn man die Analyse normativ wendet und daraus eine Vorschrift
zu machen versucht, wie die Vernunft nach ihren Prinzipien vorzugehen habe, um zu gesicher-
ter Erkenntnis zu kommen. Kant duflert sich nicht explizit in dieser Richtung, doch schligt
zumindest in seiner Wortwahl das Denken der Aufklirung durch, das ”die Vernunft” fiir eine
allgemein-menschliche Eigenschaft oder Fahigkeit hélt, diese aber gleichwohl ausschliefllich fiir
sich selbst reklamiert und sie anderen oder fritheren Kulturen abspricht. Die mathematisch-
naturwissenschaftliche Methode musste sich gegen das mittelalterliche Denken erst durchsetzen,
und die Rede von der ”"Revolution der Denkart” trifft somit die Sache. Festzuhalten ist aber
auch, dass diese Revolution einer Vernunft zum Durchbruch verhalf, die der biirgerlichen Epo-
che spezifisch ist, gegen die Vernunft des Mittelalters, die ganz anders, aber deswegen nicht
schlechthin unverniinftig war.

Mit Kant als Kronzeugen, doch moglicherweise gegen seine Intention muss daher dem Be-
griff der ”objektiven Erkenntnis” eine andere Bedeutung zugewiesen werden als die in unserem
Sprachgebrauch iibliche einer ahistorischen, von der Gesellschaftsform unabhingigen und fiir alle
Menschen gleichermaflen giiltigen. GREIFF 1976, dessen Argumentation ich hier folge, spricht
daher von der "objektiven Erkenntnisform” . Ein Vertreter einer anderen oder fritheren Kultur,
der die Grundannahmen der mathematisch-naturwissenschaftlichen Methode, die Prinzipien der
biirgerlichen Vernunft nicht anerkennt, wiirde auch von der Wahrheit naturwissenschaftlicher
Erkenntnis nicht zu iiberzeugen sein. Der einzige Bestandteil der Naturwissenschaft, den man
ihm glaubhaft vorfithren kénnte, ist das Experiment: Wenn ich diese bis ins kleinste Detail fest-
gelegte (dem anderen vermutlich rituell bis skurril anmutende) Handlung A ausfiihre, so stellt
sich regelmiiflig der Effekt B ein. Aber daraus folgt nichts weiter, solange mein Gegeniiber mei-
ne Grundannahme der universellen Naturgesetze, die im Experiment angeblich zum Ausdruck
kommen, nicht teilt, sondern das Naturgeschehen fiir willkiirlich und regellos halt.

Der handfeste Erfolg der mathematisch-naturwissenschaftlichen Methode ist nicht zu be-
streiten, er ist etwa in Form der technischen Systeme zu besichtigen; das sind Systeme, in denen
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kiinstlich Bedingungen geschaffen werden, wie sie fiir Experimente typisch sind, Stoérfaktoren
also weitgehend ausgeschaltet werden (wenn nicht, versagen sie regelhaft). Aber aus dem Erfolg
bestimmter Handlungen folgt nicht zwingend die (gar Gesellschaftsformen iibergreifende) ” Wahr-
heit” der dahinter liegenden Vorstellungen. Erfolgreich ist beispielsweise auch die chinesische
Kunst der Akupunktur, wie viele erfahren haben, denen die westliche Medizin nicht weiterhel-
fen konnte. Daraus auf die Wahrheit der dahinter stehenden Vorstellungen zu schlieflen, wiirde
dennoch keinem modernen Menschen einfallen, der den naturwissenschaftlichen Erkenntnissen
iiber den menschlichen Korper traut.

Gegen die hier postulierte Abhéingigkeit der Erkenntnis, auch der naturwissenschaftlichen,
von der Gesellschaftsform wird zuweilen eingewandt, man moge doch einfach von einem Turm
springen, dann wiirde man die Giiltigkeit des Fall- oder Gravitationsgesetzes schon zu spiiren
bekommen,® und zwar unabhiingig von der Gesellschaft, aus der man stammt. Dieses Tot-
schlagargument im wahrsten Sinne des Wortes geht aber an der Sache, nédmlich der spezisch
mathematisch-naturwissenschaftlichen Erkenntnisform, vorbei: Die Vorstellung, ein solcher Ver-
such sei doch lieber zu vermeiden, weil man dabei zu Schaden komme, diirfte in jeder Gesell-
schaft, die Tiirme kennt, einigermaflen verbreitet sein. Der spezifisch mathematisch-naturwissen-
schaftliche Gedanke dagegen, der eigene Korper wiirde dabei der Lésung einer Differentialglei-
chung vom Typ (3.10) folgen, ist es nicht.

Ein Charakteristikum der exakten Naturwissenschaften ist, dass sie historisch nur in einer
einzigen, ndmlich der biirgerlichen Gesellschaft aufgetreten ist, von der sie als eine gesellschaft-
liche Leistung hervorgebracht wurde.? Nicht zuletzt wegen des mit den Naturwissenschaften
verbundenen 6konomischen und militidrischen Potentials hat sich diese Gesellschaftsform inzwi-
schen global ausgebreitet und ist zur einzigen geworden. Insoweit bekommt die falsche Auffas-
sung, ihre spezifische Erkenntnismethode sei universell giiltig, nachtriglich Recht. Dennoch ist
sie nicht nur falsch, sondern auch gefihrlich, weil sie blind macht und Entwicklungspotentiale
verbaut:

e Als die einzige Methode, die angeblich sicheres Wissen verschafft, erfreut sich die Mathe-
matisierung heute hoher Wertschitzung weit {iber ihren urspriinglichen Geltungsbereich
hinaus. ”Weiche” Wissenschaften glauben, schon dadurch ”hart” zu werden, dass sie sich
der Mathematik bedienen, ohne doch die anderen, in der Mechanik vorliegenden Bedin-
gungen erfiillen zu kénnen, wie etwa die Moglichkeit zu Experimenten. Damit soll nicht
generell gegen die Verwendung mathematischer Methoden polemisiert werden, doch ist in
jedem Fall zu priifen, was sich damit erreichen lisst, und das ist etwa in den Wirtschafts-
und Sozialwissenschaften allemal weniger als in der Physik.

e Auch fir die Naturwissenschaften ist es eigentlich banal: Die mathematisch-naturwissen-
schaftliche Methode kann nur solche Phinome erfassen, die sich mathematisieren lassen,
und das diirften aufs Ganze gesehen nur wenige sein. Das Problem ist, dass dafiir das
Bewusstsein verloren geht, wenn eine absolut gesetzte Methode den Blick verengt: Thre
Uberschiitzung fithrt zu dem Umkehrschluss, ein Problem, das sich mit ihr nicht angehen
ldsst, sei gar keines, jedenfalls kein 6ffentlich zu erorterndes, sondern allenfalls im privaten
Bereich der ”Geschmiicker und Meinungen” angesiedeltes. Diese Haltung ist in den Na-
turwissenschaften, aber auch in den mathematisch sich ”hértenden” Sozialwissenschaften

S0 etwa der Physiker Alan D. Sokal in einer Polemik gegen die cultural studies, lingua franca, Mai/Juni 1996

Die naheliegende Frage nach dem inneren Zusammenhang zwischen biirgerlicher Gesellschaft und mathema-
tischer Naturwissenschaft wird hier nicht weiter verfolgt. Vgl. dazu ORTLIEB 1999 und die dort verarbeitete
Literatur.
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jedenfalls weit verbreitet.

e Und schliellich: Wenn es denn eine Revolution der Denkart war, der die exakten Natur-
wissenschaften ihre Entstehung verdanken, warum soll es die letzte Revolution dieser Art
gewesen sein? Dass das "Ende der Geschichte” der Gesellschafts- und damit auch der
Erkenntisformen bereits erreicht sei, ist angesichts der globalen, durch naturwissenschaft-
liches Denken allein nicht einmal ansatzweise anzugehenden Probleme!? doch zumindest
eine eher triibe Vorstellung.

4.4 Exkurs: Die Erfindung der abstrakten Zeit

Der fiir Galilei und Newton zentrale Begriff der Bewegung bedeutet Wechsel des Ortes im Wech-
sel der Zeit, allgemeiner bedeutet Dynamik den Wechsel eines Zustands im Wechsel der Zeit.
Die Art und Weise, wie die neuzeitliche Naturwissenschaft Bewegung und Dynamik zu erfassen
versucht, ndmlich mathematisch mit den Instrumenten der Infinitesimalrechnung und der Diffe-
rentialgleichungen, operiert mit den reellen Zahlen als Modell fir die Zeit. Sie entsprechen der
Newton’schen Redeweise von der ”absoluten, wahren und mathematischen Zeit, die gleichmiBig
flieBt, ohne von etwas anderem beeinflusst zu werden”.

Fiir Kant gehort der Zeitbegriff zu den Kategorien a priori, also den Mustern unseres Den-
kens, die wir nicht aus Erfahrung gewinnen, sondern die aller Erfahrung vorgelagert und im
Ubrigen notwendig sind, um iiberhaupt strukturierte Erfahrungen machen zu kénnen. Richtig
daran ist sicher, dass die der Zeit unterstellten Eigenschaften (reelle Zahlen) sich nicht durch
Messungen erheben lassen, sondern umgekehrt allen Messungen vorausgesetzt sind. Trotzdem
bleibt die Frage, wie die Zeitvorstellung in unsere Kopfe kommt. Man darf Kant, der diese Fra-
ge nicht behandelt, wohl unterstellen, dass er sie fiir angeboren hielt. Das macht ihn zu einem
idealistischen Philosophen.

Gegen die These, die Zeitvorstellung sei angeboren, spricht allerdings, dass verschiedene Ge-
sellschaften ganz unterschiedliche Zeitvorstellungen hervorgebracht haben, es sich also nicht um
etwas allgemein Menschliches handeln kann. Bei der Betrachtung von in der Geschichte aufge-
tretenen Zeitvorstellungen unterscheidet POSTONE (1996, S. 200 - 216), dessen Darstellung ich
hier folge, zwischen der Zeit als abhéingiger oder unabhéngiger Variablen und stellt fest, dass das
Konzept der Zeit als einer unabhéngigen Variablen sich ausschliefilich im neuzeitlichen Westeu-
ropa entwickelt hat, dass es sich hier also um ein historisches und gesellschaftliches Spezifikum
handelt.

In dlteren und auflereuropéischen Gesellschaften war die Vorstellung von der Zeit nicht ab-
strakt, sondern immer an bestimmte Ereignisse gebunden, an natiirliche und menschliche Zyklen
(Tage, Jahre, Lebensalter bishin zum Wechsel von Dynastien) und die Dauer bestimmter Tétig-
keiten und Pflichten wie etwa der Zeit, die es dauert, Reis zu kochen oder ein Vaterunser zu
beten. Insofern ist es sinnvoll, hier von ”konkreter” Zeit zu sprechen. Eine vom antiken Agyp-
ten aus sich weit verbreitende Art der Zeitvorstellung beruhte darauf, Tag und Nacht in eine
bestimmte Anzahl von Segmenten aufzuteilen, die damit natiirlich variabel, ndmlich von der
Jahreszeit abhingig waren. Auch in Westeuropa war diese Zeitvorstellung bis zum 14. Jahr-
hundert dominant. Die einzelnen ”Stunden” waren mit bestimmten Tétigkeiten verbunden, und
ihre Variabilitéit passte durchaus zum ldndlichen Leben: Im Sommer ist bei Tage einfach mehr
zu tun als im Winter.

19vgl. PIETSCHMANN 1995
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Das moderne Leben sieht bekanntlich anders aus, es wird von der Uhr beherrscht. Wer hétte
nicht schon iiber die ”Tyrannei der Zeit” geklagt, die sichtbar und unerbittlich fortschreitet,
unabhingig von menschlichen Bediirfnissen. Und in der Tat steht die Entwicklung der modernen
Zeitvorstellung in einem engen Zusammenhang mit der Erfindung der mechanischen Uhr in
Westeuropa Ende des 13. Jahrhunderts und ihrer Verbesserung durch Christaan Huygens (1629
- 1695) in Gestalt der Pendeluhr im Jahre 1656. Die Frage ist allerdings, ob diese Erfindung die
Ursache fiir die Verdnderung der Zeitvorstellung ist oder ob nicht umgekehrt erst eine verdnderte
Zeitvorstellung die Erfindung begiinstigte.

Lange vor der mechanischen Uhr, bereits in der Antike, waren ndmlich prizise Wasseruh-
ren bekannt und weit verbreitet. Weil aber der zu Grunde liegende Mechanismus (flielendes
Wasser) aus einem nahezu gleichformigen Prozess bestand, wurden kunstvolle Mechanismen er-
sonnen, um variable ”Stunden” anzeigen zu kénnen. Die Technik selbst hiitte ein einheitliches
Zeitmaf} nahe gelegt, das wurde aber nicht als angemessen empfunden, weil es zur herrschenden
Zeitvorstellung nicht passte.

Das alte China war dem Westen technisch in vieler Hinsicht weit voraus, bekannt sind Pa-
pier und Schiefpulver, die der Westen dann iibernahm, beim Schiefipulver mit ganz anderen
gesellschaftlichen Konsequenzen, als diese Erfindung in China hatte. China kannte zwei Zeitsy-
steme, eines mit variablen ”Stunden” und ein babylonisches, das den vollen Tag in zwdlf gleiche
"Doppelstunden” aufteilte, die den Tierkreiszeichen zugeordnet waren. Um 1090 herum wurde
fiir den Kaiser von China ein gigantischer, wassergetriebener Uhrturm gebaut, der die konstan-
ten Doppelstunden (und Anteile von ihnen) anzeigte. Der raffinierte Mechanismus wurde aber
ausschliefllich dazu benutzt, die Bewegung der Himmelskdrper anzuzeigen und zu untersuchen,
irgend einen weiter gehenden gesellschaftlichen Effekt hatte er nicht, das chinesische Landleben
orientierte sich an variablen ”Stunden”. Auch das Maf§ der konstanten Doppelstunden hat mit
der modernen, gleichférmigen Zeitvorstellung nichts zu tun. Ihre Zuordnung zu den verschiede-
nen Tierkreiszeichen ”individualisiert” sie ndmlich, sie sind nicht austauschbar.

Selbst der Import der européischen Uhr durch den jesuitischen Missionar Matteo Ricci Ende
des 16. Jahrhunderts und die spétere weite Verbreitung mechanischer Uhren unter den Mit-
gliedern des Kaiserhofs und anderen hochgestellten Personen bewirkte in keiner Weise, dass
Leben und Arbeit in China nach den von ihnen angezeigten konstanten Zeiteinheiten organisiert
wurden. Die Uhren wurden anscheinend ausschlieBlich als nette Spielzeuge angesehen.

In Japan wurden mechanische Uhren ebenfalls im 16. Jahrhundert aus Europa eingefiihrt.
Die Japaner modifizierten sie, indem sie bewegliche Zeichen an den Uhren anbrachten, damit
diese ihre variablen ”Stunden” anzeigen konnten. Erst im letzten Drittel des 19. Jahrhunderts
wurden in Japan konstante Stunden eingefiithrt. Diese Mafinahme war aber Bestandteil einer
bewussten 6konomischen, gesellschaftlichen und wissenschaftlichen Anpassung an den Westen.

Offenbar gibt es keinen Automatismus dahingehend, dass eine Erfindung wie die mechanische
Uhr zu einer Verénderung der Zeitvorstellung im Sinne der abstrakten, mathematischen Zeit
fithrt. Es muss also etwas hinzu kommen, das diese Zeitvorstellung sinnvoll macht.

In den tuchproduzierenden Stidten Westeuropas verbreiteten sich im 14. Jahrhundert sehr
schnell so genannte ” Arbeitsglocken”, die an stiddtischen, nicht kirchlichen Gebéduden angebracht
wurden und eine andere Zeit schlugen als die Kirchenglocken, und zwar Beginn und Ende des
Arbeitstages sowie Arbeitpausen in den Tuchindustrien. Diese Industrien produzierten in erster
Linie nicht fiir lokale Mérkte, sondern fiir den Export, und sie beruhten auf Lohnarbeit. Der
damit zu erzielende Profit hingt von der Produktivitéit der Arbeit und den zu zahlenden Lohnen
ab. Anders als im bauerlichen Leben, wo einfach bestimmte Dinge zu erledigen sind, unabhingig
von der Zeit, die sie in Anspruch nehmen, tritt hier erstmals ein Zwang zur Quantifizierung der
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Arbeit auf. Auch in der Tuchindustrie war der Arbeitstag zunéchst "natiirlich” durch den
Lauf der Sonne bestimmt. Das dnderte sich, als im Zuge der ékonomischen Krise um 1300 die
Tucharbeiter auf eine Verlingerung ihres Arbeitstages drangen, um weiterhin von ihren Léhnen
leben zu kénnen. Damit wurde die Arbeitszeit von der ”natiirlichen Zeit” entkoppelt und musste
aus der Sicht der Unternehmer auf andere Art kontrolliert werden. Im 14. Jahrhundert gab
es dann auch erste Arbeitskimpfe um die Linge des Arbeitstages. Damit hat sich aber das
Verhiltnis von Zeit und Arbeit verkehrt: Wéhrend fiiher eine bestimmte Tétigkeit das Maf fiir
die dafiir benétigte "konkrete” Zeit war, ist jetzt die Zeit das Maf fiir die zu leistende Arbeit,
die Zeit wird von einer abhingigen zu einer unabhéngigen Variablen.

Die Zeit als absolutes und objektives Mafi (und mit ihr die Uhr, die sie misst) wird dann
gesellschaftlich notwendig, wenn die Arbeit zu einem Mittel wird, um im Tausch Giiter zu
erwerben, die andere produziert haben. Zeit wird zum Wertmafl der Waren, zum einen um
Waren verschiedener Art vergleichbar zu machen und tauschen zu kénnen, zum anderen um
ProduktivitdtsmaBstidbe festzulegen: Wer zur Herstellung eines Produkts linger braucht als ein
anderer fiir das gleiche Produkt, erzielt fiir die eingesetzte Arbeitszeit nicht den vollen Wert.
Der Wert einer Ware ist nur die zu ihrer Herstellung gesellschaftlich notwendige Arbeitszeit.

Als objektives Mafl kommt nur die abstrakte, mathematische Zeit in Frage, nicht die "kon-
krete”, an bestimmte Ereignisse gebundene Zeit. Mit den Anfingen des Kapitalismus und der
auf ihm beruhenden biirgerlichen Gesellschaft setzt sich daher auch die moderne Zeitvorstellung
durch und macht die neuzeitliche Naturwissenschaft moglich. Die zur unabhiingigen Variablen
gewordene, gesellschaftlich nicht mehr kontrollierte Zeit aber wird ein Instrument subjektloser
Herrschaft (”Tyrannei der Zeit”). Leistung, so eine in diesem Zusammenhang nicht ganz zufillig
angefiithrte physikalische Definition, ist bekanntlich Energieaufwand pro Zeit.

5 Die Trennung von Mathematik und Physik

Einer auf Galilei zuriickgehenden Metapher zufolge ist Mathematik ”die Sprache, in der das
Buch der Natur geschrieben” sei, und Newtons Hauptwerk enthélt bereits im Titel eine &hnliche
Aussage. Damit wird der Mathematik eine gewisse Eigenstindigkeit zwar nicht abgesprochen,
schliefllich lassen sich in ein und derselben Sprache verschiedene Biicher schreiben, so etwa die
Hauptbiicher in den Kontoren. Die Neuentwicklung mathematischer Begriffe und Konzepte in
der Geometrie und insbesondere der Analysis, bei Rechenverfahren und in der Datenanalyse
geht jedoch Hand in Hand mit den damit zu l6senden Problemen der neuen Naturwissenschaft.
Bis ins 19. Jahrhundert hinein bilden Mathematik und Physik eine Einheit. In dieser Sicht sind
mathematische Sitze einfach wahre Aussagen iiber die Natur, und seien sie auch groflenteils
nur hypothetischer Art, wenn sich die Voraussetzungen im Experiment nicht so ohne weiteres
herstellen lassen.

Im Laufe des 19. Jahrhunderts zerfillt diese Einheit, weil in verschiedener Hinsicht Mehr-
deutigkeiten auftreten. Zum einen entwickeln sich konsistente mathematische Theorien, die
miteinander nicht vereinbar sind und daher nicht alle zugleich wahre Aussagen iiber die Natur
enthalten kénnen. Zum anderen zeigt sich, dass es verschiedene, zu einander konkurrieren-
de mathematische Theorien zur Erklirung derselben Naturvorginge geben kann, wodurch erst
deutlich wird, dass die mathematische Erklarung nicht der Natur entspringt, sondern auch ande-
ren Gesichtspunkten, wie etwa dem der ZweckméBigkeit folgt. Am Ende der davon ausgelosten
Entwicklung steht die Ablosung der Mathematik von der Physik, ein radikal anderer mathe-
matischer Wahrheitsbegrift und der Begriff des mathematischen Modells in seiner modernen
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Gestalt.

5.1 Nichteuklidische Geometrie

Die um 325 vor unserer Zeitrechnung entstandenen Elemente des Euklid sind das erfolgreichste
Buch der Mathematikgeschichte, das mehr als zweitausend Jahre lang als Grundlage aller ma-
thematischen Studien gedient hat. Ausgehend von wenigen Axiomen (evidenten Wahrheiten)
wird darin die bis dahin bekannte Mathematik systematisch zusammengefasst und hergeleitet.
Fir die neuzeitliche Naturwissenschaft ist die klassische euklidische Geometrie von Anfang an
die adiquate Beschreibung des physikalischen Vorstellung des Raumes. Fiir Kant zdhlt sie,
ebenso wie der Begriff der Zeit, zu den Prinzipien der Vernunft, die nicht aus der Empirie ge-
wonnen werden, sondern umgekehrt deren systematische Wahrnehmung erst ermoglichen (KANT
1781/1787/1990, S. 67):

Der Raum ist eine notwendige Vorstellung a priori, die allen dufleren Anschauungen
zum Grunde liegt. Man kann sich niemals eine Vorstellung davon machen, daf$ kein
Raum sei, ob man sich gleich ganz wohl denken kann, daf keine Gegenstinde darin
angetroffen werden. Er wird also als die Bedingung der Méglichkeit der Erscheinun-
gen, und nicht als eine von ihnen abhdngende Bestimmung angesehen, und ist eine
Vorstellung a priori, die notwendigerweise dufleren Erscheinungen zum Grunde liegt.

Geometrische Sitze sind demgeméfl ”synthetische Urteile a priori”, wahre Aussagen iiber die
Natur, die sich gleichwohl unter Absehung von aller Empirie entdecken lassen, und die Geome-
trie ist die Wissenschaft von dem einen, einzigen Raum, der ohne Alternative ist. Zu Beginn des
19. Jahrhunderts kommen daran Zweifel auf, aufgeworfen durch die Losung eines alten, den Ele-
menten immanenten Problems: Die ersten fiinf der euklidischen Axiome lauten (DAvis/HERSH
1985, S. 224).

1. Zwischen zwei beliebigen Punkten kann eine Strecke gezogen werden.
2. Jede Strecke kann unbegrenzt gerade verlingert werden.

3. Ein Kreis kann mit jedem vorgegebenen Punkt als Mittelpunkt und jedem wvorgegebenen
Radius gezogen werden.

4. Alle rechten Winkel sind gleich.

5. Wenn zwei Geraden, die in einer Ebene liegen, sich mit einer anderen Geraden schneiden
und wenn die Summe der Innenwinkel auf der einen Seite weniger als diejenige von zwei
rechten Winkeln ausmacht, dann werden sich die Geraden schneiden, wenn sie auf der
Seite, auf der die Winkelsumme weniger ist als zwei rechte Winkel, ausreichend verldngert
werden.

Wihrend die ersten vier Axiome einfach und evident erscheinen, ist es das fiinfte offenbar nicht.
Es ist viel komplizierter zu formulieren, und auch wenn man sich durch eine Zeichnung seiner
Giiltigkeit versichern kann, so ist diese doch der selben Qualitit wie die vieler geometrischer
Satze, die Euklid erst beweist. Die Frage liegt daher nahe, ob dieses Axiom sich nicht vielleicht
aus den anderen herleiten lasse. Es wird als Parallelenaziom bezeichnet, obwohl das Wort
”parallel” darin nicht vorkommt, und von Euklid in der Tat erst spéter eingefithrt wird:
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Parallele Geraden sind Geraden, die in derselben Ebene liegen, unbeschdinkt in beide
Richtungen weitergefiihrt werden und sich weder in der einen noch in der anderen
Richtung schneiden.

Mit dieser Definition ist das fiinfte Axiom (unter Voraussetzung der ersten vier) zur folgenden
Aussage dquivalent:

6. In einer Ebene seien eine Gerade g und ein Punkt P nicht auf g gegeben. Dann gibt es
genau eine Gerade durch P, die zu g parallel ist.

was heute die gebrduchlichste Formulierung des Parallelenaxioms ist.

Bis Ende des 18. Jahrhunderts bemiihten sich Mathematiker, dieses Axiom aus den ersten
vier zu beweisen, es gelangen aber immer nur neue dquivalente Formulierungen, etwa (Legendre):
Die Winkelsumme im Dreieck betrdgt zwei rechte Winkel. Ebenso wenig fiihrten Versuche eines
indirekten Beweises zum Erfolg, die Annahme der Giiltigkeit der ersten vier Axiome und der
Ungiiltigkeit des fiinften zu einem Widerspruch zu bringen.

Carl Friedrich Gauf (1777 - 1855) ist wohl der erste, dem es gelingt, unter der Annahme der
ersten vier Axiome und der Ersetzung des fiinften durch ein anderes, ndmlich

7. Zu einer Geraden g und einem nicht auf thr liegenden Punkt P gibt es unendlich viele
Geraden durch P, die g nicht schneiden.

eine neue Geometrie zu konstruieren, die er nichteuklidisch nennt. Gaufl selber hat in Er-
wartung mangelnder Akzeptanz seine Uberlegungen nie verdffentlicht. Sie werden allerdings
in einem Briefwechsel erwéhnt (s. MEHRTENS 1990, S. 46). Auch den unabhingig von Gauf}
und voneinander verdffentlichten Arbeiten von Janos Bolyai (1802 - 1860) und Nikolai Iwano-
witsch Lobatschewskij (1793 - 1856) bleibt zunichst wenig Resonanz beschieden. In der auf
Gaul/Bolyai/Lobatschwskij zuriickgehenden, heute als hyperbolisch bezeichneten Geometrie ist
die Winkelsumme im Dreieck stets kleiner als zwei rechte Winkel.

Gauf} scheint sich des Spaltes, der sich hier zwischen Mathematik und Physik aufzutun
beginnt, bewusst zu sein. Zumindest die Zurechnung geometrischer Konzepte zum Kant’schen
Apriori ist ihm fraglich geworden, wenn er schreibt (zitiert nach MEHRTENS 1990, S. 46)

Wir missen in Demuth zugeben, dass, wenn die Zahl bloss unseres Geistes Product
ist, der Raum auch ausser unserem Geiste eine Realitdt hat, der wir a priori unsere
Gesetze nicht vollstindig vorschreiben konnen. !

Geodit, der er auch ist, versucht Gaufl empirisch festzustellen, welche Geometrie der Realitidt am
besten angepasst ist, indem er die Winkelsumme im Dreieck ausmisst, das von drei Berggipfeln
im Harz gebildet wird. Das Ergebnis iibertrifft die zwei rechten Winkel um weniger als 15
Bogenminuten und bleibt damit im Rahmen der Messgenauigkeit auf dem Boden der euklidischen
Geometrie.

Bernhard Riemann (1826 - 1866) schliefllich stellt in seinem beriithmten Habilitationsvortrag
von 1854 (verdffentlicht 1868) dber die Hypothesen, welcher der Geometrie zu Grunde liegen eine
Geometrie vor, die elliptische, in der das fiinfte euklidische Axiom ersetzt ist durch

"Das Aufkommen der nichteuklidischen Geometrie gilt in interessierten philosophischen Kreisen zuweilen als
Widerlegung von Kant. Richtig ist das allenfalls in Bezug auf die Zurechnung bestimmter geometrischer Ideen zu
den Vorstellungen a priori. Es dndert aber nichts daran, dass derartige Vorstellungen die mathematische Natur-
wissenschaft erst konstituieren, sondern zeigt nur, dass ihre Inhalte geschichtlichen Verdnderungen unterworfen
sind.
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8. Zu einer Geraden g und einem nicht auf ihr liegenden Punkt P gibt es keine zu g parallele
Gerade durch P, m.a.W. alle Geraden durch P schneiden g.

In dieser Geometrie ist die Winkelsumme im Dreieck grofier als zwei rechte Winkel. Auch
Riemann ist sich der Tragweite des Problems fiir das Verhéltnis von Mathematik und Erfahrung
bewusst, wenn er schreibt (zitiert nach PEIFFER / DAHAN-DALMEDICO 1994, S. 163

Ich habe mir daher zundchst die Aufgabe gestellt, den Begriff einer mehrfach aus-
gedehnten Grofie aus allgemeinen Griéfienbegriffen zu konstruieren. Es wird daraus
hervorgehen, daf$ eine mehrfach ausgedehnte Grifie verschiedener Mafverhdltnisse
fadhig ist und der Raum also nur einen besonderen Full einer dreifach ausgedehnten
Mannigfaltigkeit bildet. Hiervon aber ist eine notwendige Folge, daf$ sich die Sdtze
der Geometrie nicht aus allgemeinen Grifienbegriffen ableiten lassen, sondern daf
diejenigen Figenschaften, durch welche sich der Raum von anderen denkbaren drei-
fach ausgedehnten Grofien unterscheidet, nur aus der Erfahrung entnommen werden
kénnen.

Erst jetzt dringt die Ungeheuerlichkeit ins gemeinsame mathematische Bewufitsein, die in
der Existenz konkurrierender mathematischer Theorien besteht, stellt doch diese Tatsache den
Begriff der mathematischen Wahrheit in Frage:

Niemand kann zwei Herren dienen. Man kann nicht der Wahrheit dienen und der
Unwahrheit. Wenn die euklidische Geometrie wahr ist, so ist die nichteuklidische
Geometrie falsch, und wenn die nichteuklidische wahr ist, so ist die euklidische Geo-
metrie falsch.

Gottlob Frage (1848 - 1925) hilt hier noch einmal die traditionelle Position hoch (zitiert nach
MEHRTENS 1990, S. 117), bereits in Reaktion auf die sich abzeichnende Relativierung des ma-
thematischen Wahrheitsbegriffs. Freges Position hétte aber zur notwendigen Folge, wie Rie-
mann und bereits Gaufl bemerkt haben, die Erfahrung zum Schiedsrichter iiber die Richtigkeit
mathematischer Aussagen zu machen, was nach allgemeiner Auffassung die Stringenz der ma-
thematischen Argumentation doch stark beeintréichtigen wiirde.

5.2 Axiomatische Methode und Angewandte Mathematik

In seinem beriihmten, die Mathematik des 20. Jahrhunderts prigenden Vortrag Mathematische
Probleme, gehalten auf dem zweiten internationalen Mathematikerkongress, bringt David Hilbert
(1862 -1943) die sich abzeichnende radikale Abkehr von der traditionellen Auffassung auf den
Punkt (vgl. MEHRTENS 1990 S. 108 ff). Ein Jahr zuvor hat er in seinen Grundlagen der
Geometrie bereits am Beispiel vorgemacht, was als Programm fiir die gesamte Mathematik
gedacht ist (HILBERT 1899/1968, S. 2):

Wir denken drei verschiedene Systeme von Dingen: die Dinge des ersten Systems

nennen wir Punkte und bezeichnen sie mit A, B,C,...; die Dinge des zweiten Sy-
stems nennnen wir Geraden und bezeichnen sie mit a,b,c,...; die Dinge des dritten
Systems nennen wir Ebenen und bezeichnen sie mit o, B,7,...; .... Wir denken

die Punkte, Geraden, Ebenen in gewissen gegenseitigen Beziehungen und bezeichnen
diese Beziehungen durch Worte wie “liegen”, “zwischen”, "kongruent”; die genaue
und fiir mathematische vollstindige Beschreibung dieser Beziehungen erfolgt durch
die Axiome der Geometrie.
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Die hier verwendeten Worte sind zunichst leere Hiilsen ohne jede Bedeutung, die tatsichliche
Wortwahl ist nur ein (allerdings nicht ganz unwichtiges) Zugestindnis an die mathematische
Konvention. So etwas wie Bedeutung erhalten die Worte erst durch die dann folgenden Axiome
(z. B.: Zu zwei Punkten A, B gibt es stets genau eine Gerade a, die mit jedem der beiden Punkte
A, B zusammengehért. Die Axiome sind nicht wie bei Euklid evidente Wahrheiten, kénnen es
gar nicht sein, weil die in ihnen vorkommenden Worte keine eigenstdndigen Sinn haben. Es
handelt sich vielmehr um Setzungen, die die verwendeten Worte erst in gewisser Weise definieren.
Mathematische Séitze sind dann nicht mehr an sich wahr oder falsch, sondern immer nur aus
einem klar definierten Axiomensystem ableitbar oder nicht. Aufgabe der Mathematik ist es,
ableitbare Sdtze abzuleiten und fiir nicht ableitbare die Unlésbarkeit des Ableitungsproblems
nachzuweisen (wie etwa beim Parallelenaxiom in Bezug auf die ersten vier euklidischen Axiome
geschen). Im Jahre 1900 jedenfalls zeigt sich Hilbert von der Losbarkeit (in diesem Sinne) aller
mathematischen Probleme iiberzeugt (s. MEHRTENS 1990, S.110).

In diesem Programm haben sowohl die euklidische Geometrie als auch die nichteuklidischen
ihren Platz in der Mathematik, sie widersprechen sich nicht einmal mehr, sondern beruhen ein-
fach auf verschiedenen Axiomensystemen. Insofern herrscht grenzenlose Freiheit, allerdings mit
einer kleinen Einschréinkung: Jedes der untersuchten Axiomensysteme muss widerspruchsfrei
sein, es darf aus ihm nicht eine Aussage und ihr logisches Gegenteil zugleich ableitbar sein, da
andernfalls (nach einem Satz der Aussagenlogik) alle {iberhaupt formulierbaren Sétze auch ab-
leitbar wiren. Das Problem der Widerspruchsfreiheit fithrt ebenso wie das der Entscheidbarkeit
(ist ein bestimmter mathematischer Satz aus einem Axiomensystem ableitbar oder nicht?) in
die Abgriinde der mathematischen Logik, in die ich mich hier nicht begeben mochte, weil es
mir im vorliegende Kontext eher um die Beziehungen zwischen der Mathematik und anderen
Wissenschaften geht. Die allerdings sind fiir die moderne Mathematik, die dem Hilbert’schen
Programm folgt, ausgesprochen schillernd:

Auf der einen Seite konstituiert Hilbert die Mathematik als eigensténdiges Fach, welches
sich nicht iiber seine Inhalte, sondern ausschliellich uiber die Form definiert, in die diese zu
bringen seien. Auch fiir die weitere Entwicklung betont Hilbert diese Eigenstéindigkeit (HILBERT,
Probleme, zitiert nach MEHRTENS 1990, S. 119):

Bei der Weiterentwicklung einer mathematischen Disziplin wird sich jedoch der mensch-
liche Geist, ermutigt durch das Gelingen der Lisungen, seiner Selbstindigkeit be-
wujt; er schafft aus sich selbst heraus oft ohne erkennbare dufere Anregung, allein
durch logisches Kombinieren, durch Verallgemeinern, Spezialisieren, durch Trennen
und Sammeln der Begriffe in glicklichster Weise neue und fruchtbare Probleme und
tritt selbst als der eigentliche Frager in den Vordergrund ... und so entstehen tber-
haupt fast alle feineren Fragen der modernen Zahlen- und Funktionentheorie.

Auf der anderen Seite erweitert das Absehen von allen konkreten Inhalten und die damit
verbundene Loslosung der Mathematik von der Physik die Anwendungsfelder. Und die Orientie-
rung an ihnen erweist sich mehr als je zuvor als erforderlich, soll Mathematik eine Wissenschaft
bleiben und nicht zu einem reinen Glasperlenspiel verkommen. Die Widerspruchsfreiheit allein
gibt kein hinreichendes Kriterium fiir eine Antwort auf die Frage, welche der unabsehbar vielen
moglichen Axiomensysteme es zu behandeln lohnt und welche nicht. Hier miissen Aspekte hin-
zutreten, die (zumindest im Rahmen des Hilbert’schen Programms) auflermathematischer Art
sind. So nennt Hilbert selbst beispielsweise in der Einleitung seiner Grundlagen der Geometrie
als deren Aufgabe die logische Analyse unserer rdumlichen Anschauung, und ohne diesen Hin-
tergrund wéren seine darauf folgenden Abhandlungen zwar logisch und mathematisch korrekt,
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doch vollig substanzlos.

Was schliellich die Moglichkeiten der Angewandten Mathematik, den Umfang und die Anzahl
ihrer Betatigungsfelder angeht, so gehen hier die Ansichten auseinander. Hilbert vertritt in dieser
Frage, wie es wohl oft in der Anfangseuphorie einer neuen Entwicklung passiert, einen durchaus
imperialistischen Standpunkt, wenn er im Jahre 1918 bemerkt (zitiert nach MEHRTENS 1990, S.
132)

Ich glaube: Alles was Gegenstand des wissenschaftlichen Denkens tiberhaupt sein
kann, verfdllt, sobald es zu Bildung einer Theorie reif ist, der axiomatischen Metho-

de und damit unmittelbar der Mathematik. ... In dem Zeichen der aziomatischen
Methode erscheint die Mathematik berufen zu einer fliihrenden Rolle in der Wissen-
schaft.

und vier Jahre spéter (zitiert nach MEHRTENS 1990, S. 132)

Ich bemerkte einmal, dass die Frage, was angewandte Mathematik sei, mit der Ge-
genfrage beantwortet werden konnte: Was ist nicht angewandte Mathematik? Inder
tat, was wir auch fir Begebenheiten oder Erscheinungen in der Natur oder im prak-
tischen leben antreffen, dberall wird der mathematische Gesinnte und Eingestellte
einen mathematischen Kern finden.

Der erste Satz impliziert, dass hier alles, was nicht mathematisierbar ist, als nicht wissenschaft-
lich oder zumindest noch nicht reif zur Bildung einer Theorie deklariert wird. Nun ist der
Gedanke keineswegs neu, dass alle Dinge, die iiberhaupt menschlicher Erkenntnis zuginglich
sind, sich durch mathematische Ableitungen erfassen lieflen. Er geht bereits auf René Descartes
(1596 - 1650) zuriick. Thn ausgerechnet im Zusammenhang mit der axiomatischen Methode wie-
der aufzuwérmen, ist zumindest ziemlich vorwitzig angesichts des gerade durch die von Hilbert
vollendete Entwicklung sich erstmals im vollen Ernst stellenden Problems der Beziehungen zwi-
schen Mathematik und Realitdt. Die Frage, ob der angeblich iiberall zu findende " mathematische
Kern” einen Sachverhalt angemessen beschreibt, wird hier némlich einfach iibergangen.

Gerade diese Kernfrage aber nach dem Zusammenhang zwischen der nunmehr abgekoppel-
ten Mathematik und allen anderen Wissensgebieten, nach den Bedingungen der Moglichkeit,
informelle Inhalte mathematisch zu formalisieren, ist selbst nicht mathematisierbar. Denn jeder
entsprechende Versuch miisste einen nicht formalisierten Gegenstand zunéchst einer Operation
gerade der Art unterziehen, die zu problematisieren ist.!?

5.3 Der Modellbegriff

Heinrich Hertz (1857 - 1894) ist dem breiteren Publikum vor allem durch seine experimentellen
Studien zu Radio- oder allgemeiner elektromagnetischen Wellen bekannt, weniger durch seine
Untersuchungen, die die gesamte theoretische Physik seiner Zeit betreffen. In den letzten drei
Jahren seines Lebens konzentriert er sich auf die begriffliche Uberarbeitung der Grundlagen der
klassischen Mechanik. Die ein halbes Jahr nach seinem Tod erschienene Schrift Die Prinzipi-
en der Mechanik, in neuem Zusammenhange dargestellt ist der Versuch einer ”Mechanik ohne

2Die mathematische Logik etwa zeigt in einem etwas anderen, aber #hnlich gelagerten Bereich die Vergeb-
lichkeit eines solchen Bemiihens: Als inhaltliche mathematische Theorie ist sie durchaus von Interesse, als eine
”Metatheorie” mathematischen Denkens, die sie angeblich auch sein soll, aber taugt sie nicht, weil die Frage
der Interpretation, also der Beziehung zwischen ihren formalen Zeichenketten und ”konkreten” mathematischen
Objekten (wie etwa den natiirlichen Zahlen) sich nicht wiederum als formale Zeichenkette darstellen ldsst.
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Kraftbegrift”, genauer gesagt, einer Mechanik, in der die Kraft kein Grundbegriff, sondern aus
anderen Begriffen abgeleitet ist, nimlich der Bewegung verborgener Massen des Athers. Die
Atherhypothese ist von der modernen Physik kurz darauf verworfen worden, dagegen gibt es
ghnliche Erkirungsmuster fiir die Bewegungen von Kérpern in der allgemeinen Relativitétstheo-
rie (durch Gravitationsfelder gekriimmter Raum).

Beriihmt geworden ist vor allem die Einleitung zu dieser Abhandlung, in der Hertz sich
ein Instrumentarium schaftt, seinen eigenen Aufbau der Mechanik und die beiden bis dahin
bekannten!? hinsichtlich der Vor- und Nachteile gegeneinander abzuwigen. Er verwendet offen-
bar als Erster das Wort ”Modell”, das allerdings nur einmal auftritt und im alltagssprachlich-
technischen Sinne als Metapher benutzt wird. Dabei wird der Begriff des Modells im modernen
Sinne aber herausgearbeitet, auch wenn andere Worte (”Bilder”, ”Scheinbilder”, ”Symbole”)
verwendet werden, mit denen er die Arbeitsweise der ”bewuflten Naturerkenntnis” charakteri-
siert (HERTZ 1894/1996, S.67, Hervorhebung C.P.O.):

Es ist die ndchste und in gewissem Sinne wichtigste Aufgabe unserer bewufiten Na-
turerkenntnis, dafl sie uns befdhige, zukinftige Erfahrungen vorauszusehen, um nach
dieser Voraussicht unser gegenwdrtiges Handeln einrichten zu kénnen. Als Grundla-
ge fir die Losung jener Aufgabe der Erkenninis benutzen wir unter allen Umstinden
vorangegangene Erfahrungen, gewonnen durch zufillige Beobachtungen oder durch
absichtlichen Versuch. Das Verfahren aber, dessen wir uns zur Ableitung des Zukiinf-
tigen aus dem Vergangenen und damit zur Erlangung der erstrebten Voraussicht stets
bedienen, ist dieses: Wir machen uns innere Scheinbilder oder Symbole der dufleren
Gegenstinde, und zwar machen wir sie von solcher Art, dafl die denknotwendigen
Folgen der Bilder stets wieder die Bilder seien von den naturnotwendigen Folgen der
abgebildeten Gegenstidnde. Damit diese Forderung tberhaupt erfillbar sei, missen
gewisse Ubereinstimmungen vorhanden sein zwischen der Natur und unserem Geiste.
Die Erfahrung lehrt uns, daf die Forderung erfillbar ist und daf8 also solche Uber-
einstimmungen in der Tat bestehen. Ist es uns einmal gegliickt, aus der angesam-
melten bisherigen Erfahrung Bilder von der verlangten Beschaffenheit abzuleiten, so
kénnen wir an thnen, wie an Modellen, in kurzer Zeit die Folgen entwickeln, welche
in der dufSeren Welt erst in ldngerer Zeit oder als Folgen unseres eigenen FEingrei-
fens auftreten werden; wir vermdgen so den Tatsachen vorauszueilen und kionnen
nach der gewonnenen Einsicht unsere gegenwdrtigen Entschliisse richten. Die Bil-
der, von welchen wir reden, sind unsere Vorstellungen von den Dingen; sie haben
mit den Dingen die eine wesentliche tibereinstimmung, welche in der Erfillung der
genannten Forderung liegt, aber es ist fir ithren Zweck nicht nétig, daf$ sie irgend eine
weitere tubereinstimmung mit den Dingen haben. In der Tat wissen wir auch nicht,
und haben auch kein Mittel zu erfahren, ob unsere Vorstellungen von den Dingen
mit jenen in irgend etwas anderem tbereinstimmen, als allein in eben jener einen
fundamentalen Beziehung

Hertz’ Sprachgebrauch markiert erkenntnistheoretisch eine Distanz zu Galilei oder Newton,
die &hnlich grof} sein diirfte wie die zwischen der modernen, axiomatischen Mathematik und der
klassischen mit ihrem absoluten Wahrheitsbegriff. Und auch hier liegt der Grund in den mit

13Neben dem Newton’schen Zugang mit Kraft als Grundbegriff ist das der im Laufe des 19. Jahrhunderts
aufkommende und auf Variationsprinzipien beruhende, in dem Energie als Grundbegriff an die Stelle der Kraft
tritt. Hertz versucht in seinem Zugang, mit den (allen drei Zugingen gemeinsamen) drei Grundbegriffen Zeit,
Raum und Masse auszukommen.
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der neuzeitlichen Wiissenschaft inzwischen gemachten Erfahrungen: Wenn die ”Modelle” oder
"inneren Scheinbilder” von ”der Natur” auseinander zu fallen beginnen, dann lassen sie sich
nicht mehr als naturgegeben denken, sondern nur noch als von uns selbst hervorgebracht, als
ein spezifisches Instrument, mit spezifischen Moglichkeiten und Grenzen.

Scheinbilder p| denknotwendige
Symbole f Folgen
b b
Gegenstande F q naturnotwendige
Folgen

Die von den ”inneren Scheinbildern” zu erfiillende Bedingung erinnert an ein kommutierendes
Diagramm, wie es in der modernen Algebra gebriuchlich ist.!* Zu erfiillen ist die Forderung

fob=boF.

Gegenstand der Naturerkenntnis ist die (unbekannte) Abbildung F', wogegen f sich aus prin-
zipiell zugénglichen Operationen der Mathematik und Logik zusammensetzt. Die eigentliche
Modellbildung besteht in der Wahl der Abbildung b. Fiir die geeignete Wahl nennt Hertz drei
Kriterien: Zulassigkeit, Richtigkeit und Zweckmdfigkeit (HERTZ 1894 / 1996, S. 67):

Eindeutig sind die Bilder, welche wir uns von den Dingen machen wollen, noch nicht
bestimmt durch die Forderung, daff die Folgen der Bilder wieder die Bilder der Fol-
gen seien. Verschiedene Bilder derselben Gegenstinde sind méglich und diese Bilder
konnen sich nach verschiedenen Richtungen unterscheiden. Als unzuldssig sollten
wir von vornherein solche Bilder bezeichnen, welche schon einen Widerspruch gegen
die Gesetze unseres Denkens in sich tragen, und wir fordern also zundchst, daf alle
Bilder logisch zuldssige oder kurz zuldssige seien. Unrichtig nennen wir zuldssige Bil-
der dann, wenn thre wesentlichen Beziehungen den Beziehungen der duferen Dinge
widersprechen, das heifit wenn sie jener ersten Grundforderung nicht genigen. Wir
verlangen demnach zweitens, daff unsere Bilder richtig seien. Aber zwei zuldssige
und richtige Bilder derselben dufleren Gegenstinde kénnen sich noch unterscheiden
nach der Zweckmdfigkeit. Von zwei Bildern desselben Gegenstandes wird dasjenige
das zweckmdjigere sein, welches mehr wesentliche Beziehungen des Gegenstandes
widerspiegelt als das andere; welches, wie wir sagen wollen, das deutlichere ist. Bei
gleicher Deutlichkeit wird von zwei Bildern dasjenige zweckmdfiger sein, welches ne-
ben den wesentlichen Zigen die geringere Zahl tiberflissiger oder leerer Beziehungen
enthdlt, welches also das einfachere ist. Ganz werden sich leere Beziehungen nicht
vermeiden lassen, denn sie kommen den Bildern schon deshalb zu, weil es eben nur
Bilder und zwar Bilder unseres besonderen Geistes sind und also von den FEigen-
schaften seiner Abbildungsweise mitbestimmt sein missen.

"“Es wire allerdings ein Missverstiandnis, hierin ein ”mathematische Modell” der Modellbildung zu sehen, da
keine der drei enthaltenen Abbildungen hinsichtlich ihrer realen Bedeutung prizise gefasst ist.
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Das Kriterium der Richtigkeit, also die Grundforderung , wird in der Physik, an die Hertz hier
ausschliefllich denkt, in der Regel durch ein Experiment iiberpriift, also durch die bewusste und
theoriegeleitete Herstellung von Versuchsbedingungen, die den Idealvorstellungen des Modells
moglichst nahe kommen und an denen sich seine Vorhersagen {iberpriifen lassen.

Die Verbreitung mathematischer Modelle in anderen Wissenschaftsbereichen bringt eine me-
thodische Schwierigkeit mit sich, die die Physik so nicht kennt, mit Ausnahme vielleicht in der
Kosmologie: Klimamodelle, Modelle von Volkswirtschaften oder komplexer biologischer Systeme
etwa lassen sich nicht experimentell iiberpriifen: Der Beobachter kann die im Modell unterstell-
ten Idealbedingungen nicht herstellen, er muss das beobachtete System so nehmen, wie es ist.
Hier diirfte das Hauptproblem bei der Ubertragung der mathematisch-naturwissenschaftlichen
Methode auf die meisten anderen Wissensgebiete liegen.

Dennoch gibt es weitere Anforderungen an eine saubere mathematische Modellbildung, die
sich auch auBerhalb der Physik erfiillen lassen, aber leider oft nicht erfiillt werden (HERTZ
1894/1996, S. 68):

Wir haben bisher die Anforderungen aufgezdhlt, welche wir an die Bilder selbst stel-
len; etwas ganz anderes sind die Anforderungen, welche wir an eine wissenschaftli-
che Darlequng solcher Bilder stellen. Wir verlangen von der letzteren, daf$ sie uns
klar zum Bewuftsein fithre, welche FEigenschaften den Bildern zugelegt seien um der
Zuldssigkeit willen, welche um der Richtigkeit willen, welche um der Zweckmdf$ig-
keit willen. Nur so gewinnen wir die Moglichkeit an unseren Bildern zu dndern, zu
bessern. Was den Bildern beigelegt wurde um der Zweckmdjigkeit willen, ist ent-
halten in den Bezeichnungen, Definitionen, Abkirzungen, kurzum in dem, was wir
nach Willkiir hinzutun oder wegnehmen konnen. Was den Bildern zukommt um threr
Richtigkeit willen, ist enthalten in den Erfahrungstatsachen, welche beim Aufbau der
Bilder gedient haben. Was den Bildern zukommt, damit sie zuldssig seien, ist gegeben
durch die Eigenschaften unseres Geistes. Qb ein Bild zuldssig ist oder nicht, konnen
wir eindeutig mit ja und nein entscheiden, und zwar mit Giltigkeit unserer Ent-
scheidung fir alle Zeiten. Ob ein Bild richtig ist oder nicht, kann ebenfalls eindeutig
mit jo und nein entschieden werden, aber nur nach dem Stande unserer gegenwdrti-
gen Erfahrung und unter Zulassung der Berufung an spédtere reifere Erfahrung. Ob
ein Bild zweckmdflig sei oder nicht, dafiir gibt es tiberhaupt keine eindeutige Ent-
scheidung, sondern es konnen Meinungsverschiedenheiten bestehen. Das eine Bild
kann nach der einen, das andere nach der andern Richtung Vorteile bieten, und
nur durch allmdhliches Priifen vieler Bilder werden im Laufe der Zeit schliefSlich die
zweckmdfligsten gewonnen.

Es kommt also darauf an, nicht nur die in ein Modell eingehenden Annahmen deutlich her-
auszuarbeiten, sondern ebenso die Griinde fiir diese Annahmen, die sehr verschiedenartig sein
kénnen. Zu diesen Griinden zihlt immer auch der Zweck des Modells: Welche Fragen soll es be-
antworten, welche beobachteten Phinomene erkliren, wovon darf im jeweiligen Zusammenhang
abstrahiert werden?

5.4 Zur Giiltigkeit von Modellen

Die "Richtigkeit” von Modellen im Sinne von Hertz l&sst sich nicht beweisen, sondern nur an
Experimenten iiberpriifen und bei negativem Ausgang widerlegen. Umgekehrt folgt aus der
Ubereinstimmung mit experimentellen Beobachtungen allenfalls eine Art ”vorliufige Richtig-
keit” bis zum Beweis des Gegenteils im néchsten Experiment.
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Problematisch wird die Situation dann, wenn Experimente mit dem durch das Modell be-
schriebenen System nicht moglich sind oder sich verbieten: Eine aus einem mathematischen
Modell gewonnene Aussage hat (wie jeder mathematische Satz) immer die Form: Unter den
Voraussetzungen A, B,C, ... tritt X,Y, Z,... ein. Geraten nun die Vorhersagen X,Y, Z zu Be-
obachtungen in Widerspruch, so kann das u. a. daran liegen,

e dass die vereinfachenden Annahmen A, B,C nur in der konkret beobachteten Situation
nicht erfiillt waren,

e dass sie von dem beschriebenen System grundsétzlich nicht erfiillt werden koénnen,

e dass schludrig gearbeitet wurde, entweder in Form von Mehrdeutigkeiten und Inkonsi-
stenzen bei der Interpretation (Abbildung b) oder in Form logischer oder mathematischer
Fehlschliisse,

was ganz verschiedene Konsequenzen hinsichtlich der Beurteilung des Modells nach sich zieht,
aber nicht so ohne weiteres auseinander gehalten werden kann.

Logische Fehler und Inkonsistenzen kénnen natiirlich auch dazu fithren, dass Aussagen ge-
wonnen werden, die das Modell eigentlich gar nicht hergibt, die sich aber empirisch mehr oder
weniger bestitigen lassen.!® Die Ubereinstimmung mit Beobachtungsdaten ist daher weder ein
notwendiges noch ein hinreichendes Kriterium fiir die Richtigkeit eines Modells, sondern nur ein
Teilaspekt. BOSSEL 1992, S. 36 bezeichnet dieses Kriterium als empirische Giiltigkeit, nennt
aber noch drei weitere Kriterien:

e Verhaltensgiiltigkeit ist ein dhnliches Kriterium, wobei allerdings von der numerischen
Ubereinstimmung mit Daten abgesehen wird. Gefragt ist nur, ob Modell und beschriebenes
System ein dhnliches qualitatives Verhalten aufweisen (z. B. Schwingungen, Periodizititen
u. a.).

o Strukturgiltigkeit zielt auf die Entsprechung der Wirkungsstrukturen von Modell und Ori-
ginal. Ein Modell ist mit Sicherheit dann nicht strukturgiiltig, wenn nur das qualitative
oder quantitative Systemverhalten durch eine mathematische Struktur nachgebildet wird,
ohne auf die inneren Wirkungsmechanismen des Originals Bezug zu nehmen.

e Anwendungsgiltigkeit fragt danach, ob das Modell seinem Zweck entspricht und Antworten
auf die gestellten Fragen gibt. Ein Modell ist mit Sicherheit dann nicht anwendungsgiiltig,
wenn es mathematisch unlésbare Probleme aufwirft und eine Simulation mit den aktuell
zur Verfiigung stehenden Mitteln nicht moglich ist.

Es diirfte im Allgemeinen schwierig sein, prizise festzustellen, dass eines dieser Kriterien erfiillt
ist, schon eher, dass es nicht erfiillt ist. Die Kriterien sind daher nur als Aspekte zu verstehen,
unter denen sich mathematische Modelle diskutieren lassen.

15Nach meinem Eindruck scheint das ein in weiten Teilen der herrschenden Volkswirtschaftslehre beliebtes
Vorgehen zu sein, weshalb denn dort auch die Ansicht hiufig anzutreffen ist, es komme auf Erkldrungsgehalt
und Begriindung der verwendeten Modelle gar nicht an, sondern nur darauf, ob zutreffende Voraussagen moglich
sind, so etwa FRIEDMAN 1953. Dann stellt sich allerdings die Frage, warum man auf Modelle, denen gar kein
Erklarungsanspruch zukommt, nicht ganz verzichtet und sich auf die Extrapolation von Beobachtungsdaten be-
schrankt.
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5.5 Klassifikation von Modellen

Mathematische Modelle lassen sich unter verschiedenen Gesichtspunkten klassifizieren. Einer
davon ist der Gegenstandsbereich, auf den sie sich beziehen, die Klassifikation entspricht dann
der der Wissenschaften, in denen mathematische Modelle eingesetzt werden. Ein zweiter ist die
Art der Mathematik, die in den Modellen zum Zuge kommt. RAPOPORT 1980 unterscheidet fiir
die Sozialwissenschaften

e klassische Modelle, in denen Differential- und Differenzengleichungen verwendet werden,
e stochastische Modelle, die wesentlich mit stochastischen Prozessen arbeiten,
o strukturelle Modelle, die u. a. diskrete Mathematik einsetzen.

Differential- und Differenzengleichungen setzen die Kenntnis bzw. Annahme von Entwicklungs-
gesetzen voraus, denen die betrachteten Systeme dann auf deterministische Weise folgen. Sto-
chastische Prozesse weichen die Determiniertheit der Zukunft aus den Anfangsbedingungen in-
sofern auf, als zufillige Einfliisse mit einbezogen werden. Strukturelle Modelle verzichten dem
gegeniiber ganz auf Prognosen und weisen ein mehr oder weniger grofies Spektrum mdoglicher
Ablaufe aus oder verzichten ganz auf Vorhersagen.

In der Literatur zur mathematischen Modellbildung auflerhalb der hard sciences hat sich
eine weitere Klassifikation von Modellen herausgebildet, die stark am Modellzweck orientiert
ist, némlich die Unterscheidung von deskriptiven (beschreibenden, beobachtenden) Modellen,
numerischen Simulationsmodellen und konzeptionellen (analytischen, hypothetischen) Modellen
(vgl. GERSHENFELD 1999, WISSEL 1989).

e Deskriptive Modelle dienen der Erfassung, Aufbereitung, Komprimierung und Analyse
meist groffer Datenmengen, ohne dass damit ein Erkldrungsanspruch verbunden ist. Nichts-
destoweniger handelt es sich dabei um mathematische Modellbildung, da entschieden wer-
den muss, welche potentiellen Eigenschaften uniibersichtlicher Daten zum Vorschein ge-
bracht und welche in den Hintergrund gedringt werden sollen.

e Simulationsmodelle sind der Versuch, einer komplexen Realitit dadurch gerecht zu werden,
dass moglichst viele bekannte Einzelheiten erfasst werden. Ihres Umfangs wegen lassen sich
diese Modelle nur auf dem Computer numerisch durchrechnen. Das setzt voraus, dass je-
dem (bekannten oder unbekannten) Parameter im Modell ein numerischer Wert zugewiesen
sein muss. Der Zweck dieser Modelle besteht in quantitativen Prognosen, moglicher Weise
auch in der Entwicklung von Vorschldgen fiir Management- oder Politikmafinahmen. Die
ausschlieflich numerische Simulation setzt einen engen Zusammenhang zu empirisch erho-
benen Daten voraus, die mangelnde oder ungenaue Datenerfassung kann daher zu einem
Problem werden. Ein Folgeproblem besteht in der Schwierigkeit, die Auswirkungen von
Ungenauigkeiten in den Eingangsdaten abzusehen. Die Komplexitit eines Simulationsmo-
dells macht sein Systemverhalten oft undurchsichtig, zugespitzt konnte man sagen: Das
Verstéindnis der komplexen Realitéit wird nicht geférdert, sondern ersetzt. Prognosen iiber
den empirisch bereits erfassten Rahmen hinaus sind daher immer mit grofler Vorsicht zu
genieflen.

o Konzeptionelle Modelle verfahren genau umgekehrt, indem sie bewusst von starken Idea-
lisierungen ausgehen. Sie beschreiben Situationen, die es in der Realitdt so gar nicht oder
nur im Extremfall gibt, etwa im Sinne von Gedankenexperimenten der klassischen Physik.
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Derartige Modelle miissen schon deswegen moglichst einfach gehalten werden, um einer
Analyse zuginglich zu sein. In der Regel operieren sie mit nichtnumerischen Parametern.
Das Ziel dieser Modelle ist es, die Wirkungen von einzelnen Komponenten der komplexen
Realitét genauer zu bestimmen und so Verstéindnis fiir Zusammenhénge zu erzeugen. Eine
quantitative Ubereinstimmung der aus konzeptionellen Modellen gewonnenen Vorhersagen
mit Beobachtungsdaten, die nicht in einem entsprechend angelegten Experiment gewonnen

wurden, ist nicht zu erwarten.'

Literatur

BossiL, H.: Modellbildung und Simulation, Braunschweig 1992

CASSIRER, E.: Das Erkenntnisproblem in der Philosophie und Wissenschaft der neueren Zeit,
Erster Band 1910, Nachdruck, Darmstadt 1994

CoLLiNs, H. / PINCH, T.: Der Golem der Forschung. Wie unsere Wissenschaft die Natur erfindet,
Berlin 1999

Davis, P. J. / HErsH, R.: Erfahrung Mathematik, Basel 1985

FriEDMAN, M.: it The methodology of positive economics, in M. Friedman: Essays in positive
economics, 5 - 43, Chikago 1953

GALILEL, G.: Dialogo supra i due massimi sistemi del mondo, 1632, Ubersetzung von E. Strauf
1890, Nachdruck, Stuttgart 1982

GALILEL G.: Discorsi e dimostrazioni matematiche, intorno a due novo scienze, 1638, Ubersetzung
von A. v. Oettingen 1890, Nachdruck, Frankfurt 1995

GERSHENFELD, N: The nature of mathematical modeling, Cambridge 1999

GREIFF, B. v.: Gesellschaftsform und Erkenntnisform. Zuwm Zusammenhang von wissenschaftlicher
Erfahrung und gesellschaftlicher Entwicklung, Frankfurt 1976

HEertz,H.: Die Prinzipien der Mechanik in neuem Zusammenhange dargestellt. Einleitung, 1894,
mit Anmerkungen von J. KUCZERE, Frankfurt 1996

HuME, D.: An enquiry concerning human understanding, 1748, Ubersetzung von R. Richter, Ham-
burg 1993

KaNT, L.: Kritik der reinen Vernunft, 1781, 2. Auflage 1787, Nachdruck, Hamburg 1990

KANT, I.: Metaphysische Anfangsgrinde der Naturwissenschaft, 1786, Kants Werke auf CD-ROM,
Berlin 1996

KOYRE, A.: Leonardo, Galilei, Pascal. Die Anfiinge der neuzeitlichen Naturwissenschaft, Frankfurt
1998

MEHRTENS, H.: Moderne - Sprache - Mathematik, Frankfurt 1990

NEWTON, L: Philosophia naturalis principia mathematica, 1687, Ubersetzung von E. Dellian, Ham-
burg 1988

ORTLIEB, C. P.: Bewusstlose Objektivitit. Aspekte einer Kritik der mathematischen Naturwissen-
schaft, Krisis 21/22, 15 - 51, Bad Honnef 1999

PEIFFER, J. / DAHAN-DALMEDICO, A.: Wege und Irrwege - Eine Geschichte der Mathematik,
Basel 1994

15Um noch einmal auf die Volkswirtschaftslehre zuriick zu kommen: Die dort extensiv gebrauchten mathemati-
schen Modelle sind ihrem Ansatz nach konzeptioneller Art. Einen wie immer mit ihnen verbundenen Erklarungs-
anspruch einfach fallen zu lassen und statt dessen auf ihre Prognosefdhigkeit zu setzen, ist daher ein sinnloses

Unterfangen.



36 5 DIE TRENNUNG VON MATHEMATIK UND PHYSIK

PieTsCHMANN, H.: Das Ende des naturwissenschaftlichen Zeitalters, Stuttgart 1995
PosToNE, M.: Time, labor, and social domination, Cambridge 1996

RAPOPORT, A.: Mathematische Methoden in den Sozialwissenschaften, Wiirzburg 1980
SERRES, M. (Hrsg.): Elemente einer Geschichte der Wissenschaften, Frankfurt 1998
STENGER, I.: Die Galilei-Affdren, in SERRES 1998, 395 - 443

WisseL, C.: Theoretische Okologie, Berlin 1989



