H.J. Oberle Komplexe Funktionen SoSe 2013

11. Berechnung reeller Integrale mittels
Residuen

Satz (11.1)

Ist R(z) = P(z)/Q(z) eine rationale Funktion, die keine Singula-
ritaten auf R besitzt und ist Grad(Q) > Grad(P) 4+ 2, so gilt

oo

/R(a:) de = 2ni Y Res(R;z) .

o Imz>0

Beweis: Wegen Grad(Q) > Grad(P) + 2 gilt fur groBe |z| eine
Abschatzung der Form

RO = |55 < e

2
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Damit folgt die (absolute) Konvergenz des uneigentlichen Inte-
grals [220 R(x)dxz nach dem Majorantenkriterium; vgl. (13.5.4).

Wir integrieren nun in C uber den folgenden Integrationsweg

Ist » hinreichend grol3, so liegen alle Singularitaten von R mit
Imz, > 0 innerhalb des Weges c¢; 4+ co. Somit folgt

27i Y  Res(R;z) = 7{ R(z) dz (11.2)
ImZk>O C1+C2
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Wir betrachten nun die Grenzwerte der einzelnhen Integrale fur
T — OO.

/R(z) dz = iR(az) dx — 70R(a:) de (r — o0)

Das zweite Integral schatzen wir ab

C
|/R(z) dz| < max|R(z)| - L(cp) < mr— — 0
& |z|=r r2

fir r - oco. Aus (11.2) folgt hiermit die Behauptung

oo

/R(:c) de = 27i Y Res(Rz).
—00 Im2z>0
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Beispiel (11.3)

0

dx
14 6

— OO
Die Funktion R(z) := 1/(1 + 2°) besitzt sechs Polstellen, von

denen drei in der oberen Halbebene liegen: z; = e'™/6, 2, =
el™/2 3 =¢ei57/6  Ferner gilt nach (10.5)

1 Zle
Res(f; = — _Zr
(f; k) 6502 c
Damit folgt
x __ _cTtin/6 i )2 i57/6
/ s = = ( + €i™/2 4 ei57/6)
—00

(2 sin(r/6) + 1).

OV
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Beispiel (11.4)

00 :
W
S

_{O 2 + a?

Satz (11.1) lasst sich nicht direkt anwenden; allerdings lasst sich
der Beweis von (11.1) unmittelbar ubertragen, da

dx; a>0, w>0.

‘ ewz ‘ . e~ WY < 1 < C
2’2—|—a2 |22—|—a2| — |22—|—a2| — |Z|2
Damit erhalten wir
70 eiw:c Z eiwz
de = 2mi Res( ' 2)
2 2 2 27
—00 -t —I—(J, Im:z>0 o —I—CL

1WZ
= 2m1 Res ‘1a
" (z2—|—a2 )

1w 2
€ — ze—wa

z=1a a

= 271
2z
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Satz (11.5)

Sei f holomorph auf einem Gebiet G = D \ {z1,...2m}, wobei
DD {z: Imz> —¢c}. Die (endlich vielen) isolierten Singularitaten
von f mogen in der oberen Halbebene Imz > 0 liegen.

Gilt nun lim f(z) = 0, so folgt
z—00, IM 2>0

CHW /f(@ T dy = 2mi fj Res(f(z)e'?: z;)
k=1

Bewelis: Wir integrieren
wieder uber den
Integrationsweg wie

in (11.1) und schatzen ab.
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s
[rerettaz| = | [rae) e rielv dp
C2 0
T
< M(T)/re_rs'mpdcp,
0

wobei M(r) = max{|f(z)|: |z|=7, Imz> 0}.
Zur Abschatzung verwenden wir nun sing > 2¢/m, 0 <o < x/2.

T 7T/2 7'('/2
/Te_rsmwdgo — 2y / e—rSingodSO < 27 / e_2r¢/7rdg0
0 o) 0

2 2

Damit folgt /f(z) e'?dz — 0, r — oo. -
C2
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Beispiel (11.6)

00
COSx

14+ z2

dx.

— OO
Das uneigentliche Integral exitiert nach dem Majorantenkriteri-
um. Es lasst sich als Realteil des komplexen Integrals

m .
e’LZ
/ dz
14 22
— O

schreiben. Wegen f(z):=1/(1422) =0(1/2%) -0, z — oo,
existiert das uneigentliche Integral und es folgt mit (11.5):

= 7/e.

z=1

o0 eiz el 2 eiz

/ dz = 2mi Res( 1) = 271 —

1+ 22 14 22 2z

— OO

Damit ergibt sich
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Satz (11.7)

Ist R eine rationale Funktion in den Variablen (z,vy) € R2, die auf
dem Einheitskreis z2 —I—y2 — 1 keine Singularitaten hat, so qilt:

z24+1/z z—1/z

> > VA

2T

1
/R(cost,sint) dt = 27 > Res[~ R(
0 |z|<1 ~

Beweis: Die rechte Seite lasst sich mittels Residuensatz als
Integral schreiben:
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2T
1 1 —1 1 :
]{ —R(Z+ /Z,Z /z)dz = / _ R(cost,sint) et dt
iz 2 py) i et
|z|=1 0
2T
= /R(cost, sint) dt. -
0
Beispiel (11.8)
2
[ o1
: a :
2 a—+sint

Die Voraussetzung von (11.7) ist erflllt, R(x,y) = 1/(a+1y) hat
keine Singularitat auf dem Einheitskreis. Die Funktion

1 1 21

1) = P a+(z—1/2)/(214) - 224+2iaz—1
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hat Polstellen bei 215 = —ia+iya?—1. Nur 2z liegt im
Einheitskreis. Mit

Res(f;z1) = Qzli—zQia B a21_1
folgt nun aus (11.7)
2/7T 2T
J a+sint a2—1.

Satz (11.9)

Sei R eine rationale Funktion in einer Variablen z, die im Inter-
vall [0,00[ keine Polstelle besitzt. Es sei R(x) = P(xz)/Q(x) mit
grad @ >grad P und essei O0<a< 1. Dann gilt
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T R(z) D R( )

/ V) de = ™ > Res(— ).
T 1_e—27raz

0 2,70

Dabei ist der folgende Zweig von z% zu wahlen:

z=re? 0<p<2r = 2% .= r@el@?,

Beweis: Wir integrieren

die Funktion f(z) = R(z)/z®
uber den nebenstehenden
Integrationsweg und fuhren die
Grenzprozesse p — O,

O — 0 und r — oo durch.
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Fir 0 — 0 ergeben sich die Grenzwerte

zax+5w r R(x)
(a:—|—5z)0‘ ~ p/ ¢

.
R(x_5z) dor N e—2Tai /R(:U) dx
J (x — i) x

:CO‘

P
Wegen grad @ >grad P und O0<a<1 dqilt

R(z)
ZOé
und damit

= 217*R(z) - 0 (2> 00/ z—0)
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2m
[ 1dzl < [ 15(re®)ire]dp < 27 max |z (=)
Cr 0

2| =r

N /f(z)dz—)O(r—)oo), /f(z)dz—>0(p—>0).

Somit folgt aus dem Residuensatz

o
R R - R
2mi Y Res( (Z) 2) = j{ (Z)dz — (1—e_2m7’)/ (w)d:c
z¢ 2%
2170 C 0
fur p, 06 -0, r — oo.
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Beispiel (11.10)

oo
I -—/ dz O<a<l
.—o z® (1 +x)’ '

Die Funktion R(z) = 1/(1+ z) hat einen Pol in z = —1, die
Voraussetzung des Satzes (11.9) ist also erfiillt. Man hat

1 1
Res( —1) = —
22 (14 2) S
Damit folgt nach (10.19)
271 1 T

1 — e 27mai gmai sin(mwa)
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