H.J. Oberle Analysis III WS 2012/13

16. Kurvenintegrale

16.1 Das Kurvenintegral zweiter Art

In Abschnitt 9.3 haben wir Kurvenintegrale erster Art be-
trachtet:

b
[ 109ds = [ 1) - <@ ot

Dabei ist f : R™ D D — R eine skalare Funktion und c: [a,b] — D
eine stiickweise Cl—Kurve. Modell: Gesamtmasse eines masse-
belegten Drahtes.

Daneben werden auch Integrale von Vektorfeldern ,,1angs einer
Kurve' betrachtet. Modell: Physikalische Arbeit, die ein Mas-
senpunkt bei der Bewegung langs einer Kurve c in einem Kraftfeld
K = K(x) verrichtet.
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Definition (16.1.1)

Fir ein stetiges Vektorfeld f : R®™ D D — R"™ und eine stuckweise
Cl-Kurve c¢: [a,b] = D wird das Kurvenintegral zweiter Art
definiert durch

f(c(t)) " (t) dt.

S

b
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Beispiel (16.1.2)
Fir x = (z,y,2) " € R3und 0<¢< 27 sei

f(x) = (—y,z,22)" und c(t) = (cost,sint,at)’ .
Fur das Kurvenintegral zweiter Art erhalt man:
21
/f(x) dx = /(—sint, cost,a’t?) (—sint,cost,a) 'y dt
C 0
21
= /[sith—I—coth + a3 tQ} dt
0

27 3
/(1+a3t2)dt = 21 + %(2@3.
0

In der Stromungslehre heiBt das Kurvenintegral zweiter Art
$.u(x)dx des Geschwindigkeitsfeldes u einer Stromung langs ei-
ner geschlossenen Kurve ¢ auch die Zirkulation des Feldes u

484



langs c. Hiermit wird die Bilanz der tangentialen Komponenten
des Geschwindigkeitsfeldes langs der gesamten Kurve c gebildet.

Beispiel (16.1.3)

Fiir das Geschwindigkeitsfeld u(z,y) ;= (y, 0)T € R? erhilt man
lings des Kreises c¢(t) := (rcost, 14+ rsint)’, 0<t<2rm, den
folgenden Wert fur die Zirkulation:

2m

j{u(x) dx / (1+rsint,0)" (—rsint> dt

r COSt
C o)

27
= /(—r sint — r2sin?t) dt
0

2 27

T .
r COSt — 5@_ sint - Ccost)

0
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Eigenschaften des Kurvenintegrals zweiter Art (16.1.4)
a) Linearitat: /(a f(x) 4+ Bg(x)) dx = a/ £(x) dX-I—B/g(X) dx.
C C C

b) Anderung der Durchlaufungsrichtung:
Mit (—c)(t) = c(b+a—t),a <t < b, gilt: /f(x) dx = — /f(x) dx.
“c C

c) Addivitat bzgl. der Weg:
/ f(x)dx = /f(x) dx 4+ /f(x) dx .
Cq1 Co

c1+cC2
Dabei ist (c1 + c») der durch ,,Aneinandersetzen’ von c¢q und c»o
entstehende Weg (Endpunkt von c¢; = Anfangspunkt von c»).

d) Parametrisierungsinvarianz: Kurvenintegrale zweiter Art
sind invariant gegen streng monoton wachsende Parametertrans-

formationen.
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e) Darstellung als Kurvenintegral erster Art:

b
[£60ax = [ (), TM®) ll@dt = [ (£,T)ds,
C a C
wobei T den Tangenten-Einheitsvektor der Kurve ¢ bezeichnet:
c'(t)
T(t) = —%—, c@)#0.
</ |

f) Alternative Schreibweise:

) dx = [ 3 £iG)de = 3 [ £i(x)day,
c 1=1

C 1=1 C

dabei werden die Teilintegrale definiert durch

b
/fi(x) da; = /fi(c(t))cfi(t) dt . (16.1.5)
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Beispiel (16.1.6) Wie in (16.1.2) sei
f(x) = (—y,z,2z2)" undc(t) = (cost,sint,at)’, 0<t<2m.
Mit der obigen Schreibweise ergibt sich

/f(X)dX = /(—ydm—l—a:dy—l—szz)

27
/ [(—sin t) (—sint) 4+ cost cost + a? 2 a} d¢
0

27 3
/(1—|—a3t2)dt — o + %(2@3.
0]
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16.2 Wirbelfreie Vektorfelder, Hauptsatz

Definition (16.2.1)

Ein stetiges Vektorfeld f = f(x), x € D C R", heiBt wirbelfrei,
falls das Kurvenintegral von f langs aller geschlossenen, stick-
weise Cl—Kurven ¢ in D verschwindet, also

V ¢: [a,b] — D geschlossene Cl-Kurve : j{f(x) dx = O.
C

Bemerkung (16.2.2)

Ein Vektorfeld f ist genau dann wirbelfrei, wenn das zugehorige
Kurvenintegral [.f(x) dx wegunabhangig ist, d.h.:

Vci,¢o: [a,b] = D : ci1(a) =co(a) A c1(b) =co(b) =

ff(x) dx = j{f(x) dx.
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Definition (16.2.3)

Ein stetiges Vektorfeld f : R™ D D — R™ heiBt ein Gradientenfeld,
falls es eine skalare C1—Funktion ®: D — R gibt mit Vo (x) =
f(x), Vx € D (offen).

In diesem Fall heiBt ® eine Stammfunktion oder ein Potential
von f. Wie im eindimensionalen Fall ist ® nur bis auf eine additive
Konstante durch f bestimmt.

Beispiel (16.2.4)

Nach (12.1.9) gilt mit r := ||x||2:

Vrk = krfblvr = krk_zx, x#=0, keZ.
Vektorfelder der Form f(x) = krk¥—2x sind also Gradientenfelder
und ®(x) = r¥ ist ein zugehdriges Potential.

Speziell fur Kk = —1 zeigt das Beispiel, dass Gravitationskraftfelder
der Form G = —ux/r3 ein Potential ®(x) = u/r besitzen.
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Beispiel (16.2.5) (Energieerhaltung)

Physikalische Kraftfelder K = K(x), die ein Potential besitzen,
K(x) = V& (x), heiBen konservativ (im Sinne von ,,energieerhal-
tend"). Das negative Potential U(x) := —P(x) spielt dabei die
Rolle der potentiellen Energie.

Aus dem Newtonschen Kraftgesetz K(x) = mx = —-VU(x)
folgt namlich durch Multiplikation mit x :
d /1
0 = m%x'x + VU)'x = o (§m||>'<||2—|—U(X)>.
Hieraus folgt, dass die Gesamtenergie E(t) := 3 m||x||° 4+ U(x),

das ist die Summe aus Kinetischer und potentieller Energie, langs
aller Losungen der Newtonschen Bewegungsgleichung konstant
ist.
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Im Folgenden geben wir ein Kriterium fur die Wegunabhangigkeit
eines Kurvenintegrals an. Zugleich erhalten wir ein Verfahren zur
Berechnung eines Potentials zu einem vorgegebenem Vektorfeld.
Hierzu mussen wir jedoch den zulassigen Bereich D C R™ auf so
genannte Gebiete einschranken.

Definition (16.2.6)

D C R"™ heiBt zusammenhangend, falls je zwei Punkte in D
durch eine stkw. Cl—Kurve verbunden werden kdnnen:

vxY xl e D: 3c:[a,b] = D (stkw. €Y : c(a) =x° A c(b) = x!.
Eine offene und zusammenhangende Menge D C R"™ heiBt ein
Gebiet in R".

Beispiel (16.2.7)

Die Menge G := {(z,y) " : 22 4+ y2 > 9} ist ein Gebiet in R?, die
Menge G := {(z,y) " : 22 —y2 > 9} jedoch nicht.
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Satz (16.2.8) (Hauptsatz fur Kurvenintegrale)
Sei D C R™ ein Gebiet und f ein stetiges Vektorfeld auf D.
a) Besitzt f ein Potential &, so qilt fir alle stkw. Cl-Kurven

c: [a,b] — D:
[ dx = @(e(®) - d(e(a)),

insbesondere ist das Kurvenintegral wegunabhangig und f ist
wirbelfrei.

b) Umgekehrt gilt: Ist f wirbelfrei, so besitzt f auch ein Po-
tential . Ist x° € D ein fester Punkt, und bezeichnet cx
(x € D) eine beliebige, die Punkte x° und x verbindende
stkw. Cl—Kurve in D, so ldsst sich ® berechnen durch:

d(x) = /f(y)dy + C. C=const.

Cx
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Beispiel (16.2.9)

Zentrale Kraftfelder G = —pu x/r3 besitzen nach (16.2.3) das
Potential ®(x) = u/r + C.

Fiir die langs einer stkw. Cl—=Kurve c: [a,b] — R3\ {0} geleistete
Arbeit gilt damit:

1 1
A =[G = “(nc(b)n - ||c<a>||> '

Beispiel (16.2.10)

Das Vektorfeld f(z,y,z) = (Qzy+ 23, 22+ 32z, 3222+ 3y)7',
(:E,y,z)T € R3, besitzt ein Potential . Zur Berechnung von
d verwenden wir (16.2.8)b) mit der geradlinigen Verbindung
cx(t)  =t-x, 0<t<1:

1 x

d(x) = / (2t2zy + 1323, t22° + 3t2, 33222+ 3ty) ' | y | dt
0 z
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1
/ (2t2m2y—|—t3xz3—|—t2332y—|—3tyz—|—3t3xz3—I—Styz) dt
0]

= 222yt z228+ 322y +3yz+ 2223+ 3yz

= 22y 4+ 223 + 3yz.

Filr eine beliebige, die Punkte P = (1,1,2) und Q = (3,5,—2)
verbindende Cl—Kurve ¢ gilt damit:

/f(x) dx = D(Q) — P(P) = —24.

C
Interpretiert man f als elektrisches Feld, so gibt [, f(x)dx die
Spannung zwischen den Punkten P und @ an.
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Beispiel (16.2.11)  Wir betrachten das Vektorfeld
foy) = 5 Y), @' €D = &\ {0}
7y " 332—|—y2 T Y 7y °
Fir den Einheitskreis c(t) := (cost,sint)T, 0 <t < 27, findet

man. v sint
/(—smt, COSt) ( cost) dt
0

21
=/O 1dt = 27 # O.

Das Vektorfeld f ist also nicht wirbelfrei, es besitzt folglich auf
R2\ {0} auch kein Potentiall

j{ f(x) dx

C

Integrabilitatsbedingung (16.2.12)
Besitzt ein Cl—Vektorfeld f : R3 5 D — R3 ein Potential, so gilt:

rotf(x) = 0, Vx € D.

496



Bemerkung (16.2.13)

Die Integrablitdtsbedingung gilt auch fiir zweidimensionale Cl-—
Vektorfelder f:R2 > D — R2. Hierzu definiert man:

df2 df1

rot f(x,vy) —= —=(z,y) (Skalar!)
ox oy

(ﬂf,y) T

Bemerkung (16.2.14)

Die Integrabilitatsbedingung rot f = 0 ist notwendig, jedoch
i.Allg. nicht hinreichend fur die EXxistenz eines Potentials.

Sie ist beispielsweise flir das Vektorfeld f aus (16.2.11) erfillt,
obgleich f auf dem Gebiet D := R?\ {0} kein Potential besitzt.
Schrankt man sich jedoch auf Teilgebiete von D ,,ohne Locher”
ein, so besitzt f dort sehr wohl ein Potential: So ist z.B.
®d(xz,y) ;= arctan(y/xz) eine Stammfunktion auf den beiden ,, Teil-
gebieten” x #=0 .
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Satz (16.2.15) (Integralsatz von Green)

Sei f ein Cl—Vektorfeld auf einem Gebiet D C R=.

K C D sei kompakt und bezuglich beider Koordinatenrich-
tungen projizierbar (Standardbereich bzgl. beider Koordina-
ten). K werde von einer geschlossenen, stkw. Cl-Kurve
c . [0,1] — D berandet. Die Parametrisierung sei dabei so
gewahlt, dass K stets links zur Durchlaufrichtung liegt (posi-
tiver Umlauf). Dann gilt:

]if(x) dx = /K rot f(x) dx

Folgerung (16.2.16)

Beschreibt f das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, so ist die
linke Seite gerade die Zirkulation der Stromung langs c. Gilt
also rotf = 0 auf D, so ist die Stromung langs Randern von
Standardbereichen zirkulations—, d.h. wirbelfrei.
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Bemerkung (16.2.17)

Der Greensche Integralsatz gilt auch fur kompakte Teilmengen
des ]R{Q, die sich in endlich viele Standardbereiche (bzgl. beider
Koordinaten) zerlegen lassen. Solchen Bereiche heiBen Green-
sche Bereiche.

Umformungen (16.2.18)

a) Der Greensche Integralsatz lasst sich auch durch ein Kurven-
integral erster Art ausdrucken:

/rotfdx = j{ (f,T) ds.

K oK
Hierbei ist T(t) = c¢/(t)/||c'(t)]| der Tangenteneinheitsvektor von c.

b) Ersetzen man hierin T durch den auBeren Normalen-
einheitsvektor n = (7»,—-T1)', so erhilt man den ebenen
GauBschen Integralsatz (Divergenzsatz):
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/divfdx — jaf (f,n) ds.
K

0K

Ist f wieder das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, so be-
schreibt die rechte Seite den Gesamtfluss der Stromung durch
den Rand von K. Gilt also div f = 0 auf einem Gebiet D, so ist
die Stromung dort quellen— und senkenfreil.

Definition (16.2.19) Ein Gebiet D C R™ heiBt einfach zu-
sammenhangend, falls sich jede geschlossene, stkw. Cl-Kurve
c : [a,b] — D stetig innerhalb der Menge D auf einen Punkt
x0 € D zusammenziehen lasst. Genauer: Es existiert eine stetige
Abbildung ®: [a,b] x [0,1] — D mit den Eigenschaften

®(t,0) = c(t), Vt e [a,b], und®(t,1) =x° € D, Vte [a,b].
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Die Abbildung ® = ®(¢,s) heiBt dann eine Homotopie von c auf
den Punkt x9.
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Satz (16.2.20) (Allgemeine Integrabilitatsbedingung)

Ist D C R"™ ein einfach zusammenhangendes Gebiet, so besitzt
ein Cl—vektorfeld f: D — R™ genau dann ein Potential auf D,
falls die Integrabilitatsbedingung

vxeD : Ji(x) = (JEx)T

erfullt ist.

9, 0
In Koordinatenschreibweise: V j,k fk( ) = afj( ) .
T,

Mit dem obigen Satz wird die Integrabilitatsbedingung (16.2.12)
bzw. (16.2.13) flur beliebige Dimensionen verallgemeinert. Fer-
ner zeigt der Satz, dass die Integrabilitatsbedingung auch hinrei-
chend fur die Existenz eines Potentials ist, falls D einfach zusam-
menhangend ist.
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Beispiel (16.2.21) Gegeben ist das Vektorfeld

f(z,y,2) = (RQey+23, 22432, 32224+3y) 7", (2,y,2)T € D :=R3.
Aufgabe ist es festzustellen, ob f ein Potential besitzt und dieses
gegebenenfalls zu bestimmen.

Zunachst ist D einfach zusammenhangend. Ferner findet man

€1 €2 e3
rotf = |0z Oy 0| = 0.

i f2 J3

Die Integrabilitatsbedingung ist demnach erflullt und nach
(16.2.20) besitzt f daher ein Potential &.

Zur Berechnung von & lasst sich der Hauptsatz anwenden, vgl.

(16.2.10). Alternativ lasst sich direkte Integration langs der Ko-

oPb
ordinaten verwenden: AuUs F = f; = 2zy—+ 23 folgt durch
X
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Integration bzgl. z:

d(x) = :czy 4+ 23+ c(y, z)

mit einer unbekannten Funktion ¢ = ¢(y, 2).

0P
Setzt man dies in > = f> =x2 4 32z ein, so folgt:

Yy

$2—|—% = :I;2—|—3z
Yy

und somit c(y,z) = 3yz+d(z) mit einer unbekannten Funktion
d=d(z).

od
Dies wiederum in die dritte Bedingung r = f3 eingesetzt,
A
ergibt:
0P
e B3r22+3y+d(z) = 3z2°+3y.
<

Damit folgt d'(z) = 0, also ist d(z) = C konstant.
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Das gesuchte Potential lautet damit

d(x) = 2%y + 223 4+ 3yz + C.
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