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Introduzione

Una delle prime cose che un giovane matematico realizza ¢ che le soluzioni
di un problema differenziale, in generale, non si possono trovare esplicita-
mente. Se pero i dati del problema presentano un certo numero di simmetrie
allora il problema stesso potrebbe diventare ‘“piti semplice”’, e nei casi piu
fortunati se ne puo addirittura calcolare la soluzione esplicitamente. Inoltre,
la conoscenza precisa di cid che accade nelle “situazioni ideali” di massima
simmetria puo talvolta aiutarci a comprendere meglio il problema reale che
stiamo studiando.

Proprio questo € lo scopo centrale di questa tesi; nello specifico noi prende-
remo in considerazione un problema ellittico con dato al bordo in forma di
divergenza del tipo

—div(AVu) =f su Q
u=~0 su 0QQ

dove Q ¢ un dominio limitato di RN, e lo confronteremo con il relativo
problema simmetrizzato. Un Teorema dovuto a Giorgio Talenti ci dara la
possibilita di confrontare le soluzioni di questi due problemi differenziali e
ricavarne stime nelle opportune norme.

Finora abbiamo parlato della “filosofia” dietro la quale c¢i muoviamo. Ma cosa
vuol dire effettivamente simmetrizzare un problema? Nel caso in esame, ad
esempio, questo significa sostituire i suoi dati, ovvero la funzione f e il suo
insieme di definizione Q, con altri dati f* e (Q* che ne conservano inalterate
alcune proprieta, ma possiedono determinate simmetrie;

Il confronto con il problema piu simmetrico ci permetterd di stimare al-
cune caratteristiche quantitative e qualitative della soluzione del problema
originario.

Citando il matematico indiano S.Kesavan: La Natura spesso sembra scegliere
le forme perfettamente simmetriche quando deve ottimizzare certe caratteri-
stiche dei corpi . Se il problema ha una struttura variazionale spesso si veri-
fica che il problema simmetrico associato é quello la cui soluzione minimizza
(oppure massimizza) un certo funzionale; nei casi che considereremo, infat-
ti, la simmetrizzazione ¢ un’operazione che necessariamente fa decrescere (o
crescere) tale funzionale.

Nel primo Capitolo della tesi illustreremo lo spazio di funzioni in cui muover-
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Figura 1: u ,la soluzione del problema originario, & definita sul rettagolo R. Mentre
u*, la soluzione del problema simmetrizzato, & definita su un cerchio avente la stessa
area di R ed é a simmetria radiale.

ci per la ricerca delle soluzioni del problema in esame. Nel secondo capitolo
familiarizzeremo con il concetto di riordinamento unidimensionale, dimostre-
remo alcune sue proprieta, fino ad arrivare alla sua generalizzazione al caso
N-dimensionale, ovvero alla simmetrizzazione di Schwarz. Questo nuovo con-
cetto sara lo strumento principale nel Capitolo 3 per discutere il Teorema di
Talenti, il quale esibira la relazione che sussiste tra il problema differenziale
ellittico in questione e quello simmetrizzato.

Infine vedremo come i risultati precedenti possano essere usati in casi concreti
mostrando due intesessanti applicazioni a problemi derivanti dalla Fisica
Matematica.

Prima di cominciare, vorrei rivolgere un ringraziamento alla professoressa
Filomena Pacella per avermi consigliato un argomento cosi affascinante e
moderno, e per avermi fatto intravedere quella profondita della matematica
che, alla fine del corso di laurea triennale, i miei occhi di studentessa ancora
non riescono a focalizzare.



Capitolo 1

Preliminari

1.1 Lo spazio Z(Q)

Sia Q un sottoinsieme di RN (in particolare potebbe coincidere con esso).

Definizione 1.1. 2(Q) ¢ lo spazio delle funzioni reali in RN (funzioni test)
che sono infinitamente differenziabili e hanno supporto compatto contenuto
in Q.

Il supporto di una funzione f é noto essere il complementare del piu
grande aperto su cui f si annulla, ovvero la chiusura dell’insieme {x : f(x) #
0}.

Vogliamo arrivare a dare una definizione intrinseca di supporto che copra
anche il caso in cui si lavori con con classi di equivalenza di funzioni, come
nel caso degli spazi LP.

Proposizione 1.1. Sia f: RN — R una qualunque funzione. Consideriamo
una famiglia (Qi)ie1 di aperti di RN tale che, per ognii € 1, f =0 q.o. su
Q;i. Poniamo Q) = Uie1Qy. Allora f =0 q.o. su Q.

Definizione 1.2. Il supporto di f, che denoteremo con Suppf, & il comple-
mento di Q.

In questo modo si ha Suppf; = Suppfq se f;1 = f5 q.o.
2(Q) ¢ uno spazio vettoriale: infatti

- se @1, @2 sono in Z(Q) allora @1+ @2 € 2(Q);
-se@ein 2(Q) e € R allora Ap € 2(Q).

In realta 2(Q) & anche un algebra rispetto alla moltiplicazione, dal momento
che se @1, @2 € 2(Q) allora @192 € 2(Q). Piu in generale, se ¢ € 2(Q)
e VP é una funzione infinitamente differenziabile il cui supporto non € neces-
sariamente compatto, allora @\ € Z(Q) ed il supporto di @\ & contenuto
nell’intersezione dei supporti di @ e 1.

)



6 CAPITOLO 1. PRELIMINARI

Le funzioni di 2(RN) sono molto utili per approssimaere funzioni meno
regolari, ad esempio le funzioni continue.

Teorema 1.1. Sia Q C RN un aperto. Allora 2(Q) ¢ denso in LP(Q) per
ogni 1 < p < oo.

Si pud munire lo spazio 2(Q) di una topologia per renderlo uno spazio
vettoriale topologico. Noi diremo solo quali sono le successioni convergenti
in questo spazio.

Una successione di funzioni ¢; appartenente a Z(Q) si dice convergente
ad una funzione @ € Z(Q) se esiste un insieme compatto K tale che

1. i supporti delle funzioni @; sono in K per ogni j;

2. le derivate di ogni ordine di @; convergono uniformemente in K, per
j — 00, alle derivate corrispondenti di .

Questo & un tipo di convergenza di “ordine infinito” dal momento che
implica 'uniforme convergenza per tutte le derivate.

Definizione 1.3. Un funzionale lineare e continuo 7 sullo spazio 2(Q) ¢
chiamato distribuzione.

Il funzionale T applicato ad un qualunque ¢ € 2(Q) restituisce un numero
T(¢@), anche denotato con (T, ¢).
Il funzionale T ha le seguenti proprieta:

1. T(@1+ @2) = T(@1) + T(@2) per ogni @1, @2 € Z(Q);
2. T(A@) = AT (@) per ogni A € R;

3. se @j converge a @ per j — oo nel senso della topologia di Z(Q), il
numero reale J(¢j) converge al T(¢).

Le distribuzioni stesse formano uno spazio vettoriale 2’(Q) in cui la somma
e il prodotto per scalare sono definite come

- <“Tl + 727QP> = <Tl,(P> + <727(p> per Ogni Tlv“TQ S QI(Q) € per Ogl’li
¢ € 2(Q);

- (AT, @) = NT, @) per ogni T € 2'(Q) e per ogni A € R.

L’applicazione che a T € 2'(Q) e ¢ € 2(Q) associa il numero reale (T, @)
¢ una forma bilineare.

Lo spazio 2'(Q) ¢ contenuto strettamente in 2*(Q), il duale di 2(Q),
I'insieme dei funzionali lineari (continui o non) su Z2(Q).

Esempio 1.1. Sia f una funzione localmente sommabile. Questa definisce
una distribuzione T¢ nel modo seguente:

(Tt @) = JRN fx)o(x)dx Vo € Z(RN).
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Denotiamo con

N olexl
= | =01 +xg 4+ -+
X1 Oxg2 -+ - Oxp™ "
la derivata parziale di ogni ordine rispetto a x1,Xa,...,Xn.

Esempio 1.2. Se f é una funzione localmente sommabile, il funzionale

T.0) = | fxDolx)dx = (7.D¢) Vo € FRN)

¢ una distribuzione.

Esempio 1.3. La distribuzione di Dirac 0 centrata nell’origine é definita
da:
(8,0) = (0) Ve 2(RN)

Se invece vogliamo definirla in un generico punto a di RN poniamo

<6a7 (P) = @(a).

E’ fondamentale osservare che "le distribuzion: matematiche costituiscono la
definizione matematicamente rigorosa delle distribuzioni fisiche”.

Le distribuzioni che si incontrano in fisica (la massa, la distribuzione di
cariche elettriche...) suggeriscono nuove distribuzioni matematiche.

Esempio 1.4 (La funzione di Dirac). I fisici quantistici usano, invece della
distribuzione & di Dirac, la funzione di Dirac che soddisfa

amz{o x#0 thx:L

+o00 altrimenti

Questa non ¢ una vera e propria funzione infatti le sue proprieta sono con-
traddittorie; si osservi,ad esempio, che 6(x) essendo una funzione nulla quasi
ovunque ha integrale secondo Lebesgue uguale a zero, mentre la funzione
kd(x) che assume gli stessi valori di 8(x) (0 e co) ha integrale che vale k!

Sia T € 2/(RN) una distribuzione; il nostro prossimo obiettivo ¢ di definire

I'oggetto aa—jl in maniera tale che se 7 = f & una funzione continua con

derivata continua, possiamo trattare aa—fl come la derivata parziale classica.

Osserviamo che se f & una funzione di classe C*(RN), abbiamo che
of of
(5 0) = J

ax1 ’

Del resto, per il Teorema di Fubini, possiamo invertire I’ordine di integrazione
e ottenere

oo of
J dxs - -- dan a—(pdxl.
Rn—1 —00 X1
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Dunque integrando per parti

Il primo membro di destra scompare perché ¢ é a supporto compatto e percio
rimane

oo 9 0 0
—J de‘--dan' f(pdxlz—J f—(pdx:—< 7(p>
Rn-1 R

oo 0X1 N 0Xq " Ox1
ovvero of 3
P
Do) = —(f, 29y,
<aX1 ’ (‘p> < ? axl >

Quindi, per analogia, siamo condotti a definire la derivata g—g di T come la
distribuzione

0T o
il — (T
Osservazione 1.1. aa—gl ¢ un funzionale lineare di ¢ e se j converge a @

in 2(Q) allora gflj converge a %2% in 2(Q); dunque

(7,29

%9,
’ axl

T
—>< 7aX1

che implica
( oT ) oT
2 0:) (L
ax1 ' P aX1 ’

Ne consegue che aa—gl ¢ uniformemente continuo, e percio ¢ una distribuzione.

@)

Questo discorso si estende facilmente alle derivate di ordine qualunque; pos-
siamo riassumere il risultato nel caso pit generale nel seguente

Teorema 1.2. Qualunque distribuzione T ha derivate di ogni ordine e

(DT, @) = (=1)!*|(T,D*¢) Vo € 2(Q).

1.2 Lo spazio di Sobolev W'P(Q)

Siano Q un insieme aperto di RN e 0Q la sua frontiera, e sia 1 < p < oo.

Definizione 1.4. Lo spazio di Sobolev WP (Q) ¢ definito da

WLP(Q) :{U.G LD(Q) 3917927"'79]\1 € LP(Q)

0
J u (p_J gievVee20Q),vi=1,...,N}L
a 0xq Q
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Poniamo H'(Q)=W2(Q).
Per u € WP (Q) poniamo g—; =gieVu=(2» . 2uv)

0x1 7" OXN
Lo spazio WP (Q) é munito della norma

[ullwr o) = [wllee o) + Z H*Hm

Lo spazio W2(Q) = HY(Q) ¢ munito del prodotto scalare

ou av
(W, Vi) = (W, V)20 +Z I axl 2(0)

e la norma associata é

ou o 1/2

Iwln @) = (ullz(a)

che ¢ equivalente alla norma di wh2(Q).

Seu e CLQ)NLP(Q) e se W € LP(Q) per ogni i = 1,...,N (dove %
¢ la derivata parziale usuale di 1) allora u € WP (Q). Inoltre le derivate
parziali di u nel senso usuale coincidono con le derivate parziali nel senso di
wWhr(Q).

Usando il linguaggio della teoria delle distribuzioni,si puo dire che WP (_Q)
¢ l'insieme delle funzioni u € LP(Q) tali che tutte le derivate parziali a—u
peri=1,...,N (nel senso delle distribuzioni) appartengono a LP(Q).

Lo spazio di Sobolev con esponente p eredita tutte le proprieta (completez-
za, separabilita, riflessivita) dal corrispondente spazio LP(Q). Vale in altre
parole la seguente

Proposizione 1.2. Lo spazio WP (Q) & uno spazio di Banach per 1< p <
00, ¢ riflessivo per 1 < p < 0o e separabile per 1 < p < 0o. Lo spazio H(Q)
¢ uno spazio di Hilbert separabile.

Dimostrazione. Supponiamo, per semplicitd che Q sia un intervallo I di R.
Sia U, una successione di Cauchy in WP (I): questo vuol dire che

Ve>0 3 ng:|[un —umlwir <e Vn,m>n,
e dunque

(J un — wm PP + (J W —wl PP <
I I

Essendo entrambi i membri di sinistra positivi ne deduciamo che u, e u},
sono anch’esse successioni di Cauchy in LP (I). Ma LP(I) & completo e dunque
Un — u € LP(I) e u/, — g € LP(I). poiché per ipotesi un, € WP (I) vale
Jiun@’=—[;u], @ per ognie € CL(I); passando al limite sotto il segno di
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integrale (il che ¢ lecito per il Teorema di Lebesgue generalizzato applicato
a {un@’} e {u},@}) si ha che [; u(p/:—fI g per ogni @ € CL(I). Dunque
ueWh?P u =ge |[un —ufyir — 0.

Per verificare la riflessivita di WP (Q), basta osservare che lo spazio prodotto
E=1LP(Q)xLP(Q) ériflessivo. L’applicazione T : WLP(Q) — E che associa
ad uin WHP la coppia (u,u’) & un isometria (si dimostra facilmente che T &
iniettiva e preserva le norme), ed essendo T(W'P(Q)) un sottospazio chiuso
di E ne segue che T(WLP(Q)) é riflessivo. Grazie alle proprieta isometriche
di T, lo & anche WHP(Q). Ragionando allo stesso modo (ovvero tramite
I'isometria T), dalla separabilita di E si deduce quella di WP (Q). O

Ricordiamo che una funzione u : [a,b] — R ¢ assolutamente continua
se per ogni € > 0 esiste & > 0 tale che per ogni famiglia finita {(xi,x{)} di
intervalli disgiunti contenuti in [a, b] tali che

Z\X{—Xi|<5
i

risulta essere

D) = fxi)l < e

1

Teorema 1.3. Sia I C R un intervallo aperto e w € WEP(I) . Allora u ¢
assolutamente continua .

Introduciamo un importante sottospazio di WP (Q), che denoteremo con
W(l)’p(O_). Per 1 <p < Wé’p(O_) ¢ definito come la chiusura di 2(Q) C
WLP(Q).  Quindi Wé’p(Q) ¢ un sottospazio chiuso di W'P(Q) e i suoi
elementi possono essere approssimati nella norma di WP (Q) da funzioni
C® a supporto compatto. In generale Wé’p(Q) & contenuto strettamenete
in WLP(Q), tranne nel caso in cui Q = RN, infatti

Teorema 1.4. Sia 1 < p < co. Allora WHP(RN) = WP (RN).

Ora richiamiamo brevemente, senza dimostrazione, alcuni risultati fonda-
mentali della teoria degli spazi di Sobolev.

- TEOREMA DI APPROSSIMAZIONE

Ci interessa approssimare elementi di WP (Q) con funzioni lisce per
poter “trasportare per densitd” alcuni teoremi validi per le funzioni C.

Teorema 1.5 (Friedrichs). Sia 1 < p < 0o e uw € WHP(Q). Allora
esiste una successione {um} in 2(RN) tale che um — u e aauT?‘Q/ —

%‘Q/ € LP(Q7) per ogni 1 < p < n e per ogni Q' relativamente
compatto in Q).
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- TEOREMA DI ESTENSIONE

Quello che vorremmo fare ¢ estendere un funzionale di WP (Q) ad uno
di WHP(RN), dato che & molto facile dimostrare dei risultati in RN
piuttosto che in domini limitati. Quello che ci chiediamo ¢ se questa
estensione di funzionali ¢ sempre possibile e continua in WP (RN).
Vedremo che cio dipende dalla natura di Q.

Definizione 1.5. Sia Q un aperto di RN. Un operatore di esten-
sione P per WP (Q) ¢ un operatore lineare limitato

P WP (Q) - WEP(RN)
tale che Puln = u per ogni u € WP (Q).

Teorema 1.6. Se Q ¢ un insieme aperto di RN con frontiera regolare
tale che esiste loperatore di estensione P : WHP(Q) — WLP(RN)
allora, dato uw € WYP(Q), esiste una successione in Z(RN) tale che
Umla — u in WP (Q).

Passiamo ad un risultato piu generale.

Teorema 1.7 (Stampacchia). Sia G una funzione Lipschitziana di R
in se stesso, con G(0) = 0. Allora, se Q ¢ limitato, 1 < p < oo e
ue WP (Q), abbiamo Gou e WP (Q).

Come conseguenza abbiamo il seguente
Corollario 1.1. Sia u € H(l)(Q) con Q insieme aperto e limitato in

RN, Allora [u| ,ut e u™ appartengono a H}(Q) dove

ut = max{u(x), 0}

u- = max{—u(x),0}.

Per quanto riguarda ’esistenza di questa estensione abbiamo

Teorema 1.8. Sia Q € RN un insieme aperto di classe C', con
frontiera 0Q) limitata. Allora esiste un operatore di estensione P :
WP (Q) — WLP(RN).

Concludiamo con una disuguaglianza importantissima per lo studio
delle soluzioni deboli dei problemi con valori al bordo di Dirichlet.

Proposizione 1.3 (Disuguaglianza di Poincaré). Sia Q un insieme
limitato in RN. Allora per ogni 1 < p < oo esiste una costante C =
C(Q,p) tale che

[ulli20) < ClIVullz(q) per ogni we WyP(Q).
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Osservazione 1.2. La disuguaglianza di Poincaré vale ancora se il
dominio ¢ limitato in almeno una direzione ma non é piil vera in domini
non limitati in tutte le direzioni, per esempio in Q = RN,

TEOREMA DI IMMERSIONE

Per N = 1 abbiamo visto che gli elementi di WP (Q) possono esse-
re immersi nello spazio delle funzioni assolutamente continue. In
dimensione maggiore il discorso si fa pitt complicato. D’altronde & pos-
sibile dimostrare che che gli elementi di WP (Q) possono essere inclusi
negli spazi di Lebesgue L9(Q) con g piu grande di p.

Studiamo innanzi tutto le immersioni in WP (RN).

Definiamo ’esponente coniugato di Sobolev p* (p* > p) come

quel numero tale che
1 1 1

P p N
Teorema 1.9 (Disuguaglianza di Sobolev). Sia 1 < p < N; allora
esiste una costante C = C(p,N) > 0 tale che

[ull o gy < Cllullieeny  per ogni we WHP(RN)

In particolare abbiamo 'tmmersione continua
wWEP(RN) = LPT(RN).

Per il caso p = N abbiamo

Teorema 1.10. Sia Q C RN un insieme aperto. Allora

Wé’p(Q) CcL9Q) perogni q €& [N, o0).

Infine per il caso p > N.

Teorema 1.11. Sia p > N. Allora abbiamo l'immersione continua
WLP(RN) — L®(RN).

Nel caso in cui Q sia un aperto di RN si ha

Teorema 1.12 (Immersione di Sobolev). Sia Q di classe C' con
frontiera limitata. Allora valgono le sequenti immersioni continue:

1. se 1 <p < N allora WP (Q) C LP (Q);

2. sep =N allora WHP(Q) C L9(Q) V q € [p,+o0);

3. sep > N allora WHP(Q) C L®(Q).
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Inoltre, se p > N e u € WHP(Q), allora
u(x) — u(y)l < cflullwivq)x —yl*,

per quast ognt X,y € Q, con A =1— % e ¢ costante che dipende da Q,
p e N. In particolare WP (Q) C C(Q).

Concludiamo con un importante risultato di compattezza.

- TEOREMA DI COMPATTEZA
Ci chiediamo: quali delle immersioni sopra citate risultano essere com-

patte? La risposta a questa domanda ci é data dal seguente

Teorema 1.13 (Rellich-Kondrachov). Sia Q un aperto limitato di
classe Ct. Si ha che

1. se 1 <p <N allora W-P(Q) C LY(Q) Y q € [1,p*);
2. sep =N allora WHP(Q) C L9(Q) V q € [1,+00);
3. sep > N allora WHP(Q) C C(Q);

e queste immersioni sono compatte. In particolare, WHP(Q) C LP(Q)
per ogni p e l'immersione é compatta.



Capitolo 2

Simmetrizzazione di Schwarz

2.1 Definizioni e prime proprieta

Siano X C RN e Y ¢ RM e consideriamo gli spazi metrici (X, u) e (Y,v).
Riordinare una funzione p-misurabile u definita in X a valori reali significa
costruire una nuova funzione u* a valori reali definita in Y che abbia alcu-
ne proprietd desiderate, come la monotonia e certe simmetrie, ma tale che
conservi la misura degli insiems di livello.

Quello che ci proponiamo di fare é di costruire, data una funzione a valori
reali e definita in un aperto Q C RN, una funzione associata nella palla
centrata nell’origine e della stessa misura di Q, i cui insiemi di livello abbiano
la stessa misura di Lebesgue; inoltre, richiediamo che tale funzione sia radiale
e radialmente decrescente.

Sia QO C RN un insieme limitato e u: Q — R una funzione misurabile.
Definizione 2.1. Per ogni t € R I'insieme di sovralivello di u ¢ I'insieme
fu>tl={xeQux) >t}

e la funzione di distribuzione associata ad u € definita come
Hu(t) = [fu >t
dove con | - | indichiamo la misura di Lebesgue N-dimensionale dell’insieme.

La funzione y,, ¢ monotona strettamente decrescente in t; per t > esssup(u)
Wy (t) = 0 mentre per t < essinf(u) u, (t) = [Q[. Quindi i valori assunti da
Ly (t) variano nell’intervallo [0, [Q]].

Definizione 2.2. Sia Q ¢ RN limitato e u: Q — R una funzione misura-
bile. Il riordinamento unidimensionale decrescente di u ¢é la funzione
u! definita in [0, Q)] tale che

uf(0) = ess sup(u)

uf(s) = infltluy (t) <s), s>0.

14
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Esempio 2.1. Siano Q =[-2,2] CR e g: O — R definita come segue

24y —2<y<—-1
1 —1<y<o0
gly) =
1+y 0<y<05
2—y 05<y<?2
g
15
-2 - o 05 2
La funzione di distribuzione associata a ¢ é:
4—-2t 0<t<1
Ho(t) =<¢3—2t 1<t<15
0 t>1.5

0 1 15
e la funzione riordinata g* é:
325 0<s<1
gls) =<1 1<s<2
5 2<s<4
£ g #
15
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Se py ¢ continua e strettamente decrescente uf ¢ linversa di py in un
opportuno intervallo.

Pit in generale uf ¢ I'inversa generalizzata di p, nel senso che il suo grafico
si ottiene ribaltando quello di y,, rispetto alla bisettrice del primo quadrante,
trasformando le zone in cui py ¢ costante in punti di discontinuita per uf e
i punti di discontinuita di py in zone in cui uf & costante.

Esaminiamo le proprieta che derivano direttamente dalla definizione di rior-
dinamento:

Proposizione 2.1. Sia u : Q — R con Q C RN lmitato. Allora ut &
decrescente e continua a sinistra.

Dimostrazione. Decrescenza: Tenendo a mente la definizione abbiamo che
se s1 < so allora [{u > t}] < s; < sy e quindi {u > t}| < s3. Percio
(tlnw(t) < s1) C {tlnu(t) < s2} e dunque ne segue che uf(s;) > uf(ss).
Continuita a sinistra: Sia s € (0,]Q/). Per definizione di u? per ogni ¢ > 0
esiste t tale che uf(s) <t <uf(s)+ee pu(t) <s.

Sia h > 0 tale che u,(t) < s —h < s; allora per ogni 0 < h/ < h si ha
e (t) < s —h’ < s che implica uf(s) < uf(s —h’) < uf(s)+e. O

Proposizione 2.2. L’applicazione uw — uf & crescente, cioé¢ seu,v:Q — R
eu < v allora uf < vt

Dimostrazione. Siccome u < v allora {u >t} C {v > t}.
Dunque {t|[{v > t}| < s} C {t|{u > t}| < s}. O

Definizione 2.3. Due funzioni a valori reali si dicono equimisurabili se
hanno la stessa funzione di distribuzione. Due funzioni equimisurabili sono
dette riordinamenti 'una dell’altra.

Proposizione 2.3. La funzione u: Q — R e la funzione u? : [0,]Qf] — R
sono equimisurabili, ovvero per ognit € R si ha

fu > t)] = [{uf > )],

Dimostrazione. Se uf(s) > t allora p(t) > s; infatti se per assurdo fosse
iy (t) < s allora per definizione di u! avremmo che

uf(s) = inf {tlpy (t) < s}

ma essendo t il massimo dei minoranti avremmo che uf(s) < t il che ¢
assurdo. Percio
{shu?(s) > t} C {sl{u > t}| > s}.

Dato che uf ¢ decrescente

{uf >t} = sup {sfu’(s) > t} < sup{s|fu >t} > s} < {fu >t}
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quindi
uf > )] < ffu > t)].

D’altra parte, poniamo [{uf > t}| = s. Per la continuita a sinistra e il fatto
che u? & decrescente abbiamo uf(s) = t.
Ma per definizione di uf abbiamo che per ogni t [{u > t}| <'s. Percio

u > )] < [fuf > ).
Dunque, se prendiamo t + h al posto di t abbiamo
{fuf >t 4+ Rl < flu > t+h < Huf > t+h)
e passando al limite per h — 0 otteniamo la tesi. ]

Sia u € LP(Q) non negativa allora anche uf & non negativa e per quanto
appena visto u e uf hanno la stessa funzione di distribuzione p ; applicando
il Teorema di Fubini per 1 < p < oo abbiamo che

o0
—1
ullth (q) ZPJO Pt dt = [[uFTy 0,00

Abbiamo cosi dimostrato la seguente

Corollario 2.1. Seu > 0 eu € LP(Q) per 1 < p < oo allora ut €
LP((0,1Q0)) e
Il @) = ¥ e (o 0n)-

Ancora dall’equimisurabilita segue il

Teorema 2.1. Sia u : Q — R misurabile ed F : R — R una funzione
misurabile non negativa. Allora

Q|
J F(u(x))dX—J F(uf(s))ds. (2.1)
Q

Dimostrazione. Sia E = [t, +o0] e F(&) = xe(&); allora

1Q
[, Frubenax =ju = o= o > 0= | Fdonas.
Q 0

Questo risultato rimane vero se E é un qualunque insieme misurabile e se F
é una funzione semplice non negativa.

Se F é una qualunque funzione misurabile non negativa, essa puo essere
espressa come limite di una successione crescente F,, di funzioni semplici
non negative, quindi per ogni n abbiamo che

|

J Fr(u(x))dx = J Fn(uf(s))ds
Q 0
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e per il Teorema di Beppo Levi possiamo passare al limite sotto il segno di
integrale:

Q|
lim J Fn(u(x))dx = lim J Frn(uf(s))ds.
Q

n—oo n—oo 0

Allora

n—oo

J F(u(x))dx:J' lim F(u(x))
Q Q

Q| Q]
—j lim Fn(uﬁ(s))ds—j Fluf(s))dx.

0 n—oo

Naturalmente il Teorema si pud estendere a funzioni sommabili qualsiasi,
non necessariamente non negative: infatti basta osservare che F = F* — F~
ed, essendo F' e F~ entrambe funzioni misurabili non negative possiamo
riapplicare il Teorema precedente.

Se F(u) € LY(Q) allora [, F"(u(x))dx < oo, [o F(u(x))dx < oo e

Q] Q|
J F*(u(x))dXZJ Fr(uf(s))ds e J F_(u(x))dx:J F(uf(s))ds.
Q 0 Q 0
Quindi
J Flu(x))dx = h Fﬂu(x))dx—J F~(u(x))dx
Q JO Q
Q| Q|
= F*(uﬁ(s))ds—J F~(uf(s))ds
JO 0
rQ Q|
= (F+(uﬁ(s))—F—(uﬁ(s)))dsJ F(uf(s))ds.
0 0

che ¢ proprio la (2.1). Questo dimostra il seguente

Corollario 2.2. Sia F: R — R una funzione misurabile e u: Q — R tale
che F(u) € LHQ). Allora F(uf) € LY((0,]Q) e la (2.1) & ancora valida.

Abbiamo dunque scoperto dalla definizione di uf e dalle proprieta da essa
derivanti che la norma L' della funzione di partenza e della riordinata sono
uguali.

Cio si generalizza immediatamente a tutte le norme LP per p > 1, ponendo
F(t) = [t/P e applicando il Teorema precedente.

Teorema 2.2. Sia u € LP(Q) per 1 <p < co. Allora uf € LP((0,]Q])) e le
corrispondenti norme in LP sono uguali.
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Osservazione 2.1. Il risultato rimane valido per p = oo dal momento che
uf(0) = esssup(u) e uf(|Q|) = essinf(u).

Consideriamo una funzione u decrescente definita su un intervallo della retta
reale; & immediato osservare che u & gia riordinata!

Proposizione 2.4. Sia u:[0,1] — R decrescente. Allora uw=u? g.o..
Un’ultima proprieta molto importante é espressa nella seguente

Proposizione 2.5. Sia ¢ : R — R una funzione crescente. Sia u:Q — R,
dove Q C RN ¢ limitato. Allora @(u?)=(¢(u))! ¢.o..

Dimostrazione. Passo 1.- Siano v,w : [0,1] — R equimisurabili e decrescen-
ti; allora v = w quasi ovunque, poiché per la Proposizione 2.4 v = v# e
w =w! q.0., e siccome entrambe tali funzioni sono equimisurabili w# = v,
Passo 2.- Dimostriamo che @(uf) e (¢(u))? sono equimisurabili, decrescenti
in [0,]Q[]. Sono decrescenti in quanto composizione di una funzione @ cre-
scente e di uf che & decrescente (perché ¢ un riordinamento). Ora, poiché
la funzione s — X(,~1}(s) ¢ una funzione misurabile non negativa possiamo
applicare il Teorema 2.1

Q]
() > 1)) = JO Xty ()ds
= | Xotuldx = ot > ol

Per I'equimisurabilita della funzione e della sua riordinata (Proposizione 2.3)
abbiamo

o) >t = {(e(w)* > tl.

Concludiamo cosi
Ho(uf) > t)l = [{(p(w)* > t}l.

Corollario 2.3. Se u:Q — R abbiamo ((u)1)? = (uf)*.

2.2 Disuguaglianze relative ai riordinamenti

Tratteremo ora delle disuguaglianze valide per i riordinamenti, fino ad arri-
vare a quella pitu famosa di Hardy-Littlewood.

Osservazione 2.2. Se v,w: Q — R, in generale (v+u)? # vf +uf. D’altra
parte se ¢ € R si ha (v+ c)f=vf +c.

Proposizione 2.6. Sia p =1 0 co0. Se f,g € LP(Q) allora

1" — o*llLr (ogan) < If = allr(q)-
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Dimostrazione. Caso p = oo: Per f,g € L*(Q)

[f(x) — g(x)| < esssup[f(x) — g(x)| < [[f — gllL=(q)
percio

f(x) = I[f = gllLe(a) < 9(x) < F(X) + [If = glliw()-

Ora, per la Proposizione 2.2 e I’Osservazione 2.2 abbiamo che

(%) — If — gllw(a) < 9 (x) < FH(x) + ||f — gllLe(q)-

Dunque
1% — 0%l (0100 < IIf — gllLe(q)-

Caso p = 1: Se h = max{f, g} allora, siccome f <heg<hsihafl <hfe
g < h! e quindi

f*— gf <[ff —h¥ + |hf — gf| = 2nf — 1 — gF.

Integrando tra 0 e |Q] abbiamo

Q Q
j fﬁ(s)—gﬁ(s)|ds<J (2R¥(s) — £(s) — g¥(s))ds
0 0

- J (2h(x) — f(x) — g(x))dx = J ) — g(x)]dx
Q Q

che ¢é la tesi. O

Teorema 2.3. Sia 1 < p < oo. Lapplicazione uw — ut ¢ continua da LP(Q)
in LP(0,]Q)).

Dimostrazione. Per quanto gid dimostrato, rimane da trattare i casi per
P # oo, 1.

Sia 1 < p < oo e sia un, — uwin LP(Q). Dato che Q ¢ limitato ne segue
che, essendo gli LP “inscatolati”, u, — u in L'(Q) e per la Proposizione
2.6 u?i — uf in L1((0,]Q])). Inoltre la covergenza in L' implica a meno
di sottosuccessioni la convergenza quasi ovunque; quindi esiste un’estratta
{u&k} C {ugl} tale che uglk —uf q.o.

Per il Corollario 2.1 abbiamo

ub, e o0 = Iunllee (o) = ull @) = I llie o 0n)-
Per I’ indipendenza dal limite dalla sottosuccessione scelta si ha uﬁl —ufin
LP((0, Q). O

Abbiamo visto nel Teorema 2.1 che i riordinamenti hanno la proprieta di
“conservare” l'integrale della funzione sul dominio di definizione (si prenda
F(t) = t nel Teorema 2.1). Cosa succede se consideriamo un dominio proprio?
Si ha il seguente risultato.
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Teorema 2.4. Sia Q C RN limitato e sia u : Q — R una funzione
sommabile. Sia E C Q un sottoinsieme misurabile. Allora

[E|

L u(x)dx < L uf(s)ds.

L’uguaglianza si ottiene se e solo se
(ule)* =uo ey g0

Lemma 2.1. Siau:Q — R et € R. Definiamo i sottoinsiems
Ei ={x € Qlu(x) > t}

Fe ={x e Qlu(x) <t} =0\ E¢.
Definiamo b: R x Q — R come

XE, (%) set>0
b(x,y) =
—XF, (x) set<O.

Allora u(x) = [ b(t,x)dt.

Dimostrazione. Se u(x) > 0 allora fo_ooo b(t,x)dt = fg(x) dt = u(x).
Se u(x) < 0 allora [*_ b(t,x)dt = — [ ) dt =u(x). O

Proposizione 2.7. Siano f,g: Q — R con g sommabile su Q. Sia a < <
b < oo con aeR. Allora

b

Ll f(x)g(x)dx = aJ

o g(x)dx—l—J

(J g(x)dx)dt.

a J{f>t}

Dimostrazione. Supponiamo a > 0. Poniamo Ey = {f > t}; per il Lemma
precedente sappiamo che f(x) = IS’ XE, (x)dt. Ora, applicando il Teorema di
Fubini,

b

JQ f(x)g(x)dx = JQ o(x) J e (x)dtd = J

J o(x)xe, (x)dxdt.
0 0JO

Spezzando 'integrale nell’ultima uguaglianza abbiamo

JQ f(x)g(x)dx = La JQ g(x)dxdt + J: JEt g(x)dxdt.

che ¢ la tesi cercata (la si ottiene supponendo a < 0 ragionando allo stesso

modo). O

Siamo arrivati dunque al risultato pit importante.
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Teorema 2.5 (Hardy-Littlewood). Sia f € LP(Q) e g € L9(Q) dove (1/p)+
(1/9)=1,1<p,q < oo. Allora

J f(X)g(X)dx<J 4(s)gt(s)ds.
Q

Dimostrazione. Sia f € L*°(Q) N LP(Q). Siano a e b numeri reali tali che
a < f < b. Allora, per la Proposizione precedente

b

.
J f(x)g(x)dx = g(x)dx+J J g(x)dxdt
Q Jao a J{f>t}
rl Q| rb
= g%(s)ds + g(x)dxdt
JO Ja -A{f>t}
Q] b rl{f>t)]
< gf(s)ds + gf(s)dsdt
JO Ja JO
rlQl b rl{fi>t} |Ql
= gf(s)ds + gﬁ(s)dsdt:J i(s)gk(s).
JO Ja JO 0

Per ottenere la disuguaglianza é stato fatto uso del Teorema 2.4. Se 1 <
p < oo dato che Iapplicazione u — uf ¢ continua da LP(Q) in LP((0,]Q]))
possiamo procedere per “densita”. O

Estendiamo il risultato della Proposizione 2.6 a tutti gli esponenti p > 1.

Teorema 2.6. Siano f,g € LP(Q) dove 1 < p < co. Allora

1% — g*llLrogan < If = allrq)-

Per ora abbiamo riordinato la funzione u sulla retta reale; il nostro prossimo
obiettivo é simmetrizzarla.

Definizione 2.4. Sia QO C RN un dominio limitato. Sia u: Q — R una
funzione misurabile. La sua simmetrizzazione di Schwarz (o riordina-
mento decrescente a simmetria sferica ) ¢ una funzione u* : Q* — R
definita come

w(x) = uf(wnx™), xeQr

dove con wn! denotiamo il volume della palla unitaria in RN e con Q*

la palla aperta centrata nell’origine e avente la stessa misura di Q, ovvero
|Qf=[€27].

Esempio 2.2. Riprendendo I’Esempio 2.1, simmetrizziamo la funzione u
definita su Q = [—2,2] a valori in R; u* sara definita su Q* =[—-2,2] e

R . N/2 N .
Lwy & definito come wy = W dove I'(s) ¢ la funzione Gamma.
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g
14
3_x 0<x<05 )
g°(—x) =g"(x) =<1 05<x<1
2—x 1<x<2
-2 -1 05 1 2

Osserviamo che g, gf e g* hanno la stessa funzione di distribuzione.
Si noti che nella definizione di simmetrizzazione di Schwarz appare la fun-

zione di riordinamento uf; I'idea ora & quella di riordinare la funzione non
pill su una retta, ma su una sfera.

““‘l“\“‘

AR

A

R

%
L
¥
f
k)
¥
£
H

AT

e

Jin

Figura 2.1: Questo ¢ un modello di funzione da R? in R costante sugli insiemi

di livello, che sono cerchi concentrici ed interni ad QF, che assume il massimo
nell’origine e decresce verso ’esterno.

Osservazione 2.3. Se R ¢ il raggio di Q% allora

R
J u*(x)dx:J uﬁ(lexlN)dx:J’ wwnt™)NwontNdr =
* * O
Q"] Q|
—J uf(s)ds —J uf(s)ds.

0 0

A questo punto possiamo trasferire a u* tutti i risultati ottenuti per il
riordinamento unidimensionale 1f:

- u* ¢ radialmente simmetrica e decrescente;
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- u, uf e u* sono equimisurabili;

- se F: R — R ¢ una funzione misurabile tale che F > 0 e F(u) € L}(Q)
allora

J F(u*(xndXZj Flu(x))dx.

Q

In particolare u e u* hanno la stessa norma LP e se u é sommabile su
Q allora

L) u(x)dx = J ) u*(x)dx

- se @ : R — R ¢ una funzione crescente, allora (¢@(u))*=¢@(u*);

I’applicazione uw — u* da LP(Q) in LP(Q*) & non espansiva;

- se E C Q ¢ un sottoinsieme misurabile, allora
[E|
J u(x)dx < J uf(s)ds :J u*(x)dx
E 0

*

e 'uguaglianza si ottiene quando (u|g)* = w*|g«.

(Hardy-Littlewood) siano f € LP(Q) e g € L9(Q) dove (1/p)+(1/q) =
1,1 <p,q < 0. Allora

Q]

J f(x)g(x)dx gJ fﬁ(s)gu(s)ds :J f*(x)g*(x)dx.
Q 0 *

u'#

=

Figura 2.2: Esempio di una funzione in 2 variabili e della sua simmetrizzata di
Schwarz



Capitolo 3

Teoremi di confronto

In questo capitolo vogliamo confrontare le soluzioni di due problemi el-
littici con dati differenti, ma legati dal fatto che uno é il simmetrizzato
dell’altro.

Consideriamo un problema ellittico in forma di divergenza del tipo

{—div(AVu) =f suQ (3.1)

u=0 su 00

dove Q & un dominio limitato, f & una funzione in L?(Q) e A(x) = (ai;(x))
¢ una matrice N x N di funzioni definite su Q appartentente alla famiglia
M(«, B, Q) delle matrici che soddisfano:

&> S AMX)E-E < BIE? qo. in Q per ogni & € RN, (3.2)

Noi considereremo solo soluzioni deboli del problema (3.1), ovvero funzioni
u € H}(Q) verificanti

J AVUVv :J fv v € H(Q) (3.3)
Q Q

Una tale soluzione esiste ed ¢ unica per il Teorema di Lax-Milgram.
Possiamo dunque dare la formulazione debole del problema (3.1):
definiamo la forma bilineare

a(u,v) :J AVuVvdx per u,ve Hé(Q).
Q
e cerchiamo una funzione u € H}(Q) tale che
a(u,v) :J fvdx per ogni v € H}(Q). (3.4)
Q

Ora simmetrizziamo i dati del problema (3.4): sostituiamo la funzione f
definita su Q con la sua simmetrizzata f* definita sulla sfera Q*, e la matrice
A con la matrice ol.

25
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Vogliamo dunque trovare una soluzione w del problema

(3.5)

—div(aIVw) =f* su QF
w =0 su 00)*.

La domanda che ci facciamo é la seguente:

Che relazione sussiste tra la soluzione w del problema (3.5), e la simmetriz-
zata u* della soluzione w di (3.4)7

Enunciamo un risultato che useremo piti avanti.

Lemma 3.1. Sia Q un dominio limitato e sia u € Wé’l(Q) tale che uw > 0
g.o. in Q. Allora, per t > 0,
d

1
] vl > N> o
dt {u>t}

Siamo pronti per dare un risultato di fondamentale importanza dovuto a
Talenti e risalente al 1976.

Teorema 3.1. Siano Q C RN un dominio limitato e A € M(ex, B, Q) con
0 < & < B. Siano f una funzione in L2(Q), u € H(l)(_Q) una soluzione
(debole) del problema (3.4) e f* € 12(Q*) la simmetrizzata di Schwarz di f.
Sew é la soluzione del problema

—axAw =f* sy QF
(3.6)

w =0 su 00"

u > 04 Q, allora uw* < w qo. in QF, dove u* é la simmetrizzata di
Schwarz di u.

Dimostrazione. Articoliamo questa dimostrazione in 4 passi.

Passo 1.- Senza perdere di generalita, assumiamo o« = 1. Siano t > 0 e
v = (u—1)"; allora, per il Corollario 1.1, v € H}(Q) e possiamo usarla come
funzione test nella formulazione debole (3.4).

Poiché se v € H}(Q)

N

ou 0
J Z aij(x)uudx:J f-(u—1t)dx
u>t) 575 0xi 0%; fu>t}

derivando rispetto al parametro t, ne segue che

N
d J ou ou J

- aii(x)=— dx = f dx.
dt {u>t}m.Z_1 Do 0y fu>t)

Passo 2.- Per 'ellitticita dell’operatore differenziale (vedi la condizione (3.2)
ponendo 1 = &;, [Vu® = [E]* e A(x) = (aij(x)))

Z a ou ou dx
]ax] oxi

|Vul? dx <

J{t<u<t+h} J{t<u<t+h}



27

Dividendo entrambi i membri per h ! otteniamo, per h — 0,

d
0< —J Vu? dx < J f dx.
dt Jrusy fus>t]

D’altra parte per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

-

J IVul? dx)
h Jitcu<tn)

1
IVuldx)? < (+

dx)(+-
h Lt<u<t+h}

h Lt<u<t+h}

e facendo tendere h a zero otteniamo

d
(—dtj Vul dx)? < —u'(t)J fdx
{u>t} {u>t}

dove u ¢ la funzione di distribuzione di u.
Sia ora F(¢) = fg fi(s)ds.

Per quanto dimostrato nel capitolo 2, vale

p(t)

J fdx <J fi(s)ds = F(u(t)).
{u>t} 0

Ora sfruttando il Lemma 3.1, il che & possibile perché u > 0 per ipotesi, &
immediato verificare che

pAS
N

(NwR)2u(0)2 % < F(u(t)(—p' (1))

che equivale a

1

Lo 2_
1< (NoR) 2 r(t) N2 F(p(t) (—n'(1).
Integrando tra t e t/ e ponendo successivamente & = pu(t) otteniamo

n(t)
T (ng)—QJ (R 2F(Q) dc. (3.7)
"

(t)

Passo 3.- Siano t’ =0, t =uf(s) —mconn >0e s € (0,|Q). Allora per la
definizione di riordinamento unidimensionale

p(t) =1Q e ut) =Hu>uf(s)—nl >s.

Percio
Q]

Wi(s) =1 < (N r?J £R2F(8)dE

S

1Se chiamiamo g(t) = f{ |[Vu|? dx e ne facciamo il rapporto incrementale, questo &

uguale a

u>t}

glt+h)—g(t) 1

= f(J [Vu? dx — J [Vul? dx).
h h {u>t+h} {u>t}

. . d 2
Facendo tendere h a zero si ottiene £; f{u>t} [Vul dx.
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e per 'arbitrarieta din >0

1 ol
wi(s) < (Nof) 2 [ £f 2reae, (3.5)
S

Passo 4.- Poiché Q* ¢ una palla di RN e f* una funzione radialmente simme-
trica, allora, per le proprieta di simmetria del Laplaciano, w ¢ radialmente
simmetrica.
Se poniamo w(x) = w(|x|) e passiamo in coordinate polari abbiamo che w(r)
soddisfa il seguente problema ai valori al bordo:

—w’ (1) — N;lw’(r) =f* 0<r<R

w(R) =0 (3.9)
w’(0) =0

dove R ¢ il raggio di Q*.
Calcolando abbiamo
%(—rN_lw’(r)) = —(N=1)rN 2w/ (r) =N w’(r)
—1
_ T‘N—l(_]\‘l

T

w/ (1) —w (1)) = N
Quindi

i(_TNflwl(T)) _ erlf*

dr
ovvero, sfruttando la definizione di f*,

—rNThw (1) —J oM (wnoN)do.
0

Ponendo s = wno™ abbiamo che
N

T WNT
—NTIw/ (1) = J N (wnoN)do = (NwN)_IJ 4(s)ds.
0 0

-1 waT s)ds; allora

Poniamo G(r) = (Nwy)
—N /(1) = G(r) = —w/(r) = G(r)r' N
R
= w(r) = J G(t)t! Ndr =

T
N

R wWNT
:J TI_N((NwN)_IJ fi(s)ds)dr.
T 0

Cambiamo di nuovo variabili, ponendo

2~

4

w

C:wNTN:wr:

Z 2~
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da cui )
1 <—1
dt = ﬁ CNL .
wy
Si ha:
WnRN AR (e e =
w(r) = (NwN)1J ”(J f”(s)ds)NTdC =
wntN wNT 0 wm

_ 2%71wNRN%f2Cﬁ _
~ (N2wl) J cA2(| f(s)ds)de =

wnTN 0

I
z

€
22~

)2 JwNRN cﬁ—z(rfﬁ(s)ds)dc.

wnTN 0

Dato che l'integrando é non negativo e w é radialmente decrescente, per la
Proposizione 2.4

wh(s) = (ng)—ZJ (R 2F(0)dc (3.10)

e confrontando (3.8) e (3.10) ne segue che

uf(s) < wi(s).

3.1 Capacita elettrica

In questa sezione discuteremo uno dei primi successi della teoria della sim-
metrizzazione , ovvero la disuguaglianza isoperimetrica per la capacita elet-
trica che venne pubblicata nel 1930 da Szegd nell” articolo “Uber eingine
Extremalaufgaben der Potentialtheorie”.

Sia Qg un dominio limitato di R? e sia T C Qg un sottoinsieme aperto. La
regione Q = Qg \ T rappresenta il condensatore elettrostatico. Denotiamo
con Iy la frontiera di Qg e con I quella di T. Il potenziale elettrostatico é la
funzione u € H'(Q) che risolve il seguente problema:

Au=0 suQ
u=0 sulp (3.11)
u=1 suly.

La capacita elettrica di Q) é data da

1 ou
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dove con v si indica la normale uscente rispetto alla frontiera di Q.
Prendiamo 'equazione Au = 0 e moltiplichiamola per u € H'(Q)

ulAu = 0.

Integrando per parti su Q e ricordando il teorema di Green in R? si ha:

O:J uAu:J uaudGJ VuVudx.
Q o0 OV Q

Osserviamo che per la condizione di Dirichlet uw = 1 su I} ; dunque, portando

il primo membro dall’espressione a sinistra e moltiplicando per ﬁ, abbiamo

1 ou 1 9

Percio possiamo scrivere
1 2
C(Q)=—| |Vuadx.
47t Q

Essendo u una funzione armonica, essa assume il suo valore massimo su 9Q)
e quindi 0 <u<1in Q.

Proposizione 3.1 (Principio di Dirichlet). Il potenziale elettrostatico w
minimizza il funzionale

Jw) = | 9w dx
Q
sull’insieme K={w e H{(Q)w =0 su Ty ew =1 su I} }.

Dimostrazione. Sia w € K. Definiamo @ = w — u, che, come differenza
di funzioni di H'(Q), & ancora un elemento di H!(Q). La funzione ¢ cosi
definita ha la proprieta di annullarsi sul bordo di O, quindi é un elemento
di H}(Q) e lo possiamo usare come funzione test nell’equazione in (3.11).
Quindi si ha:

J VuV(pdx:—J Aupdx =0
Q Q

e quindi deduciamo che
J(w) = J IVw|? dx = J (IVuf? +|Veo|? + VuVe dx) =
Q Q
= J (IVul + [Vel*) dx > J Vul? dx = J(u)
Q Q

da cui la tesi. O

Enunciamo un risultato fondamentale nelle applicazioni:
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Teorema 3.2 (Polya-Szegd). Sia 1 < p < oo. Sia Q € RN un dominio
limitato e sia u € W(l)’p(O_) tale che uw > 0. Allora

J [Vu*|P dx < J [VulP dx.
. Q

. 1,
In particolare, uw* € W, PQ¥).

Dal principio di Dirichlet per la capacita elettrica deduciamo immediata-
mente la disuguaglianza isoperimetrica per questa

Teorema 3.3 (Szegd). Siano Qf e T* le palle centrate nell’origine tali che
Qg1 = Qo e |T* =[T[. Se Q= Q5 \T" & lanello in R? da essi determinato
allora

C(Q) = C(Q).

Dimostrazione. Sia u una soluzione di (3.11) e denotiamo con u la funzione
prolungata ad 1 all’interno di T. Ovviamente 1t > 0 e U appartiene ad
H{(Qp). Applicando il Teorema di Polya Szegé e la (3.13) si ha

4mC(Q) :J |Vi? dx > J IVi*|? dx = J IVi*|? dx.
Qo Q3 Q

Ma su Q, U* & non negativa, ed inoltre u* = 0 su 00" e W* = 1 su oT*.
Usando il principio di Dirichlet sul dominio Q troviamo che

J~ IVi*)? dx = 4nC(Q).
Q
e quindi 3
C(Q) = C(Q)
che é la tesi. ]

Calcoliamo esplicitamente C (fl) nel caso in cui Q é lanello di raggi Ry e Ry
con 0 < Ry < Ry. Il funzionale da minimizzare &

J IVwl|? dx
Q35

sull’insieme delle funzioni appartenenti a Hl(fl), non negative, che si annul-
lano su 9Q) e che sono identicamente uguali ad 1 su T*. Inoltre il potenziale
elettrostatico v soddisfa 0 < v < 1 nell’anello: conseguentemente v* sara
uguale ad 1 in T* e a zero su 00);. Dal momento che la simmetrizzazione di
Schwarz “abbassa il valore dell’integrale” abbiamo

J Vv dx > J IVv*|? dx
ot fox
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e per l'unicita della soluzione del problema (3.11) segue che v = v*.
Riscriviamo il problema (3.11) in coordinate polari:

v’ (r) + ¥v/(r) =0 Ri<1r<Rp
V(Ry)

—1 (3.14)
V(Ro) =0.

Questa equazione differenziale radiale di secondo grado ha come soluzione

2-N_R2-N

NN N > 2
v(r) = { Ri T-REN (3.15)
log r—log Rg N =2
log R1—log Rg - =
Per N = 3 abbiamo che
T*l _ Rfl
v(r) = _170_1
Rl - RO
che riscriviamo per comodita come
1
v(r)=D-+E
T
_ 1 _ _—Rg!
dove D = W e E= RI1—0R71

Per calcolare C(Q) applichiamo la definizione, osservando che

~ 1 0 1
C(Q) = J M do = J Vv dr.
4 Jp, Ov a1 o
Passiamo per le coordinate cartesiane: poniamo 1t = (y/xZ+7y?+z2), e

dunque Vv = D(X2+(;(’2y—izzt)2)3/2 eV = W&%
Moltiplicando scalarmente otteniamo
1 X2 24,2
J |Vv|f/dT:J DM dxdydz =
47t Q R3 (X2 +y2+z2)2

1
D———— dxdydz.
JRs x2 +y2 4 22 xaydz

Ora passando a coordinate polari notiamo che l'integrale non dipende piu
dal raggio p: infatti

B 1 7T 27T
C(Q) = DJ J (p?) 'p?sin @ de db.
47t o Jo

Quest’ultimo integrale ¢ uguale a

1 7T 27 1
DJ sin(pd(pJ dd =D-—(2)(2n) = D.
47t 0 0 47t

In definitiva abbiamo trovato
1 J ou do — RlRO

c@)= L[ Mgoo PR
e N Vel
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3.2 1l problema dell’ostacolo

In questa sezione, facendo uso delle tecniche usate per dimostrare il Teorema,
di Talenti, studiamo un esempio di disuguaglianza variazionale.

Sia QO RN un dominio limitato; consideriamo una matrice A € M(1, 8, Q)
e la forma bilineare associata a(-,-) = fQ AV -V-.

Definiamo l'insieme

K ={w e H}(Q)w >0 in Q}.

Il problema variazionale é il seguente:
data f € L2(Q) trovare una funzione w € K tale che per ogni w € K sia
soddisfatta la disuguaglianza

alu,w—u) > J fo(w—u)dx. (3.16)
Q

Poiché K & un sottoinsieme chiuso e convesso di Hé(Q), per un teorema
dovuto a Stampacchia (vedi [11]) sappiamo che questo problema ha un’unica
soluzione u € K; se, inoltre, A é simmetrica, allora u minimizza su K il
funzionale dell’energia meccanica dato da

J(w) = 1(1(w,w) —J fw dx.

2 o
Per avere un idea del problema in questione possiamo pensare ad un dominio
piano Q in R? che presenta un ostacolo al suo interno. Su tale dominio piano
stendiamo una membrana, fissandola sul bordo 9Q). Se applichiamo una for-
za esterna sulla membrana (ad esempio la “’pizzichiamo”) essa compiera delle
oscillazioni finché non raggiungera la posizione di equilibrio che corrisponde
alla configurazione che richiede meno energia.
Definiamo Qg = {x € Qu(x) = 01? . Sull’insieme Q, = Q\ Qg la funzione u
soddisfa I’equazione differenziale £(u) = f, dove L & l'operatore differenziale
ellittico del secondo ordine definito da £L(u) = —div(AVu).
Il nostro prossimo obbiettivo & quello di confrontare la soluzione di que-
sto problema e del relativo problema simmetrizzato cosi da poter ricavare
informazioni su Qg e QfF ovvero gli insiemi su cui le funzioni u e u* si

annullano.
Data f € L?(Q) definiamo

&
F(e) =J () dn.

0

Lemma 3.2. Sia u € K la soluzione di (3.16). Allora

2In letteratura Qg viene chiamato coincidence set (insieme di coincidenza).



34

- F > 0 sull’intervallo [0, {u > 0}[];

- per ogni 0 < t’

t—t

Dimostrazione. Sia t > 0 e poniamo w =

alu,w) — JQ

J Y a
{u>t} ij=

fwdx:J
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1
'« (Nwmﬂj

0]

=j (L(w) — f)(u—
{u>t}

N

1

G —
) an aXi

< t < esssup(u), abbiamo che

2

ENT2F(E)dE,

u—t)". Allora

AVuVwdx — J fw dx

0]

t)dx = 0.

dx:J fu—1t) dx.
{u>t}

Ma per la condizione di ellitticitd dell’operatore differenziale, I'integrando
della parte a sinistra é non-negativo e quindi 'integrale é una funzione in t
decrescente. Derivando e sfruttando il teorema 2.4

d N
0< —J a
dt Jiusv) 121

0 sull’intervallo [0, {u > 0}].

Dunque F >

| u 0w
Y an aXi

j fdx < F(u(t)).
{u>t}

La seconda disuguaglianza invece ¢ proprio la (3.7) ottenuta nel Teorema di

Talenti.

Corollario 3.1. Sia u € K la soluzione di (3.16). Allora

- 81 ha
w(s) < (Nwp) 2
uf(s) <0
dull ﬁ
- — 4 (8) < (Nw{

)25k

Dimostrazione. Sia 0 < s < s’ <

=t e R—2F(8)dE ses € [0, [[u > 0]

H{u>t}|

*F(s);

se s € [{u > 0}],1Q]l;

O

(1),
(2)

(3)

. allora, siccome uf ¢ de-

crescente, abbiamo che uf(s’) < uf(s) e per definizione di riordinamento

{uf > ui(s)}f > s".

uf > uf(s) — e}l > Juf > ub(s)) > s.

Se fissiamo un ¢ positivo piccolo a piacere, per la
decrescenza di uf abbiamo
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Chiamando t’ = uf(s’) e t = uf(s) — ¢ ,per il Lemma precedente oteniamo

Wis)—e—uf(s) =t —t' < (Nwl)~2 r ERNT2F(E)dE,

S

Facendo tendere ¢ a zero otteniamo

1 s’
wi(s) — (s < (Nwf) 2 | £82RE)ae
S
che corrisponde alla (1). Se invece poniamo s’ = |{u > 0} allora uf(s’) =0
che & la (2). Per quanto riguarda la (3), 'uguaglianza segue direttamente
derivando la (1):

!/

d d 1 st
1 e R —2 2 9
ds( (s) —u*(s")) < de(NwN) L ENTZE(E)dE
= (Nw{i)Qir ENT2F(E)dE = (Nwﬁ)”s%ﬂ}:(s)

Ora consideriamo il problema variazionale simmetrizzato:
vogliamo trovare v € K* C H3(Q*) che soddisfi

*

J VW (w —v)dx > J f* - (w—v)dx per ogni w e K* (3.17)

dove K* ={w € H}(Q*)lw > 0 in Q*}.
Questo problema, come quello precedente, ammette un’unica soluzione v €
K* che minimizza il funzionale dell’energia meccanica

1
J*(w) = 5 J IVw|? dx — J f*w dx
su K*. Inoltre, v soddisfa ’equzione —Av = f* sull’insieme {v > 0}. Per
il teorema di Polya-Szegé e la disuguaglianza di Hardy-Littlewood abbiamo
che J*(w) > J*(w™*); ma la funzione che minimizza il potenziale ¢ unica, e
segue dunque che v =v*.

Concludiamo che sull’insieme {v > 0}, che & una palla centrata nell’origine,
si ha che

1

Ny =2 (Hv>0}l ¢ 2 2

yige) = [NeR) 2T R gaE selv ol g
0 s € [ifv > 0}, |Qf].

Teorema 3.4. Siano u e v le soluzioni di (3.16) e (3.17) rispettivamente.

Allora
0 f<0 g.o.

{fu>0}l<lfv>0ll=4q1Ql [ofdx>0ef#0

so  altrimenti
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dove sg ¢ l'unica soluzione di F(s) = 0 in (|[{f = 0}],|Q)).
Inoltre u* < v su Q* .

Dimostrazione. i) Se f < 0 allora u =0 e v = 0 sono soluzioni di (3.16)

iii)

e (3.17) rispettivamente; infatti se u =0

a(0,w)=0 2J fwdx
Q

e cio ¢ sempre verificato poiché IQ fwdx < 0; se v=0 allora

a(0,w)=0> J f*w dx

.
e questo & verificato analogamente.

Supponiamo che [ fdx > 0.
Siccome F(§) = fg ff(n) dn abbiamo che

0
F(0) =JO fn) dn = 0

|2

Fil) = |

fﬁ(n) dn = J f(x) dx.
0

Q
Essendo per definizione f# decrescente, F ¢ concava e F > 0 nell'inter-
vallo [0, ]Q]].

Seze H(l)(O_*) ¢ la funzione tale che —Az = f* allora z & non negativa
e z risolve la (3.17) con tutte uguaglianze: infatti

Nz =1"= J—Az‘(w—z)dx:Jf*(w—z)dx
= J VZV(wz)dx:Jf*(wz)dx
Q

e dunque z in particolare risolve la disuguaglianza (3.16). Quindiv =z
e {v>0} =Q]

Supponiamo [, fdx < 0 e [{f > 0} > 0.

Siccome F ¢ concava, F(0) =0 e F(|Q|) = f‘oﬂ‘ fi(s)ds = [, f(s)ds <0
ne segue che esiste un unico sg € ({f > 0}],]Q|) tale che F(sy) = 0.
Infatti se sg ¢ un punto tale che F(sg) = 80 fidx = 0 ,vuol dire che
ff cambia segno. Se § < sg ¢ il punto dove ! cambia segno, allora
0 = f4(5) = inf{t|{f > t}| < §} e quindi per ogni t vale che |{f > t}| < 3§
e passando al limite per t — 0 abbiamo che [{f > 0}| < § < sp.
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Percio F > 01in (0,sg) e F < 0 in (sg, [Q|); per il Corollario 3.1 abbiamo
che li
d 1
o (s) = —(NwR) 255 ~2F(s)

sull’insieme {v > 0}.

122]

Figura 3.1: La funzione F(§)

Dunque {v > 0}/ = s¢ & il punto in cui la derivata si annulla per la prima

volta; questo perché dalla (3.18) e dal Lemma di Hopf [12] discende
che se sg < [{v > 0}] allora %‘;ﬁ(so) # 0, in quanto v (e quindi v¥) &
strettamente decrescente nell’insieme dove {v > 0}. Ne segue quindi

che sg = |{v > 0}|.

Poiché sg € ([{f > 0},]Q]) allora so € ([{ff > 0},|Q) e quindi, per il
Principio del Massimo, sg € (0, {v > 0}/). Dunque sg = [{v > 0}.

Dato che sull’intervallo [0,[{u > O}|] si ha F > 0 (per il Corollario
3.1), allora [{u > 0}| deve essere minore di sy perché F(sp) = 0. Quindi
{u > 0} <sp = [{v >0}
Dal Corollario 3.1 discende poi immediatamente che uf < v# e dunque
uw* <.

O]

Proposizione 3.2. Siano u e v le soluzioni di (3.16) e (3.17) rispettiva-
mente. Allora
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Per la condizione di ellitticitd con o« =1

alu,u) = J

AVuVudx > J [Vul2dx.
Q

Q
percio

1
J(u) = za(u,u) —J fudx > J IVul?dx —J fudx.
2 Q Q Q

Siccome u > 0 al primo membro dell’ultima espressione applichiamo la
Disuguaglianza di Polya-Szeg6

J IVul?dx —J fudx > J IVu*2dx —J fudx.
Q Q . Q

Invece, al secondo membro della medesima espressione applichiamo la Disu-
guaglianza di Hardy-Littlewood

J IVu*IdeJ fudx 2J Vu*lzde ffutdx = J*(u*).
. Q . Q

Quindi
Jiu) > T (u").

Ora, u* € K* e dato che v, soluzione di (3.17) , ¢ caratterizzata dall’essere il
minimo del funzionale dell’energia potenziale possiamo concludere che

J(u) = T (u) = T (v) = J(u) =T (v).
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