Lemma 3.4.
(1} For cvery o there is a cardinal aumber greater than a.
{it) £f X is a set of cardinals, then sup X' 5 a cardinal.
For every o, lot a® be the least cardinal number greater than o, the
cardinal sueeessor of a.
Proaf. (i) For nny set X, let
(3.11) h(X) = the least a such that there is no one-to-one
function of a into X,

There I8 only a set of possible well-orderings of subsets of X. Henee there
Is only a set of ordinals for which a one-to-one fanction of a into X exists.

Thus h{.X) exists,

The Cumulative Hierarchy of Sets
We define, by transfinite induction,

Vo1, Vot = PV, ),

The sets Vi, hasve the following properties (by induction):
A1) Each Vi, s transitive,
i) IFa < 3, then ¥, C V.
(i) aC Vo




aﬁf%“" Vowo & ad Sl s o lote~
we |lvww e Cuu:@:m ¥oogo wablo

GGV s P ’t‘\m-f.'-':.) = 2 2F.

((j:},@‘q lmm'hﬁwmm |
= l-En.irua.bb_ Qeca Cb'-c.&-t‘ded
Ao T - Gous CT).

Y G @ufw e | ek s

i/

Tk HMQ&FT)
Bt we Twuec;l Cou ) slbar’ }/W 2
-%C? (2)
T ¢ 2F-B
25 b Gug ().

’D.,xxg_ %l=--—%)'=lm Z S Oopusitad:



O twied 2 Roplamuwat W o dafy.
uﬂfi)w we R*O\Eﬂ\ MPMS‘.‘\M ﬂg éﬁ

W Vo




e Uldzr\\ijhﬂ veasse lede -
Lwe_

vy, €. —teo vauge C’%’ [‘f?
w A
u‘mﬁ&\m wstced) ’~
ouboowclal W el

—~ mm eelsus I'?.. b."*
v uﬂm_) ) we_ leweo et o
Mq‘nﬂﬁb(ﬁ ‘o lawe_

28 b Fa(\Lk2e)
boot (o ? h
w“"qu | Q{Lt: prestrog Fm? waihg_g
‘4‘-&% \S ¥; ’N"—"“aﬂ( c.x.
WQ?__) 3 Uubcmucﬁzf:l W K.
R . ls Akl e cue

@0, ¢
_-E:ﬂwg x ((ouadak W v eder)
Ao Al Axorue bg R

— \ad> -'MLQ]




Sﬂ? Wew do we Skow
Ve, B 2F

Wea  (prof of Haripae's Thew)
Lq_ ol 1S Q.Com-&ﬁblﬂ. M‘l‘-ﬂlf EA
e ,tm} n§ -‘:Lc«%&‘.s " eeer ,
clion = = INRRY e

AciN C_;:'RB = Qx\eb

& Vi awo
(AR) — V. vwgoe & W
(AR) = Cm&—)
F‘% Qﬂ.pl,)ﬂﬂu?_m@ ﬁg Nl C \.dnqa_l__)
%ﬂw.olo'. & a <t Bs\ ﬁluo::%:s g
ed\—e% ol cible sxddals, So w,

? Vo,



“Ta A\_Q._Eh.s.

& L= {‘:j Using Lemma 3.4, we define the increasing enumeration of all alephs. We

usually use N, when referring to the cardinal number, and w,, to denote the

B . é__.&.(&o

Mo =
msi— —
L

i supfwy : < ap il aisa limit ordinal.

N N A o
= A i |
t h ; sets whose cardinality is By are called countable: a set is at most countabl

if it i8 either finite or countable. Infinite sets that are not countable are

l\ M‘t h tncountable,
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Theorem 3.2 (Cantor-Bernstein). [f |A| < |B| and |B| < |A|, then
1A = |B|.
| |

Proof. If fi : A — B and f2 : B — A are one-to-one, then if we let B’
fal ) and A, fa(fi(A)), we have A4; € B' € A and |A, tAl. Thus

we may assume that 4, € B € A and that f is a one-to-one function of A
onto Ap; we will show that |A| = | B|.
We define (by induction) for all n € IV:

.]" E .'l. .].-..; Il.']l..:lq

.I”u =z .I'-E .Iri.n =1 rl” I”r..|. '! | :: !!

Let g be the function on A defined as follows:
(o Xver a\u%m
{_,I"ni.r'l if r € A,, — B, for some n,
T ot herwise

Then g is a one-to-one mapping of A onto B, as the reader will easily verily,
Thus |A| = [B]. O

%hﬁ's \ Er\el- @ R:fd\.

(Delarehis = |  orrn




Casdivo\s as  CCuowical w_ew.{eu.'cdm e
~ - e_tju’t velpma ¢ legCes .

Need_ o slow -
@i ¥, N\ are codiwals seexch K"\-'-*)\

—-1%& %= Q.
(==l lumr. we. Qa0 g Mkal o.i‘cﬁr.dj

ey, m e clese  uteeamt o

L@ mm\]‘ q-w\‘h —-e_al c\ax couwranmy

Oy A s X = calleg), wellmdab @
*& e & e R XxX i,
(KR ¢ a wdladon

%¥mhm Lok X be a ¢\ . Pew TEAE:
) K v elextbablo
() e Q o 0dowal oL Q%
oo X
Rok.  0) =06 ‘j@t o represecchalin
—Rooreen oA -
Ci‘ﬂ = (). Tty oo vgval

CO%’}WC}L:




Hx %: X ——n A bﬂQ_c:“.x"H-'-v.
DeFo "P?Q_Xxx b ?
iQ?:j ‘-<=9¥%(X3 é’:% (\p
N \57 M&\Vod\m»'—;
a otk

qj!ﬂl&?«w_] w ordg- to be_ able o vee. codbale
a8 Cavousw) iﬁ[nem-h\kw_s: ug "N\ "-Q-‘-l-cl.
&l\ I LLGI?_& ‘S

¢ ot © wellardbrable 2

Duglo 0% F»omﬂ_ whel~ coe_ o)
2ERME20'C  (DEUDRYSRING THM
Thx s woh a 2Z2F ~tlomew bot- 0é=0l



hl4 E Tzmmno.

Adoy-

Beweis, daB jede Menge wohlgeordnet werden kann,
{Aus einem an Herrn Hilbert gerichteten Briefa)
YVon
E Zerwero in Gittingen.

. . . Der betreffende Beweis ist aus Unterhaltungen entstanden, die ich
in der vorigen Woche mit Herrn Erhard Schmidt gefihrt habe, und
ist folgender.
1) Es sei M eine belichige Menge won der Michtigkeit m, deren HMATHEHATISCHE

Elemente mit m bezeichnet werden miigen, M’ von der Michtigkeit m’ ANDBDALEN 65'(_.&&)

gine ihrer Teilmengen welche mindestens ein Element m enthalten mub,

sber such alle Elemente von M umfsssen darf, und M — M’ die 50 M’ FP 07 -128
sromplementire® Teillmenge. Zwei Teillmengen gelten als verschieden,
wenn eine von beiden irgend ein Element enthilt, das in der anderen
nicht vorkommt. Die Menge aller Teilmengen M’ werde mit M bezeichnet.

MATEMAT\SCHE ANNALEN ST (1304)
vp S -Slo

enmmro. Nener Boweis fir die Woblordnnng. 107

Neuer Beweis fir die Moglichkeit einer Wohlordnung.

Van

E. Zexvuro in GBttingen.

Obwohl ich meinen im Jahre 1904 vertiffentlichten  Beweis, daB jede

Menge wohlgeordnet werden kann®®) gegeniiber den verschiedanen im

§ 2 ausfilhrlich zu besprechenden Emwendungen noch heute vollkommen

sufrecht erhalte, diirfta doch der hier folgends necs Beweis desselben

Theorems nicht ohne Interesse sein, da er einerseits keine speziellen

E. Zooo. Grundlagen der Men Lehrsitze der Mengentheorie voraussetzt, andererseits aber den rem
formulen Charakter der Wohlordnang, die mit riumlich-zeitlicher Anord-

nung gar nichts zu tun hat, deutlicher als der erste Beweis hervortreten 1RBt.

Untersuchungen dber die Grundlagen der Mengenlehre. L
Von

E. Zunaero in Gotlingen.

Die Mengenlehre ist derjenige Zweig der Mathematik, dem die Aunf-
gabe zofillt, die Grundbegriffe der Zahl der Anordnung und der Funktion HA’THEHLT-I QME-
in ihrer uorspriinglichen Einfachheit mathematisch zu wntersuchen und m
damit die logischen Grundlagen der gesamien Arithmetik und Analysis zo

entwickeln; sie bildet somit einen unentbehrlichen Bestandteil der mathe- 6§ Clqbg
matischen Wissenschaft. Nun scheint aber gegenwilrtiz gerade diese Dis-

ziplin in ihrer ganzen Existenz bedroht durch gewisse Widerspriiche oder :!G
JAntinomieen”, die sich aus ihren scheinbar denknotwendig gegebenen v { '—22 I
Prinzipien herleiten lassen und bisher noch keine allseitig befriedigende
Légafig gefunden haben. Angesichts namentlich der  Russellschen Anti-



The Axiom of Choice

Axiom of Choice (AC). Every family of nonemply sets has a choice func-

If S is a family of sets and O € S, then a choice function for S is a func-
tion f on S such that

(5.1) fIX)eEX
for every X € 5.

The Axiom of Choice postulates that for every 5 such that @ € 5 there
exists a function f on S that satis 1! (D.1).
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