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Vorbemerkung

Diese Vorlesung ist eine Fortsetzung der Vorlesung
Mathematik 1 fiir Studierende der Physik.

Die Bezeichnungen in diesem Skript orientieren sich an denen aus dem
Handout des vergangenen Semesters:

www.math.uni-hamburg.de/home/leistner/mfpl/mfpl-info.html
Die Webseite und das Skript zu dieser Vorlesung finden Sie unter

www.math.uni-hamburg.de/home/leistner/mfp2/mfp2-info.html

v
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Wiederholung: Determinante

Die Determinante det : Mat(n, K) — K ist definiert durch:

D1) det ist linear in jeder Spalte,
D2) det ist alternierend
D3) det ist normiert, d.h. det der Einheitsmatrix ist gleich 1.

Explizite Formel fiir die Determinante von A = (aj’:),-J:l’.“,,,

g, (1)

Es gilt:
e Die Matrix A ist invertierbar, d.h. rg(A) = n, <= det(A) # 0.
o det(A- B) =det(A) - det(B), VA, B € Mat,(K).
Insbesondere ist det : GL(n,K) — (K*, ) ist ein Gruppenmorphismus.
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Berechnung der Determinante nach Formel (1) fiir n < 3:

o n=1a=a} € Mat(1,K) =K, deta=ai,

e n=2 L
al a
1 9% \_ .12 .12
det( 2 2 ) = aray — aay,
1 2
e n=23:
1 .1 1
%3 123, 123, 1.23
det ai ag aé = ajasa3 + azasa; + azaia;

123 123 123
—dzdxd] — dpdjdz — d14d3dp,

dabei entsprechen die ersten drei Terme den zyklischen
Permutationen (123), (231) und (312), die letzten drei den
Transpositionen 713, 712 und 7»3.

Das erste Tripel beginnt mit dem Produkt der
Hauptdiagonalelemente, das zweite mit dem Produkt der
Nebendiagonalelemente.
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Determinante und Gauss-Agorithmus
Es gilt:
o Addition des A-fachen der j-ten Spalte von A zur i-ten Spalte von A
(i # j) andert den Wert der Determinante nicht:
det(ay---aj—1a; + Aajajq1---an) = det(A).

o Jede invertierbare Matrix A 138t sich durch wiederholtes Anwenden
folgender zwei Spaltenumformungen in eine Diagonalmatrix

A1 0 O
A=1 o9 . o | tberfiihren:
0 0 A,

S1) Vertauschen von zwei Spalten bei gleichzeitiger Multiplikation einer der
beiden mit —1 und

S2) Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte.
Dies impliziert:
det(A) =det(A) = A1 ... A\
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Transponierte Matrix
Definition (Transponierte Matrix)

Sei A= (aj"-),-,j eine (m x n)-Matrix.
Die (n x m)-Matrix A* mit den Eintragen

(A); == aji

heiBt die zu A transponierte Matrix.

Satz
Fiir alle A € Mat(m, n,K) und B € Mat(n, m,K) gilt

(AB)t = BAt.

Beweis. Fiir C = AB und D = B'A? gilt

(CYf =cf =) alb = (BYf(A) = (D).
j=1 j=1
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ETSRERaRe Ve
Folgerung
(i) a:GL(n,K) > A~ (A1 € GL(n, K), ist ein
Gruppenautomorphismus (d.h. Gruppenmorphismus und bijektiv).

(i) « ist eine Involution, d.h. v o @ = 1d.
(iii) Fiir alle A € GL(n,K) gilt (A1)t = (A")~L.

Beweis. Nach dem Satz ergibt sich durch Transponieren von AA™1 =1,
1, = (AATY) = (A7)  Af = a(A)AL

Also sind «(A) und A? invertierbar, und es gilt
(a(A) " = A" und (A%)! = a(A),

h. (iii) folgt. Damit g||t aber auch (ii), denn
((A)Z((()) N'= (A=A
Fiir A, B € GL(n,K) gilt (AB)™! = B~1A~! und somit

a(AB) = (B1A™Ht = (A HY (B! = a(A)a(B).
1 ein Gruppenisomorphismus. O
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Satz
Fiir jede Matrix A € Mat(n, K) gilt

det A = det A®.

Beweis. Wir benutzten die Formel (1):
Die Substitution o’ = o~ ! liefert wegen £(0’) = (o)

detA = ZE(U)ai(1)~~aZ(")

o€eS,

= Z 5(0'/)3;./(1) s agl(n)

o'eS,
= det A’
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Folgerung
(i) Es gibt genau eine Abbildung det : Mat(n, K) — K mit den folgenden
Eigenschaften:
D1') det ist linear in jeder Zeile,
D2') es gilt det A =0, falls zwei Zeilen von A iibereinstimmen und
D3') det(1,) =1.

(i) Addition des A\-fachen der j-ten Zeile der Matrix A zur i-ten Zeile
(i # j) andert nicht den Wert der Determinante.

(iii) Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile (i # j) dndert die Determinante
nur um ein Vorzeichen.

(iv) Insbesondere 5Bt sich die Determinante durch Anwendung des
GauBalgorithmus auf die Zeilen der Matrix berechnen.
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Determinante Matrixinversion und Determinanten

Matrixinversion mittels GauBalgorithmus
Wir wollen die Inverse A=t zu A € GL(n,KK) bestimmen. Dazu erinnern
wir uns an:
@ i-te Spalte von A~ = A~le;, wobei €; der i-te kanonische
Basisvektor ist.
o Nun ist x := A~le; =i-te Spalte von A~! die eindeutige Losung von
des Gleichungssystems Ax = e;.
@ D.h. wir kénnen x bestimmen, indem wir den GauB'schen Algorithmus
auf (Ale;) anwenden bis wir (1,]x) erhalten.
Somit haben wir die i-te Spalte x = A~1le; von A~1 ermittelt. D.h. das
Verfahren

GauB'scher Alg.
—

(A1) (10 | A)

liefert die inverse Matrix A1 = A'.
(Hierbei bezeichne 1, wieder die n x n Einheitsmatrix.)
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Determinante Matrixinversion und Determinanten

Ein Zahlenbeispiel:

11 2
Wirwollen A= 0 1 2 invertieren (das geht, da det A = —3):
11 -1
11 2]100 11 2100\,
01 2010 ]|"™'"[0o1 2|0 10 |""EA
11 -1/0 0 1 00 -3/-10 1
1001 -1 0 1001 -1 0
o12/0 1 o |"2"lo0o10/-2 1 2
1 1 1 1
001/l o -1 0011 o -1
1 -1 0
_ 2 2
3 0 —3

Ein Test, AA~! = 13, bestitigt dies.

9/373



Determinante Matrixinversion und Determinanten

Berechnung der Inversen mittels Determinanten

Dazu bendtigt man die Streichungsmatrix.

Definition (Streichungsmatrix)

Sei A= (a)n ,_, € Mat(n,K) und 1 < i < j < n zwei Indizes. Die Matrix
Ajj € Mat(n — 1,K), die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte entsteht heiBt (i, j)-te Streichungsmatrix von A.

Lemma
(i) (A% = (Aji)" und
(ii) (—1)i+j det A,'J' = det(al <0 3j-16j3j41 " a,,).

Beweis. (i) ist klar.
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Determinante Matrixinversion und Determinanten
Beweis von (ii). Die (n x n)-Matrix (a1 - - - aj_1€jaj41- - - an) 13Bt sich
durch Addition von Vielfachen der j-ten Spalte zu den anderen Spalten in
folgende Form bringen:

aix - arj-1 0 ayjyr - am
dj—11 -+ di-1j-1 0 dji—1j+1 - di-1n

Bj = 0o ... 0 1 0 0
aiy11 - aiy1j-1 0 ajp1j41 o a@it1n

ant -+ anj-1 0 apjy1 0 amn

Die Matrix B;j; 1aBt sich durch i — 1 Zeilen- und j —1
Spaltenvertauschungen in die Blockdiagonalgestalt < é AO > bringen.
ij

Also det(ay - - - aj_1€jaj41- - an) =
det B = (—1)(~D+0= det A; = (—1) " det A;. 0

11/373



Determinante Matrixinversion und Determinanten

Satz (Berechnung der Inversen Matrix mittels Determinanten)

Sei A = (al);; € Mat(n,K) und A= (31);; definiert durch

Aa}’ = (—1)i+j det AJ',' Len:7ma det(a1 ©a3j-1€/dj41 a,,).

Dann gilt AA = AA = (det A)1,.

Beweis. Wir zeigen zuerst AA = (det A)1,:

~i | Lemma i
Zaj’-ajk = Za’kdet(al e aj_1€7aj41 - ap)
j j .

— )
= det(ar---ai1 Z a e ait1---an) = O detA
J

Ist det(A) # 0, so erhalten wir daraus auch AA = det(A)1,, und zwar
durch Multiplikation von AA = (det A)1, von links mit A und von rechts
mit A~L.
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Determinante Matrixinversion und Determinanten

Weiter im Beweis: Ist nun 0 = det(A) = det(A"), so erhilt man
v mma,(i) /~\1 ~
0= At O (A) 4t = (An):

und damit AA = 0. O
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Determinante Matrixinversion und Determinanten

Folgerung (Entwicklungssatz von Laplace)
Fiir jede Matrix A € Mat(n, K) gilt:
(Z) (Entwicklung nach der i-ten Zeile)

det A=Y (~1)"adet A;
j

(S) (Entwicklung nach der j-ten Spalte)

det A= (—1)""ajdet A;.

Beweis. Auf der rechten Seite von (Z) bzw (S) steht genau der i-te bzw.
j-te Diagonaleintrag der Matrix AA = (det A)1, bzw. der Matrix
AA = (det A)1,,. O
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Determinante Matrixinversion und Determinanten

Folgerung (Cramersche Regel)
Sei A € GL(n,K) und b € K". Dann gilt:
(i) A_l = de%‘.A A
(i) Die eindeutig bestimmte Lésung x = (x')i—1.., der Gleichung Ax = b
berechnet sich nach der folgenden Cramerschen Regel

x' = Tot A det(a;---aj_1bajt1- - an).

Beweis.
(i) folgt sofort aus det A # 0 und AA = (det A)1,.
(i) Nach dem Lemma Teil (ii) ist EJ’- =det(a---aji—16jaj+1- - an)
und somit ist wegen x = A~1b

i 1 ~ij 1 _
T detAzj:afb] - detAdet(al-~-a,-_1 zj:b’ej aj+1° " an)

1
= det A det(al ---a;_1b ajy1- a,,) ]
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Determinante Matrixinversion und Determinanten

“Zahlen” -Beispiel.
Sei
a b
A= < c d ) € GL(2,K),

d.h. det A= ad — bc # 0.

Dann ergibt sich aus dem vorherigen Satz

1 d -b
ATl = :
ad—bc(—c a)
AIsLésung(X>vonA<X>:<u)erhéltman
y y v
X\ 1 du — bv
y ) ad—bc\ —cutav )’
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Definitionen und Beispiele

Eigenwerte, Eigenvektor und Eigenraum

Definition
Sei F ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V, d.h. F : V — V st
K-linear.

o )\ € K heifit Eigenwert von F, wenn es einen Vektor 0 £ v € V gibt,
so dass

F(v) = Av.
o Jeder solche Vektor heiBit Eigenvektor von F zum Eigenwert .

@ Der Unterraum von V' definiert durch

Vi :={v e V|F(v) = Av}

heiBt Eigenraum von F zum Eigenwert \.
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Definitionen und Beispiele

Beispiel 1:
Sei V =R? und
01
F= ( 10 ) € End(V).

e1 + e ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1,

e1 — e zum Eigenwert —1,

Vi =R(e1 + &), Vo1 =R(e1 — &),

Da V = Vj; @ V_1, hat F keine weiteren Eigenwerte.
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Definitionen und Beispiele

Beispiel 2:
Die lineare Abbildung von R? nach R?, gegeben durch die Matrix

p .— [ €os¥ —sing
7 \sing cosp )’

ist eine Drehung um den Winkel ¢ und hat daher hat keine reellen
Eigenwerte, falls ¢ kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist.

0
1

x\ (0 -1 x\ [ =y\ X
(5 ) =01 9)(5)=(7)=2(7)
d.h. —y = Ax und x = \y. Dies impliziert aber x = —A\2x und y = —\?y.
Wegen A2 > 0 ergibt dies x = y = 0.

In der Tat: Z. B. ist Dy /p = < _01 > und die Eigenwertgleichung liefert
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Charakteristisches Polynom

Charakteristisches Polynom
Das charakteristische Polynom dient zur Bestimmung der Eigenvektoren.

Verabredung. Wir nehmen im Folgenden an, dass K ein unendlicher
Korper ist. Dann brauchen wir zwischen Polynomen P(t) € K[t] und
polynomialen Funktionen P : K — K nicht zu unterscheiden.

Definition (Charakteristisches Polynom)

Sei V ein K-VR der Dimension n < oo und F € End(V).

Das charakteristische Polynom Pg : K — K, t — Pg(t), von F ist
definiert durch

Pe(t) := det(F —tld) = det(A—tl,)
O'ESn

wobei A = (aJ"-) i j die darstellende Matrix von F bez. (irgend)einer Basis
von V ist.
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Charakteristisches Polynom

Wie sieht das charakteristische Polynom aus?

Satz

Das charakteristische Polynom von F € End(V) hat Grad n = dim V.

Schreibt man

Pr(t)

n
-3t
k=0

mit Koeffizienten o € K, die von F abhangen, dann gilt

ao

Qp—1

Qp

= detF = detA.
= ()" (et ap)

= (_1)n7

wobei A = (aj’:) die Darstellende Matrix von F ist.

Die Summe der Diagonalelemente von A bzw. F heiBt auch

spur(F) = spur(A) := al + - --

n
+ a,.
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Charakteristisches Polynom

Beweis. Das Polynom (3}7(1) — téi(l)) wo. (8] — 167 ,) hat fiir jede
Permutation o # Id den Grad < n — 2, da dann mindestens zwei 5;(0 =0
sind.

Daher gilt
Pr(t) = (at —t)-...- (a7 — t) + Q(¢t)

mit einem Polynom Q(t) vom Grad < n — 2.

Ausmultiplizieren liefert nun:
Pe(t) = (—£)" + (—t)™X(ars + - + ap) + -+ + P(0)

mit Pr(0) = det(F — 0-1d) = det F.
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Charakteristisches Polynom

Charakteristisches Polynom und Eigenwerte

Satz
Sei V ein endlichdimensionaler VR und F € End(V). Dann gilt:

Die Eigenwerte von F sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms von F.

Beweis.
A € K ist genau dann ein Eigenwert von F, wenn es einen Vektor
0# v e V gibt mit F(v) = Av, d.h. wenn ker(F — AId) # 0.

Dies ist gleichbedeutend mit det(F — AId) = Pg(\) = 0. O
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Diagonalisierbarkeit

Diagonalisierbarkeit
Definition
Sei V ein K-VR der Dimension n.

F € End(V) heiBt diagonalisierbar, wenn es eine Basis B = (bx,. .., bp)
von V gibt, so dass die darstellende Matrix von F Diagonalgestalt hat:

A 0 O
Mg(F) =diag(A1,..., )= o . o |, mitX,...; s eK
0 0 M\,

Bemerkung

Die Basisvektoren b; sind dann Eigenvektoren von F und die
Diagonaleintrage \; sind die zugehdrigen Eigenwerte \;.

F ist also genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus
Eigenvektoren gibt.
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Drzg@elieiaitet:
Charakteristisches Polynom und Diagonalisierbarkeit

Satz

Das charakteristische Polynom eines diagonalisierbaren Endomorphismus F
zerfallt in Linearfaktoren.

Beweis. Aus Mg(F) = diag(A1,...,\,) folgt

Pe(t) = det(diag(A1 —t,...,A\p— 1))
= (M—t)-...-(Aa—1t)
= (="t =A1)...-(t—=Ap).

O

Beachte die Umkehrung des Satzes gilt nicht immer, wie wir gleich sehen
werden.

Bemerkung J
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Diagonalisierbarkeit

Beispiel 1
Sei
_ (11 2
F= ( 0 1 ) € End(K?).

Pr(t) = (t — 1)? zerfallt in Linearfaktoren, aber F ist nicht
diagonalisierbar:

1 ist der einzige Eigenwert und Vi = Key.

Es gibt also keine Basis aus Eigenvektoren.
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Diagonalisierbarkeit

Beispiel 2
Sei
_ (0 -1 2

F-(l 0 >€End(K).
Dann gilt Pr(t) = t2 + 1.
Fir K =R hat Pg(t) keine Nullstellen und zerfallt also nicht in
Linearfaktoren.
Insbesondere ist F nicht diagonalisierbar. Wir haben schon gesehen, dall F
die 90°-Drehung ist und deshalb keine Eigenvektoren hat.
Fiir K = C zerfillt Pr(t) = t2 + 1= (t+i)(t — i).

Dariiber hinaus ist F diagonalisierbar (mit komplexen Eigenwerten):

Fler —ier) = e +ieg=i(er — ie)
F(er +ie) = e —ieg=—i(e + iep).
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Drzg@elieiaitet:
Multiplizitat der Nullstellen des char. Polynoms

Ist A eine Nullstelle eines Polynoms P(t), so kann man P schreiben als
P(t) = (t = A)"Q(1)

mit einem Polynom Q mit Q(\) # 0. m heiBt dann Multiplizitat von A.
Mit ihrer Hilfe kann man die Dimension des Eigenraumes bestimmen.
Definition (Multiplizitat der Nullstellen des char. Polynoms)

Sei F ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V
mit Eigenwert .

Die Multiplizitdt my von X ist definiert durch

Pe(t) = (t — A)™ Q(t), wobei Q € K[t] mit Q(X) # 0.
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Diagonalisierbarkeit

Multiplizitat und Dimension des Eigenraumes

Satz
Es sei V) der Eigenraum zu X\ und ny := dim V), dann gilt

ny < my.
Beweis. Sei By = (b1, ..., bs,) eine Basis des Eigenraums V.
Nach dem Basiserginzungssatz kénnen wir By zu einer Basis B von V
erganzen.
Dann gilt

Mg(F) = ( A%,"* 5 )

wobei D eine quadratische Matrix ist.
Daraus ergibt sich Pe(t) = (—1)™(t — A\)™ Pp(t) und somit ny < my. O
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Diagonalisierbarkeit

Lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren

Satz

Sei V ein VR, F € End(V) und v;, i =1,..., k, seien Eigenvektoren zu
paarweise verschiedenen Eigenwerten \;.

Dann sind (vi, ..., vk) linear unabhangig.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach k.
IA: Fiir k =1 ist nichts zu zeigen.

IV: Sei k > 2, und es gelte daB k — 1 Eigenvektoren vi,..., vk 1 zu
verschiedenen Eigenwerten A; linear unabhangig sind.

IS: Seien vy, ..., v, Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten \;. Wir
miissen zeigen, daB die v; linear unabhangig sind.
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Diagonalisierbarkeit

Weiter im Beweis:

Angenommen, es gelte 0 = Zf-;l civi, so folgt folgt einerseits

k
0= Z )\kC,'V,'
i=1

und andererseits durch Anwendung von F

k
0= Z )\,'C,'V,'.
i=1

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert

1
0= ()\k — )\,‘) CiVvi
——

i=1 £0

und somit (wegen der IV) ¢; =0 firi=1,...,k—1.
Es folgt 0 = Zf'(:l CiV;i = cxVvk und somit auch ¢, = 0.
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Drzg@elieiaitet:
Erinnerung: Direkte Summe von zwei Unterrdumen Vi, Vo C V ist der
Unterraum V; & Vo = {Vl + w | vieEVi,wm e \/2}, falls Vin W, = {0}

Definition (Direkte Summe von mehr als zwei Unterrdumen)
Sei V ein VR und Vi, Vs, ..., Vi C V Unterrdume mit der Eigenschaft

VinV = {0} Vi#) (2)
Die direkte Summe der V;'s ist dann der Unterraum

VieVoed o Vi={n+twn+- - -+wlvieV,i=12 ...k}

Es gilt:
o (2) < Jedes k-Tupel (v1,va,...,vk) von Vektoren v; € V;\ 0 ist
linear unabhangig.
o Jeder Vektor v € V4 @ ... ® V| hat eine eindeutige Darstellung
v=wvi+w+---+vymitv eV,
oVi®..oVi=(-(1®V2)dV3)®- & V1) ® Vi.
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Diagonalisierbarkeit

Diagonalisierbarkeit und Aufspaltung in Eigenunterraume

Satz
Sei V ein endlichdimensionaler VR und F € End(V).
F ist diagonalisierbar

<= Das charakteristische Polynom Pg zerfallt in Linearfaktoren und
my = ny fiir alle Eigenwerte A

<— V= @ Vi, d.h. V ist direkte Summe von Eigenunterrdumen.
A EW

Beweis. )1, ..., A\ seien die verschieden Eigenwerte von F. Damit sind
zugehdrige Eigenvektoren vy, ..., vk linear unabhingig. Somit ist die
Summe der Eigenrdume direkt:

k
U=PVi=Wa..oV, V.
i=1

Sei By eine Basis von U. Nach dem Austauschlemma kdnnen wir By zu

einer Basis B von V ergadnzen.
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Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum Diagonalisierbarkeit

Weiter im Beweis:
Die darstellende Matrix von F bez. B hat dann die Gestalt

/V’B(F)—(lg E>7

wobei A die darstellende Diagonalmatrix der Einschrankung F|y (beziiglich
By) ist und D eine (m x m)-Matrix ist. (Hierbei ist m = dim V — dim U.)
Daraus folgt fiir das charakteristische Polynom von F

Pr(t) = Pa(t)Q(2),

wobei Q(t) = Pp(t), falls m > 0 und Q(t) =1, falls m = 0.

Nun gilt: F diagonalisierbar <= U=V <= m=0 <=
Pe(t) = Pa(t) = (A1 — )™ -~ (A — )™ o
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen

Euklidische und Hermitesche Vektorraume

Dies sind Vektorrdume, die mit einer zusatzlichen Struktur ausgestattet
sind, ndmlich mit einem Skalarprodukt, mit dessen Hilfe wir geometrische
GroBen wie Abstand, Lange und Winkel definieren kdnnen.

Erinnerung: Linearformen
Sei V ein K-Vektorraum.

@ Der Vektorraum

vV =L(V,K)={L:V — K| List K-linear}
heiBt Dualraum zu V oder auch Raum der Linearformen.

e Hat V die Dimension n, so auch V*. Ist (vi, ..., v,) eine Basis von

V, soist 01,...,0,, definiert durch
ifoN 1 fallsi=j
U(VJ)—{ 0 fallsiz#j °
eine Basis von V*. (01,...,0,) heiBt die zu (vi,..., v,) duale Basis.

v
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen

Bi- und Multilinearformen

Definition
Sei V ein K-Vektorraum.

e Eine Abbildung 3 : V x V — K heiBt Bilinearform, wenn Sie linear in
beiden Argumenten ist, d.h. Vx,y,z € V und a, b € K gilt:

B(ax + by,z) = af(x,z)+ bB(y,z) und
B(z,ax+ by) = af(z,x)+ bB(z,y)

o Eine Abbildung

B:Vk=Vx...xV = K

(viyooyvi) = plva, ..., vk)

heiBt Multilinearform (genauer k-Linearform), wenn p in jedem der k
Argumente linear ist.
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Beispiele
@ Linearformen sind 1-Linearformen

Beispielsweise ist f — fab f(x)dx eine Linearform auf dem VR der
integrierbaren Funktionen auf dem Intervall [a, b].

@ Sei V = C%a, b]) der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem

Intervall [a, b]. Dann definiert fab f(x) - g(x)dx eine Bilinearform auf
V.

@ Die Determinante det : Mat(n, K) = (K")" — K ist n-linear.
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Symmetrische und schiefymmetrische Bilinearformen
Definition
Eine Bilinearform (3 : V x V — K heiBt

@ symmetrisch, wenn

B(v,w) = B(w,v) firalle v,we V.
@ schiefsymmetrisch, wenn

B(v,w) =—p(w,v) firalle v,we V.
@ nicht entartet, wenn die lineare Abbildung

vV — V¥
v = B(v,-)

injektiv ist. (M.a.W. wenn v = 0 der einzige Vektor ist, fiir den
B(v,w) =0 fiir alle w € V.)




Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen

Definition
SeidimV =n, a: V x V — K eine Bilinearform und B = (b1, ..., b,)
eine Basis von V. Die darstellende Matrix von « ist die (n x n)-Matrix A

mit den Eintragen '
a;j = a(bj, bj).

Bemerkungen/UA

@ Der Raum der (schief-)symmetrischen Bilinearformen bildet einen
Vektorraum iiber K.

@ « ist genau dann symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch, wenn A
symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch ist, d.h. wenn A = A bzw.
A= —At

@ « ist genau dann nicht entartet, wenn A invertierbar ist.
(Hinweis: Die darstellende Matrix der linearen Abbildung
V 3 vi a(v,-) € V* beziiglich einer Basis von V und der dazu
dualen Basis ist A'.)
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Euklidische Vektorraume

Definition (Euklidisches Skalarprodukt/Euklidischer Vektorraum)

Sei V ein reeller VR. Eine symmetrische Bilinearform (-;-) : V. x V — R
heiBt positiv definit, wenn fiir alle v € V, v # 0 gilt

(v,v) > 0.

Ein (Euklidisches) Skalarprodukt auf V ist eine positiv definite
symmetrische Bilinearform V x V — R.

Ein Euklidischer Vektorraum ist ein reeller VR zusammen mit einem
Skalarprodukt darauf.

Bemerkung
Skalarprodukte sind nicht entartet, denn aus (v, v) = 0 folgt v = 0.
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Beispiel
Das kanonische Skalarprodukt von R" ist definiert durch

n
(x,y) =D Xy,
i=1

wobei x = 37 x'e; und y = >, y'e;. Die darstellende Matrix des
kanonischen Skalarprodukts von R" bez. der kanonischen Basis ist die
Einheitsmatrix 1,, denn

1, falls i=j
ei, g) = 0 1=
(e &) ! 0 sonst.
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume Euklidische Vektorraume

Geometrische GroBen 1: Lange und Abstand

Definition
Sei V' ein Euklidischer VR.
@ Die Linge eines Vektors v € V st die Zahl

VIl := v/ (v, v).

@ Der Abstand d(x,y) zweier Punkte x,y € V ist die Lange des
Vektors y — x:

d(x,y) = lly = x|
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Die Cauchy-Schwarz'sche Ungleichung ist fundamental in der Geometrie.
Sie erlaubt es u.a., Winkel zu definieren.

Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Sei V ein Euklidischer VR. Dann gilt fiir alle v,w € V:

[{vs W)l < lvi[ - [lwll,

mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhingig sind.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass v # 0 und w # 0, denn sonst ist
nichts zu zeigen.
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Weiter im Beweis:
Fiir alle A\, u € R gilt

0< v+ aw, Av + aw) = Xv? + 22wl + 27y, w).

Einsetzen von \ = H und =+ ||||:/|||| liefert

0 < 2fv[[wll + 2(v, w),

d.h. £(v,w) <||v||[|w]|, und damit die die CSU. Gleichheit gilt genau
dann, wenn fiir eine dieser beiden Wahlen Av 4+ uw = 0, d.h. wenn v und
w linear abhangig sind. O
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Geometrische GroBen 2: Winkel und Orthogonalitat
Definition
Sei V ein Euklidischer VR und v,w € V '\ 0.

o Der Winkel Z(v,w) zwischen v und w ist definiert als

{v, w)

€ [0, 7).

Z(v,w) := arccos
’ [vIll[wl]

€[-1,1]
o Man sagt, dass v,w € V senkrecht aufeinander stehen oder

orthogonal sind, wenn
(v,w) =0

und schreibt dafiir v 1 w.
o Fiir jeden Unterraum U C V heit der UR

Ut ={veVv1LU}

das orthogonale Komplement von U in V.

v
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Orthogonales Komplement

Zu jedem Unterraum in einem Euklidischen Vektorraum gibt es
ausgezeichnetes Komplement.

Satz

Sei (8 eine nicht entartete Bilinearform auf einem n-dimensionalen VR V
und U C V ein Unterraum.

(i) Dann hat der Unterraum U' := {v € V | B(u,v) = 0 Vu € U} die
Dimension n — dim U.

(i) Die Unterrdume U und U’ sind genau dann komplementar, d.h.
V=UasU, wenn UN U =0.

Folgerung

Sei U C V ein Unterraum eines endlichdimensionalen Euklidischen
Vektorraums. Dann ist U+ ein Komplement zu U in V', d.h. V = U & UL,

Beweis. (der Folgerung) U N U+ = {0} gilt, denn v € U N U+ impliziert
(v,v) =0 und somit v =0. O
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Beweis des Satzes:
Sei (u1, ..., u,) eine Basis von U. Der Unterraum U’ ist genau der
Losungsraum des linearen Gleichungssystems

Blui,v) = Zﬂu,,ujv—Zﬁ’vJ—O firalle i=1,...,r.

Da [ nicht entartet ist, ist die Abbildung U > v+ ((u,.) € V* injektiv.
Somit hat die Matrix (ﬁj’-‘);zl’m’,d-:l’m’n vollen Rang r. Damit ist die
Dimension des Lésungsraumes U’ gleich dim V' — r.

(ii) folgt aus (i) und der Dimensionsformel:

dim(U+U) = dimU+dimU —dim(UN U')

= dimV —dim(UNU).

—~
~
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Orthonormale Basen
In Euklidischen Vektorraumen gibt es ausgezeichnete Basen.

Definition
Sei (V,({.,.)) ein n-dimensionaler Euklidischer VR.
(i) Eine Vektor v € V heiBt Einheitsvektor, wenn ||v|| = 1.

(ii) Eine Basis (b1, ..., bn) von V' aus n Einheitsvektoren b; € V, die
orthogonal zueinander sind, heiBt Orthonormalbasis (kurz: ONB).

Beispiel
Die kanonische Basis von R" ist orthonormal (bzgl. des kanonischen
Skalarproduktes).

Die Komponenten eines Vektors v € V in einer ONB (b4, ..., b,) sind
gegeben durch (v, b;), d.h.

v = i(v, b;)b;.
i=1
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Satz

Sei V ein Euklidischer VR und (v;)ic; eine Familie von orthogonalen
Vektoren v; € V mit v; # 0, d.h.

vi Lv; fiiralle i#j.

Dann ist (v;)jc; linear unabhingig.

Insbesondere ist in einem n-dimensionalen Vektorraum jede Familie aus n
orthogonalen Vektoren eine Orthonormalbasis.

Beweis.
Sei 0=}, Ajvj, wobei J C I eine endliche Teilmenge ist und A; € R.
Daraus folgt fiir alle i € J

0=(vi, > Nvi) =D N{vi,vj) = Aiflvil|?
jed jed
und somit \; = 0. U
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Das Orthonormalisierungsverfahren von Gram und Schmidt

Satz (Gram-Schmidt)

Jeder endlich-dimensionale Euklidische Vektorraum besitzt eine
Orthonormalbasis.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n =dim V € N.
e Falls dim V =1, so existiert v # 0 und by := ”—5“ ist eine ONB.

@ Wir nehmen an, dass jeder Euklid. VR der Dimension < n eine ONB

hat und zeigen, dass dann auch jeder n-dimensionale Euklid. VR eine
ONB hat.

@ Sei v € V, v # 0. Nach Induktion besitzt der (n — 1)-dimensionale
UR vt := (Rv)* eine ONB (by,...,b,). Durch by := oy Wird diese
zu einer ONB von V erginzt.

O
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Hermitesche Vektorraume

Hermitesche Vektorraume

Um auf C-Vektordumen geometrische Gréssen einfiihren zu kdnnen,
bendtigt man ein Hermitesches Skalarprodukt.

Definition

Sei V ein komplexer Viektorraum. Eine Hermitesche Form auf V ist eine

Abbildung (-,-) : V x V — C, die C-linear im ersten Argument ist, und die
fiir alle v, w € V Folgendes erfiillt:

(v,w) = (w,v)

Bemerkung

Daraus folgt, dass (-, -) konjugiert-linear im zweiten Argument ist, d.h.

(u, \v + pw) = XMu, v) + a{u,w) fiiralle u,v,w e V,\,u€C,

denn {(u, Av) = (v, u) = X (v, u) = \Nu, v).

AuBerdem ist (v, v) reell, da (v,v) = (v,v).

oooooo



Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Hermitesche Vektorraume

Bemerkung

Die Menge der Hermiteschen Formen eines komplexen Vektorraumes ist
ein reeller (kein komplexer!) Vektorraum, denn: Ist 3 eine Hermitesche
Form und A € C, so gilt

()\ﬂ)(U, V) = )‘/3(U7 V) = )‘/8(‘/7 U) = Xﬂ(V, U),
d.h. (AB)(u,v) = (AB)(v, u), falls X = X reell.

Definition
Eine Hermitesche Form (-,-) : V. x V — C heiBt positiv definit, wenn

(v,v) >0 fiiralleve V\DO.

Ein (Hermitesches) Skalarprodukt auf V ist eine positiv definite
Hermitesche Form V' x V — C. Ein Hermitescher Vektorraum ist ein
komplexer VR zusammen mit einem Hermiteschen Skalarprodukt darauf.
(Hermitesche Vektorrdume heiBen auch unitire Vektorrdume.)
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Beispiel
@ Das kanonische (Hermitesche) Skalarprodukt von C” ist definiert

durch .
(z,w) := Z z'w,
i=1

wobei z =" Zle;und w =" w'e;.

o Sei V =R". Dann definiert jedes Euklidische Skalarprodukt (.,.) ein
Hermitesches Skalarprodukt (.,.)" auf C" mittels komplex linearer
und konjugiert linearer Erweiterung. D.h. wir definieren (.,.)" durch

(x+1iy,u+ iv)H = (x,u) + (y,v) +1({y, u) — (x,v))

fiir alle x +iy,u+iv € C" = R @ iR".
(., )" ist in der Tat ein Hermitesches Skalarpodukt (UA)
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Bemerkung
Sei V ein Hermitescher Vektorraum.

@ Auf V definiert man wieder die Lange eines Vektors mittels

Iv] ==/ (v,v), veV.

@ Ist (.,.) ein Hermitesches Skalarpodukt, so definiert sein Realteil
g(u,v) := Re(u, v) ein Euklidisches Skalarprodukt auf V' aufgefaBt
als reeller Vektorraum (UA).

Um Winkel zu definieren, bendtigt man wider eine CSU:

Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Sei h = (-,-) ein Hermitesches Skalarprodukt auf einem C-VR V.
(i) Dann gilt fiir alle v,w € V:

() v, ) < vl - [lwl]

(ii) Gleichheit in () gilt genau dann, wenn v und w linear abhangig sind.

»




Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Hermitesche Vektorraume
Beweis.

(i) Wir kénnen annehmen, dass (v, w) # 0 und setzen

Wegen |{v, w)|?> = (v, w){v, w) gilt dann

Ov,w) = Mv,w) = <"|<WV><WV>|W> = v, w)].

Die CSU fiir das Euklidische Skalarprodukt g = Re(h) liefert weiter

(2) (wv,w) =g(Av,w) < Ve(Av, Av)Vg(w, w) = [|v] - |wl|.

(ii) Gleichheit in (2) und somit in () gilt genau dann, wenn Av und w
linear abhangig tiber R und somit v und w linear abhangig iiber C
sind.
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Unitare Basen
Auch fiir Hermitesche VR'e gibt es ausgezeichnete Basen:

Definition (Unitdre Basen)

Sei (V,(.,.)) ein endlichdimensionaler Hermitescher VR. Eine unitire Basis
von V ist eine Basis (b1, ..., by) mit

(analog zum Begriff der Orthonormalbasis fiir Euklidische Vektorrdume.)

v

Die Komponenten eines Vektors v € V in einer unitaren Basis (by, ..., bp)
sind wieder gegeben durch (v, b;), d.-h. v =37 (v, b;)b;.

Satz J

Jeder endlichdimensionale Hermitesche VR besitzt eine unitire Basis.

Beweis. Ubungsaufgabe (wie fiir Orthonormalbasen) (]
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Die orthogonale Gruppe

Nun kommen wir zu Endomorphismen, die das Euklidische Skalarprodukt
invariant lassen.

Definition
Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer VR.
Eine surjektive lineare Abbildung F : V — V heiBt orthogonal, wenn

(F(v),F(w)) = (v,w) firalle v,we V. (3)

v

Bemerkung

o Aus (3) folgt, dass F injektiv ist: fiir v # 0 ist auch F(v) # 0. Falls
dim V' < o0, so folgt daraus die Surjektivitat. Diese muss also bei
endlich dimensionalen Vektorrdaumen nicht gefordert werden.

@ Die orthogonalen Abbildungen bilden eine Untergruppe
O(V) C Aut(V), die sogenannte orthogonale Gruppe.

@ Orthogonale Abbildungen erhalten Winkel, Langen und Abstinde. Sie
setzen sich daher aus Drehungen und Spiegelungen zusammen.
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Die orthogonale Gruppe des R”

Beispiel
Wir betrachten den R” mit dem Standardskalarprodukt (x,y) := >""_; Xy
wobei x = (x1,...,xp) und y = (y1,-..,yn). Dann definiert man

O(n) :== O(R",{.,.))
die dazugehérige orthogonale Gruppe. Dann gilt fir A € Mat,(R)

A€ O(n) < A'A=1,,

denn: Sei A = (a}) € Mat,(R) und e; die kanonische Basis. Dann ist

A€ O(n)

i !
51’ = <e,-, eJ) = <Ae,-,AeJ-> =S af‘aj—(ek, e/> =S a;(aj-(skl = a;(aj.(

fir alle i,j = 1,..., n. Dies ist aber dquivalent zu 1, = A*A.
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Die unitdre Gruppe

Definition (Unitdre Gruppe)

Sei (V,(-,-)) ein Hermitescher VR.
Ein surjektiver® Endomorphismus F : V. — V heiBt unitir, wenn

(x) (F(v),F(w))=(v,w) fiiralle v,we V.

Die unitaren Endomorphismen bilden eine Untergruppe ( UA | )
U(V) C Aut(V), die sogenannte unitire Gruppe.

?Falls dim V' < oo, so folgt die Surjektivitat wieder aus (*).

Beispiel
A € U(n) := U(C", kanon. herm. SP.) <= A'A=1,,.

Ubungsaufgabe

Zeigen Sie, daB U(n) als eine Untergruppe von O(2n) aufgefaBt werden
kann. 59 /373




Normalformen von Endomorphismen Unitare und orthogonale Endomorphismen

Normalformen von Endomorphismen

Fiir bestimmte Endomorphismen F : V — V existiert eine Normalform.
Damit ist gemeint, daBB man eine Basis von V findet, in der die
darstellende Matrix von F eine einfache Gestalt hat, z.B. Diagonalgestalt.
Sei z. B. F : R?> — R? mit der darstellenden Matrix

(112
A= ( 1/2 1 > '
bzgl. der kanonischen Basis (e, €2). Dann ist by = e; — e ist ein

Eigenvektor zum Eigenwert 1/2, und by = e; + e, zum Eigenwert 2/3.
D.h. in der Basis (b1, bp) hat F die viel einfachere Diagonalgestalt

(12 0
2= (' )
Wir werden insbesondere Normalformen fiir orthogonale und unitare
Endomorphismen finden.
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Unitdre und orthogonale Endomorphismen
Satz (Normalform unitdrer Endomorphismen)

Sei V ein endlichdimensionaler Hermitescher Vektorraum und F € U(V)
ein unitarer Endomorphismus.

(i) Die Eigenwerte von F sind komplexe Zahlen vom Betrag 1.

(i) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht
aufeinander.

(iii) Es gibt eine unitire Basis von V' bestehend aus Eigenvektoren von F.
D.h. F ist in einer unitdren Basis diagonalisierbar.

Beweis.
(i) Sei v ein Eigenvektor von F und A € C der zugehérige Eigenwert. Aus
0 # (v,v) = (Fv, Fv) = (Av, Av) = AX(v, V)
ergibt sich |A\| = 1.
(i) Seien v, w € V Eigenvektoren von F zu den Eigenwerten A und .
Wegen (i) ist A\™* = X. Daher impliziert p # X, daB Az # 1.
Aus (v,w) = (Fv, Fw) = A\fi{v, w) folgt daher (v, w) = 0.
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(iii) Beweis durch Induktion nach n = dim V. Der Fall n =1 ist klar.

Sei dim V > 2. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat jedes
nicht-konstante komplexe Polynom eine Nullstelle. Insbesondere hat
das charakteristische Polynom von F eine Nullstelle und F mithin
einen Eigenwert \;.

Wir wahlen einen zugehorigen Eigenvektor by € V der Lange 1 und
betrachten W := by

Es gilt dmW =n—1und FW C W, denn aus w € W folgt
0 = (b1, w) = (Fby, Fw) = A1 (b1, Fw)

und somit Fw € W. (Wg. (i) ist A\; # 0.)

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine unitare Basis (by, ..., b,)
von W bestehend aus Eigenvektoren von F und (by, ba, ..., by) ist
die gesuchte unitdre Basis von V. O
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Normalform orthogonaler Endomorphismen

Folgerung (Normalform orthogonaler Endomorphismen)

Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und F € O(V) ein
orthogonaler Endomorphismus.

(i) Eigenwerte von F sind reelle Zahlen vom Betrag 1, dh. = +1.

(ii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht
aufeinander.

(iii) Es gibt eine Orthonormalbasis bez. der F durch eine
Blockdiagonalmatrix folgender Art dargestellt wird

diag(A1, ..., Ap, Dyys - -5 Dy ),

wobei \; € {£1}, D,, = ( cospr — s > Drehungen um den
Sin ©@; COS

Winkel ¢; € R sind, und p+2q = dim V.

v
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Beweis.
(i-ii) Gleicher Beweis wie fiir unitdre Endomorphismen.

(iii) Da die Eigenrdume Vi1 von F : V — V senkrecht aufeinander
stehen, existiert eine ONB (b, ..., bp) von U := V; @ V_; bestehend
aus Eigenvektoren.

Wieder bildet F das orthogonale Komplement W := U™ in sich ab.
Ausserdem entdlt W keine Eigenvektoren von F.

Insbesondere hat W gerade Dimension m = 2q, denn sonst hatte das
charakteristische Polynom der Einschrankung F|\y eine reelle
Nullstelle.

Es geniigt zu zeigen, dass W eine ONB besitzt, bez. der die
darstellende Matrix von F|y die Gestalt diag(D,,, ..., D,,) hat .
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Weiter im Beweis:

Durch Wahl einer ONB von W kdnnen wir annehmen, dass W = R™ der
Euklidische Raum ist und Flyy = A € O(m).

Wir kdnnen A als komplexe Matrix, d.h. als Endomorphismus des C™,
auffassen. Dann ist A unitar beziiglich des Hermiteschen Skalarproduktes
auf C", welches durch das Euklidische Skalarprodukt auf R” induziert
wird, denn ATtA=1, und A=A, d.h. AA=1,,

Ist nun u ein komplexer Eigenwert mit Eigenvektor v = x + iy, so ist 1
auch ein Eigenwert mit Eigenvektor v := x — iy. Dies gilt da A reell ist:

Av=pv = Av=Av=nv=7p-V.

Die Eigenwerte 1i; = /% (ip; € R) treten in also Paaren auf, denn die
komplexe Konjugation bildet den Eigenraum zum Eigenwert p isomorph
auf den Eigenraum zum Eigenwert 7 ab.
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Unitére und orthogonale Endomorphismen
Weiter im Beweis: Nach dem Satz gibt es eine unitidre Basis

(ﬂl?"'vﬁqaaw'wﬁq)

von C™ = C?9 bestehend aus Eigenvektoren von A € U(m) mit
zugehdorigen Eigenwerten

(/‘Ll’ ey Mgy My 7Hq)'
Hierbei ist p; = el%i mit @j € R. Wir setzen fiir i = 1,...,q:
1

B = 2(51 +5)

\.S

B = \ﬁ(ﬁj—ﬁj)-

(81,87 - -, By By) ist eine ONB von R™. (Das Euklidische SKP von R™
ist die Einschrankung des Hermiteschen SKP von C™.)
Die darstellende Matrix von A bez. dieser Basis ist diag(D,,,. .., Dy,). O
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Normalformen von Endomorphismen Selbstadjungierte Endomorphismen

Selbstadjungierte Endomorphismen
Definition (Selbstadjungierte Endomorphismen)

Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraumes (V, (., .)).

o Ein F?¢ ¢ End(V) heiBt zu F adjungiert, falls
(Fv,w) = (v, F*w) fiir alle v,w € V.

o F heiBt selbstadjungiert, wenn F3¢ existiert und F = F39.
(Selbstadjungierte Endomorphismen eines Euklidischen bzw.
Hermiteschen Vektorraumes heiBBen auch symmetrische bzw.
Hermitesche Endomorphismen.)

Satz
Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen VR's V.
e Dann existiert héchstens ein zu F adjungierter Endomorphismus F39.

o Ist V endlich-dimensional so existiert F39.

"
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Beweis. Die Eindeutigkeit folgt daraus, daB (.,.) nicht entartet ist:

Seien F; und F, zu F adjungiert. Dann gilt fiir alle u,v € V, daB

(u; Fr(v) = Fa(v)) = (F(u), v) = (F(u),v) = 0.

Damit muB aber gelten, daB Fi(v) = Fp(v) fiir alle v € V.

Sei nun dim(V) = n, (b1, ..., by) eine Orthornomal- bzw. eine
hermitesche Basis und sei A = (3})7,1':1 die darstellende Matrix von F
beziiglich dieser Basis, d.h.

F(bj) = Z aj’:b,-, oder dquivalent dazu (F(b;), b;) = aj’:
i=1

Dann ist F2¢ gegeben durch die darstellende Matrix ﬁt, denn

(bj, F%(b Zakbk Zak ,b) = al,

und damit (F(u),v) = (u, F(v)). O
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SellisiEuigEie EHRE
Symmetrische und Hermitesche Matrizen

Folgerung (aus dem Satz)

Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer oder Hermitescher VR und A
die darstellende Matrix eines Endomorphismus F von V' bez. einer
orthonormalen bzw. unitiren Basis. Dann ist darstellende Matrix von F29

gegeben durch A" und es gilt

F selbstadjungiert <— A = AL

Beispiel
Insbesondere gilt fiir den den V = R” mit dem kanonischen Euklidischen
SP bzw. fir V = C" mit dem kanonischen Hermiteschen SP daf

t

A2 = At bzw. A% = A",

Matrizen mit A = A?! heiBen symmetrisch, Matrizen mit A = A" heiBen
Hermitesch.

v
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Normalformen von Endomorphismen Selbstadjungierte Endomorphismen

Kern und Bild von Endomorphismen
Erinnerung: Sei F : V — V linear, dann war

Kern(F) = {veV|F(v)=0}

Bild(F) = {veV|3ueV:F(u)=v}
Kern und Bild von F und F?9 stehen nun in folgender Relation.

Satz

Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraumes V. Dann gilt

Kern(F) (Bild(F?9))*
Kern(F®) = (Bild(F))*

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der definierenden Gleichung

(Fv,w) = (v, F*w), v,we V.
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Normalformen von Endomorphismen Selbstadjungierte Endomorphismen

Normalform selbstadjungierter Endomorphismen

Satz (Normalform selbstadjungierter Endomorphismen)

Sei V' ein Euklidischer oder Hermitescher VR und F € End(V/)
selbstadjungiert.

(i) Die Eigenwerte von F sind reell.

(ii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von F stehen senkrecht
aufeinander.

(i) Falls dim V < oo, so besitzt V' eine orthonormale bzw. unitire Basis
bestehend aus Eigenvektoren von F.

Beweis.
(i) Aus Fv = Av, |lv]| =1, folgt A = (Fv,v) = (v, Fv) = .

(i) v, w seien Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A\, u € R.
Dann folgt (v, w) =0 aus

Mv,w) = (Fv,w) = (v, Fw) = u(v, w)
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Normalformen von Endomorphismen Selbstadjungierte Endomorphismen
Weiter im Beweis:

(iii) Es genligt zu zeigen, dass F einen Eigenvektor v besitzt. F erhilt
dann das orthogonale Komplement W := v

(v,w) =0 = (v,Fw)=(Fv,w)=0.

Somit ist ein Induktionsbeweis méglich.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat das charakteristische
Polynom von F eine Nullstelle A. Im Fall V komplex und hermitesch
liefert das die Existenz eines Eigenwertes.

Im Fall V reell und Euklidisch fixieren wir eine ONB und identifizieren
V mit R”. Wir kdnnen dann F auffassen als selbstadjungierten
Endomorphismus von R" aber auch von C". Beide haben dasselbe
charakteristische Polynom, welches nach (i) reelle Nullstellen hat und
daher in reelle Linearfaktoren zerfillt.

Also hat F auch im Fall eines reellen Vektorraumes V einen
Eigenvektor v € V.



Normalformen von Endomorphismen Hauptachsentransformation
Dualisierung

Bemerkung

Sei V ein Euklidischer oder ein Hermitescher Vektorraum. Dann ist die
Menge der selbstadjungierten Operatoren ein reeller (kein komplexer!) VR.

Satz
Sei (V,(.,.)) ein endl. dim. Euklidischer oder Hermitescher VR.

Dann ist der Vektorraum der symmetrischen bzw. der Hermiteschen
Formen ist isomorph zum Vektorraum der selbstadjungierten Operatoren.

Beweis. Der Isomorphismus ist gegeben durch die Beziehung
B(u,v) :=(F(u),v), YuveV.

zwischen einem selbstadjungierten Endomorphismus F und einer
symmetrischen/Hermiteschen Form (3 (Die Details sind UA). O
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Normalformen von Endomorphismen Hauptachsentransformation

Folgerung
Sei V ein C-VR mit dim(V) = n und h eine Hermitesche Form auf V.

(i) Dann existiert eine Basis von V, bez. der die darstellende Matrix von
h folgende Gestalt hat:

diag(1.,,—1,_,04)

mit ry + r— + rg = n und 0., € Mat, (C) die ry x ro-Nullmatrix.
(i) Die Zahlen ry und r_ hangen nicht von der Wahl der Basis ab.

Beweis. (i) Wir wahlen ein Hermitesches SKP (-, -) auf V.

Nach dem vorigen Satz entspricht der Hermiteschen Form h ein
selbstadjungierter Endomorphismus F. Dieser kann aber in Normalform
gebracht werden mit reellen Eigenwerten \; und einer unitdren Basis
(u1,...,un) aus Eigenvektoren von F. Davon sind ry Eigenwerte > 0, r_
Eigenwerte < 0 und dim(Ker(F)) =n—ry —r_.

Durch Multiplikation von u; mit —A—, falls \; # 0 und Umordnung

VINl

erhalten wir eine Basis mit der gewiinschten Eigenschaft.
74 /373




BN G ISR T LT
Beweis von (ii): Aus
Vo = Kern F = Kernh := {v|h(v,w) =0 fiiralle we V}

folgt die Unabhangigkeit von ry = dim V von allen Wahlen.

Es bleibt zu zeigen, dass auch die Zahlen ry unabhiangig von allen Wahlen
sind. Wir zeigen das z.B. fiir ry, indem wir zeigen, daB3

re = max{dim W | W C V, h auf W positiv-definit}.

Dazu sei V4 bzw. V_ die Summe der Eigenrdume zu den positiven bzw.
negativen Eigenwerten von H.

h ist auf V. positiv definit und auf dem Komplement V_ & V{ negativ
semi-definit, d.h. h(v,v) <0 fir alle ve V_ @ .

Sei W C V ein UR, auf dem h positiv definit ist.
Dann gilt W N (V- & W) = 0 und somit dim W < ry. O
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Normalformen von Endomorphismen Hauptachsentransformation

Hauptachsentransformation

Folgerung (Hauptachsentransformation)

Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer VR und s eine symmetrische
Bilinearform auf V.

(i) Dann existiert eine orthogonale Basis (b1, ..., b,) von V, bez. der die
darstellende Matrix von s folgende Gestalt hat:

diag(1,,,—1, ,04).

(Die Geraden Rb; heiBen Hauptachsen von s.)

(i) Die Zahlen ry, r— und ry hangen nicht von der Wahl der Basis ab.

Beweis. Siehe Beweis des vorhergehenden Satzes. O

Aussage (i) ist bekannt als Satz von der Hauptachsentransformation, (ii)
als Tragheitssatz von Sylvester.

76 /373



Normalformen von Endomorphismen Hauptachsentransformation
Beispiel

Sei V = R? mit kanonischen SP (., .).
Dann ist {v € R? | (v, v) = 1} gleich dem Kreis vom Radius 1.
Nun betrachten wir die symmetrische Bilinearform

X x' / ’ / /
s y )Ly = 5xx" + 5yy’ + 3xy’ + 3yx".

Fiir die orthogonale Basis by = %(el + ), by = %(el — &) gilt
S(b,‘, bj) = (5,_,

Insbesondere sind die Hauptachsen von s die Diagonalen y = x und
y = —x. Das sind genau die Hauptachsen der Ellipse

SEAEeE

Es gilt s(v,v) = 5x2 +5y? + 6xy = 4(x + y)? + (x — y)>.

s(v,v) = 1} =
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Normierte Vektorrdume

Normierte Vektorraume

Zunichst betrachten wir Vektorrdume, auf die Lange, oder die Norm, von
Vektoren definiert ist. Diese erfiillt die Eigenschaften, die auch der
wohlbekannte Betrag einer Zahl erfiillt.

Definition
Sei V ein K-VR, wobei K = R oder K = C.
Eine Norm auf V ist eine Abbildung

[-1:V —10,00), v~ |vl,

mit folgenden Eigenschaften:

N1) Fiir v € V gilt genau dann ||v|| =0, wenn v = 0.

N2) |[Av] = |A| - ||v| fir allev e V, A € K.

N3) |lv + w| < ||lv|| + ||w]| fiir alle v,w € V (Dreiecksungleichung).

Ein normierter Vektorraum ist ein reeller oder komplexer VR zusammen
mit einer Norm darauf.

v
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Normierte Vektorrdume

Euklidische Vektorraume sind normierte Vektorraume

Satz

Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer oder Hermitescher VR. Dann definiert (-, -)
eine Norm || - || auf V:

v ==/ {v,v), veV.

Beweis. N1) folgt daraus, dass (-, -) positiv definit ist.
N2) folgt aus der Bilinearitat von (-,-):

AV]]? = (Av, Av) = AX(v, v) = AX||v]|%.

N3) folgt aus der Bilinearitdt und der CSU:

lv+wl® = [IvI®+ [w]|? + 2(v, w)
< VIP+lwl? +2lviliwl = (vl + Iwlh)? 8
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Metrische Raume und Vollstandigkeit Normierte Vektorrdume

Die Euklidische Norm

Beispiel: Die Euklidische Norm

Die durch das kanonische SP auf dem R"” und die kanonische Hermitesche
Form auf dem C" definierte Norm heilt Euklidische Norm,

n n .
St = | S
i=1 i=1
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Metrische Riume

Metrische Raume

Dies sind Mengen, auf denen ein Abstand zwischen je zwei Elementen
definiert ist. Dieser muss nicht von einer Norm kommen.

Definition
Sei X eine Menge.
Eine Metrik (ein Abstand) auf X ist eine Abbildung

d: X x X —[0,00)

mit folgenden Eigenschaften:

M1) Fiir x,y € X gilt genau dann d(x,y) =0, wenn x = y.

M2) d(x,y) = d(y,x) fiir alle x,y € X.

M3) d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) fir alle x,y,z € X (Dreiecksung/eichung).)
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Metrische Riume

Eine Norm definiert einen Abstand

Satz

Jede Norm || - || auf einem reellen oder komplexen VR V definiert eine
Metrik d : V x V — [0, 00) durch

d(X7y) = HX_y”7 Xayev~

Beweis. M1, M2 sind trivial. M3 folgt aus N3:
Ix =zl =lx=y+y—z| <[x =yl + |y — 2| 0
Beispiel

Die durch die Euklidische Norm von R"” bzw. C" definierte Metrik d heil3t
die Euklidische Metrik des R" bzw. C",
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Metrische Riume

Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Raumen

Die Metrik dient dazu, Konvergenz von Folgen zu definieren.

Definition

(i) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge x, € X, n € N, heiBt

konvergent mit dem Grenzwert x € X, wenn die Folge d(x,,x) € R
eine Nullfolge ist, d.h. limp_ d(xn, x) = 0.

(ii) Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume. Eine Abblidung
f: X — Y heiBt im Punkt x € X stetig, wenn
limp—oo f(xn) = f(x) € Y fiir jede gegen x € X konvergente Folge
Xxp € X.
f heiBt stetig, wenn f in allen Punkten x € X stetig ist.

Beispiel
Sei (V.|| - |I) ein normierter VR mit zugehériger Metrik d.

Dann ist || - || : V — R eine stetige Funktion (beziiglich der Metrik d),
denn aus N3 folgt |[|x|| — [lyl| < IIx — .

y
83 /373



Metrische Rdume und Vollstandigkeit Die Parallelogrammgleichung

Die Parallelogrammgleichung

Die Frage, wann eine Norm von einem Skalarprodukt kommt, kann mittels
der Parallelogrammgleichung entschieden werden.

Satz (Parallelogrammgleichung)

Eine Norm || - || auf einem reellen VR V wird genau dann durch ein SKP
auf' V' induziert, wenn fiir alle v,w € V die Parallelogrammgleichung gilt:

() v+ wl? + v —wl? = 2||v|* + 2l|w|?.

Beweis.

(=) Ist die Norm durch ein Skalarprodukt definiert, d.h.ist ||u||?> = (u, u)

fiir alle u € V, so ergibt sich (*) durch Berechnung der linken Seite
mittels der Bilinearitdt des SP'es.

(<) (Beweisidee) Fiir die Umkehrung beweist man, daB
1
(v.w) =3 (v + wl2 = v = wiP).
ein Skalarprodukt definiert.
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Die Parallelogrammgleichung

Beispiele
(i) Durch

n
Ixlls =" Ix], x=> x'e eR",
i=1

wird eine Norm auf R” definiert.

Diese erfiillt nicht die Parallelogrammgleichung, denn z.B. ist
8=lles+ el +la—el® # 2al+2]e|* =4

(ii) Die Euklidische Norm auf R” ist die durch das kanonische SKP

definierte Norm: ||x|| := [Ix|l2 := /D> 11 (x)?.

(iii) Die Maximumsnorm

x| max = max{[x], x?],..., x|}

auf R” erfiillt nicht die Parallelogrammgleichung.
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Metrische Riume und Vollstandigkeit G20 el0a=)

Aquivalente Normen

Definition
Zwei Normen || - || und || - || auf einem VR V heiBen dquivalent, wenn es
positive Konstanten ¢ und C gibt, so dal3

cllvl < |Ivlll < Cllv||  fiir alle v € V.

Bemerkung

o Dies definiert eine Aquivalenzrelation zwischen Normen (UA).
Insbesondere sind zwei Normen, die beide zu einer dritten dquivalent
sind, auch zueinander dquivalent (Transitivitat).

@ Seien di und d, die durch zwei dquivalente Normen auf V' definierten
Metriken. Dann konvergiert eine Folge x, € V gegen x bzgl. di gedau
dann, wenn sie das auch bzgl d, tut.

D.h. (V,d1) und (V, d>) haben dieselben konvergenten Folgen.

V.
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Asuneeiie NeEn
Alle Normen auf endl. dimensionalen VR'en sind dquivalent

Satz

Je zwei Normen || - || und || - ||" auf einem endlichdimensionalen reellen oder
komplexen VR V' sind dquivalent.

Beweis. Sei B := (b, ..., b,) eine Basis von V.

Fiir x = Y7, x'b; € V definieren wir

(1| max = max{|x}], ..., [x"[}.
Wir zeigen, dass jede Norm auf V dquivalent zu || - || max ist.
Fiir jede Norm || - || auf V gilt nach der Dreiecksungleichung

n n
Il = 1D _x'bill < D X1 lIbill < Clixmax,
i=1 i=1

wobei z. B. C:= 3", ||bj||. Dies beweist die eine Ungleichung.
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Weiter im Beweis:
Wir nehmen an, es gabe kein ¢ > 0 mit ¢|| - || max < || - ||.
D.h. es gibt fiir jedes ¢ > 0 ein y € V mit c||y||max > ||y||- Damit findet
man fiir jedes c einen Vektor x := ﬁmax mit || x|/ max = 1 und ¢ > ||x]|.

M.a.W., fiir alle k € N gibt es einen Vektor x, = Y_7_; xib; € V mit
Ix;| <1 und

o> Il

- Xk||-

K k
Nach Bolzano-WeierstraB hat jede der beschrankten Zahlenfolgen (x,’;)keN,
i=1,...,n, eine konvergente Teilfolge.
Wir kénnen daher annehmen, dass (xx) bez. der Norm || - || max gegen
x =Y., x'bj € V konvergiert.
Es gilt dann

1 (k—00)
[Ix[F=Tx = el + Il < Clix = xkllmax + o —" 0.

Also x = 0 und somit 0 = ||X||max = liMk—co ||Xk|| max, im Widerspruch zu
([ Xkl max = 1. O
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(VST N RETT ERT G RV SENE TN Vollstandigkeit und Hilbertraume

Vollstandigkeit, Banachraume, Hilbertraume

Definition (Vollstandigkeit von metrischen Riumen)
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

o FEine Folge x, € X heiBt Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein
N € N gibt, so dass

d(Xm, xn) < e fiir alle m,n > N.

e (X, d) heiBt vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X gegen einen
Grenzwert x € X konvergiert.

Definition
@ Ein Banachraum ist ein normierter Viektorraum, der bez. der von der
Norm abgeleiteten Metrik vollstandig ist.
o Ein reeller bzw. komplexer Hilbertraum ist ein Euklidischer bzw.

Hermitescher Vektorraum, der bez. der vom Skalarprodukt
abgeleiteten Metrik vollstandig ist.

v
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(VST N RETT ERT G RV SENE TN Vollstandigkeit und Hilbertraume

Bemerkungen /Beispiele

© Wieder gilt: Seien d; und d> die durch zwei dquivalente Normen auf
V' definierten Metriken. Dann ist x, € V eine Cauchyfolge bzgl. d;
genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge bzgl. d» ist.

@ Aus der Vollstandigkeit von K = R, C folgt, dass (K", || - || max) ein

Banachraum ist: Ist x, € K" eine Cauchyfolge, so auch alle ihre
Komponenten.

© Mittels Wahl einer Basis, folgt daraus: Jeder endlichdimensionale
normierte reelle oder komplexe Viektorraum ist ein Banachraum.

© Damit sind auch endlichdimensionale Euklidische und Hermitesche
Vektorrdume Hilbertraume.
Insbesondere ist R" mit dem Euklidischen und C" mit dem
Hermiteschen Skalarprodukt ein reeller bzw. komplexer Hilbertraum.

© Unendlich-dimensionale Hilbertridume spielen eine wichtige Rolle in
der Quantenmechanik.
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(VST N RETT ERT G RV SENE TN Vollstandigkeit und Hilbertraume

Beipiel fiir einen oo-dimensionalen Hilbertraum:
Quadratisch summierbare Folgen

Satz

Der Vektorraum der quadratisch summierbaren komplexen Zahlenfolgen

2= {(Xn)neN xn € C, Z |Xn|2 < OO}

n=1

mit dem Hermiteschen Skalarprodukt

oo
<X>Y> = an)Tn
n=1

ist ein Hilbertraum.
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Vollstandigkeit und Hilbertriume
Beweis. (/2, (.,)) ist ein Hermitescher Vektorraum (siehe Ubungsblatt).
Wir beweisen die Vollstandigkeit von £2: Sei (x*)xen = (Xf, xk,...) eine
Cauchy-Folge in ¢2,
Dann ist jede der Komponentenfolgen (x*)xcn eine Cauchy-Folge und
konvergiert daher gegen einen Grenzwert X, 1= limy_ . xX.
Dann gilt: x := (X)nen € £2 und x = limy_., x*, denn:
Da (x*) eine Cauchy-Folge ist, gibt es zu ¢ > 0 ein N € N mit

m
Do IxE Xl <&
n=1

fir alle p,g > N und alle m € N.

Grenziibergang p — oo liefert:

m
Z’Xn_xr?F <e?
n=1

fir alle g > N und alle m € N, d.h. ||x — x9|| <e. O

92 /373



Metrische Rdume und Vollstandigkeit Banachscher Fixpunktsatz

Banachscher Fixpunktsatz

Den Banachschen Fixpunktsatz werden wir in der Theorie der
gewohnlichen Differentialgleichungen benutzen. Wir werden ihn dann auf
bestimmte Banachrdaume von Funktionen anwenden, um die Existenz der
Losung einer Differentialgleichung nachzuweisen.

Satz (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und F : X — X eine
kontrahierende Abbildung, d.h. es existiert 0 < 6 < 1, so dass

d(F(x), F(y)) < 0d(x,y)

fiir alle x,y € X.
Dann existiert ein Fixpunkt von F, d.h. ein x € X mit F(x) = x.
Ist 8 # 0, so ist dieser Fixpunkt eindeutig bestimmt.

Desweiteren konvergiert die rekursiv definierte Folge xo, xk+1 = F(xx), fiir
alle Anfangswerte xg € X gegen diesen Fixpunkt.
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Banachscher Fixpunktsatz

Beweis. Existiert ein Fixpunkt, so ist er eindeutig bestimmt, falls 6 # 0,
denn fiir zwei Fixpunkte x und y gilt dann

0<d(xy) = d(F(x),F(y)) < 0d(x,y)

Die ergibt wegen 6 # 0 daB d(x,y) =0, d.hW. x = y.

Die Folge xx := F(xk) ist nun fiir jeden Startpunkt xp eine Cauchyfolge,
denn es gilt

d(xntk:%n) = d(F(Xntk-1), F(Xn-1))
S 9d(x,,+k_1,x,,_1) S S end(Xk,Xo) "10?0

Da nun (X, d) vollstandig ist, existiert ein Grenzwert x € X.

Dieser ist aber auch der Fixpunkt, denn wegen der Dreiecksungleichung gilt

d(F(x),x)

IN

d(F(x), xx) + d(xx, x)
< 0d(x, xk—1) + d(xk, x) koo 0.

Somit ist d(F(x),x) =0, d.h. F(x) = x. O
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Berdialier M puitissis
Banachscher Fixpunktsatz

Beispiel aus dem 1. Semester: Berechnung von /2
Sei X := [1,00) der mit der Euklidischen Metrik versehene vollstandige

metrische Raum.
Wir betrachten die Abbildung

Diese Abbildung ist kontrahierend, denn

1 1

A= FO) = 3-n+5-1 = (3-2) -9

impliziert wegen xy > 1 daB ||F(x) — F(y)|| < &[Ix — y|.
Somit hat F einen Fixpunkt, namlich V2.
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(VS CRRENT R AV S ENEIE(S Al Orthogonalprojektion

Orthogonalprojektion auf vollstandige Unterrdaume

Satz

Sei V ein Euklidischer oder Hermitescher VR und U C V ein vollstandiger
Unterraum.

(i) Dann existiert zu jedem x € V genau ein xy € U mit kleinstem
Abstand zu x, d.h.
[x =xull < llx —yll firalle yeU.
(i) Das Element xy € U ist durch x — xy € Ut charakterisiert.
(i) Esgilt V=U®o® U*.

(iv) Die Zuordnung x — xy definiert eine stetige lineare Abbildung
P :V — U (die sogenannte orthogonale Projektion auf U).
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Orthoronalprolektion
Beweis. (i) Sei y, € U eine Folge mit
limp—oo ||X — yall = d :=inf ey I x =yl
(yn) ist eine Cauchy-Folge, denn wg. der Parallelogrammgl. gilt

HYn_Ym||2 = ||()/n_X)_(Ym_X)||2
= 2[lyn — x>+ 2[Ym — x> = [|[(¥n — X) + (ym — X)|I?
Yn+ Yy
= 2||yn*><||2+2||ym*><||2*4H%*XII2

< 2llyn— x| + 2llym — x|2 — 4d2 ™) g

Weg. der Vollsténdigkeit von U konvergiert (y,) in U,
xy = limp_o0 yn € U, und ||x — xy|| = d, wg. der Stetigkeit der Norm.

Aus xy, x;; € U mit ||xy — x|| = ||x;; — x|| = d folgt wie oben

Ixu =xul> = 2lxu = xI? + 2lIxty = x[I* = [Ixv + xp = 2x|?
= 4d® — ||xy + x|, — 2x||> < 4d® — 4d° = 0.

Das beweist die Eindeutigkeit.
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(VS CRRENT R AV S ENEIE(S Al Orthogonalprojektion
Weiter im Beweis:

(i) Firalley € U, t € R gilt mit z = x — xy:
12> < |z + ty||* = d* + 2tRe (z,y) + ¢*||y||*.
Das ist nur moglich, wenn Re (z,y) = 0 fiir alle y € U, d.h. wenn

z 1 U.
Umgekehrt folgt aus v e Uund z=x—u L U:

Izl <z +yI? = l|z]* + [y fir alle y € U,

d.h. u= xy.

(iii) In (i-ii) haben wir gezeigt, dass jeder Vektor x € V eine eindeutige
Darstellung x = xy + (x — xy) besitzt mit xy € U und x — xy € U*.
Das beweist V = U @ U™,

(iv) Die Linearitat der Abbildung x — xy folgt aus der Charakterisierung
(ii). Aus der Orthogonalitit der Zerlegung V = U @ U+ folgt

lIxull < ||x]|| und somit die Stetigkeit von P. O
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Metrische Raume und Vollstandigkeit Beschrinkte Operatoren

Beschrankte Operatoren

Definition
Seien (Va, ||.]l1) und (Va, ||.]|2) zwei normierte Raume.

Eine lineare Abbildung F : Vi — V& heiBt beschrankt, falls es eine
Konstante C gibt, so daB

IF(u)ll2 < Cllufls vV ue Wi

Dies ist aquivalent zu
o IRl
up
ozuevy lully

< o0

Die Zahl
| Fx|l2

oxxevi X[l

IF]l =

heiBt Operatornorm von F.
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Metrische Raume und Vollstandigkeit Beschrinkte Operatoren

Bemerkungen /UA
@ Durch die Operatornorm wird der VR

Lp(V1, Vo) == {F € L(V1, V2)| |[F| < oo}

der beschrankten Operatoren zu einem normierten VR.

o Insbesondere ist V' := Ly(V,K) ein normierter VR fiir jeden
normierten K-Vektorraum V. Hierbei ist K (= R oder C) durch den
Betrag normiert.

@ Lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen
sind beschrankt.

@ Ist V7 unendlich-dimensional, so gilt dies nicht. Z.B. sei
Vi = Vo = C*([0,1]) mit der Norm ||f||oc = sup,cjo,1] f(X), und sei
F = (.)" der Ableitungsoperator. Dann gilt fiir f,(x) := x" daB
[falloo =1 und |[F(f)]ec = n.
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Metrische Raume und Vollstandigkeit Beschrinkte Operatoren

Satz
Eine lineare Abbildung F : Vi — V5 zwischen normierten Vektorrdumen
(Va, || - l1) und (Va, || - ||2) ist genau dann stetig, wenn sie beschrinkt ist.

Beweis. Ist F stetig, so ist F auch in 0 € V; stetig. D.h., zu € = 1 gibt es
ein 6 > 0 mit
| Tv|2 < 1, falls ||v|]1 < o.

Sei nun v € V4. Fir v := 2HiH1u gilt dann, daB ||v||; <, und somit

2|!U|!1 2IIUII1

IF(u)ll2 =

Damit ist F beschrankt.
Ist andererseits F beschrankt, d.h. ||[F(u)|l2 < C|lulj1 Yu € V4, so gilt

IF(V)ll2 <

IF (u) = F(un)ll2 = [[F(u = un)ll2 < Cllu = up|f1-

Somit konvergiert F(u,) gegen F(u), falls u, — u. O
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Darstellungssatz von Riesz

Satz (Darstellungssatz von Riesz)
Sei V' ein Hilbertraum iiber K (= R oder C) und V' der Vektorraum aller
stetigen linearen Abbildungen V — K.
Dann ist durch
d)(x) o= <'7X>7 X € Vv

ein konjugiert-linearer Isomorphismus normierter Vektorrdume ¢ : V. — V'
gegeben.

Beweis.
Die Stetigkeit der Linearform ¢(x) : V — K ergibt sich aus der CSU:

PO = [y ) < Ix[[ - llyll - firalle y € V.
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Darstellungssatz von Riesz

Weiter im Beweis:

Die CSU liefert zundchst ||¢(x)|| < ||x]|.

Fiir y = x erhalten wir Gleichheit in der CSU und somit ||¢(x)|| = ||x]|.
Daraus folgt die Injektivitat von ¢.

Es ist klar, dass ¢ konjugiert-linear ist, denn das SKP ist konjugiert-linear
im zweiten Argument.

Es bleibt noch die Surjektivitdt von ¢ zu zeigen.

Sei dazu a € V/ und v € V mit av) = 1.

Weg. der Stetigkeit von « ist U = Kerna C V vollstandig und
V=UsU

Wir setzen xg := v — vy € U, wobei vy € U die Orthogonalprojektion
von v in U ist.

Dann gilt a(xp) = 1 und fiir alle y € V ist daher

y=(y—aly)x)+aly)x € U U

Somit (v, x0) = a(y) %2 und @ = ¢(2). O

ol
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Offene und abgeschlossene Mengen
Offene und abgeschlossene Mengen
Definition
Sei (X, d) ein metrischer Raum.
o Die Teilmenge B,(x) := {y € X|d(y,x) < r} heiBt Kugel (oder Ball)
vom Radius r und Mittelpunkt x.

o Eine Teilmenge U C X heiBt offen, wenn es zu jedem x € U ein r > 0
gibt, so dass B,(x) C U.
e Eine Teilmenge A C X heiBt abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Bemerkung/UA
o Beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind wieder offen.
@ Beliebige Durchschnitte von abgeschlossenen Mengen sind wieder
abgeschlossen.
@ Endliche Durchschnitte von offenen Mengen sind wieder offen.

o Endliche Vereinigingen von abgeschlossenen Mengen sind wieder
abgeschlossen.
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Offene und abgeschlossene Mengen

Inneres, Abschluss und Rand

Definition
Sei X ein metrischer Raum und A C X.

(i) Das Innere von A ist definiert als die offene Teilmenge
A= |J B
BCA offen
(i) Der Abschluss von A is definiert als die abgeschlossene Teilmenge

A= ﬂ B

B>A abgeschl.

o

(i) OA:= A\ A heiBt Rand von A.
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Offene und abgeschlossene Mengen

Beispiel / UA:
Der Abschluss der offenen Kugel B,(x) C R"” im Euklidischen Raum ist die
abgeschlossene Kugel

Bi(x) ={y € R"|d(y,x) < r}.

Der Rand der Kugel ist die Sphare:
9B (x) = Sr(x) :={y e R"[d(y,x) = r}.
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Qifane wit ethgesah ssseie Mizigar
Stetige Abbildungen

Satz
Sei F : X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Riumen. Dann gilt

F ist stetig
& Urbilder F~1(U) von offenen Mengen U C Y sind offen.
< Urbilder F~1(A) von abgeschlossenen Mengen A sind abgeschlossen.

v

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aquivalenz:

(<) Zu € > 0 betrachten wir die Kugel B:(f(x)) C Y, welche nach
Vorraussetzung ein offenes Urbild hat. D.h. wir finden ein 6 > 0 so
daB Bs(x) C F71(B:(F(x))). Da x, — x € X, finden wir ein N mit
Xp € Bs(x) ¥ n > N. Damit ist aber

F(xn) € F(FTH(B:(F(x))) C B=(F(x)),

d.h. F(xn) — F(x).
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Offene und abgeschlossene Mengen

Weiter im Beweis:

(=) Angenommen, es existiert eine offene Menge V C Y, so daB F~1(V)
nicht offen ist.

D.h. 3x € F71(V), so daB Bi(x) ¢ F~1(V) Vn € N. Sein nun x,
eine Folge mit x, € Bi(x) \ F~}(V).
Insbesondere gilt dann x, — x und wegen der Stetigkeit gilt auch
F(xn) — F(x).
Da V offen war, gibt daher es ein § mit Bs(F(x)) C V und

F(xn) € Bs(F(x)) C V. Vn> N.

Das steht aber im Widerspruch zu x, ¢ F~1(V). O
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Offene und abgeschlossene Mengen

Satz (Abgeschlossene Teilmengen von metrischen Rdumen)
Fiir eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X gilt:

A ist abgeschlossen

< Fiir alle x € X gilt: Wenn x € X Grenzwert einer konvergenten Folge
von Elementen von A ist, so gilt x € A.

Beweis.

(=) Sei xx € A eine Folge mit Grenzwert x € X.
Wenn x € A, so ware U = X \ A offen und x € U
Das widerspricht aber der Konvergenz der Folge x, € A gegen x.

(<) Sei x € X\ A. Wir zeigen, dass es r > 0 gibt mit B,(x) C X \ A.
Sonst gibt es eine Folge xx € By /,(x) N A.

Da diese Folge gegen x konvergiert, folgt x € A, im Widerspruch zu
x e X\ A

O
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Offene und abgeschlossene Mengen

Folgerung

(i) Jede (bez. der induzierten Metrik) vollstindige Teilmenge A eines
metrischen X Raumes ist abgeschlossen.

(i) Jede abgeschlossene Teilmenge A eines vollstindigen metrischen
Raumes X ist vollstindig.

Beweis.
(i) Sei xx € A konvergent mit Grenzwert x € X.

Dann ist (xx) eine Cauchy-Folge und somit x € A (A ist vollstindig).
(i) Sei xx € A eine Cauchy-Folge.

Dann konvergiert (xx) gegen x € X (X ist vollstindig) und somit
x € A (A ist abgeschlossen).
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lompel i
Kompakte Mengen

Definition (Kompaktheit)
Sei X ein metrischer Raum.

o Eine (offene) Uberdeckung einer Teilmenge A C X ist eine Familie
(Ui)ier von (offenen) Teilmengen U; C X mit A C U;eU;.
o Eine Teilmenge A C X heiBt kompakt, wenn es zu jeder offenen

Uberdeckung (Ui)ier von A eine endliche Teiliiberdeckung
(U,'l, U,'27 500 U,'k), i1, 3000 ik el, gibt.
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Kompaktheit

Satz

Sei X ein metrischer Raum und A C X eine kompakte Teilmenge. Dann
hat jede Folge in A eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A.

Beweis.

Sei xx € A, k € N, eine Folge.

Wenn (xx)ken keine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A hat, dann
gibt es zu jedem a € A eine offene Umg. U,, die nur endlich viele Glieder
der Folge xi enthilt.

(U,)acn ist eine offene Uberdeckung der kompakten Menge A und besitzt
daher eine endliche Teiliiberdeckung U,,, Ua,, ..., U,,.
Nach Konstruktion enthdlt U7_, U, D A nur endlich viele Glieder der

Folge, im Widerspruch zu x, € A. O
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Kompaktheit

Folgerung
Jede kompakte Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X ist
abgeschlossen, vollstandig und beschrankt.

Beweis. Die Vollstandigkeit und damit die Abgeschlossenheit folgt sofort:
Sei x;x € A eine konvergente Folge mit Grenzwert x € X. Nach dem
vorigen Satz hat x, eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A. Daraus
folgt x € A.

Die Beschranktheit bedeutet, dass es x € X und R > 0 gibt, so dass

AC BR(X).

Fiir alle x € X ist (Bx(x))xen eine offene Uberdeckung von X und somit

von A.
Also existiert eine endliche Teiliiberdeckung By, (x), ..., Bk, (x)
und mit R = max{ki, ...,k } erhalten wir A C Br(x). O

113 /373



Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Kompaktheit

Satz
X kompakt, A C X abgeschlossen —> A kompakt. J

Beweis. Sei (U;)c; eine offene Uberdeckung von A.

Dann ist (X \ A, (U;)ics) eine offene Uberdeckung des Kompaktums X.
Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (X \ A, Uy, ..., U;,) von X.
(Ui, ..., U,) ist eine endliche Teiliiberdeckung von A. O

Folgerung

Sei X ein metrischer Raum, in dem die abgeschlossenen Kugeln B,(x)
kompakt sind.

Die kompakten Teilmengen von X sind dann genau die abgeschlossenen
beschriankten Teilmengen.
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Kompaktheit

Satz (Satz von Heine-Borel)

Eine Teilmenge A C R" ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschrankt ist.

Beweis. Wg. der Folgerung geniigt es zu zeigen, dass die abgeschlossenen
Kugeln B,(x) C R" kompakt sind.

Da alle Normen auf R” dquivalent sind, kdnnen wir z.B. die
Maximumsnorm zu Grunde legen.

AuBerdem konnen wir x = 0 (Translationsinvarianz des Abstands) und

r =1 (Homogenitit) annehmen, d.h. B,(x) = B1(0) = [-1,1]" =: W.
Sei (U;)je; eine offene Uberdeckung des Wiirfels W = W

Wir nehmen an, es gibt keine endliche Teiliiberdeckung und fiihren diese
Annahme zum Widerspruch.
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Kompaktheit

Weiter im Beweis:

Wir konstruieren durch sukzessive Halbierung der Kantenlangen eine Folge
von Wiirfeln W, der Kantenlange 21-k 5o dass keiner der Wy durch
endlich viele der U; iiberdeckt wird.

Halbierung der Kanten fiihrt zu einer Zerlegung des Wiirfels W) in 27
Teilwiirfel, von denen mindestens einer nicht durch endlich viele U;
iberdeckt werden kann (sonst konnte man Wy durch endlich viele U;
tiiberdecken).

Sei xx € Wy. Dann ist xi eine Cauchy-Folge.

Wog. der Abgeschlossenheit von W; gilt x = limg_.o, xx € W;, denn
X € W; fiir alle k > |.

Daraus folgt x € N\;W; C W.

Also existiert ein ip mit x € U;, und somit B.(x) C U;,, wenn € > 0 klein

genug ist.
Daraus ergibt sich W, C B.(x) C U;,, wenn 2175 < ¢. Ein Widerspruch!

lo1

(Hierbei haben wir benutzt, dass ||x — y|[max < 217 fiir alle y € W.) O

o1
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Kompaktheit

Satz

Sei F : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Riumen und
A C X sei kompakt. Dann ist F(A) C Y kompakt

Beweis. Sei (U;)ie/ eine offene Uberdeckung von F(A). Dann bilden die
V; := F~1(U;) eine offene Uberdeckung des Kompaktums A. Also gibt es
eine endliche Teiliberdeckung (V;,..., Vi) und (U,,..., U, ) tiberdeckt

Ly
dann F(A). O
Folgerung

Sei f : X — R eine stetige Funktion und X kompakt.

Dann ist f beschrankt und nimmt ihr Minimum und Maximum in X an.

Beweis. Nach dem vorigen Satz ist f(X) kompakt und somit beschrankt
und abgeschlossen. O
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lompel i
GleichmaBige Stetigkeit

Satz

Jede stetige Abbildung F : X — Y von einem kompakten metrischen
Raum X in einen metrischen Raum Y ist gleichmaBig stetig,

d.h. fiir alle e > 0 existiert 6 > 0, so dass fiir alle x,x' € X gilt

d(F(x),F(X')) <e falls d(x,x')<$

v

Beweis. Sei ¢ > 0. Wegen der Stetigkeit von F existiert fiir alle x € X ein
d(x) > 0, so dass

wann immer d(x, x") < d(x).

118 /373



Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Kompaktheit

Weiter im Beweis:

Da die offenen Kugeln Uy := Bs(,/2(x) das Kompaktum X iiberdecken,
gibt es xq,...,xx € X mit X = Uf‘leX,..

Seien nun x, x’ € X mit

d(x,x') < d:= ._n11in k5(x,-)/2.

Dann gibt es x; mit x € Uy, d.h. d(x, x;) < d(x;)/2, und somit
d(x', x;) < 6(xp).

Daraus ergibt sich

d(F(x),F(x;)) <e/2 und d(F(X'),F(x))<¢e/2

und somit d(F(x), F(x')) < e. O
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Bemetengan i Hlbamune
Zum AbschluB noch einige Fakten liber Hilbertraume

Fiir diejenigen, die in ihren Physikvorlesungen schon mit Hilbertraumen
konfrontiert wurden, wollen wir hier noch einige Fakten zusammentragen.

Definition
Sei (X, d) ein metrischer Raum.
o FEine Teilmenge Y C X heitBt dicht in Y, falls ihr AbschluB8 gleich X
ist, d.h. Y = X.
Aquivalent dazu ist: V x € X,Y e >03dy € Y, so daB y € B.(x).
e (X, d) heiBt separabel, falls es eine abzihlbare dichte Teilmenge in X
gibt.

Beispiel
Die rationalen Zahlen sind dicht in den reellen.

Ebenso ist Q" dicht in R”.
Damit ist R” und jeder endlich dimensionale Vektorraum separabel.

120 /373



Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Bemerkungen iiber Hilbertraume

Bemerkung

¢? ist separabel, denn:

Die Folgen x € £? mit x, € Q + iQ C C fiir alle n € N und x, = 0 fiir fast
alle n € N bilden eine abzadhlbare dichte Teilmenge S, d.h. jedes Element
x € 7 ist Grenzwert einer Folge x, € S.

Weiterhin gilt:

Jeder unendlichdimensionale separable komplexe Hilbertraum (V/, (-, )v)
isomorph zu ¢? ist,

d.h. es gibt einen Isomorphismus von Vektorrdumen ¢ : V — (2, der

(0(x), 6(¥))e2 = (x, ¥)v

fir alle x,y € V erfiillt.
Damit ist 2 fiir die komplexen separablen Hilbertraume, was der C” fiir
die endlich dimensionalen komplexen Vektorraume ist.

Fiir den Beweis dieser Isomorphie benutzt man Hilbertbasen.
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Bemerkungen iiber Hilbertraume

Orthonormale Familien

Eine orthonormale Familie in einem Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraum V ist eine Teilmenge U C V fiir die gilt, daB (v, u) = 1 und
(u,v) =0 fir alle u,v € V mit u # v.

Satz
Sei V ein Euklidischer oder Hermitescher VR.

@ Ist V separabel, so ist jede orthonormale Familie (v;);ic; abzahlbar.

@ Ist (vi,va,...) eine (endliche oder unendliche) orthonormale Familie,
dann gilt fiir alle x € V:

Z [(x, vic)|? < ||x||* Besselsche Ungleichung.
K

Gleichheit gilt genau dann, wenn x =", (X, Vi) vi.

122 /373



Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Bemerkungen iiber Hilbertraume

Hilbertbasen
Definition
Sei V ein Euklidischer oder Hermitescher VR.

Eine orthonormale Familie (v1, vz, . ..) heiBt Hilbertbasis, wenn jeder
Vektor x € V eine Darstellung x = 3", (x, vk) vk besitzt.

Beispiele

(i) dimV < oo = Hilbertbasen = orthonormale/unitdre Basen.

(i) Sei V = (2 der Hilbertraum der quadratisch summierbaren Folgen.
Die Folgen ¢/ = (], €}, ...) € (2 mit &, = & (j, k € N) bilden eine
Hilbertbasis (e/);en, die sogenannte kanonlsche Hilbertbasis von 2.
(ej)jen ist aber keine Vektorraumbasis, denn die lineare Hiille der ¢
ist

{(Xi)iEN | X € C, x; = 0 fiir fast alle / € N} C 52.
Dies ist so, da bei der linearen Hiille nur endliche
Linearkombinationen zugelassen sind.
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen Bemerkungen iiber Hilbertraume

Satz

Fiir eine orthonormale Familie B = (b1, by, ...) von Vektoren eines
Euklidischen oder Hermiteschen VR V sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) span{b1, ba,...} ist dicht in V.

(i) B ist eine Hilbertbasis.

(iii) Fiir alle x,y € V gilt (x,y) = >, (x, bi){y, bx).
(iv) Fiir alle x € V gilt die Parsevalsche Gleichung ||x|> = 3, [{x, bi)|?.

Satz (Hilbertbasen)

Jeder unendlichdimensionale separable Hilbertraum V besitzt eine
abzahlbare unendliche Hilbertbasis B = (b1, by, .. .).

Folgerung

Jeder unendlichdimensionale separable Hilbertraum V' ist isomorph zum
Hilbertraum (?*(K) der quadratisch summierbaren Folgen mit Werten in K .

v
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen BRI EET R S 2 DT d 1T )

Teil 2:

Differentialrechung
mehrerer Veranderlicher
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(it et
Richtungsableitung

Definition
Sei U C R" eine offene Teilmenge und v € R" ein Vektor.

(i) Eine Funktion f : U — R heiBt an der Stelle x € U
in Richtung v differenzierbar, wenn die Funktion

fi(—ee) >R, F(t):=Ff(x+tv),

bei t = 0 differenzierbar ist.
(Hierbei ist € > 0 so klein, dass x + tv € U fiir alle t € (—¢,¢€).)
(i) Die Zahl

(0, F)(x) := F'(0) = % ,, f(x+ tv)

heiBt Ableitung von f an der Stelle x in Richtung v oder auch
Richtungsableitung.

v
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Partielle Differenzierbarkeit von Funktionen Richtungsableitung

Wir erinnern uns:

f(1)-7(0)
t

Die Ableitung f/(0) an der Stelle 0 ist dann gegeben durch

f ist differenzierbar in 0, wenn lim;_ existiert.

d

F'(0) = dt|,_, f(t) = % L f(x + tv)
= |im M = lim f(x+tv) — f(x)
t—0 t t—0 t :
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(it et
Rechenregeln fiir die Richtungsableitung

Satz
Seien f,g : R" — R zwei Funktionen, die beide in x € R" in Richtung
v € R" differenzierbar sind. Dann gilt:

AW(f+g)(x) = 0u(f)(x)+dv(g)(x)
3y (AF)(x) AD,(F)(x) fiir A € R,

Oy (f - 8)(x) 9y (F)(x)g(x) + f(x)0v(g)(x)-

Ist g(x) # 0, so ist g in x in Richtung v differenzierbar, und es gilt:

(g = 2)X)ex) - F(x)d(g)(x)
dy (g)( ) P .

Der Beweisfolgt aus den Rechenregeln fiir diNe differenzierbaren reellen
Funktionen f und g : R — R definiert durch f(t) := f(x + tv),
g(t) = g(x + tv). O
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Partielle Ableitungen
Partielle Ableitungen
Definition
Sei (e1,...,epn) die kanonische Basis des R", U C R" offen und
f:U—R

o Die Funktion f heiBt an der Stelle x € U partiell differenzierbar, wenn
f an der Stelle x in alle Koordinatenrichtungen e; differenzierbar ist.
o Die Zahl

(0if)(x) == (0 f)(x), i=1,2,...n,
heiBt i-te partielle Ableitung von f an der Stelle x.

o f heiBt partiell differenzierbar, wenn f in allen Punkten x € U partiell
differenzierbar ist.
o Die Funktion 0;f : U — R heiBt i-te partielle Ableitung von f.

Man schreibt dafiir auch
of

X’

v
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Partielle Differenzierbarkeit von Funktionen Partielle Ableitungen

Bemerkung

Die i-te partielle Ableitung (9;f)(x) an der Stelle x =377, x/e; ist genau
die Ableitung der Funktion h(t) := f(x%,...,x" 71 ¢t,x'T1 ... x") an der
Stelle t = x':
d 1 i—1 i i+1 n (i
(8,-7‘)()():% f(x ., x' " x e, x T xT) = K(X).
t=0

Beim Berechnen der i-ten partiellen Ableitung sind also die Variablen x/
fir j # i als Konstanten zu behandeln. Differenziert wird nach der
Variablen x'. )

Beispiel

Die Funktion f : R" — R, f(x) = ||x||> = 3_7_,(x/)?, ist partiell

j
differenzierbar und
of

ox’

(x) = 2x'.

v
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Partielle Differenzierbarkeit von Funktionen Partielle Ableitungen

Beispiel
Partielle Differenzierbarkeit impliziert im Allgemeinen nicht die Stetigkeit!

Sei ,
xy
()= { Foro G #0
0, (x,¥) = (0,0)
f ist nicht stetig in (0, 0), aber alle Richtungsableitungen existieren:
Sei v = (v1,v2) € R%. In pg = (0,0) gilt dann

f(po+tv) —f(po)  f(tv) 3 v2 B v v2
t t t(e2v2 + thvy) v2 + tvg
2
t:>0 %, Vi 7& 0
0, Vi = 0

D.h. §£(0) = £(0) = 0.
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_________Particlle Differenzierbarkeit von Funktionen S SLL LR L ELEESY
Hohere partielle Ableitungen

Definition
Sei U C R" offen und f : U — R.

(i)

Fiir k > 2 definiert man rekursiv:

f heiBt k-mal partiell differenzierbar, wenn f partiell differenzierbar ist
und die partiellen Ableitungen 0;f (k-1)-mal partiell differenzierbar
sind.

(f heiBt einmal partiell differenzierbar, wenn f partiell differenzierbar
ist.)

f heiBt k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal partiell
differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen

okF
Ox1Ox2 - Oxlk

= 0,0 0y f

der Ordnung k stetig sind.

v
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Partielle Differenzierbarkeit von Funktionen Héhere partielle Ableitungen

Lemma von Schwarz

Satz (Hermann Amandus Schwarz)
Sei f : U— R (U C R" offen) zweimal stetig differenzierbar.
Dann gilt fiir alle i,j € {1,2,...,n}:

0i0jf = 0,0,f.

Beweis. Da es nur um zwei Koordinatenrichtungen e; und e; geht, kénnen
wir annehmen, dass n = 2.

Wir berechnen die zweiten partiellen Ableitungen an der Stelle
(x0,¥0) € U.

Wir kénnen annehmen, dass (xo, yo) = (0,0) und dass U ein Quadrat
Q = {(x,y)| |x| <eund |y| <e} enthdlt (¢ > 0).

133 /373



Partielle Differenzierbarkeit von Funktionen Héhere partielle Ableitungen

Weiter im Beweis:
Nach dem Mittelwertsatz angewendet auf die Funktion
g(x) =1f(x,y) — f(x,0) gibt es zu (x,y) € Q ein £ € (—|x]|, |x]) mit

(1) g(x) —g(0) = xg'(§) = x(0rf (&, y) — 01£(¢,0)).
Anwendung des MWS auf y — 01(€, y) liefert n € (—|y|, |y|) mit
(2) Oif(&y) — 0:f(£,0) = yd201f (&, ).
Aus (1) und (2) ergibt sich

(3) &(x) — g(0) = xy3201f(§,m).

Analog ergibt sich mit h(y) = f(x,y) — f(0,y)
(3)  h(y) — h(0) = xyd18xf (£, ),

wobei |€] < |x| und |7j] < |y].
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Partielle Differenzierbarkeit von Funktionen Héhere partielle Ableitungen

Weiter im Beweis:
Aus (3) und (3') erhalten wir wg. g(x) — g(0) = h(y) — h(0):

(4) 0201 (&,m) = 0102 (€, 7).

Die Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen erlaubt nun den
Grenziibergang (x,y) — (0,0) in (4), woraus sich
0201f(0,0) = 010.f(0,0) ergibt. (]
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Grundbegriffe der Vektoranalysis Der Gradient einer Funktion

Der Gradient einer Funktion

Definition (Gradient)

Sei U C R" offen und f : U — R an der Stelle x € U partiell
differenzierbar. Der Spaltenvektor

O1f(x)
Oof (x
grad f(x) := ? :( )
Onf(x)

heiBt Gradient von f an der Stelle x.

Bemerkung

Aus den Rechenregeln fiir die Richtungsableitungen erhalt man auch
Rechenregeln fiir den Gradienten. Z. B. ist grad additiv und fiir zwei in x
partiell differenzierbare Funktionen gilt:

grad(f - g)(x) = f(x)-(grad g)(x) + g(x) - (grad F)(x). . .|




Grundbegriffe der Vektoranalysis Der Gradient einer Funktion

Beispiel
Sei r = r(x) = ||x|| die Euklidische Norm von x € R” und f : Ry — R
eine differenzierbare Funktion.

Dann ist die rotationssymmetrische Funktion F(x) = f(r) = f(r(x)) auf
U =R"\ {0} partiell differenzierbar.

Die partiellen Ableitungen erhalt man mittels der Kettenregel:
OiF(r) = f'(r)0;r

1

2
8,'r:8,'\/r>:817r:xf.

2r r

Der Gradient ist daher gradr(x) = % und somit

X

grad F(x) = f'(r)grad r(x) = f'(r) .
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Grundbegriffe der Vektoranalysis Divergenz eines Vektorfeldes

Divergenz eines Vektorfeldes

Definition (Divergenz)
Sei U C R" offen.
(i) Eine Abbildung f =", fie;: U — R™ heiBt (in x) partiell
differenzierbar, wenn lhre Komponentenfunktionen f', i =1,2,...m,
(in x) partiell differenzierbar sind.

(ii) Ein Vektorfeld auf U C R" ist eine Abbildung v : U — R".

(iii) Die Divergenz eines in x € U partiell differenzierbaren Vektorfeldes
v=>"._,vie: U— R" ist die Zahl

div v(x) := Z v ().

i=1
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Grundbegriffe der Vektoranalysis Divergenz eines Vektorfeldes

Leibnizregel fiir die Divergenz
Satz

Sei v ein in x partiell differenzierbares Vektorfeld und f eine in x partiell
differenzierbare Funktion. Dann ist f - v ein in x partiell differenzierbares
Vektorfeld und es gilt

div(fv)(x) = (grad f(x), v(x)) + f(x) - div v(x)

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus der Leibnizregel fiir
Richtungsableitungen:

div(f-v)(x) = > ai(f v)(x)
i=1

n

= 2 (@) Vi) + £ - 0 ()

= <;rad f(x), v(x)) + f(x) - divv(x).
(]
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Grundbegriffe der Vektoranalysis Der Laplace Operator

Der Laplace Operator

Definition (Laplace Operator)

Der Gradient einer zweimal partiell differenzierbaren Funktion f : U — R
ist ein partiell differenzierbares Vektorfeld grad f : U — R".

Somit definiert

Af :=divgrad f = Z@,-zf
i=1
eine Funktion U — R.

o Der Differentialoperator A heiSt Laplace-Operator.
o Die partielle Differentialgleichung

Af =0

heiBt Potentialgleichung oder Laplace-Gleichung.

o Die Lésungen dieser Gleichung heiBen harmonische Funktionen.

v
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Grundbegriffe der Vektoranalysis Der Laplace Operator

Leibnizregel fiir den Laplace Operator

Aus der Leibnizregel fiir div und grad erhalten wir eine Leibnizregel fiir
den Laplace-Operator.

Satz

Seien f und g zwei zweimal partiell differenzierbare Funktionen. Dann gilt

A(f-g) = f-Ag+g-Af +2(grad f,grad g).

141 /373



Grundbegriffe der Vektoranalysis Der Laplace Operator

Beispiel: Rotationssymmetrische Potentiale

Sei f : Ry — R eine zweimal differenzierbare Funktion, r : R” — R* die

Norm von x, d.h. r(x) := /> i_; x2 und F(x) = f(r(x)) die zugehdrige

rotationssymmetrische zweimal partiell differenzierbare Funktion auf

R\ {0}. |
Dann gilt 9;F(x) = f'(r)% und

r

i

XX 6 — xx B xI X1 S xix
818,F(X) =f (r)rT+f (r)7r2 == f”(r)7+f/(r) —_— = r3

Daraus folgt
n—1

r

AF(x)=f"(r)+ f'(r).

Jede Lésung der Differentialgleichung f”(r) + “=2'(r) = 0 definiert somit
eine rotationssymmetrische harmonische Funktion.

Fiir n =1 erhalten wir f(r) = ar + b als Losung.

v
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Grundbegriffe der Vektoranalysis Der Laplace Operator

Fiir n > 2 setzten wir h(r) := f’(r) und erhalten die Gleichung

Hir)=—"— Ln(r).

Unter der Voraussetzung, dass h(r) := f'(r) keine Nullstellen hat, kdnnen
wir die DGL an f fiir n > 2 wie folgt umformen:

n—1 H(r)
= — = —(In]h(r)])
= 3 = ~(nlh()
Dies impliziert In|h(r)| = —(n — 1) Inr 4+ c und exponieren ergibt als
Losung
eC
MOl = o

Somit ist f(r) = 225 + b falls n>2 und f(r) = alnr + b fiir n = 2.
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Grundbegriffe der Vektoranalysis Der Laplace Operator

Fiir n = 3 erhalten wir mit b = 0 das Newtonsche Gravitationspotential
—GTM einer im Nullpunkt konzentrierten Masse M. (Hierbei ist G > 0 die
Gravitationskonstante.)

Das elektrische Potential einer Punktladung @ ist ebenfalls von der Form

%’, wobei a = k@ und k > 0 eine Naturkonstante ist.
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Grundbegriffe der Vektoranalysis Der Laplace Operator

Das Newtonsche Gravitationsfeld

Jede partiell differenzierbare Funktion V : U — R auf einer offenen
Teilmenge U C R" definiert ein Vektorfeld —gradV .

Fiir das Newtonpotential V/(r) = —GTM erhalten wir
GM
—gradV = ——22,  x e R3\ {0},
r’r

das Newtonsche Gravitationsfeld.
Die auf eine Probemasse m im Punkt x wirkende Kraft ist
GmM x

r2or

F = —mgradV = —
Nach dem Newtonschen Gesetz F = mx geniigt die Bewegung der
Probemasse t — x(t) € R der

(von m # 0 unabhangigen!) Differentialgleichung

X
X = —GM=.
X r3

v
e ]



Grundbegriffe der Vektoranalysis Der Laplace Operator

Das elektrostatische Feld
Fiir das elektrische Potential V(r) = @ ergibt sich entsprechend

k
E=—gradV = 73; x € R3\ {0},

als elektrisches Feld.
Die auf eine Probeladung g im Punkt x wirkende Kraft ist

k
F = qE = X99%
r r

Die elektrische Kraft ist also abstoBend, wenn g@Q > 0 und anziehend wenn
qQ < 0.

Die Bewegung einer Probeladung t — x(t) der Masse m geniigt der
Differentialgleichung F = mx, d.h. X = X% (m £ 0).

mr3

v
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Grundbegriffe der Vektoranalysis

Das Vektorprodukt

Die Rotation eines Vektorfeldes

Definition (Vektorprodukt/Kreuzprodukt)

Das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) von x = 2?21 x'e; € R3 und
y= Z?zl y'ej € R3 ist der Vektor
X2y® — x3y?

52 S e
525 5P
= (y° = Pyer + (Cyt —xlyP)e + (xly? — xPy)es.
Es gilt

Die durch das Kreuzprodukt definierte Abbildung

x : R®xR® - R3 (x,y) — xxy

ist bilinear und schiefsymmetrisch.

v
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Grundbegriffe der Vektoranalysis Die Rotation eines Vektorfeldes

Satz (Eigenschaften des Vektorprodukts)

Sei der R versehen mit der durch die Basis (ey, e2, €3) gegebenen
Orientierung. Fiir alle x,y € R® gilt dann:

(i) xxy=—-yxx.

(i)

(i) llx x ylI? = x|yl = (x, v)2.

(iv) Ix x yll = Ixl - 1yl in o, wenn x,y € R®\ {0} und
v =Z(x,y) € [0,7].

(v) x xy =0<«= x und y linear abhangig.

X X y ist senkrecht zu x und y.

(vi) Sind x und y linear unabhéangig, so ist (x,y,x X y) eine positiv
orientierte Basis.

(vii) Sind x und y orthonormal, so ist (x,y,x X y) eine positiv orientierte
Orthonormalbasis.

v

Beweis. Ubungsaufgabe O
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Grundbegriffe der Vektoranalysis Die Rotation eines Vektorfeldes

Spatprodukt

Satz
Fiir alle x,y,z € R gilt: (x x y, z) = det(xyz). J

Beweis. Wegen der Trilinearitit von (x X y, z) und det geniigt es, die
Gleichung fiir x,y, z € {e1, 2, &3} zu iiberpriifen.

Offenbar ist (e; x e, ex) = 0 = det(ejejex), wenn zwei der drei Indizes
iibereinstimmen.

Sei (/,j, k) eine Permutation von (1,2, 3). Da (e;, ) orthonormal ist, gilt
e X € = ke, wobei g;j das Vorzeichen der Permutation ist.

Also (e x ej, ex) = ejjk = det(ejeje) fiir jede Permutation. O
Bemerkung
Die alternierende Trilinearform (x,y, z) — (x X y, z) heiBt Spatprodukt.

|(x X y,z)| ist das Volumen? des durch x, y, z aufgespannten
Parallelepipeds oder Spats P = {ax + by + cz|a, b, c € [0,1]}.

“Berechnung von Volumina wird in der Vorlesung Mathem. fiir Phys. IlI behandtﬂ% 273




Grundbegriffe der Vektoranalysis Die Rotation eines Vektorfeldes

Definition

Sei v = Z?:l vie; ein partiell differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge U C R3.

Das Vektorfeld

82V3 — 83V2
rotv:= | O3vl —dv3
(91V2 — 82V1

heiBt Rotation von v.
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Grundbegriffe der Vektoranalysis Die Rotation eines Vektorfeldes

Bemerkung

Wir konnen den Gradienten als vektorwertigen Differentialoperator
auffassen:

o
grad= | 0» | :{f:U—R| part. diffb. } — Vektorfelder
03
Orf
f — grad(f) = | 0Oof
Osf

Daraus ergibt sich formal (grad ¢ R3 !):

divv = (grad,v), rotv = grad x v.
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Grundbegriffe der Vektoranalysis Die Rotation eines Vektorfeldes

Satz

Sei U C R3 offen und f : U = R, v : U — R> zweimal stetig partiell
differenzierbar. Dann gilt

rotgradf =0 wund divrotv = 0.

Beweis. Folgt formal aus

rotgradf = grad x gradf = 0
divrotv = (grad,grad x v) = 0,

und ist ansonsten eine direkte Rechnung, die das Lemma von Schwarz
benutzt (Ubungsaufgabe). O
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Differenzierbarkeit

Definition (Differenzierbarkeit)
Sei U C R" offen und F : U — R™.

(i) F heiBt im Punkt x € U (total) differenzierbar, wenn es eine lineare
Abbildung A : R" — R™ gibt, so dass

o IFGcHE) — FG) - A9l
¢emr &0 el

=0 (4)

(iii) F: U — R™ heiBt differenzierbar, wenn F in allen Punkten x € U
differenzierbar ist.

Satz (Differential)

Sei F: U C R" — R™ differenzierbar in x. Dann ist die durch (4)
bestimmte lineare Abbildung eindeutig bestimmt.

Die lineare Abbildung dF, := A heiBt dann Differential (oder Ableitung)
von F im Punkt x.

v
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Beweis der Eindeutigkeit von A:
Seien A und B zwei lineare Abbildungen, die (4) erfiillen.
Mit der Dreiecksungleichung der Norm erhdlt man

o < i IA© - BO
£-0 €]l
< fim IEGER) = FO) =A@ 1= FOct h) + F() + BE)|
=0 €] -0 €]
=0
Setzt man nun £ = tn mit ||n|| = 1 so erhilt man daraus wegen der
Linearitdt von A und B, daB
. AE) = B(E) _ . [t
0= lim 22— — |im —(A(n) — B = A(n) — B(n),
& el lim |t‘( (n) = B(n)) = Aln) — B(n)
und damit A = B. O
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Beispiel

f:R"” - R, f(x) = ||x||?, ist iiberall differenzierbar, denn wegen

Fx+€) = F(x)+2(x,&) + (&) = IIx||*+2(x, &) + [I¢]1*
gilt
fx+8) = f(x) —2(x,&) _ Il
€]l 1€]]
Das ist das Differential df, € (R")* gegeben durch:

= |l€ll —&—0 0.

dfi (&) = 2(x, &) = 2x*¢, € e R".

Also df, = 2x* (Zeilenvektor).
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Jacobi-Matrix (Matrix der Ableitungen)

Satz

Sei U C R" offen und F = ZJ"’:l Fiej : U — R™ in x differenzierbar. Dann
existiert fiir alle F/ die Richtungsableitung 0, F/(x) in jede Richtung v und
es gilt

A FI(x) = dFL(v).
Insbesondere sind alle F/ in x partiell differenzierbar, d.h. F ist in x partiell
differenzierbar. Weiterhin gilt:

OLFY(x) - 0,FY(x) (gradF(x))*
dF, = . . _ .

HF™(x) - OnF™(x) (erad F™(x)"

Diese Matrix heiBt auch Jacobi-Matrix
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential
rae H n _ n J A
Beweis: Sei v € R" und F =}, Fle;. .
Da F differenzierbar ist, sind alle Komponentenfunktionen F/
differenzierbar. D.h. es gilt fiir jede Komponente F/

| FI(x + tv) = Fi(x) — dF{(tv))]

0 = Ilim
t—0 tl[|v]|
j _ Fi )
_ ”mo F. (x+tvt) FI(x) _dFi)|,
t—

dh. dFi(v) = L]emoFi(x + tv) = O, FI(x).
Damit erhdlt man fiir v = ¢; die i-te partielle Ableitung 0;F/(x) = dF/(e;).
Dies gilt fiir jede Komponente F/ und somit

0;F*(x)
dF(e) = : = j-te Spalte von dF,.
0iF™(x)
Dies beweist die Formel fiir die Ableitungsmatrix. O
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Folgerung

Sei U C R" offen und f : U — R eine differenzierbare Funktion.
Dann existiert fiir alle v € R" die Richtungsableitung 0,f(x) und es gilt

0, f(x) = dfiyv = (grad f(x), v).
Die Jacobimatrix von f ist gegeben durch

df = (01f,...,0nf) = (grad )t : U — (R,

X — dfy.

Beispiel

Fiir die Koordinatenfunktionen f(x) = x/ haben wir grad(x/) = ¢; und
somit dx/ = e/ = ejt. Man schreibt daher fiir jede differenzierbare Funktion
f auf einer offenen Teilmenge U C R" auch

df = Zn:a,-f dx’.
i=1




Differenzierbarkeit und Stetigkeit
Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit

Satz

Sei U C R" offen und F = Zj"zl Fiej : U — R™ in x differenzierbar. Dann
ist F ist in x stetig.

Beweis. Sei x, := x + &, mit £, — 0 eine Folge, die gegen x konvergiert.
Dann ist wegen der Dreiecksungleichung

I|F(xn) — F(x) — dF«(&)| 1€nll 41| dFx(€0)]]-
1€l ~

—0

IF(xn) = FOl <

-0, wg. f diffb.

Nun ist aber dFy : R” — R linear und damit stetig, d.h. auch
[dFx(&n)ll —¢,—0 0. Also [|F(xa) — F(x)|| — . O
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Hinreichendes Kriterium fiir Differenzierbarkeit
Satz
Sei U C R" offen, F = ZJ'"II Fi ej : U — R™ partiell differenzierbar und

alle partiellen Ableitungen 0;F/ seien an der Stelle x € U stetig.
Dann ist F in x differenzierbar.

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass m = 1.
Sei & > 0 so klein, dass B-(x) C U und ¢ =7, ¢'e; € B.(0).

Fiir i = 1,..., n betrachten wir die Funktionen
gi(t) = FOA+1tx2...,x")
gi(t) = FOE+ e x et x4, X x")
gn(t) = FOE el xm et xn 4y

Dann gilt

gl(0) = OF(x*+&t, . x4t X X
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Weiter im Beweis:
Auf diese Funktionen wenden wir nun den MWS an und erhalten fir

i=1...nZahlen 6" € (—|¢7],£") mit

FOP+er o x & X x) = F(xP b, x4 e X xD)
= EOF(x L X e X ™)

Setzt man nun

yi = (e x4 X X
zi = (P4 X e gl X X,

so erhdlt man daraus

Fx+8) —F(x) = > Fly) = Flyk-1) = Y 0kF ().
k=1
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e ale: u SEic
Ende des Beweises: Mit Hilfe der CSU ergibt sich dann

[Fx+8) = (&) =371 0F(ET | 71(0iF(21) — 0iF(x))¢]

€] €]
1Y (0iF (z1) — 0iF (x))ei
i=1

IN

Fir ¢ — 0 gilt auch z; — x.
Da nun alle partiellen Ableitungen stetig sind, bekommen wir

0iF (zi) —¢—0 O0iF(x),

und somit
Fx 9 = (O - S 0FE]
£—0 €]l
Damit ist F differenzierbar. O
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Satz
Sei F : R" — R™ eine Abbildung, die in x differenzierbar ist. Dann gilt:
o Ist G:R" — R™ in x differenzierbar, so auch F + G und es gilt

d(F+ G)x = dF+ dGy
e Fiir A\ € R ist AF in x differenzierbar und es gilt
d(AF)x = XdFy
@ Ist h: R" — R in x differenzierbar, so auch h - F und es gilt
d(h-F)x = F(x)-dhy+ h(x)dFy.

e Ist g : R" — R in x differenzierbar und g(x) # 0, so ist éF in x
differenzierbar, und es gilt:

1 1
d(gF>X — s (el — Fx) - dg).

o
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Satz (Kettenregel)

Seien U C R",V C R™ offen, F: U — R™, F(U) C V und G : V — RX.

Wenn F in x und G in 'y = F(x) differenzierbar sind, dann ist
G o F : U — R¥ in x differenzierbar und

d(G o F)x = dG, o dF,.

Beweis. Fiir x € U, y = F(x) € V, £ € R" und 1 € RM definieren wir

©(§) = F(x+¢&)—F(x)— A, wobei A= dFy,
Y(n) = G(y+n)—G(y)—Bn, wobeiB=dG,,

Dann gilt wegen der Differenzierbarkeit von F und G, daB

lim (5) = lim M

=0.
e el o Tl
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Weiter im Beweis:
Fiir das spezielle n = F(x + &) — y = AS + (&) erhalten wir

(GoF)(x+&) —(GoF)(x) = G(y+n)—G(y)
= Bn+(n)
= BA{+ Bo(§) +9(n)

D.h.
i (G0 P8 = (G0 F)() — BAG _ o 1Be(@)] , . w(n)]
£-0 1€]] &0 JEl e [l
Nun ist aber wegen der Linearitdt von B

- 1Be(O _ o(§) (@)

lim ——=>— = B < Bl op o M =

I e = 418 )1 = 1Bl e
Also genligt es, zu zeigen, dass lim¢_g % =0.
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Ende des Beweises: Dazu bemerkt man, daB n — 0 falls £ — 0, denn
wegen der Dreiecksungleichung ist

Il = AS+ (@Il < [IAg]l + [l —¢—o O.

Somit ist W —¢0 0. Aus der der Differenzierbarkeit von G und der
Dreiecksungleichung folgt dann:

el el Il _ )l 1AS + ¢(©)]
H RG]
Wl 1Al | )l
—e_0 0,
Tl <H£|| M| ) e
N—— N——
—¢—00 —¢—00

denn wieder gilt, diesmal wegen der Linearitat von A, daB % —¢—00.0
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Folgerung (Kettenregel in Komponenten)

Seien U C R",V C R™ offen, F: U —R™, F(U)C V und G : V — R.
Desweitern sei F in x und G in y = F(x) differenzierbar. Dann ist
G o F : U — R in x differenzierbar und

9i(G o F)( Zakc JOiFK(x), i=1,2,....n,
bzw. in Komponenten

3 ((Go FY) (x Zakcf (x), i=1,2,...,n,
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Beispiele

In den folgenden Beispielen betrachten wir Abbildungen des Vektorraumes
2

der n x n-Matrizen Mat,(R) = R".
(i) Sei F: Mat,(R) — R gegeben durch F(A) = det(A). Dann gilt fiir
das Differential in 1,

dFy,(A) = d dety, (A) = spur(A).

Beweis: Es ist

d g g o\n o\n
dF,(A) = —leo | Y e(@)(67™ + ta7My . (85 4 a7
g€S,
d 1 n

= @k ke
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Beispiele

(i) Nun sei F: Mat,(R) — Mat,(R) gegeben durch F(A) = A? und
G : Mat,(R) — R durch G(A) = spurA.
F und G sind auf Mat,(R) differenzierbar mit

d
dFaB = —li=o [(A+tB)?] = AB + BA,

und
d
dGaB = ah:o [spur(A + tB)] = spurB,

fir A, B € Mat,, (R).
Somit ist G o F : A+ spur(A?) differenzierbar und

d(G o F)aB = dGF(a) o dFAB = spur(AB + BA) = 2spur(AB).
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Beispiel

Sei ¢ : (—e,e) — R" (¢ > 0) eine im Nullpunkt differenzierbare Kurve,
c(0) =x, (0) =v eR".

Ferner sei f : U — R eine in einer offenen Umgebung U C R"” von x
definierte und in x differenzierbare Funktion.

Dann gilt fiir die Ableitung der Funktion foc: (—¢,¢) — R:

(f o c)'(0) = dfe(0)(c'(0)) = dfi(v) = 0, f(x).

D.h.
T ol () = DF() = Sjo(Flx+ 1),
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Differenzierbare Abbildungen Mittelwertsatz

Mittelwertsatz

Satz (Mittelwertsatz fiir Funktionen auf dem R")

Sei U C R"” offen und F : U — R stetig differenzierbar.
Seien weiterhin x € U und § € R", so daB x + t§ € U, fiir alle t € [0, 1].
Dann existiert ein xo = x + tp§ € U mit ty € (0,1), so daB

F(x + &) — F(x) = dF(§)-

Beweis. Der Beweis beruht auf dem MMS fiir Funktionen f : [0,1] — R.
Sei p:[0,1] = R", t+—x+t{und f =Foe:[0,1] — R.

Nach dem MWS fiir f erhalten wir ein ty € (0,1) mit £(1) — f(0) = f/(to).
Aus der Kettenregel ergibt sich dann

F(1) = f(0)=f(to) = (Fou)(t) = dFree(¢'(t0))

Fir p(t) = x4+ t€ ist ¢’ =& und damit F(x+ &) — F(x) = dF(£). O
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Differenzierbare Abbildungen Mittelwertsatz

Ist eine Abbildung F : U — R™ konstant, so ist dF, = 0 fiir alle x € U.
Fiir bestimmte U erhilt man aus dem MWS auch die Umkehrung.

Folgerung

Sei U C R" offen und wegzusammenhingend, d.h. fiir zwei beliebige
Punkte x,y € U gibt es eine stetige Kurve c : [0,1] — U mit c(0) = x
und c(1) =y.

Sei F : U — R™ differenzierbar mit dF, = 0V x € U. Dann ist F konstant.

Beweis. Sei x € U und € > 0 so daB K, := B.(x) C U. Nach dem MWS
ist F auf K konstant, d.h. F|x, = d.

Sei nun y € U und c eine stetige Kurve von x nach y. Deren Bild wird
iiberdeckt durch das Mengensystem {B:(c(t))}+co,1-

Da nun [0, 1] kompakt ist und c stetig, ist auch ¢([0, 1]) kompakt. Daher
finden wir eine endliche Teiliberdeckung durch offene Bille B-(c(t;)) fiir
i=1,...kund t; =0, tx = 1. Damit ist aber Flg () =d = F|g_(c(1)),
d.h. F(y) = F(c(tk)) = ... = F(c(t1)) = F(x).
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Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

Niveaumengen und Gradient

Satz
Sei U C R" offen, f : U — R stetig differenzierbar.

Dann steht grad f senkrecht auf den Niveaumengen

Ne (k) == {x € R"|f(x) = k},

d.h. fiir jede in N¢(k) verlaufende differenzierbare Kurve c : (a,b) — R"
gilt

grad fle;) L c'(t) fir alle t € (a,b).

Beweis. Das folgt durch Ableiten der Gleichung f o ¢ = k:
0=dfcoc = (gradf,c’).
O
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Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

Beispiel
Sei f : R" — R gegeben durch die Norm, f(x) = ||x||. Die Niveaumengen

sind dann Kugeln vom Radius k und der Gradient ist gradf(x) = =.

Il

Bemerkung

Wenn grad f(x) # 0 ist, so gibt der Gradient die Richtung des starksten
Anstiegs der Funktion f im Punkt x € U an, denn fiir jeden Einheitsvektor
v € R" gilt wegen der CSU

0vf(x) = (grad f(x), v) < |lgrad f(x)||

. . . _ gradf(x)
mit Gleichheit genau dann, wenn v = Nerad PG
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Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

Lokale Extrema

Definition
Sei U C R", f: U— R eine Funktion und x € U.

Man sagt, dass f in x ein lokales Maximum (bzw. ein lokales Minimum)
annimmt, falls es € > 0 gibt, derart dass

f(x) = £(§)  (bzw. f(x) < f(£))

fir alle ¢ € U mit ||x — || < e.
Lokale Minima und Maxima heiBen auch lokale Extrema.

Man spricht von einem isolierten lokalen Extremum, falls zusatzlich

f(€) # f(x) fiir alle ¢ € U\ {x} mit ||x —&|| < e.

175 /373



Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

Lokale Extrema und Gradient

Satz
f: U — R sei an der Stelle x € U partiell differenzierbar (U C R" offen).

Wenn f an der Stelle x € U ein lokales Extremum annimmt, dann gilt
grad f(x) = 0.

Beweis. Fiir alle i = 1,...,n ist die Funktion t — g(t) := f(x + te;) im
Nullpunkt differenzierbar und hat dort ein lokales Extremum.

Demnach gilt
0 = g'(0) = 9;f(x).
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eyl
Taylorentwicklung

Satz (Taylorentwicklung fiir Funktionen einer Variablen)

Sei f : | — R eine (m + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion auf einem
Intervall | C R. Dann gilt

Fx+€) = Fx) + 7008 + 57008 + -+ — FMGIET + Ry (3, ),

gm—i—l
wobei  Rpi1(x,€&) =

1
i / (1= )™M (x 1 e)d,
H 0

fiir alle x,& € R, so dass {x + t&|t € [0,1]} C I.

Beweis (durch Induktion nach m)
Der Fall m = 0 ist der Fundamentalsatz der Differenzial- und
Integralrechnung:

Flx+8) — F(x) = /

X

x+E& 1
F(s)ds = ¢ / F(x + t€)dt = Ru(x,£).
0
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Weiter im Beweis: Induktionschritt

Wir gehen aus von:

Rm(x,€) = fml). /1(1 — )" (x + ) dt

(m—=1)Jo
Partielle Integration ergibt

1
/ (1— )™ LFm) (x 4 £€)dt =
0

- %(1 — t)mfF(m)(

5 / (1 — t)™FmH) (x + ¢€)edt.

und somit

m m+1 pl
60+ [ s e

Rm(X7 5) =

m!

O
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Restglied der Taylorentwicklung
Satz (Restglied)
Unter den Voraussetzungen des letzten Satzes existiert T € [0, 1] mit

€m+1

Rm+1(x,§) = (m+ 1)

Fm ) (x + 7€).

Beweis. Sei k bzw. K das Minimum bzw. Maximum der stetigen Funktion
t s (M (x 4 t€) auf dem Intervall [0,1].
Dann gilt mit Z := fol(l — t)Mdt:
1
KT < / (1 — t)"FmH D) (x 4 t€)dt < KT.
0
Nach dem Zwischenwertsatz existiert daher 7 € [0, 1] mit

1
/ (1 — &)mFm D (x 4 te)dt = FMH D (x + 7€)1,
0
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Weiter im Beweis:

Insgesamt ergibt sich

B gm—l—l 1 m (1)
Rra(x€) = oo [ o
- fr,:lf(”’“’(wfg)f
m+1
- (r§+1)!f(m+1)(><+ff),

denn )
(1 _ t)m—i—l _ 1
m+1 0_m+1

1
I:/O(l—t) dt = —
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Notation: Multiindizes

Um die Taylorentwicklung fiir Funktionen von mehreren Veranderlichen
kompakt schreiben zu kénnen, fiihren wir die folgenden Abkiirzungen ein.

Fiir a1, 02,...,a, € Nund x = Y7, x'e; € R" setzen wir
a = (a1,02,...,0p)
la| == a1+t +an

! aplas! - ap!
x& - (Xl)oq(XZ)az L. (Xn)a,,

g% = 8m9%... 8%

Definition
Sei U C R" offen.

CKU) :=={f : U — R | f ist k-mal stetig partiell diff.bar }

heiBt Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen. -~




Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Taylorentwicklung fiir Funktionen von n Variablen

Satz (Taylorentwicklung)

Sei U C R" offen, f : U — R eine (m + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion, x € U und £ € R", so dass {x + t&|t € [0,1]} C U.

Dann existiert T € [0, 1], so dass

fx+8 =Y iaaf(x)ga + > %80‘f(x + 7E)EY.

lal<m laf=m-+1

Beweis. Wir fiihren den Satz auf den Fall n = 1 zuriick.

Dazu betrachten wir die (m + 1)-mal stetig differenzierbare Hilfsfunktion
t— g(t) :=f(x+ t&).
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Nun benutzen wir den folgenden Hilfssatz:

Lemma
Fiir die partiellen Ableitung der Ordnung k < m + 1 der Funktion
g:[0,1] = R, g(t) = f(x + t&), gilt

)=k > iaaf(X-F t€)E™

|a|=k

Beweis des Satzes: Der Satz folgt nun mit Hilfe des Lemmas aus der
Taylorentwicklung von g im Nullpunkt:

N _ _ v 1oy L gmen,
o) = ) = 3 g k(o>+(m+1)!g ()
= Z i 3 ilaaf(xwg)ga.
A= ol |a|:m+1a.

O
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Beweis des Lemmas: Wir beweisen das Lemma durch Induktion nach k.
Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen. Wir berechnen g(k*1)(t) aus

gDt =k Y iaaf(w )¢

|a|=k

Mit der Kettenregel erhalten wir:
i8O‘f(x + t&) = Zn:&(‘)o‘f(x + t&)¢!
dt =

und somit

(k+1 (t) = klz Z 8ﬁa (x + tf)gafi.

i=1 =k ¢
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Weiter im Beweis: Daraus ergibt sich weiter:

gk () = k) iaiaaf(X+t€)£“€"

i=1 |a|=k
= klz Z aﬁf (x + te)e?
i=1|8|= k+1
1
= (k+1) > Eaﬁf(x + t€)€P,
|Bl=k+1
denn Y7 Bi= |8 =k+1 O

Damit haben wir das Lemma und somit auch den Satz bewiesen.
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eyl
Approximation durch das Taylorpolynom

Folgerung
Sei U C R" offen, f : U — R eine m-mal stetig differenzierbare Funktion
und x € U.

Dann existiert § > 0 und ¢ : Bs(x) — R, so dass Bs(x) C U und

et = 3 S0 (L +9(6)

la|<m

fiir alle ¢ € Bs(0), wobei
- ¢(§)
lim —= =0
&0 [|€]|™m

Definition

2 lal<m Loaf(x)¢« ist ein Polynom vom Grad m in den Variablen

&L, ...,€" und heiBt m-tes Taylorpolynom.

v
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Taylorentwicklung
Beweis (der Folgerung).

Da U offen ist, existiert Bs(x) C U. Aus der Taylorentwicklung der
Ordnung m — 1 folgt fiir £ € Bs(0):

fx+8= > iaaf(x)ga + ) i@o‘f(x + 7)E,

la|[<m—1 "~ |al=m

mit 7 € [0, 1].
Wir setzen

P€) = D0 (O Fxt7E) — 9 F(x))E

lal=m

Dann gilt f(x +&) = 3, j<pm a1 F(X)E* + ¢(€) und

lim (&)/1IEI™ =0,

denn die m-ten partiellen Ableitungen von f sind stetig.

O
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Beispiel
Sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar und x,& € R”
derart, dass {x + t&|t € [0,1]} C U.

Dann gilt

Flx+8) = F() + 3 (e + 5 D By (I +(6),

fi=il ij=1

quadratisches Taylorpolynom

i e€) _
wobei limg_g R = 0.
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Differenzierbare Abbildungen Hessematrix und lokale Extrema

Hessematrix

Definition
Die symmetrische Matrix

Hess f(x) := (9;0;f(x))i j=1,..n

heiBt Hessematrix von f im Punkt x.

Nachtrag zum letzen Beispiel:

Mit der Hessematrix ldsst sich die obige Gleichung nun indexfrei schreiben:

Flox+€) = (x) + (grad £(x), ) + 5 {Hess F(x)6, ) + (6).
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Differenzierbare Abbildungen Hessematrix und lokale Extrema

Definition
(i) Eine symmetrische Bilinearform « auf einem reellen VR heiBt positiv
semi-definit, wenn

a(v,v) >0 firalle veV.

(i) « heiBt negativ definit (bzw. negativ semi-definit), wenn —« positiv
definit (bzw. positiv semi-definit) ist.
(iii) « heiBt indefinit, wenn o weder positiv noch negativ semi-definit ist.

(iv) Ein symmetrischer Endomorphismus A eines Euklidischen VR heiBt
positiv definit (bzw. positiv semi-definit, indefinit etc. ), wenn die
zugehérige symmetrische Bilinearform

a(v,w) = (v,Aw), v,weV,

positiv definit (bzw. positiv semi-definit, indefinit etc. ) ist.
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Differenzierbare Abbildungen Hessematrix und lokale Extrema

Hessematrix und lokale Extrema

Satz
Sei U C R" offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar.

(i) Wenn f an der Stelle x € U ein lokales Minimum (bzw. Maximum)
hat, dann ist grad f(x) = 0 und Hess f(x) ist positiv (bzw. negativ)
semi-definit.

(i) Wenn der Gradient von f an der Stelle x € U verschwindet und
Hess f(x) positiv (bzw. negativ) definit ist, dann hat f in x ein
isoliertes lokales Minimum (bzw. Maximum).
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Differenzierbare Abbildungen Hessematrix und lokale Extrema

Beweis.

(i)

f habe in x z.B. ein lokales Minimum. Wir wissen bereits, dass
grad f(x) = 0 und mit h(§) := J(Hess f(x)&, &) gilt

F(x) < f(x +&) = F(x) + h(§) + »(&)-
Daraus folgt 0 < h(§) + ¢(&)., d.h. h(§) > —p(§) und somit mit
t € R*:
()Y M 9 o,

€ ~ Tl ~ Teel = [lec]

Das impliziert h(y) > 0 fiir alle Einheitsvektoren y, d.h. h > 0.

Sei nun umgekehrt grad f(x) = 0 und h(&) > O fiir alle £ # 0.
Dann ist m = min,—1 h(y) > 0.
Weiterhin findet man zu 0 < & < mein § > 0, so dass |p(¢)| < £]|¢]|?
fiir alle 0 # & € Bs(0).
Aus der Taylorentwicklung folgt dann
F(x + &) = f(x) + h(§) + ¢ (&) > f(x) + mllg]]* - e[l€]|* > f(x).
O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Umkehrsatz

Definition (Diffeomorphismen)

Seien U und V offene Mengen im R". Eine bijektive, stetig differenzierbare
Abbildung f : U — V deren Umkehrabbildung auch stetig differenzierbar
heiBt Diffeomorphismus zwischen U und V.

Satz
Sei f : U — V ein Diffeomorphismus. Dann ist fiir alle x € U die
Ableitung dfy invertierbar und es gilt

(df Drpg = (df)™

Beweis. Dies folgt aus der Kettenregel:

ldgn = d Idy = d(ftof) = df}

und damit df 3 = (df)"". O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Umkehrsatz

Der Umkehrsatz besagt nun, daB lokal auch die Umkehrung gilt, d.h. daB8
in einer Umgebung von x ein Umkehrabb. existiert, falls df, invertierbar ist.

Satz (Umkehrsatz)

Sei U C R" offen, f : U — R" stetig differenzierbar und p € U so daB die
Ableitungsmatrix df, invertierbar ist. Dann existieren offene Umgebungen
V Cc U von p und W von q := f(p), sodaB f|y : V — W ein
Diffeomorphismus ist.

Beispiele
e Sei f: R — Ry, f(x) = x2 mit f/(x) # 0 fiir x € R\ {0}. Dann ist:
x>0= W =Ry, V=R, und f1(y) = ,/y, und
x<0= W=Ry, V=R_und f(y)=—/y.
o f:R — R, f(x) = x> besitzt eine stetige Umkehrabbildung (da

streng monoton wachsend). Diese ist aber nicht differenzierbar in
y =0=f(0) da f’(0) = 0.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Der Beweis des Umkehrsatzes beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz
und den folgenden beiden Sitzen.

Satz (Schrankensatz)

Sei f: U C R" — R stetig differenzierbar. Sei K C U eine kompakte
Menge, die konvex ist, d.h. fiir alle x,y € K liegt auch die Strecke

{tx+ (1 —t)y |t €[0,1]} in K. Dann ist f auf K Lipschitzstetig, d.h. es
existiert eine Zahl L > 0, die Lipschitzkonstante, so dall

1) = F)IF < Lllx =yl

fiir alle x,y € K. L ist dabei gegeben durch L = max,ck || dfx|| operatornorm-

Beweis. Da K kompakt ist und x — df, stetig, existiert

L—max dfy _ = max max df,
|0 op.-rorm = max _max_[[d£(€)]

Nach dem MWS existiert dann fiir x,y € K ein ty € [0, 1], so daB
1 (x) = FW)I = [ldfigur(1—t0)y (¥ = X) I < Llly — x|I. O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Satz

Seien U und V offene Mengen im R" und f : U — V stetig differenzierbar
und bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung f~* : V. — U. Wenn fiir jedes
x € U das Differential df, invertierbar ist, so ist f ein Diffeomorphismus,

d.h. =1 ist auch stetig differenzierbar und dffzi) = (df) 7L

Wir erinnern uns:

f(x) = x3 hat eine stetige aber in x = 0 nicht stetig differenzierbare
Umkehrabbildung.

Beweis. Wir zeigen die stetige Differenzierbarkeit von f~1 in y = f(x).
0.B.d.A. kénnen wir annehmen, daB x = y = 0 und df, = Id, denn:

Sind L3, Ly : R” — R" invertierbare lineare Abbildungen, so gilt der Satz
fiir f genau dann, wenn er fiir Ly o f o Ly gilt.

Mittels einer Translation verschiebt man dann x und y nach 0, und mittels
L := (df,)~! erhilt man nach der Kettenregel

d(Lo f)x = dLy(yy o dfy = Lo df, = Id.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Weiter im Beweis des Satzes: Sei y € V und x := f~1(y) € U. Wieder
definieren wir

p(x) = f(x)—£(0) —dh(x) = f(x)—x
y) = ) -y = x—f(x) = —p(x) = —p(f ().
Wir miissen zeigen, daB Iﬁ(T}\/\) —y—0 0.

Da f stetig differenzierbar ist, gilt % —x—0 0.
D.h. wir finden ein & > 0, so daB 120l < 1 fiir alle ||x|| < e.

lIx1l
Da 1! stetig ist, finden wir zu diesem ¢ ein § > 0, so daB ||[F~1(y)|| < e
fur alle ||ly|| < d. Somit gilt fiir alle y mit |ly|| < J, daB

[ = Gl < 2lxll = 1£2 ()]l (%)

und daher wegen der Dreiecksungleichung

(*) 1
W< 1) =yl + Iyl = T+ Iyl < SIF W)+ Iyl
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Ende des Beweises: Also haben wir fiir alle y mit |ly|| < ¢, daB

1)l < 2llyll
und somit
I _ IeCAI X _ G IF NI o el
Iy [ [l X[l vl [

Aus y — 0 folgt nun, wegen der Stetigkeit von f~1, daB auch
x = f~}(y) — 0 und somit

Wl 5 oGl )0 0.
Iyl X
Damit ist £~ stetig diff.-bar in x und wir erhalten df, "' = (dfy)~L. O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Jetzt beweisen wir den Umkehrsatz:
Satz (Umkehrsatz)

Sei U C R" offen, f : U — R" stetig differenzierbar und p € U so, daB die
Ableitungsmatrix df, invertierbar ist. Dann existieren offene Umgebungen
V C U von p und W von q := f(p), sodaB fly : V — W ein
Diffeomorphismus ist,

d.h. f|y ist bijektiv und (f|y)~! : W — V stetig differenzierbar.

Beweis. Wir konnen wieder 0.B.d.A. annehmen, daB p = g =0 und
df, = Id. Der Beweis des Umkehrsatzes erfolgt nun in mehreren Schritten:

1) Definition von W: Sei § > 0, so daB By5(0) C U und so, daB

1
d — dfell op. — pom < 5 fiir alle x € Bys(0). (%)

Wir setzen dann W := B;(0).
2) Definition von V:
V= fY{(W) N By(0).
Da W offen ist und f stetig ist auch das Urbild f~1(W) offen.Damit

ist V' als Durchschnitt zweier offener Mengen offen. 100 /473




Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz
Weiter im Beweis: 3) f|y : V — W ist bijektiv:
Zu y € W = B;(0) definieren wir die differenzierbare Abbildung
oy, U—=R" ¢, (x):=y+x—Ff(x).

Ein Fixpunkt x von ¢, ist eine Lésung von f(x) = y. Wegen
(dpy)x = Id — df; liefert der Schrankensatz auf Bys0) C U daB

1
lley(a) = ey Gl < Sl =l ()

Da ||y|| < ¢ gilt fiir alle x € Bys(0), daB

Iy I < llpy (x) = @y () + lly[l < 29,

D.h. ¢, : By5(0) — Bas(0). Wegen (xx) ist ¢, also eine kontrahierende
Abbildung auf dem vollstandigen metrischen Raum By;s(0).
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz finden wir also zu jedem
y € W = B;(0) genau ein x € By5(0) mit ¢, (x) = x.
Wegen ||x|| = |lpy(x)]| < 26, gilt sogar x € By5(0). D.h aber, daB
f(x) =y und x € F~Y(W) N Bys(0) = V. Somit ist f : V — W bijektiv
und wir kénnen die Umkehrabbildung mittels f ~1(y) := x definieren.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Weiter im Beweis:
4) f~1ist stetig:

Wegen (**) und der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir x3,x; € V

e —xall = [lwolx2) = olx1)ll + [[f(x2) — f(x1)l

(=) 1
< gle—xll+[1f0e) = FOa)ll.
Damit ist fiir x; = f~(y1) und x2 = f~1(y»)

1F7 ) = o)l < 2lly2 = wall,

und somit ist £~ stetig.
5) Fiir alle x € V ist dfy ein Isomorphismus:
Fiir x € V C Bys(0) und der Wahl von § in (*) gilt fiir £ € R”

I~ a2 (@) < el

Fiir £ € Ker(df,) ist dann [[£]| < 3|€]|, d.h. € = 0. Also ist df;
invertierbar.

Aus dem vorigen Satz folgt somit die Behauptung des Umkehrsatzes.

O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Bemerkung:

f~1 ist sogar k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal stetig

differenzierbar ist (k € N). Die Gleichung df, ! = dfg*(;) zeigt namlich,

dass f~! k-mal stetig differenzierbar ist, wenn f k-mal und f~1
(k — 1)-mal stetig differenzierbar ist.

Folgerung

Sei U C R" offen und f : U — R" eine stetig differenzierbare Abbildung
mit df, invertierbar fiir alle x € U. Dann gilt

e f(U) C R" ist offen. [Offenheitssatz]
@ Ist f injektiv, so ist f ein Diffeomorphismus. [Diffeomorphiesatz]

Beweis. UA O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Beispiel (ebene Polarkoordinaten)
Die Abbildung

e (1)-(5)-(32)
2 y I’SIHQO

ist unendlich oft differenzierbar. |hr Differential ist

% g—x cosyp —rsing
df < % g—é > ( sinp  rcosp )
Da det df = r, gibt es zu jedem Punkt p = (ry, ¢0) € R* x R eine offene
Umgebung U C R* x R, so dass f U bijektiv auf eine offene Menge

V = f(U) C R? abbildet mit unendlich oft differenzierbarer
Umkehrabbildung (f|y)~t: V — U.

ZB. U=Ry x (po —m, 0 + ).
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Seizz oy ipllaiie Gustidsmer
Satz iiber implizite Funktionen

Motivation

Sei f : R” — R eine Funktion. Wir betrachten die Gleichung
f(xt,...,x") =0,

bzw. die Lésungsmenge Nf := {x € R" | f(x) = 0}.

o Ist f linear, so ist die Losungsmenge N¢(0) ein (n — 1)-dimensionaler
Unterraum. D.h. eine Variable, z.B. x,, ist durch die anderen durch
eine lineare Abbildung g : R"~! — R bestimmt:
f(xt,...,x") =0 <= x, =g(x},...,x" 1) mit g linear. D.h. wir
I6sen nach der Koordinate x" auf.

@ Was passiert, wenn f nicht linear ist? Unter welchen Bedingungen
kann man nun die Gleichung nach einer Koordinate aufldsen, d.h.
wann existiert eine Funktion g : R""! — R, so daB

f(xl, .. .x"_l,g(xl, . ,X"_l)) =)

d.h. N¢(0) = graph(g)? Ist g differenzierbar, falls f differenzierbar ist?

o z

Mrid




Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen
Beispiele

o Sei f :R? —» R, f(x,y) :=x2+y? — 1. Es ist N¢(0) = S? der Kreis.
Hier bendtigen wir zwei Funktionen, um N¢(0) als Graphen
darzustellen:

St = {(xy)eS'|y>0} U {(x,y)eS'|y<0}
graph(g+.) U graph(g-)

mit g+ : [-1,1] — Ry, g(x) := £v1 — x2. g1 sind differenzierbar
nur auf dem offenen Intervall (—1,1).

o f(x,y,z) = x>+ y? d.h. Nf = {(0,0,2) | z€ R}. Hier gibt es kein g
mit graph(g) = Nr.

o f(x,y):=x — y3. Hier ist g(x) = ¥/x nicht differenzierbar in 0.

C f(va) = y2 — X2(1 - X2)' Nf(O) \ {(_1? O)a (07 0)7 (17 0)} ist
Vereinigung von Graphen von 4 stetig differenzierbaren Funktionen.

N¢(0) = /
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Seizz oy ipllaiie Gustidsmer
Satz iiber implizite Funktionen

Satz (Satz iiber implizite Funktionen)

Sei U C R™ x R" offen, f : U — R" k-mal stetig differenzierbar (k > 1)
und (p,q) € U, so dass f(p,q) = 0. Weiterhin sei das Differential der
Abbildung y — f(p,y) sei im Punkt y = q invertierbar.

Dann gibt es eine offene Umgebungen V. C R™ von p und W C R" von q
und eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung g : V' — W so daB fiir
alle (x,y) € Vx W gilt: f(x,y)=0 <= y=g(x).

D.h. N¢(0) NV x W = graph(g).

Beweis. Wir betrachten F : U — R™ x R", F(x,y) = (x, f(x,y)).

Das Differential von F an (p, q) berechnet sich wie folgt aus dem
Differential der Abbildung y — f(x,y) =37, fi(x,y)e;:

1, 0
(7 @ o)
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

A\ n
Weiter im Beweis: Da (%) . (p, q) im Punkt (p, q) invertierbar ist,
i) ij=

ist auch dF(,, q) im Punkt (p, q) invertierbar.

Nach dem Umkehrsatz gibt es offene Umgebungen Vi3 C R™ von p und

Vo C R" von g, so dass V; x Vo C U C R™ x R” durch F bijektiv auf eine
offene Umgebung Q2 C R™ x R" von F(p,q) = (p,f(p,q)) = (p,0)
abgebildet wird, und zwar so, dass die Umkehrabbildung

G:(Gl,Gz):QH V1><V2

k-mal stetig differenzierbar ist.
Dann ist V := {x € V4|(x,0) € Q} eine offene Umgebung V C V; von p.
Wir setzen dann W := V, und

g:V—-W, g(x):=Gx,0).

Da G k-mal stetig differenzierbar ist, ist es auch g.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Weiter im Beweis: Aus

Q3 (xy) = F(G(x,y)) = (Gi(x,y), f(Gi(x, ), Ga(x,¥)))  (¥)

folgt dann Gi(x,y) = x und f(x, Go(x,y)) = y.
Wir iiberpriifen die nun Aquivalenz f(x,y) =0 < y = g(x) fiir alle
(x,y) e Vx W:

(<) Da g(x) = Ga(x,0) folgt aus (*), daB f(x, g(x)) = O fiir alle x € V.
(=) Umgekehrt folgt aus (x,y) € V x W mit f(x,y) =0, daB
F(x,y) = (x, f(x,y)) = (x,0)und somit

(x,y) = G(F(x,y)) = G(x,0) = (G1(x,0), Gz(x, 0)) = (x,&(x)),

d.h. y = g(x).
Damit ist der Satz bewiesen. O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Beispiel (zweischaliges Hyperboloid)
Die Funktion f : R3 =R? x R — R,

f(x,y,z) = x2—|—y2 —22—|—1,

erfiillt 9f = —2z £ 0 fiir alle (x,y,z) € H := f~1(0).

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen definiert die Gleichung
f(x,y,z) = 0 also lokal eine unendlich oft differenzierbare Funktion
(x,y) — z = g(x,y). Diese kann man durch Auflésen der Gleichung
f(x,y,z) = 0 nach z berechnen:

g+(x,y) =tvVx2+y2+1.

Der Graph von g, : R?> — R*, bzw. g_ :
R2 — R_ ist die obere, bzw. untere, Schale
des Hyperboloids H.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Bemerkung

Unter den Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen 13Bt sich
das Differential der durch die Gleichung f(x, y) = 0 implizit definierten
Abbildung x — g(x) wie folgt berechnen.

Bezeichnet d,f das Differential der Abbildung x — f(x,y) und d,f das
Differential der Abbildung y — f(x,y), dann liefert Ableiten der Gleichung
f(x, g(x)) = 0 nach der Kettenregel:

0 = dvf + d,fdg = dg = —(d,f) 1df.

Hierbei ist dg an der Stelle x und dif,d,f an der Stelle (x, g(x))
auszuwerten:

dglx = — (dyflixg(x)) - x| (x.g(x))-

In Komponenten, i=1,...,nund j=1,...,m

of ). 08" o _
8J 7g +Zak X W(X)—O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Abbildungen von konstantem Rang

Definition (Rang einer differenzierbaren Abbildung)
U C R™ sei offen und f : U — R" differenzierbar.
(i) Der Rang von f im Punkt p € U ist definiert als

rg(f), := rg dfy, < min{m, n}.

Das definiert eine Funktion rg(f) : U — {0,1,2,... ,min{m,n}}.
(ii) f heiBt Immersion, wenn rg(f) = m.
(iii) f heiBt Submersion, wenn rg(f) = n.

(iv) k-mal stetig differenzierbare Abbildungen heiBen auch von der Klasse
Ck oder Ck-Abbildungen, k € NU {oo}.

(v) UCR™, V CR" seien offen. Eine C*-Abbildung f : U — V heiBt
Ck -Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und f —1 von der Klasse Ck
ISt.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beispiele
(i) Sei m < n.

R™ 5 (x}, ..., x™) = (x},...,x™,0,...,0) € R™ x R"™™ = R"

ist eine Immersion. Diese nennt man auch kanonische Immersion «¢.
(i) Sei m > n.

R™ 3 (x},...,x™) = (x},...,x") €R"

ist eine Submersion. Das ist die kanonische Submersion (Projektion)
.

(iii) Sei r < min{m, n}.

R™ 3 (x},...,x™ — (x},...,x,0,...,0) e R" x R"" =R"

hat konstan ten Rang r.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beispiele

(iv)

(v)

Sei f: U C R" — R eine Funktion. Dann ist F : U ¢ R" — R"t1,
F(x) = (x, f(x)) eine Immersion, denn rg(dFyx) = n. Das Bild von F
ist der Graph von f.

Der Rang eines Diffeomorphismus f: U — V (U C R™, V C R”
offen) ist konstant gleich m = n.

Durch Ableiten der Gleichungen f~1of = Idy und fof~t= Idy
folgt namlich, dass df, fiir alle p € U invertierbar ist, d.h.

m = n = rg(f).

Umgekehrt besagt der Umkehrsatz, dass jede CX-Abbildung

f : U — V vom Rang n zwischen offenen Mengen des R” lokal ein
C*-Diffeomorphismus ist.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Immersionen

Satz (Immersionen)

Sei U C R™ offen, p € U und f : U — R" eine Ck—Abbi/dung mit
rg(f)p=m < n.

Dann existiert eine offene Umgebung V von f(p) und ein
Ck-Diffeomorphismus ¢ : V — (V) C R", so dass

(pof)xt,...,x™) = (x,...,x™0,...,0)

in einer Umg. von p.

Schematisch sieht die Situation bei einer Immersion so aus
V cR"

f

7o L@

R"O>U <, o(V)CR"
wobei ¢ o f = 1. Dies ist durch das Symbol O angedeutet. Man spricht

auch von einem kommutativen Diagramm. 014 /373



Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beweis. Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten im R”
konnen wir annehmen, dass die ersten m Zeilen der (n x m)-Matrix df,,
linear unabhangig sind.

Betrachte F: U x R"™™ — R", F(x,y) = f(x) + (0,y).

F ist von der Klasse C¥ und

0
dF(p.y) = ( dfy ’ 1

n—m

) € Mat,(R).

Da insbesondere dF, o invertierbar ist, existiert nach dem Umkehrsatz
eine offene Umgebung W von (p,0) € R", so dass F|yw : W — F(W) ein
Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung V = F(W) von

F(p,0) = f(p) ist.

Der Diffeomorphismus ¢ := (F|y/)™! : V — W erfiillt dann, wie
gewiinscht, (x,0) = p(F(x,0)) = o(f ( ). O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang
Submersionen

Satz (Submersionen)

Sei U C R™ offen, p€ U und f : U — R" eine Ck—Abbi/dung mit
rg(f)p =n<m.

Dann existiert eine offene Umgebung \V/ C U von p und ein
Ck-Diffeomorphismus ¢ : V — (V) C R™, so dass

(Fou H(xL,...,x™) = (x,...,x")

auf (V).

Hier bekommen wir folgendes Bild:

wobei fop™l =7,
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beweis. Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten im R™
kénnen wir annehmen, dass die ersten n Spalten der (n x m)-Matrix df,
linear unabhangig sind.

Betrachte F : U — R™, F(x',x") = (f(x',x"),x"), wobei

(X', x") e UCR" x R™ ", x' = (x},... x"), x"" = (x"F1 ... x™).

)
F ist von der Klasse C¥ und

df,
o= (51— )-
Da dF, invertierbar ist, existiert nach dem Umkehrsatz eine offene

Umgebung V C U von p € R™, so dass ¢ := Fly : V — F(V) ein
Diffeomorphismus ist.

o erfiillt dann fiir alle (X', x”) € o(V): (X', x") = F(¢~1(x',x")) und
somit, wie gewiinscht, (¢ 1(x,x")) = x. O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Allgemeine Abbildungen von konstantem Rang

Satz (Allgemeine Abbildungen von konstantem Rang)
Sei U C R™ offen, p € U und f : U — R" eine CX-Abbildung mit
rg(f) = r auf U.

Dann existieren offene Umgebungen V C U von p und W C R" von f(p)
und Ck-Diffeomorphismen ¢ : V — (V) C R™, ¢ : W — (W) C R",
so dass

(Wofop H(xL,...,x™) =(x},...,x",0,...,0)

auf (V).

Beweis. Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten im R und
R" kdnnen wir annehmen, dass die Matrix

A= <8f (p)> invertierbar ist.
OxJ ij=1,..,r

e
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Weiter im Beweis:
Betrachte F(x) = (f1(x),..., f"(x),x " ... ,x™).

Da
A *
oF, — ( A 1mr)

invertierbar ist, existiert eine offene Umgebung V C U von p, so dass
¢ = Fly : V — ¢(V) ein Diffeomorphismus ist.

Aus F o ¢71(x) = x folgt dann (¢ ~1(x)) = x' fiir alle i < r und

x € (V).

Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, dass f'(x) = x' fiir alle i < r.

Somit ist ]
dfp_(lr 0)7 B_(@f') .
* B 0 /i joria
und aus rg(f) = r folgt nun B =0, d.h. f hingt nur von (x!,...,x") ab.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Weiter im Beweis:

Wir haben gezeigt, dass f von der Form f(x) = (x/, f”(x’)) ist, wobei
x'=(x...,x") und 7= (FTL L FT).

Sei nun U’ C R" die Projektion von U C R" x R™",

W := U’" x R"" ist eine offene Umgebung von f(p) = (p', f"(p’)), wobei
p’ € R" die Projektion von p = (p’, p") € U C R" x R™ " ist.

Es geniigt nun, folgenden Diffeomorphismus 1) : W — (W) C R" zu
verwenden:

¢(X) — (X/,X// _ f//(xl))7 X = (X/7X//) c W — U/ % Rn—r‘

In der Tat gilt, wie gewiinscht,

P(F(x)) = P, F1(X) = (<, F7(X') = F7(x")) = (', 0). O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beispiel

Die Abbildung f : Mat(n,R) — Mat(n,R), A — f(A) = A'A, hat auf der
offenen Teilmenge GL(n) C Mat(n,R) konstanten Rang r = %
im Folgenden gezeigt wird.

Wir kénnen f als Abbildung f : Mat(n,R) — Sym(n,R) in den Unterraum
Sym(n,R) € Mat(n,R) der symmetrischen Matrizen auffassen.

Das Differential dfa : B — B'A+ A'B, Mat(n,R) — Sym(n, R), ist fiir

A € GL(n) surjektiv:

Sei C € Sym(n,R). dfs bildet B = 2(A™1)!C auf 2(Ct + C) = C ab.

Daraus folgt rg(f)a = dimSym(n,R) =142+ ---+n= 7’7("2“)-

,R)
Somit ist f : Mat(n,R) — Sym(n,R) eine Submersion.

wie
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Wir wollen nun Teilmengen des Euklidischen Raumes betrachten, die lokal
durch eine Immersion oder eine Subersion gegeben sind.

Bemerkung: Die auf Teilmengen induzierte Metrik

Sei Y C (X, d) eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d).

Dann definiert die Einschrankung von d auf Y eine Metrik dy auf Y, so
daB (Y, d,) ein metrischer Raum ist. dy heiBt induzierte Metrik.

Beispiel

Die zweidimensionale Einheitssphare

52 =51(0) = {(x,y,2z) € R3|x? + y? + z2 = 1} ist eine abgeschlossene
Teilmenge im Euklidischen Raum und bzgl der induzierten Metrik ein
vollstandiger metrischer Raum.

Die obere Halbsphire {(x,y,z) € S? | z > 0} ist eine offene Teilmenge
der Sphire S? und nicht vollstindig.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Definition
Eine bijektive stetige Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Riumen
X und Y heiBt Homéomorphismus, wenn f 1.y 5 X stetig ist

Beispiel
Die Abbildung

f:[0,27) — st = {zeCllz| =1}, f(p) = e,

ist stetig und bijektiv, aber kein Homoéomorphismus. Denn

zp = f(2m — %) € S! konvergergiert gegen 1 aber

f~1(zy) = 2 — L €]0,2) konvergiert nicht gegen f~1(1) = 0.

Die Einschrankung von f auf das offene Intervall (0,27) definiert jedoch
einen Homdomorphismus von (0, 27) auf die offene Teilmenge S*\ {1} der
Einheitskreislinie S™.

v
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UiErmeniFEi et 0 EuliuEsien Rewi
Untermannigfaltigkeiten

Definition (Untermannigfaltigkeiten)

Eine Teilmenge M C R" heiBt m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit,
wenn es zu jedem p € M eine offene Umgebung V' C R", eine offene
Teilmenge U C R™ und eine Ck-Immersion F : U — R" gibt, die U
homéomorph auf F(U) = V N M abbildet.

F heiBt lokale Parametrisierung von M.
Zweidimensionale Untermannigfaltigkeit heiBen Flichen.

n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von R" heiBen Hyperflachen.
graltig

Beispiel

Die Menge M := {(x,y) € R? | x*(1-x?)—y? =0} = | C R2

ist keine Untermannigfaltigkeit. M\ {(0,0)} ist eine Untermannigfaltigkeit.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiel
Sei U C R™ offen und f : U — R eine C*-Abbildung.
Dann ist der Graph von f

MNr={(x,y) e UxR|y =f(x)}

eine m-dimensionale CX-Untermannigfaltigkeit von R”, wobei n = m + r.
Die Ck-Immersion F : U — R", F(x) = (x, f(x)), bildet U homdomorph
auf F(U) =Ty ab.

225 /373



Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiel

Die Sphire S? ist eine C*-Fliche.

Sie besitzt namlich eine Uberdeckung durch 6 Halbsphiren
HE = {x = (x},x*,x®) € S| £ x' > 0}

und jede der Halbsphiren ist ein Graph. Z.B. ist H;” = {(f(u), u)|u € U}
mit f: U= {u € R?|||u]| < 1} = R, f(u) = /1 — |Jul]%.
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Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum
Beispiel: Die stereographische Projektion der Sphare
Wir betrachten die beiden Abbildungen ¢ : R? — R3 definiert durch

pslxy) = — 7 @x 2. ()P - ).

1+ [[(x,y)
Beides sind Immersionen mit Im(¢+) C S? (UA).

Seien N* = (0,0, £1) der Nord- und Siidpol der Sphire. Dann sind i
@+ 1 R? — S2\ {N*} Homdomorphismen mit der Umkehrabbildung (UA)

_ _ X
oIl SP\{NE} = B2, o1l(xy,2) :=( y )

1z’ 1Fz

gpll heiBt stereographische Projektion aus
dem Nord/Siidpol. Sie ordnet jedem Punkt
P € S2\ {N*} den Schittpunkt P’ der Ge-
rade durch P und N* mit dem

R? = {(x,y,0) € R3} zu.




Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum
Untermannigfaltigkeiten und Abbildungen von konstantem
Rang
Satz

Sei U C R™ offen und f : U — R" eine CX-Abbildung von konstantem
Rang r und q € f(U). Dann ist

M=f1q)cU

eine CK-Untermannigfaltigkeit der Dimension m — r.

v

Beweis. Sei p = (p!,...,p™) € M. Wg. der Normalform von Abbildungen
von konstantem Rang, konnen wir annehmen, dass

fo(xt . x™ - (xh...,x7,0,...,0)

auf einer offenen Umg. V =V; x Vo C U C R" x R™" von p.

Dann ist aber Vo >y +— (p',...,p",y) € V = V; x V5 eine Immersion,
die Vo homdomorph auf MNV = f~Y(pt,...,p",0,...,0) abbildet. O

228 /373



Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiele

(i)

(i)
(iii)

(iv)

Die Abbildung f : GL(n) — Sym(n,R), A+ A'A, hat iiberall den
Rang n(n+ 1)/2. Somit ist O(n) = f~1(1,) C Mat(n,R) eine
(kompakte) C*°-Untermannigfaltigkeit der Dimension n(n —1)/2.
Zeigen Sie auf dhnliche Weise, dass U(n) C Mat(n, C) eine kompakte
C>-Untermannigfaltigkeit der Dimension n? ist.

Sei p € R™1. Die Abbildung f : R™! — R, f(x) = ||x — p||2,
definiert eine Submersion von R"1\ {p} auf R,. Die n-dimensionalen
Spharen S(p) = f~1(r) C R" (r > 0) sind also C*°-Hyperflichen.
Sei U C R™ offen und F : U — R" eine CX-Abbildung und

s ={(x, F(x)) € U xR"} der Graph von F.

Dann gilt: die Abbildung f : R™*" — R’ definiert durch

f(x,y) ==y — F(x) ist eine Submersion und

Fr = f1(0).
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten und Submersionen

Satz

Eine Teilmenge M C R" ist genau dann eine m-dimensionale
Ck-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem p € M eine Umgebung
V C R" gibt und eine CK-Submersion f : V — R"™™ so daB
MnV =f10).

Beweis. "=-"Sei F : U — V C R” eine lokale Parametrisierung, wobei
UCR™Mundpe F(U)y=MnV.

Wog. der Normalform von Immersionen konnen wir annehmen, dass
. 1 m 1 m
F:(xt,...,x™)— (x*...,x™0,...,0).

f:V =R f(xY, ..., x") = (x™F1,...,x"), ist dann die gesuchte
Submersion.

Die Umkehrung folgt aus dem vorherigen Satz. (]
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Tangentialraum

Tangentialraum
Definition (Tangentialvektoren)

Sei M C R" eine C-Untermannigfaltigkeit und x € M.

Ein Vektor v € R" heiBt Tangentialvektor an M in x, wenn es ein € > 0
und eine C*-Kurve v : (—¢,¢) — M C R" gibt mit

v(0)=x und v=+(0).

Die Menge aller Tangentialvektoren an M in x heiBt Tangentialraum und
wird mit T,M bezeichnet..

M
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Tangentialraum

Beispiel: Tangentialraum an die Sphare

Sei S" = {x € R™"1 | ||x||? = r?} C R"*! die n-dimensionale Sphire vom

Radius r. Dann gilt fiir alle p € S/, daB
T,S! = p*.

Es gilt v e T,M <= 3 eine Kurve v = (v3,..
mit y(0) = p und +/(0) = v.

") (—e,6) — ST

r

Dann gilt r2 = (y(t),y(t)) = 11 (7/(£))? und somit

d n+1

<le=0(1(0).7(1) = Zv

= (p, v).
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Tangentialraum

Satz (Eigenschaften des Tangentialraumes)
Sei M C R" eine m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit und To,M der
Tangentialraum an M in p € M. Dann gilt:

(i) TpoM ist ein Vektorraum der Dimension m = dim M.

(i) Sei F: U CR™ — V eine lok. Parametrisierung von M, u € U mit
p = F(u).
Dann bilden die Vektoren 01 F(u),...,0mF(u) eine Basis von T,M.
(iii) Sei V C R" eine offene Umgebung von p und
f=(f....,f""™): V — R"™ eine C'-Submersion, so daB
M NV = f~1(q), wobei g = f(p). Dann ist
TpM = Kern(df,) = N7_{"(grad fi(p))*.

(iv) Insbesondere gilt T,M* = span{grad f1(p),...,grad f"~"(p)}.
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TERRER
Beweis. Da Rang(F) = m und Rang(f) = n— m, geniigt es zu zeigen, daB

span{0 F(u),...,0mF(u)} C T,M (%)

und grad fi(p) L T,M firalle j=1,....n—m,  (¥%)
denn (%) impliziert dim(TM) > m und () impliziert
dim(T,M) < n—(n—m)=m.

Sei nun v =T vie; € R™. Dann definiert c(t) := F(u + tv) eine
Cl-Kurve (—¢,¢) — F(U) C M mit

c'(0) = dF,v = zm: VIO F(u).

i=1

Das beweist (x).

Fiir jede C1-Kurve c: (—¢,¢

und somit 0 = %‘t o fF(c(t)
)=

Das zeigt T,M C Kern(df,

) — F(U) € M mit ¢(0) = p gilt f(c(t)) =q
) = df,c'(0).

N7y (grad fi(p))* und damit (). O
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VErE
Beispiele:

@ Tangentialraum an die Sphére:
Es ist S” = f~1(0) wobei f : R™1\ {0} — R die Submersion ist, die
durch f(x) = ||x||?> — 1 gegeben ist. Damit ist
T,M = (grad f)*+ = 2p*.

@ Tangentialraum an einen Graphen:
Sei ¢ : U C R™ — R eine CK-Abb. und I', = {(x, ¢(x)) € U x R}
der Graph von ¢.
Dann ist F : U — R™1, F(x) = (x,¢(x)) eine Parametrisierung und

Tol, = span ((e;, 0ip(p))°) ., C R™H

Ist f:R™TL - R", f(x,y) = ¢(x) — y die durch den Graphen
definierte Submersion, dann gilt auch

Tolp, = (grad f(p,¢(p))" = (grad ¢(p),1)".

Beachte, daB ((grad ¢(p),1), (ei, dip(p))) = 0.
Dies gilt natiirlich auch fiir o : U — R" mit r > 1.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Extrema mit Nebenbedingungen

Extrema mit Nebenbedingungen

Satz (Extrema mit Nebenbedingungen)

Sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit, U C R" offen und f : U — R im
Punkt p € M N U differenzierbar

(i) Wenn F = f|ynm im Punkt p ein lokales Extremum annimmt, so ist
(*) T,M C Kern df, = (grad f(p))*.

(ii) (x) gilt genau dann, wenn es Konstanten A1,

., Ar € R (sogenannte
Lagrangemultiplikatoren) gibt mit

grad f(p) = Z)\ grad i (p),
j=1

wobei r = m—n und h = (h',... h")

yen : U — R’ eine C*-Submersion
ist, so daB M N U = h~1(0).

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Extrema mit Nebenbedingungen

Beweis. Sei ¢ : (—¢,¢) — M N U C R" eine C*-Kurve mit ¢(0) = p.
foc:(—e,e) — R hat ein lokales Extremum in 0 und somit

d

0= —
dt|,_,

f(c(t)) = df,c'(0) = (grad f(p), c'(0)).
Das beweist (i), d.h. T,M C (grad f)*. Das impliziert aber
grad f C (T,M)L. Damit folgt (ii) aus

T,M+ = span{grad h'(p),...,grad i"(p)}.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Extrema mit Nebenbedingungen

Beispiel

Wir beweisen (die bereits bekannte Tatsache), daB jeder symmetrische
Endomorphismus A eines endlichdimensionalen Euklidischen Vektorraums
V einen Eigenvektor hat.

Da die Einheitssphdre S = 51(0) C V kompakt ist, nimmt die stetige
Funktion (genauer quadratische Form) x — f(x) := (x, Ax) in einem
Punkt p € S ihr Minimum an.

Nach dem vorigen Satz gilt also

grad f(p) = 2Ap € (T,S)* = Rp,

d.h. p ist ein Eigenvektor von A.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Gewdhnliche Differentialgleichungen

Eine gewdhnliche Differentialgleichung (DG) besteht aus einer oder
mehreren Gleichungen an eine der mehrere Funktionen einer Variablen und
deren Ableitungen . Eine Lésung dieser Gleichung ist durch
Anfangsbedingungen (AB) bestimmt.

Wir kennen schon einige Differentialgleichungen:

o Erfiille die differenzierbare Funktion x : R — R die DG x/(t) = 0.
Eine Losung ist x(t) = ¢, wobei ¢ € R eine Konstante ist. D.h. wir
missen noch eine Anfangsbedingung stellen: x(ty) = c.

@ Die DG zweiter Ordnung x”(t) = 0 hat die Lésungen x(t) = at + b
wobei a, b € R Konstanten sind. Diesmal miissen wir zwei AB's
stellen: x(to) = bp und x/(tp) = ap. Dann ist x(t) = ao(t — to) + bo
eine Losung.

e Die DG x/(t) = t? mit der AB x(0) = ¢ hat die Lésung
x(t) =3t +c.

e Die DG x/(t) = x(t) mit der AB x(0) = ¢ hat die Lésung x(t) = ce’.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Warum interessieren wir uns fiir DG'en:
Die Bewegung eines Punktes im Raum wird beschrieben durch eine Kurve
im R3
x:R — RS
t o= x(t) = (x(t), x*(t), x*(t))
x'(t) gibt dann die Geschwindigkeit und x”(t) die Beschleunigung zum
Zeitpunkt t an. Auf den Punkt wirke eine Kraft F, die vom Ort x, der Zeit
t und der Geschwindigkeit x’(t) des Punktes abhingt, d.h. F = F(x, X', t).
Das Newtonsche Bewegungsgesetz der Mechanik hat dann folgende Form
m - x"(t) = F(x(t), x'(t), t).

Unter der Annahme, daB F, x(tp) und x'(to) bekannt sind, versucht man,
die Bewegungskurve des Punktes zu bestimmen.
Dies ist ein Anfangswertproblem der Form

1
X"(t) = =F(x,x',t), x(to) =x0, x(to)= vo.
m
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Gewshnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung
Definition (Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung)

Sei Q C R? und f : Q — R eine stetige Funktion.
@ Dann heiBt die Gleichung

X(t) = f(x,t) (5)

Differentialgleichung erster Ordnung in x. (Meist schreiben wir auch
nur x' = f(x,t).)

o Unter einer Losung der DG (5) versteht man eine auf einem Intervall
I C R differenzierbare Funktion ¢ : | — R, so dal3
(i) der Graph T, C Q und
(ii) ¢'(t) = f(p(t),t) firallet € 1.

@ Seitg € | und c € R. Eine Lésung ¢ der DG (5) mit p(ty) = ¢ heilt
Lésung des Anfangswertproblems zu (5) mit Anfangsbedingung

X(to) = C. (6))
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Gewshnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung
Definition (Gewohnliche DG hoherer Ordnung)
Sei Q C R x R und f : Q — R stetig.

x) = f(x,x, ..., xD ¢) (7)

heiBt gewdhnliche DG k-ter Ordung.

@ Unter einer Lésung versteht man eine auf einem Intervall | C R
definierte k-mal diffb. Funktion ¢ : | — R, so daB3

(i) der Graph Te C Q, wobei ® = (¢, ¢’,...,o* 1) : | = R" und
(i) eB(t) = Flo(t), (L), ..., o5 1(t), t) fiir alle t € 1.
o Seity €l und (cy,...,ck) € RX. Das Anfangswertproblem (AWP) ist
gegeben durch (7) und

X(to) =
X/(to) : Co (8)

X(k_l)(to) = Ck




Dty wi BErpee
Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen

Definition (Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen (hherer

Ordnung))
Sei Q C R  x R und F : Q — R" stetig.

xK) = F(x,x',... x1) 1) 9)

heiBt System gewéShnlicher DG'en k-ter Ordung an x = (x1,...x").
o Unter einer Lésung versteht man eine diffb. Kurve ¢ : | — R" mit
(i) der Graph Te C Q, wobei ® = (¢, ¢’,...,o* 1) : | = R" und
(i) ®(t) = F(p(t), @' (t),..., o D(t), t) fiir alle t € I.
@ Seitg €l und cy,...,ci Vektoren in € R". Das Anfangswertproblem
(AWP) ist gegeben durch (9) und

X(to) =
o) - 0
D) =
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Reduktion von Systemen hoherer Ordnung
Satz

Sei F: Q C R"  x R — R" stetig und F* : R™* x R — R™k definiert

durch, F*(yo0, ..., ¥k-1,t) := (b1, -+, Yk—1, F(¥0, - -, Yk—1, 1)), wobei
yj € R” fiir alle j € {0, ...,k —1}. Dann gilt:

(1) Ist x : | — R" eine Lésung des AWP's k-ter Ordnung

X(to) = a
x5 = F(x,...,x*V t) mit AB’en : (11)
X(kfl)(to) = ak)
so ist y = (x,x’, .. ,x(k_l)) : | — R™¥ eine Lésung des AWP's
yI:F*(y7t)7 y(tO):(ala'”vak) (12)

(2) Isty = (yo,...,yk—1) : | — R eine Lsg. des AWP’s (12) erster
Ordnung, so ist yp : | — R eine Lsg. des AWP’s (11) k-ter Ordnung.
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Gewshnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Beweis: Nach Definition von F* ist y'(t) = F*(y(t), t) aquivalent zu

y(/)(t) = J/I(t), ey .yl/(—Z(t) = yk—l(t)a yl/(—l(t) = F(y07 ey Yk—1, t)
Die Behauptung folgt dann sofort durch Einsetzen:

x(t) I6st (11) = y(t) = (x(¢),...,x*k=D(t)) l6st (12)
y(t) I6st (12) = x(t) = yo(t) I6st (11). O

245 /373



Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Beispiel: Schwingungsgleichung ohne Reibung

Die Bewegung einer Masse m, die reibungsfrei an einer Feder auf der
x-Achse um 0 gleitet, wird beschrieben durch die DG 2. Ordnung

X'(t) = —Ex = F(x,x,t) mit F:R2 >R, F(x,t) = —Ex (13)
Wir fiihren nun (13) auf das System erster Ordnung zuriick
(8(£): ¥1(8)) = (a(t), = y0(8)) = F*(v0, 11 1),

wobei F*: R2 x R — B2, F*(yo, 1, t) = (1, F(yo 31, £)) = (y1, o).
Das heiBt, x(t) I6st genau dann (13), wenn (yo(t), y1(t)) := (x(t), X'(t))
folgendes Differentialgleichungssystem erster Ordnung [3st

(49)- ()~ 3 (38)
yi(t) — X yo(t) £ 0 )\ n() )’

d.h. y/(t) = A- y(t), mit einer konstanten Matrix A. Solche DG’en nennt
man lineare DG-Systeme mit konstanten Koeffizienten.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Autonome Differentialgleichungen und Vektorfelder
Definition
o Ein DG-System der Form x(9) = F(x,...,xk=1), bzw. x' = F(x)
falls k = 1, heiBt autonom (d.h., F hangt nicht von t selbst ab).

@ Ein Vektorfeld auf einer offenen Menge U C R" ist eine stetige

Abbildung V : U C R" — R". U heiBBt Phasenraum des Vektorfeldes
V.

o Eine C'-Kurve 7y, : (—&,€) C R — U heiBt Integralkurve des
Vektorfeldes V' durch xo € U, falls gilt

V(30(t)) = Vi £) Ve € (~£,6) und 7(0) = xo.

D.h. V(74(t)) ist gleich dem Tangentialvektor der Kurve 7, in t. Die
Integralkurven eines Vektorfeldes V : U C R” — R" sind also Ldsungen
der autonomen Differentialgleichung

7' (t) = V(¥(t)) mit der Anfangsbedingung v(0) = xp.
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Dty wi BErpee
Beispiel: Lineare Vektorfelder auf dem R?

o Sei A € R und U: R? — R? ein Vektorfeld definiert durch
U(x,y) = A(x,y). Eine Integralkurve von U durch p := (xo, yo) € R?
ist dann gegeben durch

/YP = e)\tp7
denn 74(£) = eMp = Ap(£) = U(r,(2).
o Sei V das Vektorfeld V(x,y) = (—y, x). Eine Integralkurve durch
p = (r?,0) ist dann gegeben durch
Yp(t) = r*(cos t,sin t),

denn 7/ (t) = r?(—sint,cos t) = V(v,(t)).
o Sei W das Vektorfeld W(x,y) = (y, x). Eine Integralkurve durch
p = (r?,0) ist dann gegeben durch

Yp(t) = r?(cosh t,sinh t),

denn 7,,(t) = r?(sinh t, cosh t) = W(7,(t)).
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Gewshnliche Differentialgleichungen Elementare Lésungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

Elementare Losungsmethoden fiir DG’en 1. Ordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir Differentialgleichungen der Form
x' = F(x,t)

wobei F : R x R — R stetig ist. D.h., eine Losung ist eine differenzierbare
Funktion x: | CR — R.

Wir geben elementare Lésungsmethoden an, fiir Falle, in denen F eine
einfache Gestalt hat. Diese Verfahren basieren meist auf der Moglichkeit
der Trennung der Variablen: Hierbei ist F(x, t) = f(t) - g(x), d.h.
x'=f(t) - g(x).

Formal ist also % = f(t)g(x) und deshalb % = f(t)dt. Integration
liefert dann die Losung.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Elementare Lésungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

Trennung der Variablen
Definition
Eine DG mit getrennten Variablen ist eine DG folgenden Typs

X'(t) = f(t) - g(x(t)) mit AB x(ty) = xo, (14)

wobei f: 4 — Rund g: h — R\ {0} stetig sind, (to,xp) € i X I und
I, I, offene Intervalle.

Satz (DG mit getrennten Variablen)

Das AWP (14) besitzt auf einem Intervall J C l um ty die eindeutige
Lésung

x(t)= G671 (G(xo) + /t £(s) ds> :

to

wobei G eine Stammfkt. von él, auf by und G~ die Umkehrfkt. von G ist.

t
J ist gegeben durch J = {t eR| G(xo) + [ f(s)ds € Im(G)}.
to
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Gewshnliche Differentialgleichungen Elementare Lésungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

Beweis.
Existenz: Da l stetig ist und ohne Nullstellen ist die Stammfkt. G streng

monoton und somlt umkehrbar mit G=1 : Im(G) — k. Dann erfiillt

t

x(6)= 61| Glxo) + / £(s) ds

to

die DG (14), denn nach der Kettenregel ist

X'(t) = G’( G(x0) /f s)ds) (x(t)) - f(2).

-
x(T) ist definiert fiir diejenigen T, fiir die G(xo + [ f(t) dt) € Im(G).

to

251 /373



Gewshnliche Differentialgleichungen Elementare Lésungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

Weiter im Beweis.
Eindeutigkeit: Sei x eine Losung von (14)

Wir integrieren die Gleichung (X((t) = f(t) von tg bis T nahe to:

T X/(t) B T
/to 2(x(1)) dt_/t0 f(t) dt.

Die Substitution x = x(t) ergibt dx = x/(t) dt und

T x(T) Ixc
/ f(t)dt:/ gC(IX)ZG(X(T))—G(Xo)

to X0

fir G die Stammfunktion von é. D.h. x ist eindeutig bestimmt. O
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Elementare Lésungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

Beispiele

@ Eine autonome DG x’ = g(x), x(tp) = 0 ist eine DG mit getrennten
Variablen und f = 1. Ist G eine Stammfunktion von 1/g, so ist
x(t) ;= G7(t + G(xo) — to) eine Lésung.
Sei z.B. x’ = x mit x(0) = ¢ > 0. Dann ist G(x) = Inx die
Stammfunktion von 1/x mit Umkehrfunktion G~1(x) = eX. Somit ist
die Losung gegeben durch

x(t) = ettne = ¢ . ¢t

o Sei x' =t-x? mit AB x(0) = ¢ # 0. Dann ist G(x) = —1 die
Stammfunktion von 1/x2 mit Umkehrfunktion G~1(x) = —1.

Andererseits ist fotsds = %t2. Somit ist die Losung gegeben durch

1

x(t) =

ol

2
2
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Gewshnliche Differentialgleichungen Elementare Lésungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

Euler—homogene Differentialgleichungen
Definition

Sei f : | — R stetig. Eine (Euler)~homogene DG ist eine DG vom Typ

X(t)=f (%t)) : (15)

Losungsmethode: Die Substitution u(t) = @ ergibt

;X t—x 1/, xy (15) 1
e e CLOES I G (RO
D.h., I6st x(t) die DG (15), so lést u(t) = %t) die DG mit getr. Variablen
/() = 1 (F(u) ~ u). (16)

Wir bestimmen also u(t) mit der Methode der Trennung der Variablen aus
(16). Dann lost x(t) = t - u(t) die Euler—homogene DGL (15), denn

r_ / (16) . o X
X' =t +u =" f(u) u+u-f<t>.
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Gewshnliche Differentialgleichungen Elementare Lésungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

Beispiel
Wir betrachten die DGL x’ = 1 + ¥ mit der Anfangsbedingung x(1)

und wir suchen Losungen auf (0, 00). Dann gilt

t Tt — 1
x(t) — =X X:—z(t+x—x):f
t t

u(t) == =0
Somit ist u/(t) := % (1) = Xp zu losen. Die Losung ist aber offensichtlich
gegeben durch u(t ) ( ) + xo. Folglich erhalten wir als Lésung fiir
xX'=147%, x(1) =

x(t) = t(In(t) + x0) Vt € (0,00).

= X0,
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Lineare Differentialgleichungen
Definition
Eine lineare DG ist eine DG der Form

x'(t) = p(t)x(t) + q(t), (17)

wobei p, g : | — R stetige Funktionen sind. Ist g(t) = 0 so heiBt (17)
homogene lineare DG. (17) heiBt inhomogene lineare DG, falls g # 0.

Satz (Homogene lineare DG)

Jede Lésung einer homogenen, linearen DG x' = p(t)x ist gegeben durch
x(t) = c - e PO,

wobei ¢ € R konstant und [ p(t)dt eine Stammfunktion von p ist. Das
AWP x" = p(t)x mit der AB x(ty) = xo hat genau eine Lésung x : | — R

Jig P(s)ds

X(t) =X0-€ 256 /373
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Beweis. x’ = p(t)x ist eine DGL mit getrennten Variablen.
Somit ist die Losung des AWP's eindeutig gestimmt.
In der Tat erfiillt x(t) = xo - € 0 )% das AWP, denn

t

L(t) = xo.ef%f’(s)ds.(/ p(s)ds) = x(£)p(t) und x(to) = %o.

to
D.h. aber, daB die allgemeine Lésung von x'(t) = p(t)x(t) von der Gestalt
x(t) = c-el POt st O

Satz

Sei xs : | — R eine spezielle Lésung der inhomogenen Linearen DG
x" = p(t)x + g mit q # 0. Dann erhilt man alle Lésungen x der
inhomogenen Gleichung mittels x = xs + xc mit einer allgemeinen Lésung

xe(t) == cel P(t)dt

der homogenen Gleichung x' = p(t)x.

v

Beweis. x — x; [6st die homogene lineare Gleichung. D.h. x — xs = x.. O
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Wie findet man nun eine spezielle Losung xs der
inhomogenen Gleichung x" = p(t)x + q(t)?

1. Methode: Variation der Konstanten

Wir betrachten eine Losung x(t) = c - e/ ()9t der homogenen, linearen
DG x” = p(t)x und machen den folgenden Ansatz: Angenommen,

xs(t) := c(t)ef ) e

|6se die inhomogene, lineare DG x” = p(t)x + q(t).
Man bestimmt daraus c¢(t). Es gilt

p(t)xs +q(t) = x. = c(t)-el PO L (1) p(t)-ef Pt
= (t)-ef POt L p(t) . xg(t).

Folglich ist ¢’(t) =
Mit diesem c(t) is
linearen DGL x" =

q(t) - e—JP(t)dt nd somit c(t) = fq(t) e p(t)dt gp
) = c(t)e/ (9t eine Lésung der inhomogenen,

t xs(t
(t)x + q(t)-

y
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Beispiel zur Variation der Konstanten
Wir betrachten die inhomogene, lineare DG und das AWP

X' =tx + tet”  mit AB x(0) = xo. (18)
Die allgemeine Lsg. der homogenen DG x’ = tx ist x(t) = ce/ 1t = = ce3t’.

" . 1,0 .
Variation der Konstanten: Sei x;(t) = c(t)e2" eine spezielle Lésung. Dann

t2 t2 t2 18 t2
X(t) = c(t)e +c(t)teT = (D) + txs(t) 22 (t)eT = te”
t2 t2 t2
Folglich ist ¢/ = tez = (eZ)'. Also ist ¢c(t) = e2 eine Ldsung fiir c(t)
und xs(t ) — et |st eine spezielle Lésung der inhom., lin. DG. Damit ist
x(t) = et’ + ce 7 allgemeine Losung der inhomogenen DGL. Wir
bestimmen die Konstante ¢ aus der AB x(0) = xp. Wegen xp = 1 + c ist

2

L
x(t) =e> (ez +x0—1).

die einzige Lésung des Anfangswertproblems (18). -~
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2. Methode: Ansitze fiir x; bei p(t) = p # 0 konstant

Wir betrachten die inhomogene lineare DG x'(t) = px(t) + q(t) mit p # 0

konstant.

(1) Ist die Storfunktion g(t) ein Polynom h(t) vom Grad m mit reellen

Koeffizienten, so setze fiir xs(t) ein Polynom Q vom Grad m an.
(2) Ist g(t) von der Form h(t) - e®', h € R[t], so setze fiir xs(t) die
Funktion Q(t) - e (p # a) bzw. t- Q(t) - e (p = a) an.
(3) Ist g(t) von der Form h(t) - cos(bt) oder
h(t) - sin(bt), h € R[t], b # 0, so setze fiir xs(t) die Funktion
Q1(t) - cos(bt) + Qx(t) - sin(bt) an.
(4) Ist g(t) von der Form h(t) - cos(bt) - et oder

h(t) - sin(bt) - e, h € R[t], b # 0, so setze fiir xs(t) die Funktion

Q1(t)e - cos(bt) + Q2(t)e - sin(bt) an.
Dann setzt man den Ansatz in die inhomogene, lineare DGL ein und

berechnet die Koeffizienten des Polynoms Q(t) durch
Koeffizientenvergleich.
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Die Bernoullische Differentialgleichung
Definition
Eine Bernoullische DGL ist eine DGL des folgenden Types
xX'(t) = p(t)x(t) + q(t)x(t)*, (19)

wobei v € R\ ({0} U {1}) und p,q : | — R stetige Funktionen sind.

Eine Bernoullische DGL wird durch die Substitution u(t) := x(t)!=¢
behandelt. Man erhalt

U= (1-a)x*x = (1-a)x *p(t)x+ q(t)x*)
= (1— (e + (1 — a)a(e).
Fir u(t) erhdlt man also eine lineare DGL
o = (1-a)p(t)u + (1 - a)a(t).

Diese wird gel6st mit u(t). Dann erhilt ist x(t) = u(t)ﬁ als Losung der
Bernoullischen DGL.
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Beispiel zur Bernoullischen DG

Wir betrachten eine Bernoullische DG
xX'=—x+tyx, dh a=1/2 (20)
Wir setzen u(t) := x(t)% und erhalten

/
u =

N[=

1
x2x = %x‘ (—x + tvx) = —%X%—F%t:—%u—két. (21)

N|—=

Fiir die homogene lineare DGL v/ = —1u erhilt man als allgemeine
Losung u(t) = c- e~2t. Um nun eine spezielle Losung us der
inhomogenen, linearen DGL (21) v’ = —1u + 3t zu finden, machen wir
den folgenden Ansatz mit einem Polynom ersten Grades als Losung:

us = at + b (siehe 2. Methode (1)). Daraus ergibt sich

1 1 1 1
5 =, = _5u5+§t = —E(at+b)+§t.

Dies hat zur Folge, daB a =1 und b = —2 ist.

&,
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Weiter im Beispiel zur Bernoullischen DG

Damit haben wir mit us(t) = t — 2 eine spezielle Lésung der inhomogenen
DGL (21) gefunden. Somit ist u(t) =t —2+ ¢ e 2" eine allgemeine
Losung der inhomogenen, linearen DGL (20), und wir erhalten

x(t) = (t —2+4+c e*%’f)2

als allgemeine Losung der Bernoullischen DG (20) x' = —x + t/x.
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Exakte Differentialgleichung

Sei V = (P,Q): UCR?— R? ein differenzierbares Vektorfeld auf R?.
Falls es eine differenzierbare Funktion F : U — R gibt mit

gradF(x', x%) = V(x', x%) = (P(x*, x%), Q(x*, x%)) ,
so gilt wegen des Lemmas von Schwarz

oP  *F PF  0Q 2
Ox2  Ox20x!  Ox19x2  Oxt’

Bemerkung

Ist die offene Menge U sternférmig, so findet man zu jedem diff.-baren
Vektorfeld V = (P, Q) : U — R?, welches ng; = % erfiillt, auch eine
Funktion F € C?(U,R) mit V = gradF.

F heiBt dann Potentialfunktion von V.

264 /373



Elementare Lésungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung
Exakte Differentialgleichung

Definition
Seien P, @ € C(U,R), U C R? offen, zusammenhingend und gelte auf U

Sz =53, und Q#0. (23)
Dann heiBt die DGL —
t,x(t
X (£) = ~ Q(en(o) (24)

exakte Differentialgleichung. (23) ist die Integrabilitdtsbedingung.

Satz
Sei F € C?(U,R) mit 85 = P und 25 = Q. Dann erhalt man eine
Losung der exakten DG (24) mit der AB x(ty) = xo durch Auflésen der

Gleichung
F(t,x) — F(to,x0) =0

nach x.

y
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Beweis. Wegen des Lemmas von Schwarz ist die Integrabilitdtsbedingung
(23) erfiillt, d.h. es liegt eine exakte DG vor

Da %(to,xo) = Q(to, x0) # 0, folgt nach dem Satz iiber implizite
Funktionen die eindeutige Auflésbarkeit von F(t, x) — F(to, xp) = 0 nach x
in (to — ¢, to + €). Das heiBt, es existiert eine C*—Funktion
x:(to—e,tp+¢&) — R mit x(tn) = xo und F(t,x(t)) — F(to,x0) = 0.
Differenzieren nach t ergibt

oF OF

—_— —_— . / =
I X0 + 90 (6 x(1) X () = 0
=P(t.x(t)) =Q(t.x(1))
und wir erhalten x/(t) = — g%iigg)) Somit erfiillt die Auflésung nach x(t)

die exakte DG. O
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Beispiel zur exakten DG

t+1
Wir betrachten die DGL x’' = —% mit AB x(tp) = xo und

X
U={(x,y) € R?| (x + y) > 0}. Diese ist exakt:
P(x1,x2) =x1 +x2+ 1, Q(x1,x2) =x1 + xp, also g—z =1l=

Eine bis auf eine Konst. ¢ eindeutige Potentialfkt. F von (P, Q) ist:

F(xi, %) = 30a+x)?+x+c

Wir I8sen 0 = F(t,x) — F(to, x0) = 5(t +x)> + t — 3(to + x0)* — to nach

x auf und erhalten (t + x)? = 2(t — to) + (to + x0)? und somit

x(t) = \/(to +x0)% +2(to — t) — ¢,

da x 4+ t > 0. x(t) ist Lésung der gegebenen DGL und der
2
Definitionsbereich von x ist {t € R | tp + M > t}.

0

X

13}

Q)
i

v
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Exakte Differentialgleichung: Integrierender Faktor

Ist die Bedingung g—)’; = %91 fiir die DG x’ = —g((iig nicht erfiillt, so kann

die Exaktheit durch die Multiplikation mit A € C!(U) erreicht werden.

Definition

A € CY(U), X # 0 heiBt integrierender Faktor (Eulerscher Multiplikator)
der DG x' = — Pt )5 BOP) _ 000Q)

T Q(tx) Oxy ~—  Oxy
Existiert ein solcher Faktor, so 16st man die exakte DG x' = —f\‘g((iig
Beispiel
Sei U = {(x1,x2) € R? | x1, xp > 0}. Wir betrachten die DGL
4 3
X' = 7752’;;22’( . (25)

Hier ist g—)’; = (g £ ng = 3x2, das heiBt (25) ist nicht exakt. Aber die
Funktion A(x1,x2) = xq ist ein integrierender Faktor fiir die DGL (25).

5 3.
_ 52t |soan.

Somit kénnen wir die exakte DGL x/ = 3122

26
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Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewohnliche DG'en

Wir haben gesehen, wie sich bestimmte gewdhnliche DG'en (eindeutig)
[6sen lassen. Im folgenden Abschnitt wollen wir allgemeine Aussagen liber
die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen machen.

Dazu muss die “rechte Seite” f eine Bedingung erfiillen, die etwas starker
ist als die der Stetigkeit, und die wir schon vom Schrankensatz kennen.

Definition
Sei Q CR™ x R" und f : Q — RK, (x,t) — f(x, t).

f heiBt auf einer Teilmenge K C Q bez. x Lipschitz-stetig mit der
Lipschitzkonstanten Lk > 0, wenn

1 (x1, 1) = Fx2, )] < Lixa — x|l (*)

fiir alle (x1,t), (x2, t) € K.

f heiBt auf Q) bez. x lokal Lipschitz-stetig, wenn es zu jedem p € Q) eine
Umgebung U von p gibt, so dass (x) fiir alle (x1, t), (x2,t) € UNQ mit
einer Konstanten Ly (die von U abhangen kann).

V.
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Bemerkung zur Lipschitzstetigkeit
Abgesehen von dem herkdmmlichen Stetigkeitsbegriff hatten wir auch den
der gleichmassigen Stetigkeit kennengelernt: Eine Abbildung f zwischen
zwei metrischen Raumen heiBt gleichmassig stetig, falls es fiir alle e > 0
ein 0 > 0 gibt, so daB f(Ks(x)) C K.(f(x)) fiir alle x € X. D.h. das
Wachstum der Abbildung ist gleichmassig auf ganz X. Es gilt:
Lipschitzstetgigkeit = gleichm. Stetigkeit = Stetigkeit.
Die erste Implikation beweist man, indem man § =  wahlt.
Beispiele:
@ f(x) = cos(x) ist Lipschitz-stetig auf ganz R mit Lipschitzk. L = 1.
o f: Ry — R, f(x):= % ist stetig, aber nicht gleichmassig stetig, denn
F(x+0) = f(x) = 5 = 3 = xpers) —x—0
e f:[0,1] — R, f(x) := \/x ist gleichm3ssig stetig (als stetgie
Abbildung auf einem Kompaktum), aber nicht Lipschitz stetig auf
Intervallen (0, a) und damit nicht lokal Lipschitz stetig, denn

’f(X) fy)’ ‘ ’\f+f’ xys0 0.
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Lipschitzstetigkeit

Satz (Lipschitzbedingung)

Sei Q C R™ x R offen und f : Q — R" von der Klasse C!, d.h.stetig
diff.-bar. Ist K x [a, b] C Q mit K kompakt und konvex, dann ist f auf
K x [a, b] bez. x Lipschitz-stetig. Insbesondere ist f auf Q bez. x lokal
Lipschitz-stetig.

Beweis. Der Beweis beruht auf dem Schrankensatz, der sich wiederum aus
dem MWS ergab: Da K X [a, b] C Q kompakt und konvex ist und f stetig
diff.-bar., ist nach dem Schrankensatz f auf K X [a, b] C Q Lipschitz-stetig
mit Lipschitzkonstante L. D.h. aber, daB

1 (x1, 1) = Fx2, 8] < Ll[(x1, 1) = (x2s 1) ]| = Ll (a0 = x2, 0) | = Llx1 = xall,

und somit ist f auf K X [a, b] Lipschitz-stetig bzgl. x. O
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Gleichmassige Konvergenz von Funktionenfolgen

Um den Existenzsatz zu beweisen, brauchen wir noch einige
Vorbemerkungen.

Definition
Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Riume und {f,},cn eine Folge
von Abbildungen zwischen diesen. Man sagt f, konvergiert gleichméssig

gegen eine Grenzfunktion f genau dann, wenn es fiir alle € > 0 ein n. € N
gibt, so daB

dy (fa(x), f(x)) < e Vn>n., ¥x € X.

Dann gilt:

Satz

Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Riume und {f,},cn eine Folge
von stetigen Abbildungen, die gleichmissig gegen eine Grenzfunktion
f : X — Y konvergiert. Dann ist f stetig.
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Beweis. Wir zeigen, daB f in einem beliebig fixierten xy € X stetig ist.
Sei also £ > 0.
Da f, gleichmissig gegen f konvergiert, existiert ein n. > 0 mit

dy(fa(x), f(x)) < § Vn>n., Vx € X.
Da ausserdem auch f,,_ stetig ist, gibt es ein § > 0 mit
dy (fn.(x), fo.(x0)) < § Vx € X mit dx(x,x0) < 0.
D.h. aber, daB fiir alle x € X mit dx(x,xp) < ¢ gilt, daB

dy (f(x) f(x0))
< dy(F(x), fo. (%)) + dy (fo. (%), fo. (x0)) + dy (o (x0), f (x0))
< §+35+5 =c¢

Damit ist f stetig. O
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Bemerkung: Punktweise vs. gleichmassige Konvergenz

@ Eine Folge {f,} von Abbildungen konvergiert punktweise gegen eine
Abbildung f, falls lim,_ fr(x) = f(x) fiir alle x € X.

@ Gleichmassige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz.

@ Aber: Sei f, eine Folge von stetigen Abbildungen, die punktweise
gegen f konvergieren. Dann muB f nicht unbedingt stetig sein.
Beispiel: Sei f, : [0,1] — R, fy(x) := x". Dann konvergiert f,
punktweise gegen die nicht stetige Funktion

[ 0, falls x €0,1)
ibg) = { 1, fallsx=1
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Der Raum stetiger Abbildungen auf kompakten Mengen

Seien X und Y zwei metrische Rdume und bezeichne
C(X,Y):={f: X = Y| stetig }

die Menge der Menge der stetigen Abbildungen von X nach Y.
Ist X kompakt, dann definiert

doo(fag) = Tea)%( dY(f(X)ag(X))

eine Metrik auf C(X,Y), die Maximumsmetrik.

Satz

Sei X ein kompakter metrischer Raum und Y ein vollstindiger metrischer
Raum. Dann ist (C(X,Y), dx) ein vollstindiger metrischer Raum.
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Beweis. Wir miissen zeigen, daB jede Cauchyfolge in C(X, Y) eine stetige
Grenzfunktion hat.

Sei {f,} eine Cauchyfolge in C(X,Y) und sein € > 0. D.h. es gibt ein

n. > 0, so daB fiir alle x € X gilt

dy (fa(x), fm(x)) < doo(fn, fm) <€ ¥n,m > n..

D.h. aber, daB fiir jedes x € X die Folge f,(x) eine Cauchyfolge in Y ist
und daher einen Grenzwert f(x) := lim,_ fn(x) hat.
Da die Metrik dy stetig ist, erhalten wir

By (F0). 7)) = dy(x). lim f(x)
= nJiLnoody(fn(x),fm(x)) < €

fir jedes x € X und jedes n > n.. D.h. f, konvergiert gleichmassig gegen
f. Aufgrund des vorigen Satzes ist f stetig. O
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Der Satz von Picard—Lindelof

Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard—Lindelof)

Sei F: U CR" xR — R" stetig, (xo,t) € U und a,b > 0 so, daB

Q= Kb(Xo) X [to —a, ty + a] c U,

wobei Kp(xp) := {x € R" | ||x — xo|| < b} die abgeschl. Kugel vom Radius

b um xq ist. Sei F Lipschitz-stetig auf Q bzgl. der x—Variablen und

b
M := max ||F(y,t und ‘=min(a,— |.
o IF0 0l wnd o= min (a7 )

Dann hat das AWP x' = F(x, t), x(to) = xo genau eine C-Lésung
x:[tp—o,to+0] CR— R",

fiir die gilt x(t) € Kp(xo) fiir alle t € [ty — o, ty + o].

v
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Beweis. Wir wollen den Banach'schen Fixpunktsatz auf eine Abbildung
zwischen Funktionenrdumen anwenden. Sei | := [xg — 0, xp + o]. Dazu
betrachten wir die abgeschlossene Kugel K in C(/,R") vom Radius b um
die Funktion, die konstant xg ist, d.h.

K = {ee CULRe(t) —xl <b vt}

Da K eine abgeschlossene Teilmenge im vollstandigen metrischen Raum
(C(I,R"), dx) ist, ist K selbst ein vollstandiger metrischer Raum. Wir
betrachten nun den Integraloperator

H : K — C(I,R"
X (H(X) : t»—>xo—i—ftt F(x(s),s)ds) .
Wegen der Wahl von o := min (a, &) gilt H: K — K, denn

|Holt —XOH—H/ 9l < Mo < ME — b,
Ein Fixpunkt von H ist nun eine Losung des AWP's, denn

x(t) = Hx(t) = xo + /t F(x(s),s)ds <= X(t)=F(x(t),t).
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Weiter im Beweis: Ist L die Lipschitzkonstante von F, so ist H
Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstanter Lo, denn

[[Hx (&) —Hy (t)] S/t IF(x(s), )= F(y ()S)IIdS<L/ 1x(s) =y (s)llds.

und somit ||Hx — Hy||looc < Lo||x — y|loc. Um mittels des Banachschen
Fixpunktsatzes einen Fixpunkt zu finden, muB H kontraktiv sein. Im
allgemeinen ist H aber nicht kontraktiv 2. Wir fiihren daher eine neue
Norm ein, bzgl. der H kontraktiv ist. Dazu wihlen wir ein « € C(/,[r, s])

und definieren die Norm auf C(/,R)
lolla := max le*®o (2) -
Diese ist dquivalent zu ||.||o, denn €"||¢]loc < [|¢lla < €°]|¢]loo- Damit ist

(C(1,R™),||-|lo) ein Banachraum und K C C(/,R") abgeschlossen
beziiglich ||.||o- D.h. (K, dy) ist ein vollstindiger metrischer Raum.

2Bemerkung: Natiirlich kénnten wir die Intervallgrenze, d.h. o, so klein wihlen, daB

Lo < 1 und damit wire H kontraktiv. Dies ergibt eine “lokale Version” des Satzes.
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Ende des Beweises: Wir wahlen nun «o(t) := —L|t — tp], d.h.
aeC (I, [e~Lo, 1]) Multiplizieren wir nun die Ungleichung auf der vorigen
Folie mit e Llt=%l so erhalten wir fiir alle t € /

t
el e (0) ~ Hy ()] < Leten] [t (9) -y (o) ds
to

t
< Letlul) / etls=0lds | [|x — v,
to
—_——

—1(etltl—1)

< (1-e)lIx—vl,

D.h. aber, daB H kontraktiv ist beziiglich d,:
IHx = Hyll, < (L—e ) Ix—yl,
—_——
<1

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz ist H konstant oder hat genau einen
Fixpunkt x € K und somit genau eine Losung x des Anfangswertproblems
x" = F(x,t) und x(to) = xo mit dem Definitionsbereich | = [ty — o, ty + 0]
und dem Bild x(/) C K(xo, b)). 250 5



Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewdhnliche DG’en
Approximative Losung des AWP's

Folgerung

Unter den Voraussetzungen des Satzes von Picard Lindelf liefert der
Banach’sche Fixpunktsatz ein Verfahren zur Approximation der Lésung des
Anfangswertproblems x' = F(x,t), x(tp) = xo: Sei

wo(t)=x0, w1:=Hpo, ..., @n=Hpp1, ...

iterativ definiert. Dann konvergiert v, gleichmiBig gegen die Lésung x des

AWP’s in (C(I, K(xo, b)), ||-|lcc)- Die Abschitzungen in jedem Schritt
liefern o

< m“ — 1| ™.

[1x(£) = @n(t)l

Zum Beweis dieser Folgerung benutzt man den Beweis des Banach'schen
Fixpunktsatzes und eine Induktion iiber n.
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Lokale Version des Satzes von Picard-Lindeldf

Folgerung (Picard Lindeldf lokal)

Sei F: U C R" xR — R" eine stetige Abbildung, die lokal
Lipschitz-stetig bzgl. x ist. Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung
(x0, to) € U ein e > 0 und eine eindeutige Lésung

©Oxo - (to—e,to+¢) = R" des AWP’s x' = F(x, t) mit x(tp) = Xo.

Beweis. Da f lokal Lipschitz-stetig ist, finden wir zu jedem (xo, to) € U
eine Umgebung V auf der f Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante L.
Darin finden wir nun eine kompakte Menge Q = B;s(xp) x [to — €, to + €],
sodaB e < M/§ und Le < 1, wobei M wie im Beweis des Satzes. Im
Beweis haben wir auch geshen, daB der Integraloperator H fiir dieses ¢
kontraktiv mit Kontraktionskonstante Le < 1 ist. (]
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewdhnliche DG’en
Eindeutigkeit der Losung

Satz (Eindeutigkeitssatz)

Sei 2 C R" xR, f:Q — R” stetig und bez. x lokal Lipschitz-stetig. Seien
©, | = (a,b) — R" zwei Lésungen von x' = f(x, t) mit

o(to) = ¢ (to) = xo fiir ein tg € I. Dann gilt p = ).

Beweis. Wir betrachten die Menge D := {t € | | p(t) = ¢(t)}. Dann ist
@ D nicht leer, denn tg € D,
o D ist abgeschlossen, denn ¢ und %) sind stetig und D = (o —)~%(0).

@ D ist offen in [: Sei dazu t € D. Dann sind ¢, 1 Losungen des AWP's
x' = F(x,t), x(t) = ¢(t) = ¥(t). Nach Picard-Lindeldf lokal existiert
eine >0, sodaB ¢ = auf (t —e,t+¢) C /. Dann ist aber
(t—¢e,t+¢)C D.D.h. D ist offen in /.

Damit ist D nicht leer, offen und abgeschlossen im Intervall /.
Somit ist D = /. O
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Fortsetzung zur maximalen Losung

Definition
Eine Lésung ¢ : | — R" des AWP’s (*) x' = F(x, t), x(to) = x0, heiBt
maximal, falls fiir jede andere Lésung 1) : J — R" von (*) gilt, daB J C I.

Folgerung (Satz iiber die maximale Lésung)

Sei F: U C R" x R — R" stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. x. Dann
existiert zu jedem (xo, ty) € U genau eine maximale Lésung
©Oxo  (3xgs bxy) C R — R" des AWP’s x' = F(x, t), x(to) = xo-
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewdhnliche DG’en

Beweis. Sei (xg, tp) € U. Wir definieren die folgenden Zahlen

ay, := inf{a€ R|3dLsg. des AWP's ¢ : (a,b) — R}
by, := sup{be& R |ILsg. des AWP's ¢ : (a,b) — R}

mit ay, < xp < byy. Auf Inax 1= (ax,, bx,) C R definieren wir die Abb.

Pxg - lmax — R”
t — (t), fallste (a,b)und p:(a,b)— R" eine
Lsg. des AWP's x' = F(x, t), x(tp) = xo

Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes ist diese wohldefinert, da zwei auf einem
Intervall gegebene Losungen iibereinstimmen. Alle Lésungen sind
C'-Abbildungen, und damit auch ¢y,

Desweiteren 16st ¢, das Anfangswertproblem x’ = F(x, t), x(to) = xo auf
dem gesamten (und maximal mdéglichen) Intervall (ay,, by, ). O
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Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewdhnliche DG’en
Globale Existenz- und Eindeutigkeit

Satz

Sei |l =(a,b) mit —co<a< b<oound F:R"x|— R"
Lipschitz-stetig auf jeder Menge der Form R" x J, wobei J ;Cé | ein
kompaktes Intervall ist. Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung

(x0, to) € R" X | eine eindeutige, auf ganz | definierte maximale Lésung
©Oxo - | — R" des AWP's x' = F(x,t) mit x(ty) = xo.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Beweis des Satzes von
Picard-Lindel6f: Sei J C I ein kompaktes Intervall. Da f : R" x J — R"
Lipschitz-stetig ist, ist der Integraloperator H aus dem Beweis eine
Lipschitz-stetige Abbildung von C(J,R") — C(J,R"). Wie im Beweis
weist man dann nach, daB H kontraktiv ist (bzgl. der gedanderten Norm).
Somit erhalt man fiir jedes kompakte J C I eine eindeutige Ldsung

¢ :J — R" des AWP's. Diese kann man nun wie im Satz iiber die
maximale Losung zu einer Losung auf / fortsetzen. O
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Maximale Losung des linearen AWP's

Folgerung (Maximale Losung des linearen AWP's)

Sei | = (a,b) mit —oo < a< b< oo, (x0,t0) € R" x I, A: | — Maty(R)
und B : | — R" stetige Abbildungen. Dann besitzt das lineare AWP

x'= A(t)x + B(t), x(to)=x0

genau eine maximale Losung ¢, : | — R".

Beweis. f(x,t) = A(t)x + B(t) ist Lipschitz-stetig auf jeder Menge der
Form R"” x J mit einem kompakten Intervall J ; I:

1y, )=, 1)l = At)y —A(t)x]l = JA(E)(y =)l < max [At)lloo ly—x]l;

wobei [|A[lo := max¢cprn |¢|=1 ||AS]|. Die Lipschitz-Konstante ist
L := max¢ey ||A(t)||oc- Die Behauptung folgt dann aus dem vorigen Satz.[]
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Existenzsatz von Cauchy und Peano

Zum AbschluB geben wir noch einen allgemeineren Existenzsatz an, ohne
ihn zu beweisen. Die Voraussetzungen sind schwicher (Stetigkeit statt
Lipschitz-Stetigkeit), dafiir erhdlt man keine Eindeutigkeitsaussage.

Satz (Existenzsatz von Cauchy und Peano)

Sei U C R™*! eine offene Menge und (xo, to) € U. Die Abbildung
F:UCR" xR — R" sei stetig auf dem kompakten Bereich

Q = Kb(Xo) X [to —a, ty + a] c U.

Bezeichne wieder M := max, )cq ||F (v, t)|| und o := min (a, %) . Dann
hat das AWP x' = F(x,t), x(to) = xo mindestens eine eine C*-Lésung

x:[to—o,to+0] CR— R,

und diese erfiillt ||x (t) — xo|| < b fiir alle t € [ty — o, to + o).

Fiir einen Beweis sieche H. Amann: Gewdhnliche Differentialgleichungen.
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Beispiel zur Mehrdeutigkeit der Losung
Wir betrachten die stetige Funktion F : R — R def. durch F(x) = /|x|

und das AWP
x'=F(x)=+/|x|, x(t)=0.

Wir haben gesehen, daB F nicht lokal Lipschitz-stetig ist, so daB wir nicht
den Satz von Picard-Lindel6f anwenden kénnen. Nach dem Satz von Peano
gibt es jedoch mindestens eine Losung, z.B. x(t) = 0. Man findet jedoch
unendlich viele weitere Lésungen, denn fiir jede Konstante ¢ > ty ist

(t—c)? %0
xe(2) ::{ 2 fir t>c¢

0 fir t<c

eine Losung des AWP's.
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Abhangigkeit der Lésung von den AB’en

Wir wollen nun untersuchen, wie die Losung von den Anfangswerten
abhangt. Dazu bendétigen wir folgendes Lemma.

Lemma (Gronwall-Ungleichung)

Seien u, v : [a, b] — R™T stetige, nichtnegative Funktionen und gelte

t
v(t)<c -|-/ v(s)u(s)ds Vt € [a,b], c € R" U{0} konstant.
a

Dann gilt
v(t)<c- elsu®)ds i e [a, b].
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Abhangigkeit der Losung von den AB'en
Beweis. 1. Fall: ¢ > 0. Wir betrachten die Funktion

t
f(t) ::c+/ v(s)u(s)ds > 0.
Es gilt 0 < ¢ < f(t) und v(t) < f(t) fiir alle t € [a, b]. Dann gilt
_ (1)

f'(t) = v(t) - u(t) < f(t) - u(t) und deshalb (Inf(t)) = 0 < u(t).

Durch Integration erhalt man

In(f(t)) —In(f(a)) < /at u(s)ds, also f(t) < f(a)-e J, u(s)ds

t'us ds
Folglich ist v(t) < f(t) < c- el{ (<) mit ¢ = £(a).

2. Fall: ¢ = 0. Hier ist zu zeigen, dass v(t) = 0. Nach Voraussetzung ist
t t
v(t) < / v(s)u(s)ds <e —I—/ v(s)u(s)ds Vt e [a,b], e >0.
a a
Nach dem 1. Fall folgt dann 0 < v(t) <e-e J;u(s)ds vy 2 > 0. Lassen wir

e gegen 0 laufen, so folgt v(t) = 0. O
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Stetige Abhangigkeit der Losung von der AB

Satz

Sei F: U CR" xR — R" quf U stetig und Lipschitz-stetig bzgl. x mit
der Lipschitzkonstanten L. Seien (xo, to), (vo,to) € U und

<)0X0 9 90}/0 : [t0_€7t0+€]—>Rn

Lsg'en der DG x" = F(x, t) mit den AB’en @, (t) = xo bzw. ¢, (t) = yo.
Dann gilt

% (£) — 3o ()] < llx0 — yol| - eHE=0l Vi e[ty —e, to+e].

Folgerung (Stetige Abhiangigkeit der Losung von der AB)

Sei F wie im Satz und {x,}°°; eine Folge von AB’en, die gegen die AB xo
konvergiert. Sei vy, die Lésung des AWP's x' = F(x,t), x(to) = x,. Dann
konvergiert {¢x, } gleichmaBig gegen ¢y, auf jedem kompakten Intervall
[to — &, to + €], auf dem alle Lésungen definiert sind.

v
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Beweis. v(t) := [|¢x(t) — py,(t)||? ist diff-bar. Fiir tg < t < to + € gilt:

v(t) = v(to)—i-/t V'(s)ds

— (1) +2 / (20(5) — Pyo(5). Pl (5) — @l (5)) ds

CSuU t

2 () +2 / los0(5) — @30() - () — @l (S)]] s

— (to)+2 / 19%0(5) — 230 () 11 F(30(5). 5) — Flpyo(s), ) | ds
< oL on(s) — o) ds

=v(s)
Aus der Gronwall-Ungleichung fiir u(s) = 2L folgt dann
t
v(t) < v(tg) - e ffo 2Lds _ v(to) - e2L(t—to)
Damit erhilt man die Behauptung [[¢x,(t) — 9y, (t)]| < |Ix0 — yo| - eHt%)
fir alle tp < t < tg + €. Analog geht man fiir tg — e < t < ty vor. O
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(HtiERER e e L va d ABE:
Beispiel zur Abhangigkeit der Lsg. von den AB's
Wir betrachten das folgende Vektorfeld auf dem R?:

V(X’y) = (—y,x)+(r2(x,y)— 1)(Xa)/)a

wobei r?(x,y) := x? + y?. Wir suchen die Integralkurven von V durch
einen Punkt (xg,0) € R?, xg > 0, d.h. wir miissen das autonome AWP

To(t) = V(1(t), 7%(0) = (%0,0) (26)
|6sen. Schreiben wir ~,, = (x,y), so ist das AWP

X' = —y+(r*—-1)x,

y o= x+(2-1y o MO =0 y0)=0

zu l6sen. Wir machen folgenden Ansatz fiir die Losung vx,:

Y% (t) = h(t)(cos(t),sin(t))

fiir eine Funktion h: | — R mit h(0) = xo.
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Abhzngigkeit der Lésung von den AB’en
Dann gilt r?(7,(t)) = h3(t). Ist 7, (t) = h(t)(cos(t),sin(t)) eine
Integralkurve von V/, so gilt
Yo (t) = H(t)(cos(t),sin(t)) + h(t)(—sin(t),cos(t))
=" h(t)(—sin(t), cos(t)) + (h*(t) — 1)h(t)(cos(t),sin(t))

Also muB h das autonome AWP h' = h(h?> — 1), h(0) = xg erfiillen. Dies
[6st man mittels Trennung der Variablen und erhélt

e—t

Jem-(-3)

Ist nun xp < 1, so ist (1 — i) < 0 und damit ist h: R — R auf ganz R

2
X0

h(t) =

definiert. Ist dagegen xp > 1, so ist 0 < (1 = %) < 1 und damit ist h nur
0

definiert auf dem Intervall | = (—oo, —% In (1 — %)) CRum tp =0.
0

v
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Abhingigkeit der Lésung von den AB’en

Wir unterscheiden nun drei Falle fiir die Integralkurven
Yo (t) = h(t)(cos(t),sin(t)):
@ xp = 1: Hier ist h(t) = 1 und die Integralkurve ist ein Kreis.
@ 0 < xg < 1: Hier sind die Integralkurven =, : R — R? Spiralen, die
auf ganz R definiert sind. Das Quadrat des Abstandes zum Nullpunkt

r2(t) := r?(7x(t)) ist

e 2t B 1
-2 1 - _ a2 _ 1
e —(1-%) 1-(1-%)

und erfiillt r2(t) —;—_oo 1 und r?(t) —¢_oo 0. D.h. die Spiralen
laufen fiir t — oo in die Null und nahern sich fir t — —oco dem
Einheitskreis an.

r?(t) = h?(t) =

@ xp > 1: Die Integralkurven v, : (—oo, —% In (1 = %) — R? sind
Spiralen, die sich fiir t — —oo dem Einheitskreis annahern, und fiir
t— —2In(1- Xlg) in endlicher Zeit gegen co gehen.
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Lineare Differentialgleichungen im R”

Wir haben Lésungsmethoden fiir lineare Differentialgleichungen in R
kennengelernt. In diesem Kapitel verallgemeinern wir dies und behandeln
lineare Differentialgleichungen im R”.

Sei | = (a,b) C R ein Intervall mit —oo < a < b < oo und

A:l — Mat,(R), b:I —R"

stetige Abbildungen. Dann heiBt

x' = A(t)x homogenes, lineares DGL System,

x' = A(t)x+ b(t) inhomog., lin. DGL System mit Storfkt. b(t).

Falls A(t) = A € Mat,(R), so sagt man, das System hat konstante
Koeffizienten.

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, daB es zu jeder AB x(tp) = xo
mit ty € / genau eine maximale Losung des linearen Systems gibt, die auf
ganz | definiert ist.
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Lineare Differentialgleichungen im R”
Struktur des Lésungsraumes linearer Systeme

Satz (Struktur des Losungsraumes linearer Systeme)

Die Menge V' der maximalen Lésungen x : | — R" des linearen homogenen
Systems (*) x' = A(t)x ist ein n-dimensionaler reeller Vektorraum.

Die Menge der maximalen Losungen des linearen inhomogenen Systems
(**) x' = A(t)x + b(t) ist der affine Raum A" = xs + V" wobei xs eine
spezielle Lésung der inhomogenen linearen Differentialgleichung ist.

v

Beweis. Sind x; und x, zwei Lésungen von (%) und A1, A2 € R, so ist auch
A1x1 + A2xp eine Losung von (). Zu jedem Vektor xp € R” existiert genau
eine max. Losung ¢,,, d.h. die lineare Abb. xg — ¢, ist ein
VR-Isomorphsmus, und somit ist dim V = n.

Sei A der Lésungsraum des inhom. lin. Systems (). Wir wissen, dass
eine spezielle Losung xs der inhomogenen linearen DGL () existiert.
Ausserdem gilt fiir jede andere Lésung x € A, dass x — xs € V und fiir
jede Losung y € V, dass xs +y € A. Somit ist A = x; + V".
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Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix

Definition (Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix)
Sei A: | — Mat,(R) stetig und (*) x’ = A(t)x ein homogenes lineares
DGL-System.

o Eine Basis ¢1, ..., p, des Losungsraumes von (*) nennt man
Fundamentalsystem zu (*).

o Die Matrix ® = (¢1,...,¢n) aus den Spaltenvektoren ¢; heiBt
Fundamentalmatrix von (*).

@ Seien (¢1,...,¢n) Lsg."en von (*). Die Funktion
W :=det(p1,...,¢n) : | — R heiBt Wronski Determinante von
(901? 009 (10")'

e Bilden o; =31 w{ej ein Fundamentalsystem mit <pf :R — R und
e; die kanonische Basis, dann ist die Fundamentalmatrix gegeben
durch & = ()], ;.

@ n Lsg.'en von (*) bilden ein Fundamentalsystem, genau dann, wenn

ihre Wronski-Determinante fiir ein t verschwindet. s s



Gewshnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R”

Eigenschaften der Fundamentalmatrix
Sei ® eine Fundamentalmatrix zu (x). Dann gilt:

@ Eine Losung des homogenen AWP's x’ = Ax, x(tg) = xp ist gegeben
durch

p(t) = &(t)(P(t)) " xo0
@ O ist eine Lsg. des linearen homogenen System X' = A- X in R™.

@ Ist S € GL(n,R), d.h. S invertierbar, so ist ® - S ist auch eine
Fundamentalmatrix.

Beweis. 1) ¢/(£) = &'(£)(®(to)) " Lxo = AD(t)(D(t0)) " 1xo = Ap(t).
2) ® = (... ) = (Ap1,.... Apy) = A- ®.
3) (¢-S) =0 -S=A-0-6. O
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Beispiel

Sei w eine Konstante. Wir betrachten das homogene lineare DG-System
mit konstanten Koeffizienten

/
{xé = —wxo ’ d.h.<x1>:(0 —w)<x1>
X, = wxi X2 w 0 X2

Ein Fundamentalystem wird von den folgenden beiden Funktionen gebildet

[ cos(wt) _( —sin(wt)
pa(t) = < sin(wt) )’ a(t) = < cos(wt) )
Diese entsprechen den AB ¢1(0) = €1 und ¢2(0) = e.
Zu einer beliebigen AB x(0) = cle; + c?e erhalten wir die Lésung

¢ =clo1 + e,
Die Fundamentalmatrix ist dann gegeben durch

o(t) = ( cos(wt) —sin(wt) )

sin(wt)  cos(wt)
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Spezielle Lésungen des inhomogenen Systems
Wie im 1-dim. Fall erhidlt man spezielle Lsg'en der inhom. lin. DG

x" = A(t)x + b(t) aus einem Fundamentalsystem der zugehérigen
homogenen DG mittels Variation der Konstanten.

Satz (Variation der Konstanten)
Seien A : | — Mat,(R) und b : | — R" stetig und ® : | — Mat,(R) eine
Fundamentalmatrix des linearen homogenen Systems x' = A(t)x. Dann ist

Ps(t) == (t)u(t)

eine spezielle Lésung des inhomogenen Systems x’ = A(t)x + b(t), wobei
u: | — R" stetig differenzierbar mit ®(t)u'(t) = b(t), dh.

(*) u(t) = /tt &~ 1(s)b(s)ds + v

mit einem konstanten Vektor v. Gibt man zur inhomogenen DG die AB
x(to) = xo vor, so ist v := ®~1(ty)xo.
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Beweis. Fiir u(t) = ftf) &~ 1(s)b(s)ds + const wie in (*) gilt daB

u'(t) = &7 L(t)b(t) und damit d(t)u'(t) = b(t). Somit ist
s(t) = ®(t)u(t) eine Lésung:

Pe(t) = ¥(t)u(t) + O(t)u' (1)
= A(t)®(t)u(t) + b(t) = A(t)Ys(t) + b(t).

Bemerkung

Ist v =(vq,...,Vn): | — R" so ist mit ft s)ds die folgende
differenzierbare Abbildung gemeint

ftz vi(s)ds

t
lBt»—>/ v(s)ds = : e R".
to

ftz vi(s)ds
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Lirzare Bl e i
Beispiel
Wir betrachten das inhom. lin. DG-System mit konst. Koeffizienten

/
X] = —x2 X1 (0 -1 X1 0
{Xé:xl—i-t’d'h'(Xz)_(l O><X2>+(t
—_——— ——

=A(®) =b(2)

Wir miissen nun folgendes tun, um eine spezielle Losung zu erhalten:

1) Bestimmen der Fundamentalmatrix (siehe voriges Beispiel):

cos(t) —sin(t)

O(t) = ( sin(t)  cos(t) )

cos(t) sin(t)
—sin(t) cos(t)

o750 = (o) eontr) ) (1) = toom) )

2) Invertieren von ®, ®(t)~! = < , und damit

N—

y
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R”

3) Integrieren von

u(t) = /totdfl(s)b(s)ds _ /t: < 552'0“5((?) )ds

Dies berechnen wir mit partieller Integration und erhalten

/tsin(t)dt = —tcos(t) + sin(t)

/tcos(t)dt = tsin(t) + cos(t)

—tcos(t) + sin(t)

und damit u(t) = ( tsin(t) + cos(t)

> . Somit ist

cost —sint —tcost+sint
sint cost tsint + cost

ba(t) = O(1)u(t) = <

eine spezielle Losung des inhomogenen Systems.

)= (%
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Homogene lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Wie bestimmt man nun eine Fundamentalsystem eines homog. lin.
DG-Systems x’ = A(t)x? Wir betrachen nun den Spezialfall
A(t) = A € Mat,(R) konstant. Analog zu n = 1 definiert man:

Definition (Matrixexponential)

Sei A € Mat,(R). Die Matrix e := 3 '2—’!( heiBt Exponential von A.
k=0

Dies ist wohl-definiert, d.h. diese Reihe konvergiert: Da (Mat,(R), ||.||cc)
ein vollstandiger normierter Raum kist, geniigt es zu zeigen, daB die Folge
der Partialsummen Sp, := >/, % eine Cauchy-Folge ist. Es ist aber

1Sm = Sill = 11D 47l <
k=1

denn elAll = > o ”k|!| konvergiert. Dabei gilt die zweite Ungleichung
lABx|| 1Bx|l _ = ||A||||B||. Daran

[Ix] [RY]
sehen wir auch, daB die Reihe e” absolut konvergiert. 306 /373
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A
| < ||k||| —n,m—oo 0,

i k=I
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x
Il

wegen ||AB|| = sup,cpn
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Lineare Differentialgleichungen im R”
Lemma
Sei A € Mat,(R) und ® : R — Mat,(R), ®(t) := e”, sowie
¢, i R — Mat,(R) die Folge von Abildungen, definiert durch

Pm(t) =D 10 %. Dann konvergiert ®,,, auf jedem kompakten Intervall
K C R gleichméssig gegen ®. Insbesondere ist ® stetig auf R.

Beweis. Sei K = [a, b] C R und M := max{|al,|b|} - ||Al|. Die
konvergente Reihe e” = Y o "Z—,k ist eine Majorante fiir die
Exponentialreihe der Betrige el?All = 3°0° ”tAHk . Nach dem

Cauchy-Kriterium finden wir zu € > 0 ein n., so daB3 M. + ...+ /, <e€
fir alle m > 1 > n.. Somit gilt fiir alle t € K und m > [ > n., daB

m m

m
k Ak k A k k
[Om(t) — d(r)]| < Y AL < S IHIAL < 3 M0 < ¢
k=I

k=1 k=1

D.h., sowohl ®,, als auch die Exponentialreihe der Betrage sind
Cauchyfolgen in vollstdndigen metrischen Rdumen und somit gleichmassig
konvergent auf K. Damit ist der Grenzwert ® stetig auf allen kompakten

Intervallen, und damit auch auf ganz R.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R”

Die Lsg. der homogenen DG mit konstanten Koeffizienten

Satz

Sei A € Mat,(R). Dann ist die Abbildung ® : R > t — e*A € Mat,(R) eine
Fundamentalmatrix zu x' = Ax.

Insbesondere ist zu jedem xq € R", die differenzierbare Abbildung

©x, - R — R, definiert durch p,(t) = elt=1)A . xo die Lésung des AWP'’s
x' = Ax, x(tp) = xo.

v

Beweis. Da A konstant ist, sind die Losungen 1, ..., @, der AWP'e

x" = Ax, mit AB’en x(0) = ¢;, i =1,...,n auf ganz R definiert.

Sei ® = (¢1,...,¢n) die dazugehdrige Fundamentalmatrix.

Nach der Iteration von Picard-Lindelof wird jede dieser Losungen ¢; auf
kompakten Intervallen gleichmassig approximiert durch Funktionen ¢, die
sich durch iteratives Anwenden des Integraloperators H ergeben, d.h.

t t
vio(t) = e, ir(t) = e +/ Axods, pim(t) = €; +/ Apim-1(s)ds
0 0
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Lineare Differentialgleichungen im R"
Schreibt man &, fiir die Matrix mit den Spalten (@1m, ..., ©nm), SO ist

q)o(t) = 1,
t

®1(t) = HP(t) = 1,,+/ Ads = 1,+tA
0

t
Po(t) = HOy(t) = 1,,+/0 A1, +sA)ds = 1,+tA+ E&2

dp(t) = HO,_1(t) = 1n+/OtA(mZ_1 kAk> i kAk
k=0 k=0

Wir haben aber gesehen, daB die Folge von Abbildungen

Tt Y pgt , auf jedem kompakten Intervall gleichmassig gegen
d>(t) = oA konverg|ert. Da die kompakten Intervalle beliebig groB sein
konnen, erhilt man daB ¢ : R — Mat,(R) die Fundamentalmatrix von
x" = Ax ist. Damit ist ® diffbar und ¢(t) = ®(t)xo die Lsg. des AWP's
x(0) = xo. DaB 9(t) = ®(t — to)xo eine Lsg. des AWP’s x(tg) = xp ist,
folgt aus der Kettenregel. O
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Lirzare Bl e i
Beispiel
Wir betrachten wieder die homog. lin. DG mit konstanten Koeffizienten

/
X1 . 0 -1 X1 . 0 -1
(2)=(2 ) (R) #na=(2 %)
Dann rechnet man nach, daB A%*1 = (—1)kA und A% = (—-1)1,. Somit
kénnen wir das Exponential et bestimmen:

(e.o]
£2k+1 p2k+1
E: T (2k+1)!
=0

= Z( 1)k ;i;.) 1,+ (Z(—nk(;ii;!) A

k=0 k=0

(e.9]

oA

= (cost)ly + (sint)A = ( cost —sint ) :

sint cost

Nicht immer kann das Exponential so leicht bestimmt werden!

4
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R”

Folgerung (Exponentialabbildung)
Fiir A € Mat,(R) ist die Abbildung ® : (R, +) — GL(n,R), ®(t) = e
ein differenzierbarer Gruppenhomomorphismus zwischen der additiven

Gruppe (R, +) und der Gruppe der invertierbaren Matrizen GL(n, R).
Insbesondere ist e(tt5)A = etA . 54 = A . &4 ynd (eA)~! = e~

Beweis. Seien s € R und x € R" beliebig und seien ¢ und 1) Lésungen des
AWP’s x" = Ax mit den jeweiligen AB’en x(s) = x und x(0) = x. Nach
dem vorigen Satz gilt fiir alle t € R, daB ¢(t) = e(t=5)Ax = ¢(t — s).
Somit erhalten wir mit Eigenschaften der Fundamentalmatrix, daB

O()d(s) Ix = o(t) = P(t —s) = d(t — 5)d(0) " 1x = d(t — s)x
fiir alle x € R". Damit erhalten wir fiir alle t,s € R, daB

(%) P(t)d(s) = d(t — ).

Dies impliziert aber die Behauptung

O(t + 5) = O(t + 5)0(s) L (s) < d(t)d(s).
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R”

Folgerung (Weitere Eigenschaften der Exponentialabbildung)
Seien A, B € Matp(R).

@ Ist AB = BA, dann gilt AeB = eBA und A8 = eA . eB.

@ Ist B € GL(n,R), so ist BAB™" = BeAB™ L.

Beweis. Alle Aussagen folgen aus der Eindeutigkeit der Lsg. eines AWP's.
Sei z.B. X(t) = Ae'® und Y(t) = eBA. Dann gilt X(0) = Y(0) = A und

X'(t) = ABe'® = BAe'® = BX(t) sowie Y'(t) = Be'PA= BY(t).

Aus der Eindeutigkeit der Lsg. des AWP's X’ = BX, X(0) = A folgt dann
X(t) = Y(t) fur alle t € R.

Sei weiter U(t) := et(A+B) und V/(t) = et - etB. Dann gilt

U(0) = V(0) =1, und wegen der ersten Eigenschaft

U'(t) = (A+ B)U(t) sowie V'(t) = Aee'® + e Bet® = (A+ B)V(t)

und somit U(t) = V/(t) fiir alle t € R.

Die verbleibende Aussage beweist man analog. U
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R”

Zusammenfassung: Lineare DGLn mit konstanten Koeffizienten
Sei A € Mat(n,R), b: R — R” stetig und (xo, tp) € R"” x R.
© Die eindeutige Lésung ¢ : R — R" des homogenen AWPs x’ = Ax
mit der AB x(to) = xo ist gegeben durch o(t) = e(t=%0)Axy.
@ Die eindeutige Losung ) : R — R"” des inhomogenen AWP's
x" = Ax + b(t) mit der AB x(tp) = xp ist gegeben durch

t t

Y(t) = etA(/ e *b(s)ds+e ™ xg) = e(ttO)Axo—FetA/ e Ab(s)ds
to to

(Siehe Satz iiber die Variation de Konstanten.)

@ Ist b(t) = b auch konstant, kann man das Integral sofort berechnen,
falls A invertierbar ist. Dann ist ftz e *Abds = —A~te *Ap| und
somit 9)(t) = e(t=0)Ax5 4 A=1(elt=0)Ap — p) denn A und damit
auch A~! kommutieren mit e*A.

Beachte, dass —A~1b eine (konstante) Lsg. von y’ = Ay + b ist.

v
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Lirzare Bl e i
Beispiel: Lineare Systeme mit diagonalisierbarem A

Sei nun A diagonalisierbar und (v1, ..., v,) eine Basis von R" bestehend
aus Eigenvektoren von A: Av; = Ajv;. Dann sind v; auch Eigenvektoren
von e zu den Eigenwerten e*i.
@ Setzen wir ¢;(t) := e*(t=%)y; dann bilden die ; : R — R" eine
Basis des Lésungsraums des homog. Systems x’ = Ax. Daher ist

Oxo(t) := D1 xbi(t — to) die Lsg. zur AB x(to) = x0 = >y X5vi.

@ Eine spezielle Lsg. des inhomogenen Systems x’ = Ax + b mit
konstantem b erhalten wir aus der Formel auf der vorigen Folie fiir
to =0 und xg = 0:

n

_\ it te_s>"'sv-: (v
w0 =35 (/0 ds)vi = 3 cl(t)v;

i=1

o BNt — 1), falls \; £ 0
wobei ¢'(t) := {23' t, falls \; = 0

Aber: Nicht jede quadratische Matrix ist diagonalisierbar.

und b = 27:1 biV,'.




Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R”

Lineare Systeme in Jordanscher Normalform

Wir wollen nun die Jordansche Normalform von Matrizen benutzen, um
lineare Systeme in moglichst einfacher Form zu schreiben. Einem
Basiswechsel entspricht dann eine Substitution:

Lemma

Sei A € Mat,(R), S € GL(n,R) und A= S~1AS.

@ ist eine Lsg. von x' = Ax <= 1) = S~ Ly ist eine Lsg. von y’ = Ay.
® ist eine Fundamentallsg. von x' = Ax <:> S71®S (und damit auch
S~10) ist eine Fundamentallsg. von y' = Ay.

Beweis. Da S eine konstante invertierbare Matrix ist, erhdlt man

(S70) (1) = STH/(t) = ST Ap(t) = (STTAS)S (1),

d.h. S~y ist eine Lsg. von y’ = Ay. )
Damit ist S~1®, und somit auch S~1®S eine FL von y’ = Ay.
(Den letzten Punkt sieht man auch an e5'AS = §-1etAS)) O
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R”

Folgerung

Sei A € Mat,(R) diagonalisierbar, d.h. ST1AS = diag()\1,. .., \n). Dann
ist ®(t) = S diag(eMt, ... e?) eine Fundamentalmatrix von x' = Ax.

Beispiel

1 -1
charakteristische Polynom ist A2 — 2, d.h. EW'e sind +v/2 zu den EV’en
vi=e +(vV2—-1)e und vo» = e; — (V2 + 1)ep. D.h.

U s (Lo

. etvV2 etv2 e tV2 .
SOl 0 ev2 [T (vamne? _(vaspete ) O

Fundamentalmatrix von x’ = Ax.

Sei A= ( L1 > A ist symmetrisch und damit diagonalisierbar. Das
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R”

Satz (Jordansche Normalform)
Sei A € Mat,(C). Dann existiert ein S € GL(n,C), so dass

A = SAS™' = diag(Jm (M), - > I (Ak)),

wobei
0O --- 0
Al
In(N) = 0| € Mat,(C)
A1
0 000 0 A

Hierbei sind \; die (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerte von A.
(Die Matrizen Jy,(\) heiBen Jordanblécke.)

Der Beweis beruht auf dem Hauptsatz der Algebra, nach dem das
charakteristische Polynom von A mindestens eine komplexe Nullstelle hat.

Somit hat A mindestents einen Eigenwert.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R”

Satz (Reelle Jordansche Normalform)
Sei A € Mat(n,R). Dann existiert S € GL(n,R), so dass A = SAS™!
folgende Gestalt hat

A = diag(Jr, (M), -+ o o, (M), oy (@1, B1), -+, Jom, (ais, B5)),

Jom(a, B) = < ng(j) ;mﬁ({l")' > € Mat(m, R)

Hierbei sind X\; die (nicht notw. verschiedenen) reellen Eigenwerte von A,
sowie p;j = o + if; und [i; = aj — i}, mit §; > 0, die (nicht notw.
versch.) nicht reellen Eigenwertepaare von A.?

?Die Multiplizitit eines reellen Eigenwerts A (bzw. eines imaginiren Eigenwerts 1)
berechnet sich zu °, _, £; bzw Zw:u mj.

Fiir einen Beweis siehe z.B. Klingenberg, Lineare Algebra und Geometrie:
Wende Jordansche Normalform auf A € Mat,(C) an. Fiir reelle EW’e
erhdlt man Jordanblocke. Ist v ein nicht reeller EW von A, so auch f,

denn A ist reell. 18 s



Gewshnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R”

Anwendung auf lineare DG'n

Sei x’ = Ax ein lineares DG-System mit konstanten Koeffizienten.

Sei A = S~1AS in Jordanscher Normalform, d.h. die Fundamentalmatrix
von x’ = Ax ist gegeben durch e = SetAS—1,

Sei nun A = A1+ ...+ Ax wobei die A; jeweils nur einen Jordanblock oder
nur eine Matrix der Form Jom,(a, 3) enthalten, und sonst nur Nullen.

Dann kommutieren die A; miteinander und wir haben

tA _ ot(Art..+AL) tA; | tAx

(S =€ S

D.h., um die Fundamentalmatrix von x’ = Ax zu bestimmen, miissen wir
S kennen und e®B fiir die Fille 1) B = J,(A\) und 2) B = Jomm(cv, B)
bestimmen.
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Gewshnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R”

1) B =Jy(\) = A1, + Jy(0): Da J,(0) und A1, miteinander
— ot . gth

kommutieren, ist e® (). Wir miissen also nur noch et%(0)

berechnen: Berechnet man die Potenzen von e“"(o), so erh3lt man
1t & A
I o]
th—
01 t =2y
etB = et)‘ . etJ"(o) = et)‘ o . . :
00 ... 1 t
00 ... 0 1

D.h., eine Lsg. von x’ = Bx mit der AB x(0) = xg = > 7, c’e; ist
gegeben durch

4 2t 3 +C”(,t,n e p(t)

2 n t"— / t

etBxy = et A+ttt "y | e p(.)
e ptm(t)

wobei p(t) =Y )_; (kiikl)!tkfl Polynome vom Grad n sind.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R”

2) 8= o) = (3 i) -

() (a, 07) (7 o)

Da alle drei Summanden miteinander kommutieren erhilt man wieder

8 ta [ cOS(Bt)ly, —sin(Bt)ly, atJm(0) 0
© T T Usin(B)l,  cos(Bt)lm ) 0 eth(® )

Eine allgemeine Losung ist dann gegeben durch

p() (1)
_ pat p(mil)(:t) at o+ _q(mil)(:t)
o(t) = e** cos(t) a(t) + e**sin(5t) o)
#m(e) pm0)(e)

mit beliebigen Polynomen p, g vom Grad < m — 1, deren

Koeffizienten die AB bestimmen.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung

Gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Wir wollen nun die Ergebnisse aus den vorigen Abschnitten auf DG'en
hoherer Ordnung anwenden.

Wir erinnern uns: Sei Q C R” x R und f : Q — R stetig.

XN = Fx, %', .. X7 1) (27)
heiBt gewohnliche DG n-ter Ordung. Unter einer Losung versteht man eine
n-mal diffb. Funktion ¢ : I — R, so daB3

(i) der Graph e C Q, wobei ® = (i, ¢/, ..., (") : ] — R” und

(i) @M(t) = F(p(t), @' (L), ..., D(t), t) fiir alle t € /.
Sei tg €  und (ci1,...,cp) € R". Das AWP ist gegeben durch (27) und

X(to) =
X/(to) : Co (28)
X(nfl)(to) = Cn

322 /373



Gewdhnliche Differentialgleichungen Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung

Reduktion von Systemen hoherer Ordnung

Eine DG hoherer Ordnung konnte man auf ein System erster Ordnung
reduzieren. Zu eine DG n-ter Ordnung x(" = f(x,x',...,x("=1 t)
definiert man F : R” x R — R"” mittels

F(.yla”'uynut) = (y2a"'7.yn7f(y17'"a.ynat))‘

Dannist x : | — R eine Losung des AWP'’s n-ter Ordnung

x(M = f(x,...,x("=1 ) mlt AB'en x(to) = a1, ..., x("D(ty) = a,,
genau dann wenn y = (x, x x(=1) | — R" eine Lésung des
AWP’s y' = F(y,t), y(t) = (31, ..., ap) erster Ordnung ist. D.h.

yi(t) = ya(t)

Bt = 1) = @)
voa(t) = ") = yalt)
i) = A = fla.ymt)
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Gewshnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung
Da aus der Lipschitz-Stetigkeit von f bez. (x!,...,x") die von
(XY, X t) = F(xE, o x ) = (XY, ..o x™ f(xE, L., xM, t) folgt,
ibertragen sich alle Existenz- und Eindeutgkeitssdtze auf DG'en h&herer
Ordnung. Folgende Aussagen gelten fiir das AWP n-ter Ordnung
XN = f(x,x,...,x(""1 1)
x(to) = x¢, X' (to) = %3, .., xU" N (tg) =x§ } (*)

Folgerung (Maximale Existenz- und Eindeutigkeit)

Sei Q C R x R" offen und f : Q — R sei stetig und bez. (x!,...,x")
Lipschitz-stetig. Dann existiert zu jedem genau eine maximale Lsg.
v:(to—e,to+e) — R des AWP’s (x).

Folgerung (Globale Existenz- und Eindeutigkeit)

Sei | =(a,b) mit —co < a< b<ooundf:R"x|— R Lipschitz-stetig
bez. (x!,...,x") auf jeder Menge der Form R" x J, wobei J G | ein
kompaktes Intervall ist. Dann existiert genau eine auf ganz | definierte
maximale Lésung ¢ : | — R" des AWP'’s (x).

4
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung
Definition (Die lineare DG hoherer Ordnung)
Sei | C R ein Intervall und b,ay : | — R, fiir k =0,...,n— 1 stetig.

XM 4 a, 1 (O)xD 44 ag(8)x + ag(t)x = b(t) (29)

heiBt lineare DG n-ter Ordnung. Ist b(t) = 0, heiBt (29) homogen, sonst
inhomogen.

Folgerung (Maximale Lésung des linearen AWP's n-ter Ordnung)

Sei | = (a,b) mit —co < a< b< oo, (x0,t0) €ER” X I, und b,ay : | — R,
fiir k =0,1,...,n— 1, seien stetige Funktionen. Dann besitzt das lineare
AWP zu (29) genau eine maximale Lésung ¢y, : | — R".

Folgerung (Struktur des Losungsraumes)

Die maximalen Lésungen der homogenen DG n-ter Ordnung bilden einen
n-dimensionalen Vektorraum L. Die maximalen Lésungen der inhomogenen
DG n-ter Ordnung bilden einen n-dimensionalen affinen Raum L + ),
wobei ) eine spezielle Lsg. der inhomogenen DG ist.

vl




Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung
Uberfiihren wir nun die lineare DG n-ter Ordnung

XM a1 ()XY 4 a(8)x 4 ao(t)x = b(t)

in ein System erster Ordnung, so erhalten wir

" y2
Yn—1 Yn
Y b(t) — an—1(t)yn — ... — a1(t)y2 — ao(t)y1
und damit das lineare System
i 0 1 0o ... 0 "
) 0 o 1 ... 0 )
‘ 0 0 0 1
ler —ao(t) .. —a,,,l(t) Yn
—A(t)

b(t)

(30)
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung
Definition und Bemerkungen
Eine Basis des (¢1,...,¢n), @i : | — R, Lésungsraumes der homog. lin.
DG n-ter Ordnung (%) x(" + a, 1 (£)x("=1) ... + ay(t)x’ + ap(t)x = 0
heiBt Fundamentalsystem von (x). Die Fundamentalmatrix ® des
dazugehorigen linearen Systems erster Ordnung,

¥1 000 ©@n
Y1 ¢h
AT

heiBt Fundamentalmatrix von ().
Seien (¢1,...,%n), @i : | — R beliebige Funktionen, dann heiBt

. n

W(p1,...,pn) = det (cp,(.J_l)) - Wronski-Determinante von
ij=

(¢1,.--,0n). Ist nun (¢1,...,¢n) ein Fundamentalsystem (%), so ist die

Wronski-Determinante von (¢1, ..., ) gleich der Wronski Determinante

des Fundamentalsystems des zughdrigen linearen Systems.

327 /373



Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung
Aus der Variation der Konstanten fiir lineare Systeme erhalten wir, daB
eine Losung des inhomogenen Systems (29) gegeben ist durch

t) ftg ®~1(s)(0,...,0,b(s)) " ds,
wobei ® = (p1,...,¢n) eine Fundamantalmatrix des homog. Systems ist.
Mittels der Kramerschen Regel und der Laplace’'schen Entwicklung nach
der i-ten Spalte kann man ®~1b mit Hilfe der Wronski-Det. ausdriicken:

¢_1(s)b(s) = det4> (det(gol, ce P01, b, ©Oit1y .- - (pn))7:1
b n n
detg (Zk 1( 1)k+ det(cpl, s Qi1 Pitly - Qpn)) i=1

Satz (Variation der Konstanten)

Sei (@, ...,¢n) ein Fundamentalsystem der homog. DG n-ter Ordnung.
Dann ist eine spezielle Lésung der inhomogenen DG (29) gegeben durch

0= By o M)

v
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung

Variation der Konstanten

@ Fir n = 2 sieht diese Formel so aus

t t
byo by
t) = — — 2, ds + — (s,
(1) ¥1 /to P105—0 92 P2 /to P10, — P12

@ Die spezielle Losung (31) kann auch mittels der Variation der
Konstanten ermittelt werden: Dazu machen wir den Ansatz

Y(t) = Z wk(t)ck(t) und bestimmen die cx(t) so, dass 1 die

|nhomog DGL (29) l6st. Dann erhilt man das folgende lineare
Gleichungssystem an die ¢;(t)

n o(2) 0
Sam| i =]

0
k= _
Pl b(t)

Integration liefert dann die Funktionen c(t).
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung

Lineare DG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Wir wollen nun das Fundamentalsystem einer linearen DG n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten finden.

Definition (Charakteristisches Polynom)

Das charakteristisches Polynom der linearen homogenen DG n-ter Ordnung
xM(8) + a1 x" D (1) 4 ap_ox"2 () + ... + aox(t) = 0
mit konstanten Koeffizienten ag . ..,a,_1 € R ist das Polynom

PA) := A"+ a, A"+ ad+ag

Ist P € R[A] ein Polynom in einer Variablen, dann ist P()\) das
charakteristische Polynom zur DG

P(%)X = apx(M 2, x4 g )+ agx = 0
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Gewshnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung
Wir hatten gesehen, daB Die DG n-ter Ordnung x("(t) + ... + apx(t) = 0
aquivalent ist zu einem System y’ = Ay mit A wie auf Folie 326.
Daran sieht man, daB das charakteristische Polynom der DG gleich dem
charakteristischen Polynom P4(A) = det(A — A1,) von A ist: Entwickelt
man nach der letzten Zeile, so erhdlt man

—A 1 0o ... 0 0

0 - 1 ... 0 0
e I S S U

0 0O ... O —A 1

—ao(t) cee eee ... —ap_2 —ap-1-— )\(t)

= (=1)"(=ap) + (=1)"2(=a1)(~=\) + ...
o (P12 (=ap2) (< A)" 2+ (< 1) (—an-1 — A) (- A)
= (=1)" (ag +a A+ .. +a A4 a,,)\”)
Also sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms der DG gleich

den Eigenwerten von A. Und diese brauchen wir, um ein

Fundamenatlsystem zu bestimmen. N



Gewdhnliche Differentialgleichungen Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung

Satz (Lineare DG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten)

Sei P(\) = A"+ a2, 1\""1 4+ - 4 a1\ + ag € R[\] das charakteristische
Polynom zur homogenen linearen DG

XM 4 ap_x( D 4 p ) agx =0, (%)

Seien \; die reellen und py = oy + iy sowie [iy die nicht reellen
Nullstellen von P mit den zugehdrigen Multiplizitdten ¢;, my, wobei

j=1,...,rund k=1,...,s. Dann bilden die reellen Funktionen
pio(t) = Nttt Vji=1,...,r, £=0,...,4—1
Ym(t) = et cos(Bkt) - t™

wkm(t) = eakt.sin(ﬁkt),tm} Vk:l,...,57m:0’_“7mk_1‘

ein Fundamentalsystem von (x).
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung

Beweis. Ein FS der DG y’ = Ay konte man auch aus der reellen Jordan
Normalform fiir A ablesen. Ein direkter Beweis, der auf dem folgenden
Lemma beruht, ist aber der Folgende:

Lemma

Fiir ein Polyonom P(x) € C[x] und X € C gilt P(%)e* = P(\)eM. J
Beweis. Die Aussage folgt aus (%)k (eM) = (e’\t)(k) = \kert, O
Seien nun A1,..., A\4s die verschiedenen, komplexen Nullstellen von P()\)

mit den zugehorigen Vielfachheiten /;. Aufgrund des Lemmas erhalt man,
daB die Funktionen ¢j; : R — C definiert durch

pi(t)=eNtt"  Vji=1,...,rn0=0,...6-1

komplexe Losungen der DG x("(t) + a,_1x("~1) ... + agx(t) = 0 sind.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung
Aus (1) folgt also, daB die Funktionen jy(t) = et - t* fiir die reellen
Eigenwerte A\; Losungen sind. Fiir die echt komplexen Eigenwerte
pk = ak + iBk erhdlt man aus (1), daB sowohl Realteil als auch
Imaginarteil von pim(t) = e#*t - t™ Lésungen sind. D.h. man erhilt
23751 mk weitere Lsungen

Vim(t) = Re(pim(t)) = RetMel " = e . cos(fkt) - t
Dim(t) = Re(pum(t)) = Re tMel*t = et . sin(ft) - t™
firk=1,...,s, m=0,...,m — 1.
D.h., wir haben n Losungen gefunden und miissen nun noch zeigen, daB
diese linear unabhngig sind. Sind nun aber die komplexwertigen Lésungen

pje(t) = eVt . t¢ linear unabhingig, so auch die entsprechenden reellen
Losungen. Die lineare Unabhangigkeit der komplexen Lésungen folgt aus:

Lemma
Seien ci, ..., cy, € C paarweise verschieden und pi(t),. .., pa(t) € C[t]. Ist

pi(t)et + -+ po(t)e“t =0 fiiralle teR,

sogilt pp=---=p,=0. 334 /373




Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung
Beweis. n = 1: Aus p;(t)et = 0 folgt p1(t) = 0.
Induktionsschritt n — n+ 1: Wir nehmen an, dass Z”+11 pj(t)et = 0 fiir
alle t € R. Sei k der Grad des Polynoms pp4+1. Dann gllt

(% - Cn+1)k+1pn+1(t)ec”+1t = 0 und somit

n+1 n
0= (& — )Y pi(0)e9 =D hy(t)e!

Jj=1 J=1

mit gewissen Polynomen h;.

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt aber h; = 0.

Um zu zeigen, dass p; = 0, schreiben wir

(t — copr)k = oKL 4 (t — )™ mit ag # 0.

Daraus ergibt sich

k+1
hi(t)e9t = (& — cpy1)py( Z ampj )(t)eSt
und somit hat h; denselben Grad wie p;.
Das ist nur moglich, wenn p; = 0. O

335 /373



Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung
Beispiel:
Wir betrachten die DGL x” — x” +x' — x = t.

(1) Um das Fundamentalsystem der homogenen DG zu finden, suchen wir
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

POA) = X=X+ 2-1=A-1N+1) = W=D+ ).

Wir erhalten somit als komplexes Fundamentalsystem

Somit ist
x1 = €', xa(t) = cos(t) = Re(%), x3(t) = sin(t) = Im(%y).

Wir haben also als allgemeine Lésung der homogenen DG

x(t) = c1e’ + cacos(t) + cs sin(t).

V.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung

(2) Wir wollen auch eine spezielle Lésung der inhomogenen DG
bestimmen: b(t) = t ist ein Polynom ersten Grades. Daher machen wir
den folgenden Ansatz

ys(t) = at + .

a—at—pF=t, dh
—a=1 und a=p0 d.h. 6=-1

Somit ist die spezielle Losung ys(t) = —(t + 1), und die allgemeine Losung
der inhomogenen DGL ist

x(t) = —(t+ 1) + c1e’ + cx cos(t) + czsin(t).
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung

Inhomogene lin. DG mit konst. Koeffizienten

Satz (Inhomogene lin. gewdhnliche DG mit konst. Koeffizienten)

Sei P(x) = x" + ap_1x" 1 + -+ + a1x + ag € R[x] ein Polynom und
w € R mit P(u) # 0. Dann gilt:

(i) % ist eine Lsg. der inhomog. DGL P(%)x = el

(ii) Sei f(t) € R[t] vom Grad m. Dann hat die inhomog. DGL
P(%)x = f(t)et eine Lsg. der Form g(t)e"t, wobei g(t) € R[t] vom
Grad m ist.

v

Beweis. (i) und der Induktionsanfang von (ii) sind offensichtlich. Fiir den
Induktionsschritt schreiben wir P(&)tMekt =: fy(t)ett, wobei fy(t) € R[¢]
vom Grad m ist. Damit gibt es ein ¢ # 0, so dass h(t) := f(t) — cfo(t)
Grad < m — 1 hat. Nach Ind.vor. existiert dann eine Lsg. gi(t)e"f von
P(%)x = h(t)e"t mit einem Polynom gi(t) vom Grad < m — 1.

g(t) = ct™ + gi(t) ist dann das gesuchte Polynom vom Grad m. O
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung

Satz

Sei i € R eine k-fache Nullstelle von
P(x) = x"+ap,_1x""1+---+ax+ag und f(t) € R[t] vom Grad m. Dann
hat die inhomog. DG P(%)x = f(t)elt eine Lsg. der Form h(t)e"t, wobei

k+m

= Z Cjtj.
j=k

Beweis. Wir schreiben P(t) = Q(t)(t — i), mit einem Polynom Q(t)

vom Grad m — k und Q(u) # 0.

Nach dem vorigen Satz existiert ein Polynom g(t) vom Grad m, so dass
g(t)ett eine Lsg. von Q(4)x = f(t)elt ist.

Sei h(t) = ZJH'" ¢t/ derart, dass h(¥)(t) = g(t). Dann ist h(t)e"t die

gesuchte Lsg. von P(%)x = f(t)et.

O
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung

Bemerkung.

Die letzten beiden Satze gelten auch fiir DG'en mit komplexen
Koeffizienten, d.h. P,f, g, h € C[t], u € C. Die Lésungen ¢ : R — C sind
komplexwertige Funktionen der reellen Variablen t.

Beispiel: Harmonischer Oszillator
Wir betrachten die DGL

(*) X4 wix = acoswt, w,wp>0,a€ R*.

Diese DG beschreibt Schwingungen ohne Reibung. Man nennt Sie auch
getriebener (oder angeregter) harmonischer Oszillator mit Eigenfrequenz
wp. Die Anregung erfolgt hier periodisch mit Frequenz w.

Die entsprechende harmonische Gleichung x + w%x = 0 heiBt harmonischer
Oszillator. Das charakterisische Polynom P(x) = x? + w3 hat nur die
imagindren Nullstellen +wqi. Daher sind die Lsg'en der homog. Gleichung
Linearkombinationen von sinwgt und coswqt.

v
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung

... Harmonischer Oszillator

Um eine Lsg. von (*) zu finden betrachten wir die DG

(#%) X+ wix = ae'*.

(i) Wenn w # wp, d.h. P(iw) # 0, so existiert eine Lsg. von (xx) von der

Form ce'™*. Einsetzen in () liefert c = 2.
U.)O*UJ

©(t) = Re ce™t = ccoswt ist dann eine Lsg. von (x).

(i) Wenn w = wp (d.h. der harm. Oszillator wird mit der Eigenfrequenz
wp angeregt) dann gibt es eine Lsg. von (**) von der Form cte*.
Einsetzten in (xx) liefert ¢ = 52-.
©(t) = Recte'’ = s=tsinwt ist dann eine Lsg. von () und die
Amplitude der Schwingung |- t| — oo fiir t — oo
(Resonanzkatastrophe).
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Hamiltonsches Prinzip der kleinsten Wirkung

Seien x; : | — R, i =1...n, Funktionen auf einem Zeitintervall | = [a, b],
die den Zustand eines physikalischen Systems in Abhidngigkeit von der Zeit
beschreiben. Man mochte nun die Bewegungsgleichungen aus einem
Prinzip herleiten. Dies ist das hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung,
welches besagt, daB die Wirkung minimal ist. In reibungsfreien Systemen
ist die Wirkung gegeben als Integral {iber die Differenz von kinetischer
Energie T und potentieller Energie V, der Lagrangefunktion

L(t,p,¢') =T — V, wobei x = (x1,...,x,). D.h., man mochte das
Wirkungsintegral

b
S(QO):/ L(t,x,x")dt

bzgl. © minimieren. In diesem Abschnitt werden wir eine DG an L
herleiten, die eine notwendige Bedingung fiir die Minimalitat von S(y) ist.
Dies sind die Euler-Lagrange-Gleichungen:

d oL , oL / -
dt o (X)X (1) = 5o (8 x(2), X (8)) = 0.
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Euler-Lagrange Gleichungen der Variationsrechnung
Satz (Parameterabhingige Integrale)
Sei[a,b] CR, UCR" und f : [a, b] x U — R stetig. Dann ist die durch

b
o(x) ::/ f(t,x)dt

def. Funktion ¢ : U — R stetig (¢ heiBt parameterabhingiges Integral).

Beweis. Fiir den Beweis bendtigen wir zwei Lemmas:

Lemma 1

Fiir eine gleichméssig konvergente Funktionenfolge f, : [a, b] — R gilt

b b
/ lim f,(t)dt = lim / fo(t)dt
a n—oo n—oo a

Bew. Da f, gleichm. konvergiert, ist f := lim f, stetig, damit int.-bar, und

/abf(t)dt—/ t)dt

v

/ F(8)— o (8)]dt < (b—a) | F—Fll —n oo 0.
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Lemma 2

Sei [a,b] CR, UCR", f:[ab] x U— R stetig und xx € U eine
konvergente Folge mit dem Grenzwert ¢ € U. Dann konvergieren die
Funktionen Fy : [a, b] — R, Fi(t) := f(t, xx) gleichm&Big gegen die stetige
Funktion F(t) = f(t,c)

Beweis. Die Menge K = {xx|k € N} U {c} ist kompakt und ebenso

[a, b] x K. Daher ist die stetige Funktion f auf [a, b] x K gleichmaBig stetig
Sei also € > 0. Wegen der gleichmissigen Stetigkeit von f findet man ein
0 >0, so daB |f(t,x) — f(s,y)| < ¢ fiir alle (¢, x),(s,y) € [a, b] x K mit
II(t, x) — (s, y)|| <. Da andererseits lim x, = c findet man ein ns € N, so
daB ||xx — c|| < 0 fiir alle k > ns. Fiir k > ns gilt daher

£(t,¢) = F(t, x| = [F(t) — Fu(t)] <,

und somit konvergiert Fj gleichm. gegen F. (|
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Beweis des Satzes.

Sei x, € U eine konvergente Folge mit dem Grenzwert ¢ € U.

Sei wieder Fy(t) := f(t, xx) welches nach Lemma 2 gleichm. gegen F,
F(t) := f(t,c), konvergiert.

Wir konnen also Lemma 1 anwenden und erhalten

k—o0 k—o0

b b b
lemoogo(xk): lim /a Fk(t)dt/a lim Fk(t)dt:/a F(t)dt = ¢(c)

Satz (Ableitung parameterabhangiger Integrale)

Seien [a, b], | C R Intervalle und f : [a, b] X | — R, stetig und die
Abbildung x — f(t, x) stetig diffb.fiir alle t. Dann ist die durch
o(x) == fab f(t,x)dt definierte Funktion ¢ : | — R stetig diffb. und es gilt

g X
cp'(x):/a Bf((at; )dt.

v
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Euler-Lagrange Gleichungen der Variationsrechnung
Beweis. Sei c € | und ¢ # xx € | konvergiere gegen c.
Wir betrachten die Funktionenfolge F(t) := %
Wegen des MWS existieren 7, zwischen ¢ und x, mit Fy(t) = W.
Da nx — c und da % nach Voraussetzung stetig ist, konvergiert
Fx : [a, b] — R gleichmaBig gegen die stetige Funktion F : [a, b] — R,

F(t) := %. Daher ist

SO(Xk) — SO(C) — /b Fk(t)dt

X — C

gegen fab F(t)dt = fab Lg(’c) dt.
Somit ist ¢ differenzierbar und wegen des vorigen Satzes folgt die

Stetigkeit der Ableitung

b
x = ¢ (x)= / 3f(81;X) dt

aus der Stetigkeit des Integranden %. O
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Folgerung
Sei[a,b] CR, U C R" offen und f : [a,b] x U — R, (t,x) — f(t,x),
stetig und bez. x k-mal stetig diffb. Dann ist die durch

b
o(x) = / f(t,x)dt
a
definierte Abbildung ¢ : U — R™ k-mal stetig differenzierbar und es gilt

Op, \ b af
8—XI(X)— ] 8—Xl(t,X)dt
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Anwendung: Potentialfunktionen

Sei V= (v1,...,vp): UCR"” — R" ein Vektorfeld. Wir hatten gesehen,
daB eine notwendige Bedingung dafiir, daB V ein Gradientenfeld ist, d.h.
V = gradf fiir eine diff.-bare Fkt. f : U — R, nach dem Lemma von
Schwarz durch die Integrabilitdtsbedingung g)‘g = g—)‘g gegeben ist. Wir

wollen nun die Umkerung beweisen:

Satz
Sei B;. = {x € R" | ||x|| < r} die offene Kugel im R" und sei
V = (vi,...,vn) : B, — R" ein Vektorfeld welches die
Integrabilitatsbedingung

o _ 0

aXJ B 8X,'
erfiillt. Dann existiert eine stetig diff.-bare Funktion f : B, — R mit
V = gradf.
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Beweis. Sei V = (vi,...,v,) das VF aus der Voraussetzung. Wir

definieren f : B, — R durch
Zxk (/ Vi tx)dt)

und zeigen daB gradf = V. Wegen der Folgerung erhilt man

of 6Vk ! _
B = Zxk/ to% tx)dt—i—/o v;(tx)dt
= / (thka"k tx) + v,-(tx)) dt

Wegen der Int.-bed. ist der Integrand gleich der Ableitung von t — tv;:

d
dt(tv,(tx))—v,(tx +tZXk8V’ tx) = vi(tx) +thkav" tx)
k=1

und damit

1
50 = [ o) = (o) = v O
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Doppelintegrale

Seien [a, b] und [c, d] Intervalle und f : [a, b] x [c, d] — R stetig. Dann
sind die folgenden beiden Funktionen stetig und damit integrierbar:

b d
[c,d]ay'—>/ f(x,y)dx , [a,b]ax»—>/ f(x,y)dy.

Die Reihenfolge der Integration kann man vertauschen:

Satz
Fiir eine stetige Funktion f : [a, b] X [c,d] — R gilt:

/Cd (/b f(X,y)dx) dy = /ab (/d f(x,y)dy) dx.
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Beweis. Wir definieren ¢ : [c,d] — R, ¢(y) == f (J7 f(x,y)dy) dx.
Dann ist ¢ diffbar und es gilt

J(y) = / "o < / " Fx, t)dt> dx = / " F(x, y)dya.

Damit gilt aber

/Cd (/ab f(X»Y)dX) dy = /de’(y)dy = p(d) = /ab </Cd f(X,y)dy> dx,

da ¢(c) =0. O
Bemerkung:

Das Doppelintegral fcd (fab f(x,y)dx) dy ist gleich dem Volumen des
Kérpers unter dem Graphen von f. Mehr dazu im nichsten Semester.
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Euler-Lagrange Gleichungen der Variationsrechnung
Sei | = [a, b] ein Intervall und L : | x R> = R, (t,x, p) — L(t,x, p) eine
Funktion in C2(/,R). In C?(/,R) betrachten wir die Teilmenge

K:={pe C(I,R) | p(a) = a1, ¢(b) = e},
wobei ¢; und ¢ Konstanten sind. Auf K betrachten wir nun ein Funktional
(d.h. eine Abbildung von einem Funktionenraum nach R):

b
S:K—=R, S(p) :/ L(t,p(t), ' (t))dt.

Das Problem der Variationsrechnung besteht nun darin, ein ¢ € K zu
finden, so daB S(p) = infyck S(v).

Satz (Euler-Lagrange Gleichungen)

Unter diesen Voraussetzungen gilt: Ist o € K, so daB S(¢) = infyck S(v),

so gelten die Euler-Lagrange Gleichungen

O (0 /() ~ (e, 0, () =0

o




Beweis. Sei ¢ € K mit S(p) < S(v) fiir alle ¢ € K und sei g € C?(/,R)
mit g(a) = g(b) = 0. Dann ist fiir jedes s € R die Funktion

s =+ sg

in K (Variation von ). Wir definieren wir die Funktion F : R — R durch
F(s) := S(ys), die wegen der Vorauss.’en in s = 0 ein Minimum hat.
Daher ist %(0) = 0.

Weiter ist (nach der Ableitung parameterabh. Integrale und Kettenregel)

b
o) - / O Lt ps(0), D)t
_ baLt t), oL (t))g(t 8Lt t), ps(t))g’(t) ) dt
= [ (bt N0 bt ) o
da ¢l = ¢'(t) + sg’(¢t).
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Weiter im Beweis: Mit part. Integr. berechnet man den zweiten Term

[ 2 ittt A0 =
boob 1 d
- [ e G poLeeele) ()

a

= %L( vps(t), ws(t))g (1)

-0
und erhilt fiir jedes g € C2(/,R) mit g(a) = g(b) =0
dF
0 =
-0

b 8 / 8 / /

= / (aXL(t,gps(t),cps(t))g(t)ﬂL&)L(taws(t)ﬂﬁs(t))g(t)) dt
b

= [ (a0 A0) — e a0, (06t

Kdnnte man nun aus dem Verschwinden des Integrals auf das
Verschwinden des Integranden schliessen, ware der Satz bewiesen. Das ist

die Aussage des folgenden Lemmas.
354 /373



Euler-Lagrange Gleichungen der Variationsrechnung
Lemma

Sei F : [a, b] — R stetig und es gelte fiir jede Funktion g € C?([a, b],R)
mit g(a) = g(b) =0, daB

/b f(t)g(t)dt =0.

Dann ist f(t) = 0 fiir alle t € [a, b].

Beweis. Angenommen, es sei ty € (a, b) mit f(tg) > 0. Wegen der
Stetigkeit von f gibt es ein 0 > 0 mit [ty — J, to + ] C [a, b] und
f(t) > @ Nun konstruiert man g € C?([a, b], R) mit

g(t) >0 firte (to—9,to+9) und g(t) =0 fiir t & (to — 9, to + 9).
Fiir dieses g erhalten wir einen Widerspruch, denn

b to+9 p to+9
/ F(0)g(t)dt = / F(De(t)de > ) [T g(t)dt > o.
a to—9 to—9

D.h. f =0 auf (a, b). Wegen der Stetigkeit ist f = 0 auf [a, b]. O
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Dieser Satz |48t sich auf beliebige Dimensionen verallgemeinern.

Satz (Euler-Lagrange Gleichungen)

Seil: Il xR SR,
(t, X1y« s Xny P1s- -5 Pn) — L(t, X1, .., Xn, P1,---,Pn) €ine Funktion aus
C2(1,R"). In C?(1,R") betrachten wir die Teilmenge

K:={p e C*(I,R) | p(a) = G, o(b) = G},

wobei C; und Co zwei konstante Vektoren sind. Hat das Funktional

b
S:K—=R, S(p) :/ L(t,p(t), ' (t))dt.

ein Minimum in ¢ = (¢1,...,¢n) € K, so gelten die Euler-Lagrange
Gleichungen

jtg;f,-(t’ w(t), ¢'(t) = %(t’ o(t), (1) =0 Vi=1,...,n.

1

v
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Beispiel: Energiefunktional

Sei v = (71,.--,7n) : [0,1] — R" eine zweimal stetig diff.-bare Kurve. Die
Energie dieser Kurve ist definiert als

1
EG)i= [ Lea(o.7/(0)ek, mit Lit.x,p): Zpk

Seien P # @ zwei Punkte im R"”. Wir wollen das Energiefunktional fiir alle
Kurven, die P und Q verbinden, minimieren. D.h. wir minimieren E auf

K := {y € C*([0,1],R") [ 7(0) = P, 7(1) = @}. Esist 5= = 0 und
g—;‘_(t,x,p) = 2p;. Damit reduzieren sich die Euler-Lagrange Gleichungen
Zu

d oL

0= % 55 (6900, 7/(2)) = 297 (1),

D.h., Kurven zwischen P und @ mit minimaler Energie sind Lésungen der
DG ~” = 0 mit den Randbedingungen 7(0) = P und (1) = Q. Dies erfiillt
aber nur die Verbindungsgerade t — t(Q — P) + P zwischen P und Q.
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Beispiel: Langenfunktional

Die Lange einer 2-mal stetig diff-baren Kurve 7 : [0,1] — R" ist def. als

1 1
()= [ I @lde= [0z

¢ ist invariant unter Umparametrisierungen der Kurve, d.h. fiir einen
Diffeomorphismus 7 von [0, 1] gilt £(y o 7) = ¢(~y) (wegen der
Substitutionsregel fiir Integrale).

Andererseits kann man jede Kurve mit +/(t) # 0 Vt € [0, 1] auf eine Kurve
mit ||y(t)|| = ¢ konstant umparametrisieren: Sei ||y(t)|| # 0 auf [0, 1]. Ist 7

(o}

eine Stammfunktion von o S° ist ||(y o 1) (2)|| =7 (&)Y (7(2))] = c.
Nun gilt fiir Kurven mit ||7/(t)|| = ¢, daB E(y) = ¢ = (4(7))>.

Da die minimierenden Kurven von E Geraden waren und somit konstante
Geschwindigkeit hatten, folgt aus dem vorigen Beispiel, daB die Kurven
mit minimaler Lange zwischen zwei Punkten umparametrisierte
Verbindungsgeraden sind.

v
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Weitere Themen Fourier-Reihen

Fourier-Reihen

Sei V der Vektorraum der (27-)periodische Funktionen f : R — C, so dass
fl[0,2x] integrierbar ist.

Die Funktionen ex(x) := exp(ikx) , k € Z, bilden ein orthonormales
System bez. der Hermiteschen Form

2w
(x) (f,g):= 217r/0 f(x)g(x)dx, f,geV.

(%) ist positiv semi-definit, d.h. (f,f) > 0 fiir alle f € V. Auf dem
Unterraum der stetigen Funktionen ist (%) positiv definit und somit ein
SKP.

o= (f,en) = 3= 027T f(t)e~**dx € C heiBt k-ter Fourier-Koeffizient und
Fn(f) :=>"4__, ckex n-tes Fourier-Polynom von f.

Die Reihe (F,(f))n=0,1,... heiBt Fourier-Reihe von f.
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Bemerkung.

Es gilt

wobei

Wenn f reellwertig ist, dann ist c_x = €, und F,(f) ist reellwertig.

Weitere Themen Fourier-Reihen

Fa(f) = % + S (ak cos kx + by sin kx),
k=1
1 2
A = CktC = ;/ f(x) cos kxdx
0

s

1 21
by = i(ck —cx)= —/ f(x) sin kxdx.
0
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Weitere Themen Fourier-Reihen

Satz (Fourier-Reihen)

(i) Fn(f) ist die beste Approximation an f € V in dem Unterraum
V, :=span{ex| — n < k < n}, dh. ||f — Fo(f)|2 = infgev, If — gll2,
wobei ||f||2 := \/{F, f).

(i) Desweiteren gilt
I = Fa(E)I3 = 113 = [1Fa(FI3 = 1113 — og=—p lexl*.

Beweis. (ii) kann man direkt nachrechnen. Um (i) zu zeigen, berechnen
wir fir g =57 dkex € Vp:

n

113 = D (dic + dici) + Y |dil®

k=—n k=—n

If - gll2

= |15 = D lakl® +I1IFa(f) — gl3-
k=—n

O
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Weitere Themen Fourier-Reihen

Folgerung (Besselsche Ungleichung)

Fiir die Fourier-Koeffizienten c, von f € V gilt die Besselsche Ungleichung:
o
> lal® < IIFIE.
k=—0o0

Gleichheit gilt genau dann, wenn die Fourier-Reihe F,(f) im quadratischen
Mittel gegen f konvergiert.

v
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Weitere Themen Fourier-Reihen

Satz
(i) Fiir alle f € V gilt
IFI5=> " el
k=—0o0

(ii) und die Fourier-Reihe konvergiert im quadratischen Mittel gegen f,
d.h. limp_eo ||f — Fa(f)|l2 = 0.

Beweis. Wg. des vorhergehenden Satzes sind (i) und (ii) dquivalent.

Das nichste Lemma zeigt, dass der Satz fiir Treppenfunktionen gilt.
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Weitere Themen Fourier-Reihen

Lemma
Sei f € V so dass f|[o2x] eine Treppenfunktion ist.
Dann konvergiert Fn(f) im quadratischen Mittel gegen f.

Weiter im Beweis des Satzes:

f][072,7] ist als Riemann-integrierbare Funktion beschrankt. Wir kdnnen
0.B.d.A. annehmen, dass f reellwertig ist und |f| < 1.

Dann eX|st|eren ZU € > 0 Treppenfunktionen —-1<p<F<yY <1, so
dass 5- f "((x) — p(x))dx < 5

Mit (¢ — )2 < 2(@0—90) folgt d If — @3 < |l — 4|3 < 5 und
somit ||f —¢l[2 < 5.

Wg. des Lemmas existiert N € N, so dass || — Fa(p)|2 < 5 fiir alle
n>N.

Mit g = f — ¢ gilt ||g — Fa(g)ll2 < |lgll2 < 5 und somit
£ = Fa(F)ll2 < llg — Fa(&)ll2 + o — Falp)ll2 < e O
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Weitere Themen Fourier-Reihen

Beweis des Lemmas:

Wir kénnen annehmen, dass f|g ;) = 1 und f|,2.) = 0, denn jede
Treppenfunktion 138t sich als Linearkombination solcher Funktionen
darstellen.

Als Fourier-Koeffizienten erhalten wir ¢g = i und

a

—ikx
=L keN.
2k | S

Mit |cx|?> = 15 ngf"” (k # 0) erhalten wir

o0 2 [ee]
> a 1
Y lal= =it

k=—00 k=1

1 cos ka
Z- Dbt

x
I

1
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Weitere Themen Fourier-Reihen
Weiter im Beweis:
Mit Hilfe der fiir alle x € [0, 27] giiltigen Formel

Zcoskx_ x —m\2 7r72
N 2 12

erhalten wir
2
PO k = ‘& und

Z 5 a 1 1 a-nmn, = a 5

k=—o00

Also konvergiert F,(f) im quadr. Mittel gegen f.

Zum Beweis von (k) stellen wir zuerst fest, dass die Reihe
F(x):=> 724 COSkX absolut und glm. auf R konvergiert.

Behauptung: Die Relhe der Ableitungen — > 72 ; S'"kkx konvergiert fiir alle
d > 0 auf [§,27 — 0] glm. gegen *5T.
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Weitere Themen Fourier-Reihen

Weiter im Beweis:
Daraus folgt F'(x) = 5™ und F(x) = % +c.

Um die Konstante ¢ zu bestimmen berechnen wir:

27 (x — 71,)3 27 3
F(x)dx = ~————| +2mc=— +27c.
/0 12 | 6

Gliedweise Integration der Reihe F(x) = 3232 | 25 ergibt
027T F(x)dx =0, d.h. ¢ = —f—;. Das beweist (x).
sm kx 7r

Wir miissen noch die glm. Konvergenz von 7 ; gegen =X auf
[0, 27 — ¢] zeigen.
Dazu schitzen wir zunichst s,(x) := Y_7_; sinkx = Im (3°7_; ™) ab:

§ : elkx

1 _ einx
1— e

2 < 1
= |ex/2 — e=ix/2| T sing /2’

sn(x)| <
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Weitere Themen Fourier-Reihen

Weiter im Beweis‘

Aus [sp(x)| < & 5/2 =: o erhalten wir weiter
‘ZTfn sin kx| — Zk*n Sk(X)*;k—l(X)‘
= [T (3 - o) + 22 - =0

20
<O‘(5_m+1+m+1+ ) n

Also |Zi°:n %‘ < 27” woraus die glm. Konvergenz der Reihe folgt.

Wir miissen noch zeigen, dass

OOsmkx T—X
2 p 5 firalle x€(0,2n).

368 /373



Weitere Themen Fourier-Reihen

Weiter im Beweis:
Es gilt $°%¢ = [*cos kt dt und

n

n
;COS kt — Z(elkt —lkt % Z eikt _ %

k=—n
e"”t(l—e’(z"”)t) 1 sin(n+3)t 1

2(1 — eft) 2 2sini 2

Lemma
Fiir jede stetig diffb. Funktion f : [a, b] — R gilt mit r € R:

b
lim / f(x)sinrxdx = 0.
a

|r|—o0

Beweis. partielle Integration. O
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Weitere Themen Fourier-Reihen

Weiter im Beweis:

Mit Hilfe des Lemmas erhalten wir schlieBlich:

> sin kx ) /Xsin(n—i—%)t X—7T T—X
dt — =
s

2sin L 2 2

= lim
k n—oo
k=1

370 /373



Weitere Themen Fourier-Reihen

Satz
Sei f € V stetig und stiickweise C1, d.h. es gibt eine Unterteilung

=ty <ty <---<t,=2m, so dass fy == f|[tk_17tk] von der Klasse C1 ist,

k=1,...,r.
Dann konvergiert F,(f) gleichmaBig gegen f.

Beweis.
Sei ¢ die periodische Funktion mit go][tkil’tk) =f,.

Die Fourier-Koeffizienten ¢, von f ergeben sich durch part. Integr. aus den

Fourier-Koeff. v, von ¢:

t i & —inx
- = w(x)e™ "™ dx.

ty—1 n te—1

ty i I .
/ F(x)e ™ dbe = L F(x)e ™

te—1

Wog. der Periodizitdt von f erhilt man daraus ¢, = —%fy,, (n#0).
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Weitere Themen Fourier-Reihen

Weiter im Beweis:

Desweiteren gilt nach der binomischen Formel

”Yn’
n

1
(ﬁ + ’7n’2)'

N~

|cnl| = <

Aus 322 & <oound 302 |7a[? < oo (Besselsche-Ungl.) folgt nun
die absolute und gleichmiBige Konvergenz der Fourier-Reihe F,(f) gegen
eine stetige Grenzfunktion g.

Andererseits konvergiert F,(f) im quadratischen Mittel gegen f.

Das ist nur moglich, wenn f = g, denn beide Funktionen sind stetig. O
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Weitere Themen Fourier-Reihen

Folgerung (WeierstraBscher Approximationssatz fiir periodische
Funktionen)

Jede stetige periodische Funktion f € V' 1aBt sich glm. durch
trigonometrische Polynome approximieren.

(Ein trigonometrisches Polynom vom Grad < n ist eine Linearkombination
n ikx
D k=—nTKE".)

Beweis. Jede stetige Funktion 148t sich glm. durch stiickweise lineare
Funktionen approximieren, die wiederum durch ihre Fourier-Reihe glm.
approximiert werden. O
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