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Grundlagen Mathematische Kurzschreibweise

Mathematische Kurzschreibweise
Man verwendet in mathematischen Texten die Bezeichnungen

= fir "daraus folgt” (Implikation)
<= fir ‘“genau dann, wenn” (Aquivalenz)

v fur  “fur alle” (Allguantor)

3 fiir ‘“es existiert ein” (Existenzquantor)
! fiir “es existiert genau ein”

€ fir “Element in”

:oder | fiir “so dass” oder “mit der Eigenschaft”

AuBerdem benutzt man : <= als definitorisches “genau dann, wenn”.
Beispiel:

Seien N = {0,1,2,3,4,...} die natiirlichen Zahlen.

Die geraden natiirlichen Zahlen 2N = {0,2,4,6, ...} sind gegeben durch

x €2N <= dy e N:x =2y.
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Grundlagen Mengen

Mengen
Definition
@ Eine Menge ist eine Zusammenfassung wohlunterschiedener Objekte,
welche Elemente genannt werden (G. Cantor, 1845-1918).
e Die Menge ohne Elemente ist die leere Menge: ).

@ Sei M eine Menge. N ist Teilmenge von M
1 <= (Vx € N = x & M). Man schreibt N C M.

Man benutzt die mathematische Schreibweise

{x,y,z,...}

um die Objekte x,y, z, ... zu einer (ungeordneten) Menge
zusammenzufassen. Oder auch

N := {x € M | x hat die Eigenschaft ... }.
Beispiel:

2N ={0,2,4,6,..} ={x e N|3Jy e N: x =2y}
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Grundlagen Mengen

Mengenoperationen

Definition (Mengenoperationen)

Es seien M, N zwei beliebige Mengen, dann heilen
e MNN={p|pe M undp e N} der Durchschnitt,
e MUN={p|pe M oder pc N} die Vereinigung,
e M\ N={peM|p¢&N} der Differenz,

e Mx N={(p,q)| pe M und qe N} das kartesische Produkt
von M und N.

Hierbei bezeichnet (p, q) € M x N das geordnete Paar.
Beispiele:
e R2=R xR ={(x,y) | x,y € R}, oder allgemeiner:
e R"=Rx...xR={(x1,...,xn) | xi € R}
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Grundlagen Mengen

Einige Rechenregeln fiir Mengen

Rechenregeln fiir Mengen
Seien M, N, L beliebige Mengen. Dann gilt
e MUM=M=MnNM (ldempotenz),
e MUN=NUMund MNN = NN M (Kommutativitat),
o MNNCMcCMUN,
o (MNN)NL=MnN(NNL)und  MUN)UL=MU(NUL)
(Assoziativitat),
o  MUN)NL=(MnNL)U(NNL)und
(MNN)uL=(MUL)N(NUL) (Distributivitat).

Beweis. Ubung (]
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Grundlagen Mathematische Aussagen und Beweise

Mathematische Aussagen und Beweise

Mathematische Aussagen werden in der Regel mit Theorem, Satz, Lemma
(Hilfssatz) und Folgerung bezeichnet und miissen bewiesen werden. J

Es gibt eine Vielzahl von Beweismethoden, z.B.

o direkter Beweis (im Wesentlichen Umformen von Gleichungen),
zB. "4x=12=x=3"

o indirekter Beweis (auch Beweis durch Widerspruch): beruht auf der
logischen Regel (“Kontraposition™)

(A= B) < (B = -A)

wobei A die Voraussetzung ist und B die Konklusion.
Z.B. "“J unendlich viele Primzahlen” kann man indirekt beweisen.

@ Beweis mittels vollstandiger Induktion.
Mehr zu Beweisen finden Sie unter http://www.mathematik.de/
mde/information/ landkarte/stichpunkte/beweis.html
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Grundlagen Prinzip der vollstindigen Induktion

Beweis durch vollstandige Induktion

Prinzip der vollstandigen Induktion

Seien A(1),A(2),...,A(n),... Aussagen, die fiir alle natiirlichen Zahlen
n € N formuliert sind, und die die folgenden Eigenschaften erfiillen

i) A(1) ist wahr,

ii) fir alle n € N gilt die Implikation: A(n) = A(n+ 1).

Dann ist A(n) wahr fiir alle n € N.

v

Méchte man nun nachweisen, daB A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen gilt, so
muss man folgendes beweisen:

@ Induktionsanfang: A(1) ist richtig,

@ Induktionsschritt: A(n) impliziert A(n+ 1).
Dazu nimmt man an, daB A(n) gilt (Induktionvoraussetzung), und
beweist die Aussage A(n+ 1) (Induktionsbehauptung)
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Prinzip der vollstindigen Induktion
Ein einfaches Beispiel
Satz

Die Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis n ist % n(n+1),

Zi = %n(n+1).

i=1

Beweis. (mit vollstindiger Induktion nach n)

IA: Die Aussage gilt fir i=1: 1 i=1= 3-1-(1+1)
IS: Man nimmt an, es gelte IV: Y7 ;i =2n(n+1)

und beweist dann die IB:

n+1 n
;/:;iﬂnﬂ)’:v;n(n+1)+(n+1):;(n+1)(n+2)

Damit folgt die Aussage fiir n + 1 aus der Richtigkeit fiir n. O
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(ETTCIEEE  Prinzip der vollstandigen Induktion

Ein weiteres Beispiel

Satz (Geometrische Summenformel)
Es gilt die Formel

1 — x*+t

Zx = [ X#L x€R beliebig

Beweis. ...
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Grundlagen Prinzip der vollstindigen Induktion

Rekursive Definitionen

Eng verwandt mit dem Beweis durch vollstandige Induktion ist die
Konstruktion durch vollstandige Induktion, auch rekursive Definition

genannt. Jeder natiirlichen Zahl n soll eine Zahl f(n) zugeordnet werden.
Dies ist moglich durch:

@ Die Angabe von f(1).

@ Eine Vorschrift F, die fiir jedes n in N die Zahl f(n+ 1) aus den
Zahlen f(1),..., f(n) berechnet, d.h.

f(n+1) = F(f(1),...,f(n))
Beispiele:
@ Potenzen: x0 =1, x! = x, x™! .= x.x"
Q@ Fakultat: 0! := 1, 11 :=1, (n+1)! :=(n+1)-n
© Fibonacci Zahlen: x3 (= 0, x = 1, Xpp1 = Xp + x,, 1

Q@ Summe 37 a Sh i ak = a1, Yor_qak = an+ Y01 ak.
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At
Abbildungen

Definition
Eine Abbildung f zwischen zwei Mengen A, B ist eine Vorschrift, die
jedem Element a € A genau ein Element f(a) € B zuordnet.

f: A — B
a — f(a)

@ Sei a€ A. b:= f(a) heiBt Bild von a unter f.
@ Sei b€ B. a € A heiBt Urbild von b unter f : <= f(a) = b.

Seien X C A und Y C B zwei beliebige Teilmengen.
o f(X):={f(a)| a€ X} heiBt Bild der Menge X C A unter f.

o f1(Y):={ac A|f(a) € Y} heiBt Urbild der Menge Y C B unter
f.
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Definition
Sei f : A — B eine Abbildung zwischen den Mengen A und B. Dann ist
der Graph, '+ C A x B, definiert als die Menge

e .= {(a,f(a)) |ac A} . )

Definition (Eigenschaften von Abbildungen)
Sei f : A — B eine Abbildung (zwischen den Mengen A und B).

f heiBt surjektiv : <= f(A)=B
Vbe B,JacA: f(a)=0b

jedes Bild hat genau ein Urbild

=
f ist injektiv : <=
< Vbef(A)IacA: f(a)=b
=
=

Vx,y€e A: f(x)=1f(y) =x=y

f ist bijektiv f ist injektiv und surjektiv
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AT
Beispiele.

o Die Identititsabbildung oder Identitit einer Menge M, definiert durch
Idy - M — M, a+— aist bijektiv.

o Eine andere bijektive Abbildung ist f : R — R, f(x) = x3.

e Die Abbildung f : N — N, f(n) := 2 nist injektiv aber nicht
surjektiv.

e Die Abbildung f : R — R, f(x) := x3 — x? = x?(x — 1) ist surjektiv
aber nicht injektiv, da (1) = f(0) = 0.

T
/
/
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Bezeichnung. Seien f : A— B und g : B — C zwei Abbildungen. Als
Verkniipfung, Hintereinanderausfiihrung oder auch Superposition* der
Abbildungen f und g bezeichnet man die Abbildung

gof:A—C, a— gof(a):=g(f(a))
Lemma

Eine Abbildung f : A — B ist genau dann bijektiv, falls es eine Abbildung
g: B — A gibt mit:

gof = Ilda und fog = ldg

Beweis. UA O
Bezeichnung. Die Abbildung g : B — A, die nach dem Lemma zu einer
bijektiven Abbildung f : A — B existiert, nennt man die Umkehrabbildung
zu f.
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Abbildungen

Mehr zu den Grundlagen (Aussagenlogik, Mengen, etc.)

Skript von E. Bénecke auf

http://www.math.uni-hamburg.de/home/leistner/mfpl/grund-1.pdf

und an vielen anderen Stellen im Internet.
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Reelle und komplexe Zahlen

Reelle und komplexe Zahlen

@ Wiederholung: Natiirliche und Rationale Zahlen
@ Reelle Zahlen

» Korperaxiome (Rechenregeln)
» Ordnungsaxiome

o Komplexe Zahlen

» Real- und Imaginarteil, Konjugation
» Betrag und Abstand

23 /362



Reelle und komplexe Zahlen Natiirliche und ganze Zahlen

Eigenschaften natiirlicher Zahlen

In der Menge N der natiirlichen Zahlen lassen sich auf bekannte Art und
Weise beliebig Additionen und Multiplikationen ausfiihren. Dabei gelten
folgende Rechenregeln:

o Kommutativitdt: a+ b=b+aunda-b=0>b-a
@ Assoziativitat:
a+(b+c)=(a+b)+cunda-(b-c)=(a-b)-c
@ Distributivitat:
a-(b+c)=a-b+a-c

Bemerkung.

Fiihrt man die natiirlichen Zahlen mittels der Peano Axiome (G. Peano,
1889) ein, so werden obige Rechenregeln mathematisch beweisbare
Aussagen!
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Reelle und komplexe Zahlen Natiirliche und ganze Zahlen

Ganze und rationale Zahlen

Ausgehend von den natiirlichen Zahlen konstruiert man die ganzen Zahlen
Z=4{..,-2,-10,1,2,...}
und damit dann die rationalen Zahlen
Q:{%|a,beZ,b7é0}
und beweist die tiblichen Rechenregeln.

Verabredung:

Wir setzen die Kenntnis der elementaren Eigenschaften und Rechenregeln
der ganzen und rationalen Zahlen als gegeben voraus.
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Recllte Zaliton uid) Wiperexieiie
Warum reelle Zahlen?

Schon den Griechen in der Antike war bekannt, dass es irrationale Grossen
gibt, die zum Beispiel auf natiirliche Art und Weise als Langen in
einfachen geometrischen Figuren auftauchen. Die reellen Zahlen R
beheben dieses Manko der rationalen Zahlen.

Beispiel

Die Lange der Diagonale eines Quadrats mit Seitenlangen gleich 1 ist

irrational, d.h. v/2 ¢ Q.

Beweis. Wegen dem Satz von Phytagoras ist die Lange der Diagonale
gleich v/2.

Zeigen v/2 & Q mittels Beweis durch Widerspruch:

Wir nehmen an /2 € Q, d.h. V2 = g, p,q € N teilerfremd.

Die Gleichung p? = 2q? zeigt dann, dass p gerade ist.

Somit ist p? durch 4 teilbar, und damit sind g? und g gerade.
Widerspruch zur Teilerfremdheit! U
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Reelle und komplexe Zahlen Kérperaxiome

Korperaxiome

Die reellen Zahlen werden mit dem Symbol R bezeichnet.
Wir setzten ihre Existenz und die Kenntniss ihrer elementaren
Eigenschaften und Rechenregeln voraus!

Abstrakt betrachtet sind die reellen Zahlen R ein Beispiel fiir einen Kérper.
Ein Korper K ist eine Menge mit zwei Abbildungen,

@ Die Addition

+:KxK — K
(x,y) = x+y

@ und die Multiplikation

tKxK — K
(Xv.y) = Xy =Xy,

welche die folgenden Axiome erfiillen:
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A) Axiome der Addition

o Kommutativgesetz:
x+y=y+x firalle x,yeK.
@ Assoziativgesetz:
(x+y)+z=x+(y+z) fiuralle x,y,zeK.
@ Es gibt ein neutrales Element 0 € K, so dass
x+0=x firalle xeK.

(Daraus folgt: 3! neutrales Element:
Sei 0’ ein weiteres, dann gilt 0=0+0"=0"+0=0".)
@ Es gibt zu jedem x € K ein additives Inverses —x € K, so dass

x+(—x)=0.

(Wiederum folgt: ¥x € R 3! additives Inverses)
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e e
M) Axiome der Multiplikation

@ Kommutativgesetz:

xy = yx firalle x,y eK.
@ Assoziativgesetz:

(xy)z = x(yz) firalle x,y,zeK

@ Es gibt ein neutrales Element 1 € K, so dass

x-1=x firalle xek
o Es gibt zu jedem x € K mit x # 0 ein Inverses x~! € K, so dass

x-xt=1.

(Wie im Fall der Addition folgt die Eindeutigkeit von 1 und x~1.)
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Reelle und komplexe Zahlen Kdrperaxiome

D) Distributivgesetz

@ Das Distributivgesetz driickt die Vertraglichkeit von Addition und
Multiplikation aus:

x(y+z)=xy+xz firalle x,y,zeK

Definition
Eine Menge K mit zwei Abbildungen + und -, die die die Axiome A), M)
und D) erfiillen, heiBt Zahlkorper, oder auch nur Kérper.

Einige Korper
@ Die reellen Zahlen R mit + und - sind ein Korper
@ Die rationalen Zahlen Q mit + und - sind ein K&rper

@ Die Menge {0,1} mit + und - derart, dass
0=0:-0=0-1=0:-1=0+0=1+1und1=1+0=0-+1ist
ebenfalls ein Korper, der mit F, bezeichnet wird.

o Natiirliche und ganze Zahlen mit + und - sind kein K&rper

4
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Reelle und komplexe Zahlen Kdrperaxiome

Folgerungen aus den Koérperaxiomen

Satz
Sei K ein Kérper (z.B. K =R). Fiir alle a, b € K ist die Gleichung

atx=5b

eindeutig Iésbar.

Beweis. Das folgt aus A). Die Losung ist x = b — a:= b+ (—a). O

Satz
Sei K ein Kérper. Fiir alle a € K\ {0} und b € K ist die Gleichung

ax=>b

eindeutig Iésbar.

Beweis. Das folgt aus M). Die Losung ist x = b.= a7 1p. O

a
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Weitere Folgerungen aus den Korperaxiomen

Satz

Sei K ein Kérper (z.B. K=R) und x,y € K. Dann gilt:
xy = 0 genau dann, wenn x = 0 oder y = 0.

Beweis.

(<) Es geniigt zu zeigen: x - 0 = 0 (wg. Kommutativitat). Es gilt

x-O(é)x(O—i—O) (B)X-O—f—X-O

Abziehen von x - 0 auf beiden Seiten liefert 0 = x - 0.
(=) Es geniigt zu zeigen: x #0 und xy =0 =y = 0.

Da x # 0, hat die Gleichung xy = 0 die eindeutige Lsg.

y=x"1.0=0. (]
Weitere Folgerungen (UA): —0 = 0,—(—x) = x, (—x)y = —(xy),
(—x)(—=y)=xy, 171 =1, ¥x#0ist x 1 £ 0 und (x 1)~! = x, etc.
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Reelle und komplexe Zahlen Kdrperaxiome

Konvention
Es ist iiblich, natiirliche, ganze und rationale Zahlen als Teilmengen der
reellen Zahlen aufassen.

e Die natiirlichen Zahlen N := {1,2,3,...} fassen wir als Teilmenge von
R auf, indem wir n € N mit der reellen Zahl 14 ---+1 (n
Summanden) identifizieren.

@ Durch Hinzunahme der additive Inversen erhdlt man die ganzen
Zahlen Z ={...,-2,-1,0,1,2,...} C R. Sie bilden keinen Korper
(keine multiplikative Inverse).

@ Der kleinste Korper, der Z enthilt ist der Korper der rationalen
Zahlen Q={£|peZ, qeN}L
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Ordninesaxiome
O) Ordnungsaxiome
In R ist die Teilmenge R, C R der positiven Zahlen ausgezeichnet. Wir

schreiben x > 0, wenn x € R,..
(O1) ¥x € R gilt genau eine der folgenden drei Relationen:

x>0 oder x=0 oder—x>0.

(02) Aus x >0 und y > 0 folgt x+y >0 und xy >0
(Vertraglichkeit mit der Addition und Multiplikation).

(03) Archimedisches Axiom: ¥x > 0 € R gibt es n € N mit n — x > 0.

Es gilt:
R erfiillt die Axiome (O1), (02) und (0O3). J

Ebenso wie die reellen Zahlen, setzten wir diese Eigenschaft als gegeben

voraus.
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Reelle und komplexe Zahlen Ordnungsaxiome

R als archimedisch geordneter Kérper

Bezeichnungen
@ x € R ist negativ <—= —x > 0.
O x>y <= x—y>0,
@ XxX>y:<= x>yoderx=y,

O X<y:<= y>x,sowiex<y:<= y>x.

V.

Die Relation x > y : <= x — y > 0 definiert eine Ordnungsrelation > auf
den reellen Zahlen. R mit dieser Ordnung ist ein Beipiel fiir einen
archimedisch geordneten Korper.
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Reelle und komplexe Zahlen Ordnungsaxiome

Folgerungen aus den Ordnungsaxiomen

Satz

Fiir a,x,y,z € R gilt:

(i) Transitivitit: x <y undy < z = x < z,
(i) x<yundaeR=x+a<y+a,
(i) x <y unda>0 = ax < ay,

iv) x <y unda<0 = ax > ay.

(iv)

Beweis. Wir beweisen z.B. (i):

z-x=(z-y)+(y—x)>0
————  N—
>0 >0
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Reelle und komplexe Zahlen Ordnungsaxiome

Satz

(i) x2 > 0 fiir alle x # 0,

(i) x>0= x"1>0,

(i) 0<x<y=x1>y1l>0

Beweis.
(i) Aus x > 0 folgt x2 = x - x > 0, wg. (02). Aus x < 0 folgt —x >0
und somit ebenfalls x2 = (—x)? > 0.

(ii) Fir x > 0 gilt wegen (i):

x 1= (xx_l)x_1 = x - (X_1)2 > 0.
N —
>0 >0

(i) Sei 0 < x <y. (i) = x1>0und y~! > 0. Somit x"1y~! > 0.
Multiplikation der Ungleichung x < y mit der positiven Zahl x =1y~
liefert schlieBlich y—% < x~1.

1

O
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D AEeilifiziieg
Der Absolutbetrag
Definition
Der Absolutbetrag einer reellen Zahl x ist definiert durch

Ix] {x, wenn x>0
x| =

—x, wenn x<0

Satz

Fiir alle x,y € R gilt:

(i) |x| > 0 und |x| = 0, genau dann, wenn x =0,
(ii)
(iii) |xy| = Ix[ly| und
(iv) [x+yl = || = Iyll.

Beweis. (i)-(iii) smd einfache UA. (iv) folgt aus (ii):

|x + y| < |x| + |y| (Dreiecksungleichung),

x| = |x+y—y| < |x + y| + |y|, dasselbe fiir |y|, = (iv). O
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Dy Az hidbeies
Abstand

Den Absolutbetrag benutzt man, um den Abstand zweier reeller Zahlen zu
definieren:
Satz

Die Abbildung d : R x R — R definiert durch d(x,y) := |x — y| heiBt
Abstand von x und y und erfiillt die folgenden Eigenschaften:

0 dix,y)=0 <= x=y,

e d(x,y) =d(y,x) (Symmetrie),

e d(x,y) < d(x,z)+ d(z,y) (Dreiecksungleichung)
fiir alle x,y,z € R.

Beweis. Folgt aus den Eigenschaften des Betrages. Insbesondere folgt die
Dreiecksungleichung fiir d aus der fiir | . |. O
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Reelle und komplexe Zahlen Der Absolutbetrag

Zusammenfassung:

Die reellen Zahlen R mit zwei Abbildungen + und - erfiillen die Axiome
A), M), D) und O) und sind damit ein archimedisch geordneter Korper. J

Die rationalen Zahlen @ sind ein ebenfalls ein archimedischer geordneter
Korper. Die Relation ist = >0 <= n-m > 0. (Beweis: Ubung.)
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Reelle und komplexe Zahlen Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen

Wir definieren nun den Kérper der komplexen Zahlen. Dazu brauchen wir
eine Menge, eine Addition und eine Multiplikation.

@ Wir betrachten die Menge aller Paare reeller Zahlen
R? = {(x,y)|x,y € R} (“kartesische Ebene")

@ versehen mit der Addition

+ : R?xR?> — R?
(y)+(u,v) = (x+uy+v)

© und der Multiplikation

- RPxR?> — R?
(Xa}/)'(u7v) = (Xu—yv,xv+yu).
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Reelle und komplexe Zahlen Komplexe Zahlen
Theorem

Das Tripel (R?,+,-) ist ein Korper. Dieser wird der Kérper der komplexen
Zahlen genannt und mit C bezeichnet.

Beweis. Wir miissen die Axiome A), M) und D) nachweisen:

A) Kommutativ- und Assoziativgesetz fiir (R?,+) folgen direkt aus den
entsprechenden Axiomen fiir (R, +), da die Addition
komponentenweise erklart ist. Das neutrale Element in (R?, +) ist
(07 0) und _(X‘/y) = (_X7 _y)'

M) Wir iiberpriifen zuerst das Assoziativgesetz:

(X,_)/) ' ((U, V) : (ul7 V,)) =
(x,y) - (ud —w' u' +w)
(x(ud" = w') = y(uv' + v, x(uv' + v') + y(ud" — w'))
((xu = yv)u' — (xv + yu)V', (xu — yv)v' + (xv + yu)d')
(
(

xu — yv,xv + yu) - (u', V')
(x,y) uv)) (v, V)
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Reelle und komplexe Zahlen Komplexe Zahlen

Weiter im Beweis:

M) Das Kommutativgesetz fiir die Multiplikation in R? folgt aus der
Invarianz des Ausdrucks (xu — yv, xv + yu) unter Vertauschung der
Paare (x,y) und (u,v).

Das neutrale Element der Multiplikation ist (1,0).
In der Tat: (x,y)-(1,0)=(x-1—y-0,x-0+y-1)=(x,y).
Das multiplikative Inverse zu (x,y) # (0,0) ist

)= (s
7 X4y X242 )

In der Tat:
2 — X
(x,y)- (Xziyza _Xziyz) = (X2X+y2 - )):2(+§g7 X§+§ X2+y2) (1,0).
D) Distributivgesetz: UA. O
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Reelle und komplexe Zahlen Komplexe Zahlen

Konventionen

o Wir identifizieren reelle Zahlen x mit Paaren (x,0) € R2.
@ Dies ist mit den Verkniipfungen in R und R? vertriglich.
@ D.h. wir kdnnen reelle und komplexe Zahlen miteinander
multiplizieren: x - (u, v) := (x,0) - (u, v) = (xu, xv).
@ Fiihrt man dann die Bezeichnung
i:=(0,1) € R?
ein, 13Bt sich jedes Paar (x,y) € R? in der Form (x,y) = x + iy
schreiben.
e Esgilt ;> = —1, denn
i =(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-1+1-0) = (-1,0) = —1.
Daher ist diese Schreibweise mit den Verkniipfungen vertraglich:
(x+iy)(u+iv) = xu+ifyv+i(xv+ yu)
— i) = (xy)- (uv)
o Esisti™!=—i.
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Reelle und komplexe Zahlen Komplexe Zahlen

Der Korper der komplexen Zahlen wird mit dem Symbol C bezeichnet:

C:={z=x+1iy|x,y e R} =R?.

Satz
i und —i sind die einzigen Lésungen der Gleichung z> +1 = 0. J

Beweis. Sei z> = —1firz=x+iy = x> —y>=—1und xy = 0.
Also x =0und y2 =1, d.h. y = +1. O

Vereinbarung: v—1:=1 J

Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Jede polynomiale Gleichung mit komplexen Koeffizienten c, der Form

2"+ ezt +az+ =0

hat mindestens eine komplexe Lésung.

Beweis. Der Beweis wird spater gegeben. (]
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Reelle und komplexe Zahlen Komplexe Zahlen

Real- und Imaginarteil, Konjugation

Definition

@ Sei z=x+ iy € C eine komplexe Zahl. Dann heiBen die reellen

Zahlen x = Rez und y = Im z Real- bzw. Imaginarteil der von z.

o Die komplexe Zahl z .= x — iy heit die zu z = x + iy € C
komplex konjugierte Zahl.

o Komplexe Zahlen z € C mit Rez = 0 heissen rein imaginar.

Es gilt

1 1
X:Rez:i(z—i—i) und y:Imz:?(z—E)
i

sowie
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Reelle und komplexe Zahlen Der Betrag einer komplexen Zahl

Der Betrag einer komplexen Zahl

Sei z = x + iy € C (wie immer x,y € R).

= 77 = x> + y? ist eine positive reelle Zahl oder Null.
Definition

Wir definieren den Betrag der komplexen Zahl z durch

|z| ;== Vzz = /x> +y? € Ry U{0}.

Fiir eine reelle Zahl x € R C C ergibt sich als Betrag

|X|:\/;:{x, wenn x>0

—x, wenn x<0

genau der Absolutbetrag von x. Ausserdem gilt:

|Rez| < |z|, [Imz| < |z|, sowie |z|=|Z|.
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Reelle und komplexe Zahlen Der Betrag einer komplexen Zahl

Satz
Fiir alle z, w € C gilt:

(i) |z| > 0 und |z| = 0, genau dann wenn z =0,
(ii) |z + w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung),
(i) |zwl = |zllwl und (i) |2+ w| > ||z] — |w]]

Beweis. Ubung ([

Wieder definiert der Betrag einen Abstand von komplexen Zahlen,
d: CxC—Ry4, d(z,w) = |z — w|

mit denselben Eigenschaften wie der Abstand von reellen Zahlen:
e d(z,w)>0und d(z,w) =0 <= z=w,
e d(z,w) =d(w,z),
e d(z,w) < d(z,v)+d(z,w).

Die Dreiecksungleichung handelt diesmal wirklich von Dreiecken.
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Konvergenz von Folgen

Definition
Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung N — R, n — x,.
Man schreibt dafiir auch (x,)nen = (x1, X2, . ..) oder einfach (x,).

n heiBt der Index oder auch Rang vo x,.

Wir lassen auch Folgen (x5)n>n, = (Xngs Xng+1, - - -) zu, die erst ab einem
gewissen Index ng € N definiert sind.

Definition

Eine Folge (xn) heiBt konvergent mit dem Grenzwert (“Limes”) ¢, wenn es
fiir alle e € R mit € > 0 einen Index N = N(g) € N gibt, so dass

|xp — €| < e fiiralle n>N.

Schreibweise: n|L>moo X, = £ oder auch x, —p_00 £

Beachte: |x, — £| kann man auch mit Hilfe des Abstandes schreiben:
|xn — £] = d(xn, £).
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Konvergenz von Folgen

Die Folge x, = % konvergiert gegen 0.

Beispiel J

Beweis. Wir miissen fiir jedes reelle € > 0 einen Index N finden, so daB
|xp —0| < e Vn>N.

Sei also € > 0 eine beliebige positive reelle Zahl.

Nach dem Archimedischen Axiom gibt es N € N mit N > % D.h. & <e.
Fiir alle n > N gilt dann |x, — 0] =1 < & <e. O

2=
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Konvergenz von Folgen

Eindeutigkeit des Grenzwertes
Satz

Eine konvergente Folge hat genau einen Grenzwert.

Beweis. (Indirekter Beweis)

@ Wir nehmen an, dass (x,) zwei Grenzwerte {1, ¢> hat, d.h. {1 # (5.
@ Setze € ;= @ > 0.

Wegen der Konvergenz existieren natiirliche Zahlen Ny und N, mit

|xn — 01| < e firalle n> Ny,
|xn — la| < e firalle n> Ns.

e Daraus folgt nach der Dreiecksungleichung fiir alle n > max{ Ny, Ny }:

2€:|fz—€1|: |€2—Xn+Xn—€1| < ‘Ez—Xn|+|Xn—€1| < 2e.

@ D.h. 2e < 2¢, ein Widerspruch! Also /1 = #5.
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o Rie widl B i
Beschrankte Folgen
Definition

(i) Eine Folge (x,) heiBt nach oben beschrinkt, wenn es K € R gibt
derart, dass

Xn < K fiir alle n.

(ii) Sie heiBt nach unten beschrankt, wenn es K € R gibt derart, dass
K < x, fiiralle n.

(iii) Eine Folge (xpn) heiBt beschrankt, wenn sie nach oben und nach unten
beschrankt ist.

v

Einfache UA:

Eine Folge (xp) ist genau dann beschrankt, wenn es K € R gibt derart,
dass

|xn| < K fiir alle n.
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Konvergenz und Beschrinktheit

Konvergenz und Beschranktheit
Satz

Jede konvergente Folge (xp)nen ist beschrinkt.

Beweis. Miissen ein K € R finden, welches die Folge beschrankt.

@ Sei { = lim x,. Dann existiert (zu € = 1) eine natiirliche Zahl
n—oo
N € N, so dass

|xp — €| <1 fiiralle n>N.
e Daraus folgt fiir alle n > N (wieder mit der Dreicksungleichung):
|Xn| = [xn — 0+ 4] < |xp— L]+ |¢] < |€| + 1.

@ und somit fiir alle n € N:

|Xn| < maX{|X1|7 |X2|7 R |XN—1|7 |£| + 1} =K.
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Konvergenz und Beschrinktheit

Bemerkungen

(i) Die Umkehrung des letzten Satzes gilt nicht:
Die Folge x, = (—1)" ist beschrankt aber nicht konvergent.

Beweis. Annahme: lim (x,) = /.

Fiir ¢ := 3 existiert eine N € N: |x, — £| < 3 ¥n > N.

Fur alle n > N und m > N hat man
|Xn — Xm| = |%n — €+ £ — Xm| < X0 — | + |xm — £| < 1.

Das ist ein Widerspruch zu (x,) = (1,—-1,1,-1,1,...). O
i) Aus dem Satz folgt, daB unbeschrinkte Folgen nicht konvergent sind.
Z.B. ist die Folge x, = n unbeschrankt und somit nicht konvergent.

v
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Konvergenz und algebraische Operationen

Konvergenz und algebraische Operationen
Satz
(xn) und (yn) seien konvergente Folgen. Dann gilt:
(i) lim (xp+yn) = lim x, + lim y,
n—oo n—oo n—oo

(if) nli_[go(xn)/n) = (nl'_)ngo Xn) - (nll—[go Yn)-

Beweis. Sei x = lim x, und y = lim y,.
n—oo n—oo

(i) Es gibt zu jedem ¢ > 0 natiirliche Zahlen Ny, N € N, so dass

Ixn — x| < ¢€/2 firalle n> Ny,
lyvn—y| < ¢€/2 firalle n> N.

Dann gilt aber auch fiir alle n > max{ Ny, N,}:

Xn +yn—(xX+Y)=|x=x+yn—y| < |xa = x|+ |y —y| <e.
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SIS UL g e CpaEitara
Weiter im Beweis:
(ii) (xn) ist als konvergente Folge beschrankt.
Daher kénnen wir K > |y| > 0 wahlen, so dass |x,| < K fiir alle n.
Fiir jedes € > 0 existieren N1, N, € N mit

3

xp— x| < == firalle n> Nj,

X = 2K = M
€ ..

lyvn =yl < oK fur alle n> N,

Somit gilt nun fiir alle n > max{ Ny, N, }:
|Xn}/n - X)/| = |Xn)/n_Xny + Xny — X}/|
—_——
=0
Xl [yn — y[ + X0 — x| ly| < e
N N——— N
<K <5z <3z <K

Also lim (x,yn) = xy.

n—oo
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Konvergenz und algebraische Operationen

Satz

Sei (xn) eine konvergente Folge mit Grenzwert x # 0.
Dann gibt es ng € N, so daB x, # 0 fiir alle n > ng und

. 1
lim [ — =
n=00 \ Xn / pn>no

Beweis. UA O

X | =
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Konvergenz und Ordnungsrelation

Konvergenz und Ordnungsrelation

Satz

e Sei (xp) eine konvergente Folge mit x, > 0. Dann gilt lim x, > 0.

n—oo

@ (xn), (vn) seien konvergente Folgen mit x, < y,. Dann ist

lim x, < lim y,.
n—oo n—oo

Beweis. Ubung

Achtung:

Fiir konvergente Folgen mit x, < y, gilt nicht unbedingt
lim x, < lim y,.
n—»po i n—oo
Beispiel:
Fir x, =0 < y, := % gilt in der Tat lim x,=0< lim y, =0,
. ) n—oo n—oo
aber 0 = lim x, £ lim y, =0.
n—oo n—oo
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Cxveliy i e
Cauchy-Folgen

Definition
Eine Folge (xn) heiBt Cauchy-Folge, wenn es fiir alle ¢ > 0 ein N € N gibt,
so daB
|Xn — Xm| < e fiiralle n,m> N.
Satz

Jede konvergente Folge (xn)nen ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei £ = lim x,. Fiir alle n,m > N(3) gilt:

n—oo

[Xn = Xm| = [%n — €4+ € — xm| < |xn — €| + [£ — xm| < e.
—_—— N —

<

(N[0}

<

(N[0}
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Das Vollstandigkeitsaxiom

Das Vollstandigkeitsaxiom

Die Umkehrung des letzten Satzes ist das:

Vollstandigkeitsaxiom

R ist vollstédndig, d.h. jede Cauchy-Folge reeller Zahlen konvergiert gegen
eine reelle Zahl.

Bemerkungen

(i) Fihrt man die reellen Zahlen mathematisch exakt ein, so kann man
dieses Axiom beweisen (siehe z.B. Konigsberger: Analysis 1). Wir
setzten voraus, daB es gilt (Axiom).

(i) Wegen der Vollstandigkeit der reellen Zahlen konvergiert jede
Cauchy-Folge rationaler Zahlen gegen eine reelle Zahl, diese kann

jedoch irrational sein (wie wir spater sehen werden). Somit ist Q nicht
vollstandig.

v
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Das Vollstandigkeitsaxiom

Monotone Folgen

Definition
e Eine Folge (x,) heiBt monoton wachsend
(bzw. streng monoton wachsend)
wenn xp < Xpt1 (bzw. xn < Xn41) fiir alle n € N.
@ Analog definiert man ‘monoton fallend’ und ‘streng monoton fallend’

Bemerkung. Ist (x,) eine monoton wachsende (bzw. fallende) Folge mit
dem Grenzwert ¢. Dann gilt x, < ¢ (bzw. ¢ < x,) fiir alle n € N.
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Dee Vellseiclg eisei
Teilfolgen

Definition
Eine Folge (yn) heiBt Teilfolge einer Folge (x,), wenn es eine streng
monoton wachsende Folge ¢ : N — N gibt mit y, = x,(n) fiir alle n € N.

v

Beispiele

@ Sei x, = % konvergent. y, 1= x,2 = # ist konvergente Teilfolge.

@ Sei x, = (—1)" nicht konvergent, aber y, := xp, =1 und
Zn = Xop+1 = —1 sind konvergente Teilfolgen.

Es gilt:

Ist (x,) eine konvergente Folge mit dem Grenzwert ¢. Dann konvergiert
jede Teilfolge von (x,) ebenfalls gegen /.

Beweis. Ubung U
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Der Satz von Bolzano-WeierstraB

Der Satz von Bolzano-Weierstral3

Theorem (Bolzano-WeierstraB) J

Jede beschrankte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beispiel. x, = (—1)" ist beschrankt aber nicht konvergent. y, und z, aus
dem vorigen Beispiel sind konvergente Teilfolgen.

Beweis. Sei (x,) eine beschrankte reelle Folge, d.h. 3 A, B € R mit
A<x,<B firalle neN.

Wir konstruieren rekursiv eine Folge von Intervallen [Ag, Bk] C R (k € N),
derart daB

(i) das Invervall [Ag, Bi] unendlich viele Glieder der Folge (x,) enthilt,
(ii) [Ak, Bk] C [Ak—la Bk_]_], falls k > 2 und
(i) Bk — Ax = 505(B — A).
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Der Satz von Bolzano-WeierstraB

Weiter im Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstral3

e Wir setzen A; := A, By := B und nehmen an, die Intervalle [Ay, Bx]
mit den obigen Eigenschaften seien fiir k € {1,...¢} bereits
konstruiert.

e Wir definieren dann [Ay41, Bet1] wie folgt:

» Sei M := (A, + By) der Mittelpunkt des {-ten Intervalls.
> Wir setzen [Ap11, Bet1] := [Ar, M], falls [Ag, M] unendlich viele Glieder
der Folge (x,) enthdlt und [Asy1, Ber1] := [M, By] sonst.

= Die Intervalle [Ay, Bx], k =1,2,...,¢+ 1, die Bedingungen (i)-(iii).
Als nichstes konstruieren wir, wieder rekursiv, eine Teilfolge
(vk) = (xn,) von (xn) mit yx € [Ag, By].

o Wir setzen y; := x; und nehmen an, y1,..., yx seien konstruiert.

@ Da [Ak+1, Bkyt1] unendlich viele Glieder der Folge (x,) enthilt, gibt es
eine natiirliche Zahl nyi1 > ny mit xp, ., € [Axy1, Begi]-

o Wir setzen yii1 := Xn, 4
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit Der Satz von Bolzano-WeierstraB

Ende des Beweises des Satzes von Bolzano-WeierstraB

Behauptung
Die Teilfolge (yx) ist eine Cauchy-Folge. J

Aufgrund des Vollstandigkeitsaxiom ist (yx) konvergent, somit folgt aus
der Behauptung den Beweis des Satzes von B-W. O

Beweis der Behauptung.
@ Zum Beweis der Behauptung benutzen wir folgende Tatsache:

1 1 _1
n||_>n;o§ =0 (wegen 0 < 5 < —n—co 0).

@ Daher gibt es fiir alle ¢ > 0 ein N € N, so daB ﬁ(B —A)<e.
o Fir alle k,£ > N gilt yk, ys € [An, Bn] und somit

1
vk — yel < By — An = 2(N—1)(B_A) <e. O
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Folgerungen aus dem Vollstindigkeitsaxiom

Weitere Folgerungen aus dem Vollstandigkeitsaxiom

Konvergenz monotoner beschrankter Folgen

Theorem

Jede monoton wachsende nach oben beschrinkte reelle Zahlenfolge
(xn) konvergiert.

(Ebenso konvergiert jede monoton fallende nach unten beschrankte
Folge.)

Beweis.

e Da die Folge (x,) monoton wachsend und nach oben beschrankt ist,
ist sie beschrankt.

@ Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral3 existiert also eine
konvergente Teilfolge (xp, )ken-

e Wir zeigen, dass (x,) gegen £ := klim Xn, konvergiert.
—00
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Folgerungen aus dem Vollstindigkeitsaxiom

Weiter im Beweis:

o Wegen klim Xn, = ¢ gibt es zu jedem € > 0 ein kp € N, so dass
— 00

|xn, — €| < e fiiralle k> ko.

o Wir setzen N := ny,.

e Fiir alle n > N = ny, existiert k > ko, so dass
N < n < Ngya.
e Da (x,) monoton wachsend ist, folgt daraus
Xne < Xn < Xppyy <4

o und somit |x, — | < |xn, — ¢ < €.
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Anwendung: Die Quadratwurzel einer positiven Zahl
Theorem
Seia> 0.

(i) Dann hat die Gleichung x> = a genau eine positive Lésung. (Diese
wird mit \/a bezeichnet.)

(ii) Sei b > 0 und (xn) die durch x; := b und

1 a
Xnil 1= E(X,, +—) (neN)

Xn

rekursiv definierte Folge. Dann konvergiert (x,) gegen +/a.

V.

Beweis. (i) Wir zeigen zunéchst, daB es hochstens eine Losung gibt: Seien
x und y zwei verschiedene Lsungen von x? = a. Dann gilt

0=x>—y’=(x—y)(x+y)
——

£0

woraus y = —x folgt. D.h. es kann hochstens eine Lésung geben.
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Beweis von (ii): Wir zeigen zuerst, dass die Folge (x,) gegen eine positive
Zahl konvergiert.

1) Ein einfaches Induktionsargument zeigt, dass x, > 0 fiir alle n € N.

2) Wir zeigen, dass x2 > a fiir alle n > 2:

1 a
x2—a = Z(Xn_l + Xn—1)2 —a

1 a2

= *(Xn 1 + 2a + T) a
4 n—1
1( 2 2a+ i )

= —| X — _—
4 n—1 X,%_l
1 a

= (xp1— —)>0
4(Xn 1 Xn—l) -
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Weiter im Beweis:
3) Die Folge (xn)n>2 ist monoton fallend:
1 1 a

a
Xp = Xp+1 = Xp— E(Xn + ;) = §(Xn - ;)
n n

1 2

~ (x2—2a)>0

2Xn (Xn a) —
>0

>0 -

o Die Folge (x,)n>2 ist also monoton fallend und durch 0 nach unten
beschrankt.

@ Somit konvergiert (x,) gegen eine Zahl £ > 0.
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Weiter im Beweis:

4) Behauptung.
{= lim x, > 0.

n—oo

Beweis der Behauptung.
» Wegen a < XS und x, > 0 monoton fallend gilt

22

N
N

0< < < :agxs.

><N‘ v

a

S| 4
3

» Somit x% < x, fiir alle n > 2.
» Daraus folgt wie behauptet £ = lim x, > X% > 0.
n—oo
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Weiter im Beweis:

e Wir haben gezeigt, dass die Folge (x,) gegen eine positive Zahl ¢
konvergiert.

@ Rekursionsformel x, 1 = %(xn + 2 ) impliziert
2
2Xp+1Xn = X5 + a.

Nun konvergiert sowohl die Folge (xp+1) als auch (x,) gegen /.
Rechenregeln fiir konvergente Folgen ergeben:

202 =102+ 2a

und somit /2 = a. O
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Die Quadratwurzel einer positiven Zahl

Unvollstandigkeit von Q

Folgerung
Q ist nicht vollstandig.

Beweis.

o Wie wir gesehen haben, konvergiert die durch x; := b > 0 und
Xnil i= %(x,, + X%) n € N, rekursiv definierte Folge gegen V2.

@ Insbesondere ist (x,) eine Cauchyfolge.

@ Wenn wir b rational wahlen, so sind alle Folgenglieder rational.

@ Dann ist (x,) eine rationale Cauchyfolge von rationalen Zahlen, die
gegen die irrationale Zahl /2 konvergiert. (Wir hatten in der zweiten
Vorlesung gesehen daB /2 ¢ Q).

O
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Approximation reeller Zahlen durch rationale Zahlen
Approximation reeller Zahlen durch rationale Zahlen

Satz

Fiir jede reelle Zahl x gibt es eine monoton wachsende Folge rationaler
Zahlen, die gegen x konvergiert.

Beweis.

Definiere x, := max{% | k € Z, k < 2"x}.

Die Folge (xn)nen ist monoton wachsend und durch x nach oben
beschrankt, also konvergent.

Wegen
x = 3l = 222" K < o= |( max k) +1 K=
X — x| = —12"x — max —|( max — max k| = —
e on k<2nx 2n N <any k<2nx 2n
ist x der Grenzwert. O
Bemerkung.

Ebenso kann man x durch fallende Folgen approximieren (ersetze
Maximum durch Minimum).
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[CHVEITA N PRV N RO L W RV S SN EECCIMN  Approximation reeller Zahlen durch rationale Zahlen

Konstruktion der reellen Zahlen

Eine mathematisch korrekte Beschreibung der reellen Zahlen erhalt man
dadurch, dass man reelle Zahlen mit Cauchy-Folgen rationaler Zahlen
identifiziert. Wobei man zwei solche Cauchy-Folgen als gleich ansieht, falls
ihre Differenzfolge gegen 0 konvergiert. Unschwer sieht man, dass die
Multiplikation von Folgen mit der der reellen Zahlen vertraglich ist. So
erhilt man per Konstruktion die Vollstandigkeit der reellen Zahlen.

Die Details dazu sind jedoch nicht Stoff der Vorlesung.
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Vellsintge: van ©
Vollstandigkeit von C

Erinnerung: Betrag einer komplexen Zahl z=x+ iy € C

Izl =Vz-z=/x2+ y2.

| . | erfiillt dieselben Eigenschaften wie der Absolutbetrag. Daher:

Vollstandigkeit von C

Die Begriffe "konvergente Folge', 'Grenzwert’ und 'Cauchyfolge’
ibertragen sich von reellen auf komplexe Zahlenfolgen, indem man den
Absolutbetrag reeller Zahlen durch den Betrag komplexer Zahlen ersetzt.

Es gilt dann:

Satz

Der Kérper C ist vollstandig, d.h. jede Cauchyfolge komplexer Zahlen
konvergiert gegen eine komplexe Zahl.
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit B[Sl [ CHRYE NG

Vollstéandigkeit von C (Beweis)

Beweis.

Sei (z, = xn + iyn) eine komplexe Cauchyfolge.

Dann sind (x,) und (y,) reelle Cauchyfolgen, denn

|Xn — Xm|
|Yn _ym’

= |Re(zy — zm)|

= |Im(z, — zm)|

<

<

|z — zm| und
|zn — Zm|.

Da R vollstandig ist, konvergieren (x,) und (yn) gegen reelle Zahlen x

bzw. y.

Wir setzen z := x + iy.

Die Folge (z,) konvergiert gegen z, denn

|zn — 2|

<

‘Xn_X+i(Yn_y)|
X0 — x|+ [i(yn — y)I

Xn = x|+ lyn =yl
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Konvergenz von Folgen und Vollstandigkeit B[Sl [ CHRYE NG

Bemerkung:

o Fiir jede konvergente Folge (z, = x, + iyn) konvergieren die Folgen
(xn) und (yn)-
e Es konvergiert auch die Folge (|z,|), und es gilt

| lim z,| = lim |z,|.
n—oo n—oo

(Das folgt aus ||zp| — |z]| < |zp — z| mit z = lim z,.)

n—oo
Die Umkehrung, daB aus der Konvergenz von |z,| die von z, folgt,
gilt nicht:
z. B. muB eine Folge komplexer Zahlen mit Betrag 1 nicht
konvergieren.

e Es gilt jedoch: lim [z, =0 = lim z, =0.
n—oo n—oo
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Die geometrische Folge

Geometrische Folge

Eine Folge von Potenzen (z") einer gegebenen komplexe (oder reelle) Zahl
z heiBt geometrische Folge. Fiir sie gilt:

Satz
Sei z eine komplexe oder reelle Zahl.

Q Ist|z| <1, dann ist (z") konvergent mit lim z" = 0.

n—oo
@ Ist |z| > 1, dann ist (z") nicht beschrankt und damit nicht
konvergent.
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Die geometrische Folge

Schritt 1 des Beweises

Lemma (Bernoullische Ungleichung)
Sei x € R mit x > —1, x # 0. Fiir alle n = 2,3, .. gilt dann

(I4+x)">1+ nx.

Beweis. (mittels Induktion)
Fiir n = 2 ist die Aussage richtig: (1 +x)? = 1+ 2x + x? > 1 + 2x.
Gilt die Aussage fiir n, so gilt sie ebenso fiir n + 1:

(1+x)mtt (1+x)"(1+x)

(1+ nx)(1+x)
I+(n+Dx+nx2 > 1+ (n+1)x.

vz
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Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit Die geometrische Folge

Folgerung (aus der Bernoullischen Ungleichung)

Esseit € R, t > 0. Weiter seien K € R und € € R beliebig. Dann gilt
(i) Ist t > 1, dann gibt ein n € N so, dass t" > K.

(ii) Ist t <1, dann gibt es ein n € N so, dass t" < e.

Beweis. Folgt aus der Bernoullischen Ungleichung und (O3):

(i) Sei t > 1. D.h. es gibt ein x >0, so daB t =1 + x.
Sei K€ R, 0.B.dA K> 1.
Wegen (03) finden wir ein n € N, so daB n > KL,
Die Bernoullische Ungleichung und x > 0 ergeben dann:
t"=(14+x)">1+nx > K.

(i) Fir 0 <t <1 wende (i) auf 1 > 1 an. O

Beweis des Satzes. Falls |z| < 1 findet man fiir jedes ¢ > 0 ein N mit
|z"| = |z|" < ¢ fiir alle n > N.

Fiir |z| > 1 findet man zu jedem K ein n mit |z"| > K, d.h. (z") ist nicht
beschrankt. O
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Konvergenz von Reihen

Konvergenz von Reihen

Definition
Eine Reihe (komplexer Zahlen) ist eine Folge (s,)nen, der Gestalt

n
Sp = E Zk,
k=1

wobei (zx)ken eine Folge (komplexer Zahlen) ist.

Die Zahlen z, heiBen Glieder der Reihe.

Die Zahlen s, € C heiBen Partialsummen der Reihe.

Die Reihe (sp) heiBt konvergent, falls die Folge der Partialsummen (sp)
konvergent ist. lhr Grenzwert wird mit

(0.)
E 7z = lim s, bezeichnet.
k=1

n—oo
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Konvergenz von Reihen Absolute Konvergenz

DeI illitiOn
<Z “)
k=1 neN

Eine Reihe
heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe

()

konvergent ist.

Nicht jede konvergente Reihe ist absolut konvergent

n
Die harmonische Reihe s, = > % ist nicht konvergent,
k=1

N (_q1\k
die alternierende harmonische Reihe s, = ( ,:(l) schon, und zwar gegen

k=1
—In2 (werden wir spater sehen).

v
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Konvergenz von Reihen Cauchysches Konvergenzkriterium

Satz (Cauchy’'sches Konvergenzkriterium)

n
Eine Reihe (> zx)nen konvergiert genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0

k=1
ein N € N gibt, so dass

n
sz <e€
k=m

fiiralle n > m > N.

Beweis. Die Bedingung des Satzes besagt einfach, dass die Folge der
Partialsummen (s,) eine Cauchyfolge ist, denn

n
E Zj = Sp — Sm—1-
k=m
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Konvergenz von Reihen Cauchysches Konvergenzkriterium

Satz (“Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz") J

Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

n
Beweis. Es geniigt zu iiberpriifen, dass die Reihe (> zx)pen das
k=1
Cauchysche Konvergenzkriterium erfijllt

Dies ist aber erfiillt fiir die Reihe (Z |zk|) nen-

Daher gibt es zu jedem £ > 0 ein N e N mit

n
Z|zk|<€ firalle n>m>N.

k=m
M|t der Drelecksunglelchung folgt daraus fiir alle n > m > N:

|ZZk|< Z|2k|<€

Aus dem Cauchy-Kriterium folgt die Konvergenz der Reihe (Y zx)pen. O
k=1
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Konvergenz von Reihen Majorantenkriterium

Satz (Majorantenkriterium)

n
Sei (> zk)nen eine Reihe, und ay > 0 eine Folge reeller Zahlen mit
k=1
o |zx| < ay fiir alle k € N und

@ (D ak)nen ist eine konvergente Reihe.
k=1

n
Dann ist die Reihe (> zx)nen absolut konvergent und
k=1

(e o] o (©.9]
Dzl <) lad <) a
k=1 k=1 k=1

Beweis. Die absolute Konvergenz folgt aus dem Cauchy’schen Kriterium,

der Konvergenz von (Z a) und der Abschatzung E |zi| < Z ak.

km k=m

Die Ungleichungskette folgt dann aus | Z zi| < Z |zy| < Z ay durch
k=1 k=1 k=1
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Konvergenz von Reihen Die geometrische Reihe

Definition (geometrische Reihe)

n

Sei z € C. Die Reihe (Y z¥)nen heiBt geometrische Reihe.
k=0

Satz

1
1-z-

o0
Fiir alle z € C mit |z| < 1 gilt Y z¥ =
k=0

Beweis. Fiir alle z # 1 gilt (beweist man mit Induktion iiber n)

n 1 — zntl
szzl—l—z—{—zz—{—---—l—z”:li (1)
k=0 —Z
Sei nun |z| < 1. Dann gilt lim z™1 =0.
n—oo
Wegen (1) konvergiert dann die geometrische Reihe:
o0
1 — zntl 1
sz:1+z—|—22—|—~--:|im z = .
pard n—oo 1—2z 1-z
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Konvergenz von Reihen Die geometrische Reihe

Bemerkung.
Die Konvergenz der geometrischen Reihe ist absolut:

}jvﬂ—§]|k oF

Beispiele.
1 1 1 1
= — = 14+ 4= = =2
z=51 Do tet gt 1
k=0 2
1 >/ 1\F 1 1 1 1 2
ey 2 (3) < 1m3ics “ 13
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Konvergenz von Reihen Quotientenkriterium

Satz (Quotientenkriterium)

Sei (ax)k>o eine Folge komplexer Zahlen. Es gebe 0 < t < 1, so dass

laks1| < tlax| fiir alle k. (2)

n
Dann ist die Reihe () ay) absolut konvergent und
k=0

(e.9]

> lal <

k=0

Beweis. Aus (2) erhalt man durch Induktion |ax| < t¥|ag|.
D.h. aber, daB Z lak| < |ao| Z tk.
Die absolute Konvergenz folgt nun aus dem Majorantenkriterium und der

Konvergenz der geometrischen Reihe /;o th = 1%1“ U
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Konvergenz von Reihen Die Exponentialreihe

Definition (Exponentialreihe)
Sei z € C. Die Reihe

heiBt Exponentialreihe.

Beachte, die n-te Partialsumme der Exponentialreihe ist also

2 ZNn

- n Zk _1 V4
5n—kz_;)ﬂ— +Z+?+"'+H.
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Konvergenz von Reihen Die Exponentialreihe

Satz

Die Exponentialreihe ist absolut konvergent.

Beweis.

o Finde zu jedem z € C ein N € N, so daB ,Ji'l <
o Fiir alle k > N gilt dann

Zk+1 _ |Z| ‘
(k +1)! k+1

1
5

k

> k
k!

> k
k!

z
k!

2|

N+1

1
-2

n
. . . . . . k
o Nach dem Quotientenkriterium ist also die Reihe ( Y %7)n>n absolut

k=N
konvergent und daher auch die Reihe
n Zk B N-1 Zk n Zk
2 K2k 2w
k=0 k=0 k=N
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Konvergenz von Reihen Die Exponentialreihe

Definition
Die Exponentialfunktion ist die durch die Exponentialreihe definierte
Abbildung

exp:C—C, zw— exp(z2): Zi—
k=0

Definition
Man definiert die Eulersche Zahl

e :=exp(1).

e ~ 2,71828182845904523536028747135266249775724709369995957496696
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Konvergenz von Reihen Cauchy-Produkt von Reihen

Seien p, = Z ak und g, = Z by zwei (absolut) konvergente Reihen, d.h.
k=0 k=0
die Folgen der Partialsummen (der Betrige) sind konvergent.

Wegen der Rechenregeln fiir Folgen ist auch deren Produkt konvergent,
d.h. die Folgen

Pn-Gn = (Zak)'(éobk) = Y ai-b

nd (X k) (D 1bl) = Y Jail- by

sind konvergent, aber formal keine Reihe. Daher definiert man:

Definition (Cauchy Produkt)

n n
Das Cauchy-Produkt zweier Reihen (3 ax) und (Y by) ist die Reihe
k=0 k=0
n k
(> ck) mit den Gliedern ¢, := ) ajby_j.
k=0 j=0

93 /362



Cauchy-Produkt von Reihen
Satz

n

ak)

n
Das Cauchy-Produkt (Y cx) zweier absolut konvergenter Reihen ()
k=0 k=0
n
und ()" by) ist absolut konvergent mit dem Grenzwert
k=0
oo o o0
D=0 a) Qb
k=0 k=0 k=0
n
Beweis. Die absolute Konvergenz der Reihe (> ¢k) folgt aus:
k=0
n
> lad = o aillbl < D aillby]
k=0 0<i j<n, i+j<n 0<ij<n
n n o0 oo
= Q_lah- Qb < Qlail) - Q1D
i=0 j=0 i=0 j=0
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Caudi- izl von Refien
Weiter im Beweis

o Bleibt zu zeigen, dass > ¢k = (>_ ak) - (D bk).
k=0 k=0 k=0

n n n
o Es geniigt zu zeigen, dass > cx — (Y. ak) - (D_ bk) gegen Null
k=0 k=0 k=0

konvergiert.
@ Wir schatzen diese Folge mit einer konvergenten Folge ab:

n
ch— Z Zbk = Z a,-bj— Z a,-bj
k=0

k=0 0<ij<n, i+j<n 0<ij<n

= Yoo abi< D il

0<ij<n, i+j>n 0<i,j<n, i+j>n
< Y 1ol —Z’CH —Z|Ck|
k=n+1
lim ( )=0
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Konvergenz von Reihen Cauchy-Produkt von Reihen

Eine Folgerung ist die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion:

Satz
Fiir alle z, w € C gilt

exp(z + w) = exp(z) exp(w).

Beweis. Wir benutzen die binomische Formel:

k

Daraus ergibt sich:

i (z+w)¥ Xk Zk=i yi
exp(z+w) = > Kl = > > (C=n1Nil
k=0 k=0j=0
Satz X b Xk
=YLy M = exp(z) exp(w).
k=0 k=0



Konvergenz von Reihen Cauchy-Produkt von Reihen

Weitere Folgerungen

Satz
Fiir alle z € C gilt exp(z) # 0. J

Beweis.
Die Behauptung folgt aus exp(z) exp(—z) = exp(z —z) = exp(0) =1. O
Bemerkungen:
@ Beachte, exp(n) = exp(l+---+ 1) =exp(1l)---exp(l) = e".
Darum schreibt man oft auch e* anstelle von exp(z).
o Fiir jede konvergente Folge (z,) konvergiert die Folge (z,) und es gilt

im z, = |lim z,.
n—oo n—oo

Insbesondere gilt exp(z) = exp(z).
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Konvergenz von Reihen Sinus und Cosinus

Definition (Sinus und Cosinus)

Fiir x € R definiert man

cosx = Reexp(ix) und

sinx = Im exp(ix), x€R.

Satz
Fiir alle x € R gilt (cos x)? + (sinx)? = 1, d.h.

exp(ix) = cosx + isinx € S!

wobei S* := {z € C | |z| = 1} den Kreis vom Radius 1 in C bezeichne.

Beweis. Unmittelbar aus den Definitionen folgern wir
1> = exp(ix)exp(ix)
= exp(ix)exp(—ix) = exp(ix —ix) = exp(0)=1. O

(cos x)? + (sinx)? = | exp(ix)

98 /362



Konvergenz von Reihen Sinus und Cosinus

Einfache Folgerungen der Eigenschaften der Exponentialfunktion sind
folgende Eigenschaften von Sinus und Cosinus, die fiir alle x € R gelten:

o (absolut konvergente Potenzreihenentwicklung)

0 2k 2 4
- K X X X
cosx = Z(—l) (2k)!_1_7+ﬂ'“’
k=0
0 2k+1 3 5
inx = Y S S
i kZ( Varn = 3 s
=0

o (Symmetrie, resp. Antisymmetrie)
cos(—x) = cosx, sin(—x) = —sin x.
e (Additionstheoreme)

cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny,

sin(x +y) = sinxcosy + cosxsiny.
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Konvergenz von Reihen Polarkoordinaten

Ausblick: Ebene Polarkoordinaten
o Wir werden spater noch sehen, dass die Funktion
R > ¢ +— exp(ip) € St C C, die Kreislinie periodisch (gegen den
Uhrzeigersinn) durchlauft.

@ Die Periode ist 27, wobei die reelle Zahl w = 3,14159... noch zu
definieren ist, d.h. exp(27/) = 1.

@ Der Parameter o 13Bt sich als Bogenlange des entsprechenden
Kreisbogens interpretieren.

@ Insbesondere ist die Periode 27 genau die Bogenlange der
Einheitskreislinie S* = {z € C||z| = 1}.

@ Demensprechend hat jede komplexe Zahl z € C* := C \ {0} eine
eindeutige Darstellung der Form

z =rexp(ip), wobei r>0 und ¢ €][0,27).

@ Man nennt r = |z| und ¢ die Polarkoordinaten von z
Die reelle Zahl arg z := ¢ heiBt Argument von z.

v
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Konvergenz von Reihen Polarkoordinaten

Multiplikation in Polarkoordinaten
@ Die Polarkoordinatendarstellung erleichtert die Multiplikation
komplexer Zahlen:

rexp(ip)r' exp(ig’) = rr' exp(i( + ¢')).

Beispiel. Berechne z?° fiir z = (1 + /).
o Die Polarkoordinaten von z sind r = /2 und ¢ = 5,

o Also

220 = /2% exp(iZO%) = 210 exp(i57) = 1024 exp(im) = —1024.

@ Hierbei haben wir benutzt, dass cos% = sin% = @ und

exp(im) = —1. Das folgt geometrischen Interpretation am Kreis und
wird spater noch bewiesen.
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LCHVEFN PRI Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen

Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen

Satz
o0

Die Glieder z einer konvergenten Reihe > zx bilden eine Nullfolge.
k=0

Beweis. Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium gibt es zu jedem
n

e>0en NeN,sodaB |z,| =| > zx| < e furalle n> N. O
k=n

Bemerkung

Das in der Proposition formulierte Konvergenzkriterium ist notwendig aber
nicht hinreichend. Beispielsweise ist die sogenannte harmonische Reihe

1+ 1414
23

divergent, obwohl die Folge (%)neN eine Nullfolge ist.

v
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LCHVEFN PRI Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen

Beispiel.
Die alternierende harmonische Reihe
1 1 1
14+ - _ ...
2 + 3 4

konvergiert (und zwar gegen In2, wie wir zu noch sehen werden). Die
Konvergenz ergibt sich aus dem Leibnizkriterium:

Satz (Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen)

Seiay >0 (k=0,1,2,...) eine monoton fallende Nullfolge. Dann

o0
konvergiert die Reihe S (—1)kay.
k=0

Beachte: der Satz gilt nicht ohne die Voraussetzung monoton fallend’, wie

man an der harmonischen Reihe sieht (ax = Gl ) fiir die harmonische
Reihe).
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LCHVEFN PRI Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen

Beweis.
n
o Wir betrachten die Partialsummen s, = > (—1)¥a, und setzen
k=0
Xp = S2p und Y, 1= Sppt1.

e Die Folge (x,) ist monoton fallend, denn
Xnt1 — Xn = @2p42 — a2p4+1 < 0.
e Die Folge (y,) ist monoton wachsend, denn
Ynt1l — Yn = —azny3 + azny2 2> 0.
@ Desweiteren gilt yp < yp < xp < X0, denn y, — x, = —agp41 < 0.

@ Also existieren x = lim x, und y = lim y,.
n—oo n—oo

e Wegen lim (v, — x,) = lim (—a2p41) =0, gilt x = y.
n—oo n—oo

@ Daraus folgt lim s, = lim sy, = lim sppq1. ]
n—oo n—oo n—oo
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Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen
Satz
Es sei (an)nen eine monoton fallende Folge positiver reeller Zahlen. Dann
o
konvergiert die Reihe E an genau dann, wenn die Reihe

n=1

o0
Z2k32k = a1 +2a +4a, +8ag + . ..
k=0

konvergiert.

Beweis.

Die Folge der Partialsummen ist fiir beide Folgen monoton wachsend.
Darum geniigt es deren Beschranktheit zu untersuchen um die Konvergenz
zu beweisen. Wir setzen:

Sp=ai1+ax+ ...+ ap,

tk:al+2ag+...+2ka2k.
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LCHVEFN PRI Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen

Weiter im Beweis.
Fiir n < 2K gilt wegen a, > api1:

2k viele

-~

sp<ar+(a2+a3)+(as+as+as+ar)+...+ (ak+ ...+ axn_q)
Sal+232+4a4+...+2k32k
:tk

Andererseits gilt fiir n > 2k:

sp>ar+a+(a3+as)+(as+ag+ar+ag)+ ...+ (ak-1,7 + ...+ ax)

1
> 531 +ay+2a4+4ag...+ 2k_1a2k
1

=t
2/(

Somit sind die Folgen (sp)nepn und (tx)nepn entweder beide beschrankt
oder beide nicht beschriankt. O
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LCHVEFN PRI Weitere Konvergenzkriterien fiir Reihen
Folgerung

n
1
Die Reihe Z = konvergiert fiir p > 1 und konvergiert nicht fiir p < 1.

n
Insbesondere konvergiert die harmonische Reihe % nicht.
k=1

Beweis.

Gilt p <0, dann bilden die Glieder der Reihe keine gegen Null konvergente
Folge und somit divergiert die Reihe.

Falls p > 0 so bilden die Glieder der Reihe eine monoton fallende Folge
reeller Zahlen, wegen des vorigen Satzes betrachten wir die Reihe:

Z2k(2k 22“ P, (3)

Die geometrische Reihe (3) konvergiert genau dann, wenn 21=P < 1, d.h.
genau dann, wenn 1 — p < 0. Aus dem Satz folgt die Behauptung. O
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Umarlnusgen vap Relizs
Umordnungssatz

Definition (Umordnung)

Sei (kn)nen eine Folge in der jede natiirliche Zahl genau einmal vorkommt
(/ a.W, wir habe eine Bljekt/on auf N gegeben durch n — k). Welter sei

Z an eine Reihe. Die Reihe Z ay, wird eine Umordnung von Z an

n=1 n=1 n=1
genannt.
Beispiel.
o
(—1)n+t 1 1 1 1 1
5=y L s
= I I Y YO
S-14r-t bttt 1 1 L
2T T3 2 s Ty et T m3 a1 2

Die Reihe S;, in der auf jeweils zwei positive ungerade Glieder ein
negatives gerades folgt, ist eine Umordnung von S;. Nach dem

Leibnizkriterium konvergiert S;.
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Konvergenz von Reihen Umordnungen von Reihen
n

Weiter im Beispiel. S; kann man schreiben als >~ (—1)k*1a;, mit
k=1

1 1 1
= d ay=— firj=12,...
BT gty W Ty M= hs

D.h. a, ist monoton fallend, denn
1
ajr1 < Z < 217_1 < a1
Daher konvergiert auch S, nach dem Leibnizkriterium. Aber:
1 1 1 1 47

<l=o 37275 T 6o

denn was in 51 folgt sind Summanden —2%. + Til <0, und

G oq l 1,111 a7
2 3 257 4"60 7

denn alle folgenden Summanden erfiillen 4J T3 taa 9> 0.
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Konvergenz von Reihen Umordnungen von Reihen

Wichtige Bemerkung

In Reihen kommt es auf die Reihenfolge der Summationen an.
In anderen Worten:
In unendlichen Summen gilt das Assoziativitatsgesetz in der Regel nicht.

Fiir absolut konvergente Reihen gilt jedoch:
Satz

o
Ist > a, eine Reihe komplexer Zahlen, die absolut konvergiert, dann
n=1

o0

konvergiert jede Umordnung von Y an, und alle Umordnungen
n=1

konvergieren gegen denselben Wert.
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Konvergenz von Reihen Umordnungen von Reihen

Beweis. Da ) a, absolut konvergent ist, findet man zu jedem € > 0
existiert aufgrund der Annahme ein N € N mit

N 0o 00
D lanl = lanl| = D lanl <
n=1 n=1 n=N+1

Es sei ) ak, eine Umordnung mit Partialsummen s,.

Sei nun p € N so groB, daB alle Zahlen 1,2,..., N in der Menge

ki, ko, ..., kp enthalten sind. Es folgt fiir n > p, daB in der Differenz der
Partialsummen s, — s/, sich die Zahlen ay, ..., ay gegenseitig aufheben, also

n oo
Isn—spl =D (ai—aK)| < D lail <e
i=1 i=N+1

Darum konvergiert (s),),en gegen den gleichen Wert wir (s,)pen- O
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Konvergenz von Reihen Umordnungen von Reihen

Bemerkenswerterweise gilt:

Satz (Riemannscher Umordnungssatz)

Sei > a, eine konvergente Reihe reeller Zahlen, die jedoch nicht absolut
konvergiert. Weiter sei s € R beliebig vorgegeben. Dann existiert eine
Umordnung Y ax, der Reihe ) a, mit Wert

00
E ak, = S.
n=1

Beweis. H. Heuser: Lehrbuch der Analysis 1, S. 199. Die Beweisidee
finden Sie auf
http://de.wikipedia.org/wiki/Riemannscher_Umordnungssatz [J
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Az i ibaetiziliaie Meigen
Abzadhlbare Mengen
Definition

Eine Menge A heit abzahlbar, wenn es eine surjektive Abbildung
¢ : N — A gibt.

Beispiele.
o Jede endliche Menge A = {a1, ay,...,an} ist abzédhlbar. Eine
Surjektion ¢ : N — A'ist (¢(n))neny = (21,82, ..., an, an, an, - - .)-

@ Die Menge Z ist abzadhlbar. Eine Bijektion, und damit eine Surjektion,
¢ : N — Z ist gegeben durch ¢(0) =0, p(2k — 1) = k und
©(2k) = —k fir k =1,2,... D.h. (¢(n))peny = (0,1, -1,2,-2,...).

Satz J

Die Vereinigung von abzihlbar vielen abzahlbaren Mengen ist abzahlbar.

Beweis. Das beweist man mit dem Cantorschen Diagonalverfahren. O
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Az i ibaetiziliaie Meigen
Abzahlbarkeit von QQ

Folgerung
Q ist abzahlbar. J

Beweis. Q =ZU{5[n€ Z}U{g|n€ Z}U.... O

Folgerung
Q" ={(x1,x2, .-, Xn)|X1, %2, ..., xn € Q} ist abzahlbar fiir alle n € N. }

Beweis.
Beweis durch Induktion nach n.

@ Der Induktionsanfang ist die Abz3hlbarkeit von Q.
e Aus der Abzihlbarkeit von Q" folgt die von Q"1 denn

Q" = J{(x»)Ixe Q).
yeQ

O
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Eigenschaften reeller Punktmengen Abzihlbare und iiberabzihlbare Mengen

Uberabzihlbarkeit von R

Satz
Die reelle Zahlengerade R ist nicht abzahlbar. J

Beweis. Wir nehmen an, die reellen Zahlen seien abzdhlbar und zeigen,
daB das ihrer Vollstandigkeit widerspricht. Sei also R = {xp, x1, x2, .. .}.
Dazu konstruieren wir wieder eine Intervallschachtelung von kleiner
werdenden Intervallen /, C Ix_1 der Lange 3%

@ /i sei das Intervall Iy :==[xo + 1,x0 + 2], d.h. xo & .
@ Wir unterteilen fy in drei gleich groBe Intervalle und definieren |
durch die Bedingung x1 & h.

@ Durch Fortsetzung dieses rekursiven Verfahrens erhalten wir eine

Intervallschachtelung durch Intervalle I, der Lange 3—1,, mit x, & I,.

Die Folge der Intervallgrenzen ist dann eine Cauchy-Folge und konvergiert
gegen eine eindeutig bestimmte reelle Zahl x € Npen/,. Daraus folgt aber
x # xp fir alle n € N, im Widerspruch zur Annahme. O
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Eigenschaften reeller Punktmengen Infimum und Supremum

Supremumseigenschaft

Definition (Obere und untere Schranken)

Eine Menge M C R heisst nach oben bzw. nach unten beschriankt, wenn
es ein s € R gibt so, dass fiir jedes x € M

x<s bzw. s < x

gilt. Man nennt s dann eine obere bzw. untere Schranke. Ferner heisst M
beschrankt, wenn M sowohl nach unten als nach oben beschrankt ist.

Bemerkung.
Eine beschrankte Menge enthilt nicht immer ein kleinstes bzw. grosstes
Element. Betrachte z.B. in R das offene Intervall

(0,1)={xeR|0< x < 1}.
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Eigenschaften reeller Punktmengen Infimum und Supremum

Definition

Eine obere Schranke s € R einer Menge M C R heiBt Supremum von M
falls s die kleinste obere Schranke ist, d.h. M hat keine obere Schranke s’
mit s’ <s.

Entsprechend definiert man das Infimum als die grésste untere Schranke.
Bezeichnung: s = sup M bzw. s = inf M.

Bemerkung. Es gibt hochstens ein Supremum bzw. Infimum.

Satz (Supremumseigenschaft der reellen Zahlen)

Jede nach oben (unten) beschrankte, nicht leere Menge M C R besitzt ein
Supremum (Infimum).

v

Die rationalen Zahlen erfiillen die Supremumseigenschaft nicht.
Betrachte M = [0,+/2] N Q. M is beschrinkt hat aber kein Supremum in Q
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Uit wid) SupEm
Beweis der Supremumseigenschaft fiir R

Wir beweisen hier nur die Existenz des Supremums (die des Infimum
beweist man dhnlich). Dazu konstruieren wir rekursiv a, < b,, n € N mit

(i) ane M,

(ii) b, ist eine obere Schranke fiir M,
(”l) an S dn+1,

(iv) bpt1 < b, und

(V) bn—an < % (bo — a0).
o Wir beginnen mit ag € M und einer oberen Schranke by von M.
@ Ausgehend von ag < by, ...,a, < b, mit (i-v) konstruieren wir
ant1 < bpy1: Sei dazu m = %(a,, + bp).
> Setzen [api1, bpt1] := [an, m], falls m eine obere Schranke von M ist.
» Wenn nicht, gibt es d € M mit d > m und wir setzen dann
[3n+1, bry1] := [d, by] C [m, by].
In beiden Féllen gilt a1 < by4+1 und die Eigenschaften (i-v) sind
erfiillt.
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Eigenschaften reeller Punktmengen Infimum und Supremum

Weiter im Beweis.
Fiir die a, und b, gilt dann:
e Die monoton wachsende Folge (a,) ist durch by nach oben
beschrankt.
e Die monoton fallende Folge (by,) ist durch ap nach unten beschrankt.
@ Wegen (v) kénnen wir schlieBen, dass (a,) und (b,) gegen denselben
Grenzwert ¢ konvergieren.
Behauptung. Es gilt ¢ = sup M.
Beweis. 1) c ist eine obere Schranke von M:
@ Annahme: 3a€ M mit a> c.
o Wegen ¢ = nIl_}ﬁ;o b, gibe es dann N € N, mit a > b, fiir alle n > N.
@ Das widerspricht der Definition von b, als eine obere Schranke fiir M.
2) c ist die kleinste obere Schranke von M:
@ Annahme: es gibt eine kleinere obere Schranke b < ¢ von M.
o Wegen ¢ = nIl_}ﬁ;o a, giabe es dann N € N, mit b < a, fiir alle n > N.
@ Das widerspricht der Tatsache, dass a, € M. O
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Eigenschaften reeller Punktmengen Infimum und Supremum

Maximum und Minimum

Definition
@ Sei M C R eine nach unten (bzw. oben) beschrankte Menge.

e Fallsinf M € M (bzw. supM € M) so heiBt inf M (bzw. sup M) das
Minimum (bzw. Maximum) der Menge M.

@ Wir schreiben dann auch min M bzw. max M statt inf M bzw. sup M.

Notation

Falls ) # M C R nicht nach unten (bzw. nicht nach oben) beschrankt ist,
so setzen wir inf M := —oo (bzw. sup M := o0).
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Dt wi FEEE
Stetigkeit

Definition (Folgenkriterium der Stetigkeit)

Sei D € C und p € D. Eine Funktion f : D — C heiBt stetig in p € D,
wenn fiir jede gegen p konvergierende Folge (z,)nen aus D gilt:

lim f(z,) = f(p).

n—oo

Eine Funktion f : D — C heiBt stetig, wenn f in allen Punkten p € D
stetig ist.

Oft benutzt man folgende dquivalente Definition der Stetigkeit:

e-0-Definition der Stetigkeit
Sei D C C und p € D. Eine Funktion f : D — C heiBt stetig in p, wenn es
zu jedem e > 0 ein § > 0 gibt, derart, daB gilt

|f(x) —f(p)] <e firallexeD mit|x—p|<d.
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Beispiele
(i) Jede konstante Funktion ist stetig.
(i) Die Funktionen z — z,Zz,|z|,Rez,Im z sind stetig.
(iii) Die Summe f + g und das Produkt f - g in p € D stetiger Funktionen
f,g: D — C sind stetig in p.
(iv) # ist stetigin p € D, falls f : D — C* :=C\ {0} C C stetig in p ist.

(v) Jede rationale Funktion

anz"+ -+ ag
bmz™ + -+ by

f(z) =

mit ag, ..., an, bo, ..., bm € C, ist stetig auf
D :={zeClbpz™+---+ by #0} CC.

(vi) Die Funktionen f,|f|,Re f,Im f sind stetig in p € D, wenn
f: D — C stetig in p ist.
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Satz (Verkettung stetiger Funktionen)

Seif:D — Cstetiginpe DCC, f(D)C ECC undg:E — C stetig
in f(p). Dann ist g o f : D — C stetig in p.

Beweis.

@ Sei (zp)nen C D eine Folge mit
lim z, = p.
n—oo

@ Wir erhalten eine Folge ((zn))neny C E. Wegen der Stetigkeit von f
in p folgt
lim f(z,) = f(p).
n—oo

@ Aus der Stetigkeit von g in f(p) folgt schlieBlich

lim g(f(zn)) = g(f(p)) = (g o f)(p).

n—oo

d.h. gof ist stetig.
O
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Satz
Die Exponentialfunktion exp : C — C ist stetig. J

Beweis.
@ Es geniigt zu zeigen, daB exp stetig in 0 ist. In der Tat:

Sei (z,) eine konvergente Folge und p = lim z,. Dann konvergiert
n—oo

exp(zn) = exp(z, — p) exp(p) gegen exp(0) exp(p) = exp(p), falls exp

stetig in O ist.

@ Wir zeigen nun die Stetigkeit im Nullpunkt. Fiir |z| < 1 gilt:

2 7 2| | |2

|exp(z)—1\ = ‘Z+*+§+ | |’(1+y+?+ )
1

< Jeli gy b g+ o) =2l (e~ 1)

@ Also erfiillt jede Nullfolge z, ab einem gewissen Folgenglied die
Ungleichung |exp(zn) — 1| < |za| - (e — 1), d.h. lim exp(z,) = 1.
n—oo

O
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Die Funktionen sin, cos : R — R sind stetig.

Folgerung J

Beweis.

@ Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt die Stetigkeit der
Funktion R — C geben durch x — ix — exp(ix) (Verkettung).

@ Die Stetigkeit von Sinus und Cosinus folgt nun aus der Darstellung

cos(x) = Reexp(ix)

sin(x) = Imexp(ix).
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Definition (Hyperbolische Funktionen)
Sei x € R. Die durch

e %(exp(x)—i—exp(—x))
sinh(x) = %(exp(x)—exp(—x))

definierten Funktionen sinh : R — R und cosh : R — R heien Sinus
hyperbolicus bzw. Cosinus hyperbolicus.

Satz
Die Funktionen sinh, cosh : R — R sind stetig.

Beweis.
Das folgt aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion.

O
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Eigenschaften von Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus, die fiir
alle x € R gelten:

@ cosh?(x) — sinh?(x) = 1.
@ (absolut konvergente Potenzreihenentwicklung).

o 2k 2 A
coshx = Z::(zk) _1+7+E+
o 2k+1 W3 x5
sinh x kg m X+ — 3] + ﬁ + -
o (Antisymmetrie, bzw. Symmetrie)
cosh(—x) = coshx, sinh(—x) = —sinh x.

o (Additionstheoreme)

cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y,
sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y.
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Stetige Funktionen auf beschrinkten abgeschlossenen Intervallen

Zwischenwerteigenschaft stetiger Funktionen

Im Folgenden sei a < b. Wir betrachten reellwertige stetige Funktionen auf
dem abgeschlossenen Intervall [a, b] := {x € R|a < x < b}.

Satz (Nullstellensatz von Bolzano)

Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion, so daB f(a)f(b) < 0. Dann
existiert ¢ € [a, b] mit f(c) = 0.

Folgerung (Zwischenwertsatz)

Sei g : [a, b] — R eine stetige Funktion und d eine reelle Zahl zwischen
g(a) und g(b). Dann gibt es c € [a, b] mit g(c) =d.

Beweis. (Zwischenwertsatz)

Falls g(a) < d < g(b) oder g(b) < d < g(a), so erfiillt f(x) := g(x) —d
die Voraussetzungen des Nullstellensatzes.

Daher existiert ¢ € [a, b] mit 0 = f(c) = g(c) — d und somit g(c) =d. O
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Stetige Funktionen auf beschrinkten abgeschlossenen Intervallen
Beweis des Nullstellensatzes.

@ Durch Ersetzen von f durch —f, falls notwendig, kdnnen wir ohne
Einschrankung annehmen, daB f(a) < f(b).
@ Wir konstruieren rekursiv Intervalle [a,, by], so daB
(i) [an, bn] C [@an—1, bn—1] fiir alle n € N,
(i) by—a,=2""(b—a),
(iii) f(an) <0 und f(b,) > 0.
e Wir beginnen mit [ag, bo] := [a, b].
e Seien [ag, by, [a1, b1], - - -, [an, bn] mit (i)-(iii) bereits konstruiert. Wir
konstruieren [an41, bpt1]-
e Sei m = 3(ap+ by). Wir setzen:

[an, m], falls f(m)>0

n+1, bn =
(341, b {[m,bn], falls  f(m) <O.

e Die Eigenschaften (i-iii) sind dann erfiillt.

129 /362



Stetige Funktionen auf beschrinkten abgeschlossenen Intervallen

Weiter im Beweis des Nullstellensatzes:

@ (ap) ist monoton wachsend, (b,) fallend und beide Folgen sind durch
a nach unten und durch b nach oben beschrankt.

@ Wegen (ii) kdnnen wir schlieBen, daB

lim a, = lim b, =: c.
n—oo n—oo

@ Die Stetigkeit von f erméglicht den Grenziibergang in den
Ungleichungen f(a,) < 0 und f(b,) > 0 und liefert somit

f(c) = lim f(a,) = lim f(b,) =0.

n—oo n—oo
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Stetige Funktionen auf beschrinkten abgeschlossenen Intervallen
Beispiel

Die Funktion f : Q — R, die definiert ist durch

0, falls x<+?2
f(x) =
1, falls x>+?2

ist stetig,

besitzt aber keine Fortsetzung zu einer stetigen Funktion f:R—R.
D.h. es existiert keine stetige Funktion f : R — R mit f(q) = f(q)
V g € Q. In der Tat:

Fiir jede monoton wachsende rationale Folge (x,) mit Grenzwert V2
gilt lim f(x,) =0 und somit miisste f(1/2) = 0 gelten.
n—oo

Andererseits gilt fiir jede monoton fallende rationale Folge N(x,,) mit
Grenzwert /2 hingegen lim f(x,) = 1 und somit miisste f(1/2) =1
n—oo

gelten.
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Stetige Funktionen auf beschrinkten abgeschlossenen Intervallen

Infimum und Supremum einer reellwertigen Funktion

Definition
e Sei f : D — R eine reellwertige Funktion auf einer Menge D (z.B.
DcC).
o f heiBt beschrinkt, falls f(D) C R beschrankt ist.

(f heiBt nach unten (bzw. nach oben) beschrinkt, falls f(D) nach
unten (bzw. nach oben) beschrankt ist.)

o Wir setzen

inff = inff(D) e RU{—o0}
supf = supf(D) e RU{o0}.

Falls inf f € f(D) bzw. sup f € f(D), so schreibt man stattdessen
auch min f bzw. maxf.

Man sagt dann, daB die Funktion ihr Minimum bzw. Maximum
annimmt.

V.

132 /362



UGN Stetige Funktionen auf beschriankten abgeschlossenen Intervallen

Minimum-Maximum-Eigenschaft

Theorem

Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist beschrankt und nimmt ihr
Minimum und Maximum an,

d.h. es gibt Xmin und Xmax € [a, b] mit f(Xmin) = min f und
f(Xmax) = maxf.

Beweis. Wir zeigen z.B. daB f nach oben beschrankt ist und das
Maximum annimmt.
(1) Wir beweisen indirekt, daB f([a, b]) nach oben beschrankt ist.
> Sei also f([a, b]) nach oben unbeschrinkt, d.h. es existiert eine Folge
Xn € [a, b], so daB die Folge f(x,) monoton wachsend und
unbeschrénkt ist.
» Nach Bolzano-WeierstraB gibt es eine konvergente Teilfolge (xp, )ken;
l:= kli_)moo Xn, € |a, b].
> Stetigkeit liefert nun f(¢) = kILmoo f(xn, ). Das ist unmdglich, denn jede

Teilfolge einer monoton wachsenden unbeschriankten Folge ist monoton
wachsend und unbeschrankt, und somit nicht konvergent.
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Stetige Funktionen auf beschrinkten abgeschlossenen Intervallen

Weiter im Beweis:

(2) Sei also das Bild B := f([a, b]) = {f(x)|x € [a, b]} nach oben
beschrankt.
» Dann existiert eine Folge x, € [a, b], so daB f(x,) € B gegen
sup B = sup f konvergiert (vgl. Existenzbeweis fiir das Supremum).
» Nach Bolzano-WeierstraB gibt es eine konvergente Teilfolge (x,, )ken-
Wir setzen ¢ := kimm Xn, € [a, b].

> Stetigkeit liefert (¢) = klim f(xn) = lim f(x,) =supf, d.h. f

nimmt an der Stelle £ ihr Maximum an. O
Folgerung
Sei f : [a, b] — R stetig. Dann gilt f([a, b]) = [min f, max f]. J

Beweis. Das folgt aus dem vorherigen Satz und der
Zwischenwerteigenschaft. U
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Stetige Funktionen auf beschrinkten abgeschlossenen Intervallen

Definition
Sei D C R. Eine Funktion f : D — R heiBt monoton wachsend (bzw.
streng monoton wachsend), falls

f(x) < f(X) (bzw. f(x) < f(xX))

fiir alle x,x' € D mit x < x'.
(Die Begriffe ‘monoton fallend’ und ‘streng monoton fallend’ werden
analog definiert.)

Beispiel: Potenzfunktionen

Sei k € N. Die Funktion x — x* heiBt Potenzfunktion.
@ Ist k ungerade, so ist die Potenzfunktion streng monoton wachsend
auf ganz R.

@ Ist k gerade, so ist die Potenzfunktion streng monoton wachsend auf
{x € R| x > 0} und streng monoton fallend auf {x € R | x < 0}.
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Die Zahl 7 und trigonometrische Funktionen
Wiederholung: Die Cosinusfunktion ist definiert als

. > k X2k X2 X4
cos(x) := Re exp(ix) = kz::o(—l) K] =1- ST
Theorem
Die Cosinusfunktion hat im Intervall [0, 2] genau eine Nullstelle c. J
Definition
Man definiert so die Zahl m durch 7 := 2c. J

Beweis. Die Cosinusfunktion ist stetig und cos(0) =1 > 0. Wir zeigen:

© cos(2) < 0. Die Existenz der Nullstelle ¢ folgt dann aus dem
Nullstellensatz von Bolzano.

@ cos ist auf dem Intervall [0, 2] streng monoton fallend. Somit ist ¢ die
einzige Nullstelle in (0, 2).
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Beweis des Theorems, Schritt 1: cos(2) < 0

e Die folgende Abschatzung gilt fiir x| < 7:

cosx = 1—5—1-4!
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Beweis des Theorems, Schritt 2: cos monoton fallend auf [0, 2]

@ Wir haben zu zeigen 0 < x < y <2 = cosx —cosy > 0.
@ Man betrachtet o = % €(0,2) und 8 = 5= €(0,2].
Danngilt x=a—fFundy =a+
@ Dann folgt aus den Additionstheoremen:
cosx — cosy = cos(a — 3) — cos(a + 3) =
cos acos 3 + sinasin 3 — (cos v cos 3 — sin asin 3) = 2sin acsin 3.
@ D.h.cosx —cosy >0 fiiralle 0 < x <y <2, falls sinz > 0 fiir alle
z € (0,2].
@ Das folgt aus:

X z3 >z
sinz = <z—3!)+<5!—7!>+”'

O
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Es ist sin(5) = 1 und damit exp(i%) = i.

Satz (Euler) }

Beweis. Nach Definition von 7 gilt cos 5 = 0. Es folgt

(sin z)2 =1- (cosg)2 =1

2
und somit sin 5 = 1, denn sin > 0 auf (0,2). O
Folgerung
. 3w . .
exp(im) = —1, exp(/?) =—i und exp(i2m)=1.
Beweis.
Das folgt aus exp(ing) = (exp(i%))" = i" fiir n = 2,3 und 4. O
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Folgerung
(i) exp(z + i2w) = exp z fiir alle z € C,

(i) cos(x + 2m) = cos x, sin(x + 2w) = sin x,

(iii) cos(x + m) = —cos x, sin(x + m) = —sinx und

(iv) cos(x + 5) = —sinx, sin(x + 5) = cos x fiir alle x € R. )
Beweis.

exp(z +in%) = exp(2)i", n = 4,2, 1.
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Folgerung

Die Funktionen Sinus und Cosinus sind vollstandig durch die
Einschrankung cos |[0,g] bestimmt.

Beweis.

@ Wegen cosx = sin(x + 5) erhdlt man den Graphen der Sinusfunktion
durch Verschiebung des Graphen der Cosinusfunktion um 7 /2 nach
rechts.

@ Die Cosinusfunktion ist vollstdndig durch die Einschrankung cos |[o,g]
bestimmt:

» Wegen (iii) genligt es cos auf einem Intervall der Linge 7 zu kennen,

z.B. auf [-5, 3]

» Wegen der Symmetrie cos(x) = cos(—x), geniigt [0, 5].
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THCRIRTEERE Pl deies
Folgerung

e Die Funktionen sin, cos und R 3 x +— exp(ix) sind periodisch mit
Periode 27. Es gilt sin, cos : R — [0, 1].

@ cosx =0 < x:§+n7r, nez.

@sinx=0 <= x=nm necZ.

o exp(ix) =1 < x=n2nm, neZ.

o Die Cosinusfunktion ist auf dem Intervall [0, 7r] streng monoton
fallend und auf dem Intervall |7, 27| streng monoton wachsend.

o Die Sinusfunktion ist auf dem Intervall [-75, 5] streng monoton

wachsend und auf dem Intervall [5, = 3m] streng monoton fallend.

e Die Tangensfunkt/on tan := S0 ( defmlert dort, wo cos # 0) ist auf
dem Intervall (-7, %) streng monoton wachsend und
tan(—%,%) =R.

e Die Cotangensfunktion cot := T (definiert dort, wo sin # 0) ist auf
dem Intervall (0, ) streng monoton fallend und cot(0, ) = R.
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Streng monotone Funktionen

Umkehrfunktionen

Definition

Sei D C C und f : D — C eine Funktion. Eine Funktion g : f(D) — D
heiBt Umkehrfunktion von f, falls g o f = Idp, d.h. g(f(z)) =z Vz € D.

Bemerkungen:

(i)
(i)

(iii)

Eine Umkehrfunktion existiert genau dann, wenn f : D — C injektiv ist.

Fir f: D — R und g : f(D) — R folgt aus g(f(x)) = x fiir alle x € D auch
f(g(y)) = y fir alle y € f(D).

Wenn f : D — R eine Umkehrfunktion g : f(D) — D C R besitzt, dann
schreiben wir diese als g = 1.

Vorsicht: Verwechseln sie nicht f~!(x), x € f(D), mit dem multiplikativen
Inversen f(x)~! L

k)

Hat f : D ¢ R — R eine Umkehrfunktion f~1, so erhilt man den Graphen

von f~1 durch Spiegelung des Graphen von f an der Gerade
{(x,x) | x e R} C R?

graph(f) := {(x, f(x)) | x € D} und graph(f=1) = {(f(x),x) | x € D} 14350




Streng monotone Funktionen Umkehrfunktionen streng monotoner Funktionen

Umbkehrfunktionen streng monotoner Funktionen

Erinnerung: Sei D C R. Eine Funktion f : D — R heiBt streng monoton
wachsend/fallend, falls

f(x) < f(y) bzw. f(x)>f(y)
fir alle x,y € D mit x < y.

Satz

Sei D C R. Jede streng monotone Funktion f : D — R besitzt eine
Umkehrfunktion f=1 : f(D) — D. Die Umkehrfunktion ist wieder streng

monoton, und zwar wachsend, wenn f wachsend ist und fallend, wenn f
fallend ist.
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Streng monotone Funktionen Umkehrfunktionen streng monotoner Funktionen

Beweis.

@ Seiy € f(D), d.h. es existiert ein x € D mit f(x) = y.
Da f streng monoton ist, ist dieses x eindeutig durch y bestimmt:
Gébe es ein weiteres x’ mit f(x’) = y, dann wire x < x’ oder x > x’
und damit f(x) < f(x") oder f(x) < f(x") wegen der strengen
Monotonie von f.

e Wir definieren g(y) := x.

@ Um zu zeigen, dass g streng monoton ist, nehmen wir z.B. an, dass f
streng monoton wachsend ist, d.h.
x < x' = f(x) < f(x).
o Es gilt sogar x < x’ <= f(x) < f(x'), denn x > x' = f(x) > f(X).
e Die Substitution y = f(x) und y’ = f(x) liefert

gly)<gly) =y<y.

@ Also ist g streng monoton wachsend.
O
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Streng monotone Funktionen Umkehrfunktionen streng monotoner Funktionen

Satz

Sei f : [a, b] — R eine stetige streng monoton wachsende (bzw. streng
monoton fallende) Funktion. Dann ist die streng monotone
Umkehrfunktion f=1 : [min f, max f] — [a, b] stetig.

Beweis.
@ Wegen der Stetigkeit von f gilt f([a, b]) = [min f, max f].

@ Da f streng monoton ist, besitzt es eine streng monotone
Umkehrfunktion f~1 : [min f, max f] — [a, b].

@ Ist f streng monoton wachsend, dann gilt min f = f(a) und
max f = f(b).
o Ist f fallend, so ist minf = f(b) und maxf = f(a).
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Streng monotone Funktionen Umkehrfunktionen streng monotoner Funktionen

Weiter im Beweis: Stetigkeit der Umkehrfunktion 1
@ Sei y, € [c, d] eine konvergente Folge, y = lim y,,.
n—oo

@ Wir beweisen durch Widerspruch, dass die Folge
xn = fY(yn) € [a, b] gegen x := f~1(y) konvergiert.

@ Wenn (x,) nicht gegen x konvergiert, so gibt es ¢ > 0, so dass fiir alle
N € N eine natiirliche Zahl n > N existiert mit |x, — x| > ¢.

@ Daher kann man eine Teilfolge (xu, )ken konstruieren mit
|Xn, — x| > ¢ fiir alle k.

o Da x,, € [a, b], kénnen wir durch Ubergang zu einer Teilfolge
annehmen, dass (xp,) gegen x’ € [a, b] \ {x} konvergiert
(Bolzano-WeierstraB).

@ Aus der Stetigkeit von f erhalten wir nun

Yn, = f(Xnk) k‘) (X/) 7& f(X) =Yy

% (f str. mon.)
o Im Widerspruch zu lim y, =y. U
n—oo
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Streng monotone Funktionen Umkehrfunktionen streng monotoner Funktionen

Beispiel 1: Potenz- und Wurzelfunktionen

Satz

Sei k € N. Die Potenzfunktion x — f(x) = x* definiert eine stetige und
streng monoton wachsende Funktion f : [0,00) — R.

Die Umkehrfunktion f~1 : [0,00) — R, f~1(x) =: ¥/x =: x¥, ist ebenfalls
stetig und streng monoton wachsend.

Beweis. Das folgt durch Anwendung des vorhergehenden Satzes auf die
Einschrinkung fl - [0,n] — [0,n*] CR, n=1,2,.... O

Fiir ungerades k ist die stetige Funktion x — x* streng monoton wachsend
auf ganz R, ebenso wie die Umkehrfunktion f~!: R — R,

1 (x) =: ¥/x =: xk.
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Streng monotone Funktionen Exponential- und Logarithmusfunktion

Beispiel 2: Exponential- und Logarithmusfunktion

Satz

o Die reelle Exponentialfunktion exp : R — R ist stetig, streng monoton
wachsend und erfiillt exp(R) = Ry := {x € R | x > 0}.

o Die Umkehrfunktion
In:=exp™!:Ry — R (natiirlicher Logarithmus)
erfiillt die Gleichung
In(xy) = In(x) + In(y)

fiir alle x,y € R.

Bemerkung

Der Beweis liefert zwar die Existenz der Funktion In, aber keine
Berechnungsvorschrift!

v
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Streng monotone Funktionen Exponential- und Logarithmusfunktion

Beweis. Die Exponentialfunktion ist stetig. Wir beweisen nun
Q exp(R) C Ry:
» Fiir alle x > 0 ist exp(x) = 1 + x + %7 S 4 >1>0.
» Wegen exp(x) exp(—x) = exp(0) = 1 folgt daraus
exp(—x) = expl(x) > 0.
@ exp: R — R streng monoton wachsend:
» Fiir x < y haben wir exp(y — x) > 1 und somit:

exp(y) = exp(y — x + x) = exp(y — x) exp(x) > exp(x).

@ exp(R) =
> Fiir alle n € N gilt exp(n )—1+n+2. +-- >14n
» und somit exp(—n) = (expn)~! < 1+n
» Damit folgt
exp(R Uexp[ n,n)) 2 U[1+ , 14+ n] =Ry,
neN neN
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Streng monotone Funktionen Exponential- und Logarithmusfunktion

SchluB des Beweises

Wir haben gezeigt, daB exp : R — R stetig, streng monoton wachsend

und surjektiv ist. Daher existiert eine stetige, streng monoton wachsende
Umkehrfunktion In = exp™ : R, — R.

Es bleibt noch die Funktionalgleichung fiir den Logarithmus zu beweisen:

@ Seien x,x" € Ry. Wir schreiben x = exp(y) und x’ = exp(y’), wobei
y =In(x), y' = In(x") € R.

@ Die Funktionalgleichung der Exponentialfkt. liefert dann

xx" = exp(y) exp(y’) = exp(y + y').

@ Anwendung des Logarithmus ergibt:
In(xx’) = In(exp(y +y')) = y +y" = In(x) + In(xX).
O
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Streng monotone Funktionen Exponentialfunktion und Logarithmus zur Basis a

Beispiel 3: Exponentialfunktion zur Basis a
Wir hatten gesehen, daB

n

exp(n) = exp(1)" = e".

Wir wollen dies nun verallgemeinern, indem wir e durch eine beliebige
reelle Zahl a > 0 ersetzen.

Definition
Sei a > 0. Die Funktion
exp, : R — R

x — exp(xIn(a)).

heiBBt Exponentialfunktion zur Basis a.

Es gilt:
@ exp.(x) = exp(x) Vx € R, denn In(e) = Inexp(1) = 1.
e Fiir n € N: exp,(n) = exp(nlIn(a)) = (exp(In(a)))" = a".

o
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Streng monotone Funktionen Exponentialfunktion und Logarithmus zur Basis a

Satz

Die Funktion exp, : R — R ist stetig und erfiillt:
(i) exp,(x +y) = exp,(x) exp,(y) fiir alle x,y € R,
(ii) exp,(n) = a", exp,(—n) = & fiir alle n € N und

(i) expy(L) = an = v/a fiir alle n € N. \/a heiBt n-te Wurzel von a.

Beweis.

@ exp, ist als Verkettung g o f der stetigen Funktionen g = exp und
x — f(x) = xIn(a) stetig.

o (i-iii) sind Folgerungen aus der Funktionalgleichung von exp.

Definition
Fiir x € R setzen wir
= exp,(x).
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Streng monotone Funktionen Exponentialfunktion und Logarithmus zur Basis a

Satz

Fiir alle a,b € Ry, x,y € R gilt:
(i) &ty = a%a’,

(i) (&) = av,

(i) a*b* = (ab)*,

(iv) (3 =a>.

Beweis.

(i) ist die Funktionalgleichung von exp,.

(ii) (a¥)Y = exp(y In(a¥)) = exp(y In(exp(xIna))) = exp(yxIna) = a¥ =
av.
(iii) a*b* = exp(xIna)exp(xInb) =exp(xIna+ xInb) =
exp(x(Ina+ In b)) = exp(x(In(ab)) = (ab)*.
(v) (3 = @y = o
(]
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Streng monotone Funktionen Exponentialfunktion und Logarithmus zur Basis a

Satz

(i) exp(x) =1.
(i) Falls a> 1, so ist die Funktion exp, : R — R streng monoton
wachsend.

(iii) Falls 0 < a < 1, so ist sie streng monoton fallend.
(iv) Fir0 < a#1 gilt exp,(R) = R;.

Beweis.

(i-iii) Es'ist In1 = Inexp(0) = 0 und damit exp;(x) = exp(x - 0) = 1.
AuBerdem ist In : Ry — R ist streng monoton wachsend. Daher gilt
In(a) > 0 fiir a> 1 und In(a) < 0 fiir 0 < a < 1.
Entsprechend ist x — exp,(x) = exp(x In a) streng monoton
wachsend bzw. fallend.

(iv) Dalna# 0, haben wir exp,(R) = exp(R) = R,. O
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S RGNS Exponentialfunktion und Logarithmus zur Basis a

Definition

Sei 0 < a # 1. Die Umkehrfunktion log, := exp; ! : Ry — R der
Exponentialunktion exp, : R — R zur Basis a heift Logarithmusfunktion
zur Basis a.

Satz
Es gilt
In
|Oga = R
(insbesondere also log, = In).
Beweis. Fiir alle x € R gilt exp, (%) = exp({*2 In a) = exp(Inx) = x. O
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Streng monotone Funktionen Exponentialfunktion und Logarithmus zur Basis a

Charakterisierung der Exponentialfunktionen

Theorem

Sei f : R — R eine Funktion, die stetig in 0 € R ist, nicht konstant null ist
und die die Funktionalgleichung

(x) f(x+y)=Ff(x)f(y) firalle x,yeR

erfiillt. Dann gilt f(1) =: a > 0 und f = exp,.

Beweis.

e Wegen der Funktionalgleichung (x) ist f nicht nur in 0, sondern
uberall stetig:

() = F(x0 = x %) 2 F(x0 = X)F0) 2500 £(0)F(x) 2 ()
o a=f1)Z i) >0

o Es gilt F(x) 2 f(x — 1)f(1) = f(x — 1)a fiir alle x € R. D.h. f
konstant null oder a > 0
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Streng monotone Funktionen Exponentialfunktion und Logarithmus zur Basis a

Weiter im Beweis:

Es bleibt zu zeigen, dass f(x) = a* fiir alle x € R. 2 Schritte:
Q f(n)=a" firalle n € Z:

a=f(1) = f(1+0) < af(0), dh. F(0) =1 = 2.

Fiir n € N haben wir f(n) © f(1)---f(1) = a" und

Aus 1= f(n—n) © a"f(—n) folgt f(—n) =a~".

@ f(B) = ¥/aP = a¢ firalle £ € Q, d.h. p€ Z und g € N:

N f(g)q_f<g>...f(g)(i)f(p)—ap>0.

q Faktoren
> Diese Rechnung zeigt, dass f(£) = VaP = as.
Sei nun x € R und x, € Q eine Folge mit Grenzwert x.
Aus der Stetigkeit von f und exp, folgt nun

v

v

\4

f(x) = lim f(x,) = lim a* = a*.

O
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Streng monotone Funktionen Exponentielles und Logarithmisches Wachstum

Uneigentliche Grenzwerte
Definition (Grenzwert einer Funktion)
Sei f : D — C eine Funktion. Wir schreiben lim f(z) = q, falls es
z—p
(i) eine Folge z, € D gibt, die gegen p konvergiert und
(i) lim f(z,) = q fiir jede solche Folge (z,) gilt.
n—oo

Man nennt q den Grenzwert von f in p.

Definition
e Sei (xp) eine Folge reeller Zahlen. Man schreibt lim x, = +o0, falls
es fiir jedes K > 0 ein N € N gibt, so daBl x, > ,;(H?l?ir allen> N.
e Man schreibt lim x, = —oo, falls lim (—x,) = +o0.
n—00 n—00

@ In beiden Fillen nennt man x,, bestimmt divergent.

Beispiele:

lim e =0, lim & =+o0, limlnx=—00, lim Inx = +o0.
X——00 X—400 x—0
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S RGNS Exponentielles und Logarithmisches Wachstum

Exponentielles Wachstum

Satz
Fiir alle k € N gilt

kD) und somit

exp x X n
. )
Xk = (k4 1)l xoroo 0
O
Bemerkung
Die Exponentialfunktion wachst also schneller als jede Potenzfunktion. J
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S RGNS Exponentielles und Logarithmisches Wachstum

Logarithmisches Wachstum

Satz
Fiir alle k € N gilt

+o0o
x—-+o0 In x
Beweis.
o Fiir alle x > 1 gilt x = exp(ky), mit y = X > 0.
k k k k
e Also % = \/el);p)fky) = \/(le:zy) = ei‘;y und somit
° k
e
im VX i O o
x—4ooInx  y—+oo ky
O
Bemerkung
Der Logarithmus wichst also langsamer als jede Wurzelfunktion. J
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Streng monotone Funktionen Arcusfunktionen und Polarkoordinaten

Beispiel 4: Trigonometrische Funktionen und
Arcusfunktionen
Wiederholung (Trigonometrische Funktionen).

@ Die Funktionen sin, cos und R 5 x +— exp(ix) sind periodisch mit

Periode 27.

° cosx:0<:>x:g+n7r, neZ.

@ sinx=0<= x=nm ncZ.

e exp(ix) =1<= x =n2m, n € Z.

e Die Cosinusfunktion ist auf dem Intervall [0, 7] streng monoton
fallend.

e Die Sinusfunktion ist auf dem Intervall [-75, 7] streng monoton
wachsend.

e Die Tangensfunktion tan ;= E'” (definiert dort wo cos # 0) ist auf
dem Intervall (—73, %) streng monoton wachsend und

tan ((—%, %)) =R.
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Streng monotone Funktionen Arcusfunktionen und Polarkoordinaten

Arcusfunktionen

D.h., durch Einschrankung der trigonometrischen Funktionen auf die
Intervalle, wo sie streng monoton sind, erhalten wir deren
Umbkehrfunktionen. Wir schreiben z.B.

cos |[O,7r] [0, 7] — [-1,1]

fiir die Funktion, die wir durch Einschrénkung des Cosinus’ auf das
Intervall [0, 7] erhalten.

Definition
Die (streng montonen und stetigen) Umkehrfunktionen der
trigonometrischen Funktion

e arccos := (cos|j )"t : [-1,1] = R,

@ arcsin := (sin|_z x )" t:[-1,1] — R und

® arctan := (tan|_z r)) "' : R —» R

heiBen Arcus-Cosinus, Arcus-Sinus und Arcus-Tangens.

v
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Streng monotone Funktionen Arcusfunktionen und Polarkoordinaten

Polarkoordinaten

Satz
Jede komplexe Zahl z # 0 besitzt eine Darstellung

z = rexp(iy),

mit r = |z| und ¢ € R, dabei ist ¢ bis auf die Addition eines ganzen
Vielfachen von 2w bestimmt.

Definition (Polarkoordinaten)

Das Paar (r, ) heisst Polarkoordinaten von z = rexp(iy) und ¢ wird das
Argument von z genannt.

Beweis. Es geniigt die Aussage fiir z mit Imz > 0 zu zeigen, denn falls
Imz < 0 ist, so gilt Imz > 0 und falls Z = rexp(ip) so muss
z = rexp(—i¢p) gelten.
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Streng monotone Funktionen Arcusfunktionen und Polarkoordinaten

Weiter im Beweis.
Sei also nun Imz > 0. Wir schreiben

r;=€+in, (&, neR).

Es gilt dann €2 + 72 =1 und > 0.Es sei
¢ = arccos(§),
dann ist ¢ € [0, 7] und weiter
cos(p) = & und sin(p) =n > 0.
Also erhalten wir eine Darstellung
z = |z| exp(i¢p).

Wegen der Periodizitdt der Exponentialfunktion folgt die Eindeutigkeit
dieser Darstellung bis auf ganze Vielfache von 2. O
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Streng monotone Funktionen Arcusfunktionen und Polarkoordinaten

Bemerkungen

Die Multiplikation von komplexen Zahlen, die in Polarkoordinaten gegeben
sind, ist sehr einfach:
Sind namlich z = rexp(i¢) und w = texp(ip) gegeben so ist

zw = (rt) exp(i( + p))-

Ebenso leicht kann man Wurzeln aus einer komplexen Zahl ziehen:
Ist némlich z = rexp(iy), dann ist
i
w = {frexp(')
eine k-te Wurzel von z, d.h. wk = z.
Gibt es ausser w weitere k-te Wurzeln von z?
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Streng monotone Funktionen Einheitswurzeln

Satz
Die Gleichung z" =1, n € N besitzt genau die n Lésungen

¢k =exp (k?) = cos(k2m/n) + isin(k27/n),

mit k =0,1,...,n— 1, diese werden die n-ten Einheitswurzeln genannt.

v

Beweis. Offensichtlich erfiillen diese n verschiedenen Zahlen die Gleichung
z" = 1. Es gibt keine weiteren Losungen, denn es gilt:
Lemma

Sei p(z) = anz" + ... a2z + ag ein Polynom. Dann hat p héchstens n
verschiedene Nullstellen.

Beweis. Dies gilt, da jedes Polynom durch (z — ) teilbar ist, falls A eine
Nullstelle des Polynoms ist. U
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Streng monotone Funktionen Einheitswurzeln

Folgerung
Fiir 0 # ¢ € C hat die Gleichung z" = ¢ mit n € N genau die n Lésungen

.o+ k2
\VFGXP (/(p—nﬂ)a

dabei ist k =0,...,n—1 und c = rexp(ip) .

Die Existenz einer Lésung von z" = c ist ein Spezialfall des
Fundamentalsatzes der Algebra:

Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Jede polynomiale Gleichung mit komplexen Koeffizienten ¢, der Form

2"+ 12" 4. taz+ =0

hat mindestens eine komplexe Lésung.
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Streng monotone Funktionen Einheitswurzeln

Beweis.
Wir schreiben P(z) = z" + c,_12" "1 + ...+ c1z + ¢p und setzen

= inf |P(2)].
p=inf |P(2)|
Fiir |z| = R gilt dann
|P(2)] > R"(1—|ca1|R7Y— ... = |co|R7"). (4)

Fiir groBe R strebt die rechte Seite von (4) gegen oc.
Also gibt es ein Ry, so daB |P(z)| > p fiir alle z mit |z| > Ry.

Behauptung (UA)

Analog zu stetigen reellen Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen,
nimmt |P(z)| auf der abgeschlossenen Kreisscheibe um 0 mit Radius Ry
ein Minimum an, d.h. es gibt ein zy mit |z| < Rp, so daB

|P(20)| = p-

v
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Streng monotone Funktionen Einheitswurzeln

Weiter im Beweis.

Wir zeigen nun per Widerspruch, dass . = 0.
Sei also P(zg) # 0. Wir definieren das Polynom Q durch

Q(z) :== P(z+ z0)/P(z0).

Wegen P(z)) = min|P| gilt |Q(z)| > 1 fiir alle z. Ausserdem ist Q(0) = 1,
d.h. es gibt ein 1 < k < n so daB

Q(2) = 1+ biz" + by 12" + .. 4 bpz"  mit by £ 0.

Wir betrachten nun die komplexe Zahl —% € S' und ihre k-te Wurzel

i0 K ‘bk‘ 1
= H—— €S,
e ;
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Streng monotone Funktionen Einheitswurzeln

Weiter im Beweis.

Sei nun r > 0, so daB r¥|b| < 1. Dann gilt

’Q(reié')‘ < |1+bkrk eik0 |+|bk+1rk+1ei(k+1)9|+...+|b,,r"ei”0

—_ Il
=— Lk
=1- rk(\bk\ — r|bk+1\ — .= rnik’bn’)
Fiir hinreichend kleines rg ist (|bx| — ro|bkr1| — ... — rg~|bn|) > 0, und
somit '
1Q(roe™)| < 1.

So erhalten wir den Widerspruch zu |Q(z)| > 1 und somit zur Annahme
w#0.D.h. P(z0) = p=0. O

171 /362



Differentialrechnung  BRAISTEI1:4

Differentialrechnung

Definition (Differenzenquotient)

SeiD C R, f: D— R eine Funktion und x € D.
Die auf D \ {x} definierte Funktion

O -0
E—x

heiBt Differenzenquotient von f an der Stelle x.

Definition (Haufungspunkt)
Ein Punkt x € R heiBt Hiufungspunkt von D, wenn es eine Folge
xn € D\ {x} = {& € D|§ # x} gibt, die gegen x konvergiert.

@ Jedes Element in einem (offenen oder abgeschlossenen) Intervall ist
ein Haufungspunkt.

@ Schreiben wir im Folgenden “lim"” meinen wir “ lim ".
E—x E—x, x#E
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Differentialrechnung  BRAISTEI1:4

Definition (Ableitung)

Sei D C R, f: D — R eine Funktion und x € D ein Haufungspunkt von
D.

Man sagt, dass f in x differenzierbar ist,
wenn der Grenzwert
(&) —f
f'(x) := lim —(E) (x)
E—x f — X
existiert.
Der Grenzwert f'(x) heiBt Ableitung der Funktion f an der Stelle x.

Die Funktion f heiBt differenzierbar, wenn sie in allen Punkten x € D
differenzierbar ist.

Die Funktion f' : x — f'(x) heiBt Ableitung von f.
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Differentialrechnung  BRAISTEI1:4

Differentialquotient und zeitliche Ableitung
@ Nach Leibniz (1646-1716) schreibt man auch

df
dx
statt f'.
@ Nach Newton (1643-1727) schreibt man auch

f

statt f/, wenn f eine Funktion der Zeit ist. Die Zeitvariable heiBt
dann in der Regel t

Die heute benutzte Definition der Ableitung wurde nach Vorarbeiten von
Cauchy schliesslich von WeierstraB Ende des 19. Jahrhunderts formuliert. 2

2http://de.wikipedia.org /wiki/Differentialrechnung
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DI EEIEONITIAN  Geometrische und kinematische Interpretation

Geometrische Interpretation

@ Der Differenzenquotient

F(§) — f(x)
&—x
ist genau die Steigung der Geraden durch die Punkte (x, f(x)) und

(&, F(£))-

@ Diese Gerade nennt man die Sekante (="die Schneidende").

@ Wenn f in x differenzierbar ist, dann strebt die Sekante fiir £ — x
gegen eine Grenzgerade, die sogenannte Tangente:

e Die Tangente (="die Beriihrende") an den Graphen von f im Punkt
p = (x, f(x)) ist die Gerade durch p mit Steigung f'(x).

175 /362



DI EEIEONITIAN  Geometrische und kinematische Interpretation

Kinematische Interpretation

@ Sei I C R ein Intervall und f : | — R eine Funktion.

e Wir kdnnen t — f(t) als die Bewegung eines Punktes im
eindimensionalen Raum R auffassen.

@ Der Differenzenquotient w ist dann eine
Durchschnittsgeschwindigkeit und der Grenzwert f'(ty) ist die
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt tp.

o Die Bewegung eines Punktes x(t) := (x1(t), x2(t), x3(t)) im
dreidimensionalen Raum R3 wird entsprechend durch drei Funktionen
xi: R—R, i=1,2,3, beschrieben.

e Die Geschwindigkeit v(t) zum Zeitpunkt t hat dementsprechend drei
Komponenten:

v(t) == x(t) = (x1(t), %2(t), x3(t)).

@ Nochmaliges Ableiten liefert die Beschleunigung

a(t) := v(t).
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B
Beispiele
(i) Fir jede konstante Funktion f : R — R, f(x) = ¢, gilt

F(x) = lim =— ¢ —
(x) = lim £ x
(i) Fir jede lineare Funktion f : R — R, f(x) = ax, gilt
Fx) = lim 2222 _ i 2629

E—x f—X E—x f—X

Dasselbe gilt auch fiir jede affine Funktion f(x) := ax + b mit
a, b € R, denn hier ist

b—b
f'(x)=a—+ lim
(x) im e

= a.

(ii) Fir f: R — R, f(x) = x?, gilt
F1(x) = tim & i €2 X)(E+%)

=1 = 2x.
E—-x £—X £—x & —x é@){(f—l—x) X
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Differentialrechnung Beispiele

Weitere Beispiele
(iv) Fir f : R*:=R\ {0} = R, f(x) =1, gilt

1 1 x=¢ 1 1
Flx) = lim &% — im 2> — _im — = ——
(X) {Enx f — X {Enx { — X gf]x §X x2
(v) Es gilt exp’ = exp: Fiir h:= £ — x gilt
expf —expx  exp(x+ h) —expx exph—1
= = expx———
€ x h h
und lim % =1, denn
h—0

exph—1 L e
=23 <oy Ty

h h 2! 3!

|hl? _ B
< |h| + + ... =exp(|h]) 1h—>00.

2
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Differentialrechnung Beispiele

Noch mehr Beispiele

(vi) Es gilt sin’ = cos, denn

sin(x + h) —sinx  sinxcosh+ cosxsin h — sin x
h - h
. cosh—1 . sin h
= sinx—— 4 cos x
h h’
wobei lim €sh=1 — 0 ynd lim % =1.
h—0 h—0

Das folgt aus:

cosh—1 || |3 |h[3 5

SR <« T p e B < el g
h ’—2!+41+ SIhl+ 3 trse

sin h A1 |hf* hl> A Ih|

h ‘1‘ S gyttt st tosen oL

(vii) cos’ = —sin (UA).
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Differentialrechnung Beispiele

Beispiel (stetig aber nicht differenzierbar)
, X € R, ist im Nullpunkt nicht

Die stetige Funktion f(x) := |x
differenzierbar.

Beweis.
Wir betrachten die beiden Nullfolgen x;/ := % und x, := —1.
Einerseits gilt
f(x1) - £(0 2
lim M — lim 2 =1
n—oo Xp — n—oo =
n
und andererseits
f(xy) — f(0 2
fim O =IO Ay
n—o0 Xn — 0 n—oo — =

Also ist f in 0 nicht differenzierbar.
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Differentialrechnung Affine Approximation

Satz (Differenzierbare Funktionen sind stetig)
Seif: D — R inae D C R differenzierbar. Dann ist f in a stetig. J

Beweis. Es gilt

f(x) - f
760 = f(a)| = | LI ol e i e ol =0
X — xX—a xX—a
D.h. lim f(x) = f(a) und damit ist f stetig. O
X—a
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Affine Approximation
Satz (Affine Approximation)

Sei f: D — R einein a€ D C R differenzierbare Funktion und h: D — R
die affine Funktion h(x) := f(a) + f'(a)(x — a). Dann gilt

00— hx) _,

lim
x—a x—a |
. f(x)—h(x f(x)—f
Beweis. - 3(_3( ) = (z_a(a) —f'(a) o 0. O
Beispiel:

Die Wurzelfunktion f : x +— /x fiir n € N ist nicht differenzierbar in 0:
@ Wir nehmen an, f ist differenzierbar in 0 mit /(0) als Ableitung.
e Dann wiére h(x) = f/(0)x und somit

Ux=fO)x _ 1

X / xn—1

@ Das ist unbeschrankt fiir x — 0, was im Widerspruch zum Satz steht.
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NI EEIENTT S Affine Approximation

Umgekehrt gilt:

Satz

Sei f : D — R eine Funktion, a € D ein Haufungspunkt von D und
h(x) = c(x — a) + f(a) eine affine Funktion mit c € R, so daB

(1) lim L) ZRCD

X—a X —a

Dann ist f in a differenzierbar, und h(x) = f'(a)(x — a) + f(a).

Beweis. Es gilt:

) =h) _ iy <f(x)_f(a) - c> — lim <f(x)_f(a)>—c,

X —a

0= Iim

x—a X —a xX—a

d.h. f differenzierbar in a mit f'(a) = c. O
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NI EEIENTT S Affine Approximation

Definition (Affine Approximation/ lineare Approximation)
Sei f : D — R in a € D differenzierbar, D C R.
e Die affine Funktion h(x) = f(a) + f'(a)(x — a) heisst affine
Approximation von f in a.
@ Manchmal spricht man auch von linearer Approximation.
o R(a,x):=f(x)— h(x)=f(x)— f'(a)(x — a) — f(a) heiBt Restglied.
Fiir x — a geht das Restglied schneller gegen 0 als x — a.
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DN VEINITESN  Ableitungsregeln

Satz (Ableitungsregeln)

Die Funktionen f,g : D — R seien in a € D C R differenzierbar. Dann
gilt:

(i) Sind X und p reelle Zahlen, dann ist die Funktion
A-f+up-g: D — Ristin a differenzierbar und

A-fF+up-g)@) =X f(a)+p-g'(a). (Linearitit)
(ii) Die Funktion f - g : D — R ist in a differenzierbar und
(fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g’'(a). (Leibnizregel)

(iii) Wenn g(D) C R*, dann ist die Funktion g :D—Rina
differenzierbar und
f'(a)g(a) — f(a)g'(a)

<2_>/ (a) = ()2 . (Quotientenregel)

v
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DN VEINITESN  Ableitungsregeln

Beweis.

(Af + pg)(a+ h) — (Af + ug)(a)
h
IUCEL B ORPICES B C IS
(fg)(a+ h) — (fg)(a)
h
_ f(a+ h)g(a+ h)—f(a)g(a+ h) n f(a)g(a+ h) — f(a)g(a)
h

h
_ f(a—i—hi)’— f(a)g(a+h)+f(a)g(a+ hf)’—g(a)

—; f'(a)g(a) +f(a)g'()
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DN VEINITESN  Ableitungsregeln

Weiter im Beweis.
(iii) Wir betrachten zundchst den Spezialfall f = 1:

1 1
gh) _g(a) _ g(a) —g(a+h)
h hg(a+ h)g(a)
/

_eeth-gl) 1 g6, o

h g(a+ h)g(a) —o g(a)?

, ‘/_/

A —1/8(a)?

d.h. (é)’(a) = —géfj)g. Mit (ii) erhalten wir dann fiir beliebiges f:

No-(rDo=-"9 (1) e
(g g g(a)

_ f(a)g(a) f(a)g'(a)

g(a)® g(a)
O
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Al
Beispiele

(i) Eine einfache Induktion mit Hilfe der Produktregel (ii) ergibt

n—1

(x") = nx fir alle neN.

(ii) Die Regel (1/g)' = —g’/g? mit g(x) = x" liefert dann
n—1

(x") = _n;n = —nx "t (x #0) furalle neN.

(iii) Die Quotientenregel liefert

sin’ cos —sincos’  cos? + sin? 1 5
5 = 5 = —— =1+tan".
cos cos cos

tan’ =
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DI EEIEONITIIAN  Ableitung der Umkehrfunktion und Kettenregel

Satz (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei f : [a, b] — R eine stetige streng monotone Funktion und

g =f"1:[c,d] — R sei die zugehérige Umkehrfunktion.

Wenn f in x € [a, b] differenzierbar ist und f'(x) # 0, dann ist g in
y = f(x) differenzierbar und

,( )_ 1 _ 1
EVIZF00 T Flely)

Beweis. Sei y, € [c,d] \ {y} eine Folge, die gegen y konvergiert.
Da g stetig ist, konvergiert die Folge x, := g(yn) € [a, b] \ {x} gegen

x = g(y).
Somit
im 800 —gl) _ o xe—x 1
n—oo  yn—y n—oo f(xn) = f(x)  f'(x)’
d.h. g'(y) = 1/f'(x). O
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DI EEIEONITIIAN  Ableitung der Umkehrfunktion und Kettenregel

Bemerkung

Wenn im obigen Satz f iiberall differenzierbar ist und f'(x) # 0 fiir alle
x € [a, b], so erhalten wir fiir die Ableitung der Umkehrfunktion

g =f"1:[c,d] — R die Regel

g =
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DI EEIEONITIIAN  Ableitung der Umkehrfunktion und Kettenregel

Beispiele
1 1

. / _ _ — 1
(i) In'(x) = o/ (Inx) ~ explinx) ~ x (x > 0).

(i) arcsin = (sin \[,g’%])_l :[-1,1] — R hat fiir x € (—1,1) die
Ableitung

1 1 1
arcsin’(x) = = =

~ sin/(arcsinx)  cos(arcsinx) /1 — x2’
denn cos = /1 —sin? auf [-3, Z].

(iii) Ebenso hat arccos = (cos[jg 1)~ : [-1,1] — R fiir x € (—1,1) die
Ableitung

1
V1I—x2
1 1 1
i t / = = =
(iv) arctan’(x) tan/(arctanx) 1+ (tan(arctanx))? 1+ x2’
denn tan’ = 1 + tan®.

arccos’(x) = —

191 /362



DI EEIEONITIIAN  Ableitung der Umkehrfunktion und Kettenregel

Satz (Kettenregel)

Sei f : D — R an der Stelle x € D C R differenzierbar, f(D) C E C R und
g : E — R an der Stelle y := f(x) differenzierbar.
Dann ist go f : D — R an der Stelle x differenzierbar und

(g0 ) (x) =g (F(x)f'(%).
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DI EEIEONITIIAN  Ableitung der Umkehrfunktion und Kettenregel

Beweis. Sei x fixiert und y = f(x). Wir betrachten die folgende Funktion

h: E — R
s-8l) " flls peE\{y}
n /77}’
g'(y), falls n=y.

D.h. h ist die stetige Fortsetzung des Differenzenquotienten von g in
y = f(x). Fiir alle n € E gilt dann

g(n) —&ly) = h(n)(n - y)- (5)
Sei nun & € D\ {x} beliebig und n = f(&). Aus (5) folgt dann:
(€N =N |y =)

&E—x & —x
— h(fF))f(x) = &'(f(x))f'(x)

§—x

O
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DI EEIEONITIIAN  Ableitung der Umkehrfunktion und Kettenregel

Beispiele

(i) Sei f : R — R differenzierbar, a,b € R und g : R — R definiert durch
g(x) :=f(ax + b).
Dann ist g differenzierbar und

g'(x) = af’(ax + b).

(i) Sei f: Ry — R, f(x) = x“, wobei a € R.
Dann ist
f'(x) = ax*7L,

denn aus f(x) = exp(aIn x) folgt mit der Kettenregel

f'(x) = exp’(aIn x)(aIn x)" = exp(aIn x)g = ax* L,

N—— X

X
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Differentialrechnung Lokale Extrema

Definition (Lokale Extrema)
Sei f : D — R eine Funktion und z € D C R.

@ Man sagt, dass f in z ein lokales Maximum (bzw. ein lokales
Minimum) annimmt, falls es € > 0 gibt, derart dass

f(z) = £(C) (bzw. £(z) <£(C))

fiir alle € D mit |z — (| < e.

o Im Gegensatz dazu bezeichnet man max f und min f als globales
Minimum bz.w. Maximum.

e Statt von (lokalen bzw. globalen) Minima und Maxima spricht man
auch von (lokalen bzw. globalen) Extrema.

@ Man spricht von einem isolierten lokalen Extremum, falls zusatzlich
f(¢) # f(z) fir alle ( € D\ {z} mit|z— (| <e.
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Differentialrechnung Lokale Extrema

Satz

Die Funktion f : (a, b) — R sei an der Stelle x € (a, b) differenzierbar und
nehme dort ein lokales Extremum an. Dann gilt f'(x) = 0.

Beweis.
Wir nehmen z.B. an, dass ein lokales Maximum vorliegt.

Dann gibt es € > 0, so dass f(x) — f(&£) > 0 fiir alle £ mit |x — | < e.

Schreibt man “lim” fur “ lim " und “lim” fur “ lim ", dann ist
£ /'x E—x,E<x ENX E—x,E>x

und ebenso

d.h. f/(x) = 0. O
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Differentialrechnung RSN =G ENE

Beispiele

(i) Achtung: f’(x) = 0 ist nur notwendig, aber nicht hinreichend fiir die
Existenz eines lokalen Extremums.

Die Funktion f : R — R, f(x) = x3 erfiillt f/(0) = 0, hat aber an der
Stelle 0 kein lokales Extremum.

(ii) Die Funktion f : R — R, f(x) = (x+2)(x+1)x2
f(x) = (x + 2)(x + 1)x?, ist nach oben | ‘I
unbeschrankt (sup f = 4+00) und hat daher
kein (globales) Maximum.

Sie nimmt ihr (globales) Minimum min f an
einer Stelle a € (=2, —1) an. /
Sie hat zwei weitere lokale Extrema: ein \
lokales Maximum an einer Stelle b € (—1,0) |
und ein lokales Minimum bei 0.

UA: Berechnen Sie a, b und min f = f(a).

(iii) Die Funktion f : [~1,2] — R, f(x) = x?, nimmt an der Stelle 0 ihr
Minimum min f = 0, an der Stelle 2 ihr Maximum max f = 4 und an
der Stelle —1 ein lokales Maximum an.
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Differentialrechnung Mittelwertsatz und Folgerungen

Satz (Satz von Rolle)
Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b).
Falls f auf (a, b) differenzierbar ist, so existiert £ € (a, b) mit f'(£) = 0.

Beweis. Falls f konstant ist, so gilt £ = 0 und der Satz ist erfiillt.

Falls f nicht konstant ist, so existiert x € (a, b) mit f(x) > f(a) = f(b)
oder f(x) < f(a) = f(b).

Im ersten Fall existiert £ € (a, b) mit f(£) = max f, im zweiten Fall

¢ € (a, b) mit f(&) = minf.

In beiden Fallen ist f'(§) = 0. O
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Differentialrechnung Mittelwertsatz und Folgerungen

Satz (Mittelwertsatz)

Sei f : [a, b] — R eine stetige, auf (a, b) differenzierbare Funktion.
Dann existiert £ € (a, b) mit

_f(b)—f(a)

F(e) = —5—

Beweis.
Wir betrachten die Hilfsfunktion g : [a, b] — R,

g(x) := f(x) — W(x —a).

g erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle, insbesondere
g(a) = g(b) = f(a).
Somit existiert & € (a, b) mit 0 = g'(£) = '(§) — M. O
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Differentialrechnung Mittelwertsatz und Folgerungen

Folgerung (Schrankensatz)
Unter den Voraussetzungen des Mittelwertsatz (MWS) gelte zusatzlich

m< f(€) <M fiiralle ¢ ¢ (a,b). (6)
Dann gilt
m(y —x) < f(y) — f(x) < M(y —x) (7)

fiir alle x,y € [a, b] mit x < y.

Beweis.

Fiir x = y ist nichts zu zeigen. Fiir x < y gibt es nach dem MWS ein

€€ (x,y) mit f/(§) = %

Multiplikation der Ungleichung (6) mit y — x > 0 ergibt dann (7). O
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Differentialrechnung Mittelwertsatz und Folgerungen

Folgerung

Sei f : [a, b] — R stetig, auf (a, b) differenzierbar und f'(x) = 0 fiir alle
x € (a,b). Dann ist f konstant.

Beweis.
@ Die Funktion erfiillt die Voraussetzungen des Schrankensatzes mit
m=M=0.
e Also f(y) = f(x) fiir alle x,y € [a, b] mit x <y, d.h. f = const. [J

Bemerkung

@ Dieser Satz ist sehr hilfreich beim Studium der Eindeutigkeit von
Losungen von Differentialgleichungen (Dgl.) bei gegebenen
Anfangsbedingungen.

o Er besagt, dass die Differentialgleichung f’ = 0 genau eine Lésung
mit der Anfangsbedingung f(xp) = ¢ hat, ndmlich die konstante
Funktion f = c. (Hierbei ist xg € [a, b] und ¢ € R.)

v
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Differentialrechnung Mittelwertsatz und Folgerungen

Satz (Charakterisierung von exp durch eine Differentialgleichung)
Seic € R und f : R — R eine Lésung der Differentialgleichung

fl=c-f. (8)

Dann gilt f(x) = f(0) - e (fiir alle x € R).

Beweis. Wir betrachten die differenzierbare Funktion g : R — R,
g(x) = f(x)e <.
Ableiten liefert:

g,(X) — f,(X)e_CX—i-f(X) (e—cx)/ — f,(X)e_CX—C'f(X)e_CX (i) 0.

Somit g = const = g(0) = f(0), d.h. f(x) = g(x)e™ = f(0)e. O
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Grenzwertbestimmung nach L'Hospital
Grenzwertbestimmung nach L'Hospital /Bernoulli

Satz (Verallgemeinerter Mittelwertsatz)

Seien f, g : [a, b] — R stetige Funktionen, die differenzierbar auf (a, b)
sind. Ist g'(x) # 0 fiir alle x € (a, b), so exitiert ein xg € (a, b) mit

f(a) — f(b) _ f'(x0)
g(a) —g(b) g'(x)

Beweis. Ubungsblatt 8 (]

Folgerung (Regel von L'Hospital)
Seien f, g : (a, b) — R differenzierbar mit lim f(x) = lim g(x) = 0.

x\.a x\,a

: f!
Falls lim % existiert, so gilt lim Q lim /( )
x\a & X XN\, ag(X) x\ag(X)

Dieselben Aussage gilt fiir Ii;nb und damit fiir beidseitige Grenzwerte.
X

v
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DI EEIELNITIAN  Grenzwertbestimmung nach L'Hospital

Beweis der L'Hospital'schen Regel

Da nach Voraussetzung der Grenzwert I|m ,E ; existiert, gilt g’(x) # 0

fir alle x € (a, b). Sei nun x € (a, b). Man definiert dann
0, falls ¢ = a
(&), falls € € (a,x)

und g genauso. f und g erfiillen dann die Voraussetzungen des
verallgemeinerten Mittelwertsatzes, und man findet ein t € (a, x) mit

f(x) _ F(x)—F(a) _ (1)

g(x)  &(x)—&(a) g'(t)
Ist nun x, eine Folge mit x, \, a, so gilt auch fiir die Folge der
Zwischenwerte t, \, a und damit

im f(xn) . f(tn)

= lim = lim
n—co g(xp)

? : [avX] — R, ?(5) = {

O
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DI EEIELNITIAN  Grenzwertbestimmung nach L'Hospital

Beispiele

(i) | sin x i CoS X 1 (i) i 1 — cosx i sin x 1

i) lim = lim =1. i) lim ———— = lim = —.
x—0 X x—0 1 x—0 X2 x—0 2x 2

Bemerkung

f f
Analog erhdlt man, daB lim (X) lim /(X), falls
X—00 g( ) X—00 g (X)
f und g differenzierbar sind fiir hinreichend groBe x,

Iim g(x) = lim f(x) = oo oder lim f(x)= lim g(x) =0,

f() .
° I|m N o )eX|st|ert.

I 1 1
@ Beispiel: lim n—aX— lim /x = lim — =0 fir a > 0.

xX—00 X x—00 (/XY™ 1 x—00 (/X%

!
@ Achtung: lim EX; kann existieren, auch wenn lim 58 nicht existiert.

g'(x)
Bsp.: Fiir f(x) = sinx + 2x, g(x) = cosx 4+ 2x ist lim LC]

x—00 &'(X)

unbestimmt divergent, aber lim % = lim (1 + sinxz COSX) =1.
X—00 X—00
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Differentialrechnung Monotonie und Ableitung

Satz (Monotonie und Ableitung)
Sei f : [a, b] — R stetig und auf (a, b) differenzierbar.
(i) Falls f'(x) > 0 (bzw. f'(x) > 0) fiir alle x € (a,b), so ist f auf [a, b]
monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend).
(it) Falls f'(x) <0 (bzw. f'(x) < 0) fiir alle x € (a, b), so ist f auf [a, b]
monoton fallend (bzw. streng monoton fallend).

(iii) Umgekehrt gilt f monoton wachsend (bzw. monoton fallend)
impliziert f'(x) > 0 (bzw. f'(x) < 0) fiir alle x € (a, b).

Bemerkung

@ Aus dem streng monotonen Wachstum von f folgt nur f/ > 0 und
nicht die strikte Ungleichung.

o Beispielsweise ist die Funktion f(x) = x3 streng monoton wachsend,
aber f/(0) = 0.
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Differentialrechnung Monotonie und Ableitung

Beweis des Satzes:

(i-il) Wir betrachten z.B. den Fall f/ > 0 auf (a, b) und zeigen, dass f

(iii)

streng monoton wachsend ist.
Ware f nicht streng monoton wachsend, so gdbeesa<x <y <b
mit f(x) > f(y).

Wog. des MWS gibt es dann £ € (x, y) mit
fly) — f(x)
y — X
im Widerspruch zur Annahme ' > 0 auf (a, b).

Fiir die Umkehrung nehmen wir z.B. an, dass f monoton wachsend
ist.
Dann gilt fiir alle x € (a, b):

Fi(€) =

<0,

O
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Differentialrechnung Monotonie und Ableitung

Folgerung (lokale Extrema)

Sei f : (a, b) — R differenzierbar, x € (a, b) und £ > 0 derart, dass
x € (a+e¢,b—¢). Es gelte weiterhin

f(§) <0 (bzw. =>0) (9)
fiir alle § € (x —e,x) und
f'(¢) >0 (bzw. <0) (10)

fiir alle £ € (x,x +¢€).
Dann hat f ein lokales Minimum (bzw. Maximum) an der Stelle x.

Ersetzt man die Ungleichungen (9) und (10) durch strikte Ungleichungen,
f'(§) < 0 (bzw. > 0) usw., so folgt, dass das lokale Extremum isoliert ist.

V.

Beweis. Aus (9) und (10) folgt, dass f auf [x — ¢, x] monoton fallend
(bzw. wachsend) und auf [x, x 4 €] monoton wachsend (bzw. fallend) ist.

Also hat f an der Stelle x ein lokales Minimum (bzw. Maximum). (]
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Fortsetzung Differentialrechung Héhere Ableitungen

Beispiele:

(i)

0 x<0
x?sin(1/x) x>0

ist differenzierbar, aber f'(x) ist keine stetige Funktion!
Man sagt, f ist nicht stetig-differenzierbar.

Dazu berechnen wir

f'(0) = )I(iLnof(Xi_f(O) = lim xsin(1/x) = 0,

-0 x—0

Die stetige Funktion f(x) =

und fiir x # 0 haben wir
f'(x) = 2xsin(1/x) — 2 cos(1/x).

Weil der Grenzwert limy_o f'(x) nicht existiert, ist f'(x) nicht stetig!

| [ LAY | |
I | R [

e | L L ]
i i

INEA
|

graph(f) = JHRARITAARRARAA NANA A AR
Es gibt stetige aber nirgendwo differenzierbare Funktionen, z.B. die
: : = 2" sin(2"x)
WeierstraB-Funktion f(x) = Zl .
n=

209 /362



Fortsetzung Differentialrechung Héhere Ableitungen

Definition (Hohere Ableitungen)

Eine differenzierbare Funktion f heiBBt zweimal differenzierbar, wenn f’
differenzierbar ist.

Die Ableitung " := (f") von f' heiBt zweite Ableitung von f.
Allgemein definiert man rekursiv f©) := f und fiir alle k € N die k-te
Ableitung f¥) von f als
F(k) .— (f(k—l))”
falls f(k=1) existiert und differenzierbar ist. Man sagt dann, dass f k-mal

differenzierbar ist.
Falls zusatzlich f(K) stetig ist, so heiBt f k-mal stetig differenzierbar.

Bemerkung. Jede k-mal differenzierbare Funktion ist (k-1)-mal stetig
differenzierbar (k € N).
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Fortsetzung Differentialrechung Héhere Ableitungen

Satz (Zweite Ableitung und isolierte lokale Extrema)

Sei f : (a, b) — R zweimal differenzierbar und x € (a, b), derart dass
f'(x) =0 und f"(x) > 0 (bzw. f"(x) < 0).

Dann hat f ein isoliertes lokales Minimum (bzw. Maximum) an der Stelle
X.

Beweis.
Wir betrachten z.B. den Fall f”(x) > 0.
Wegen
. (§) — f'(x)
0< f’(x) = lim —2—"2
() = Jim £ x

gibt es e > 0, sodaBM>Ofuralle§mlt Ix —¢| <e.

Also gilt daB /(&) < f'(x) = 0 fiir alle £ € (x — &, x) und
(&) > f'(x) = 0 fiir alle € € (x,x + ¢€).

Wir folgern, daB f an der Stelle x ein isoliertes lokales Mininimum hat. [
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Fortsetzung Differentialrechung Héhere Ableitungen

Beispiele

(i) Fiir f : R — R, f(x) = x2, gilt f/(0) = 0 und ”(0) = 2 > 0. Also hat
f an der Stelle 0 ein isoliertes lokales Minimum. Das ist auch das
globale Minimum der Funktion.

(i) Fiir f(x) = x3 ist auch f”(0) = 0 und x ist auch kein lokales
Extremum.

(iii) Die Bedingung f”(x) # 0 ist hinreichend fiir die Existenz eines lokalen
Extremums aber nicht notwendig :

Die Funktion f : R — R, f(x) = x*, hat ebenfalls an der Stelle 0 ihr
(isoliertes) globales Minimum. In diesem Fall gilt jedoch ”(0) = 0.
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Hohere Ableitungen
Konvexe Funktionen
@ Sei f: | :=[a, b] — R eine Funktion, a < x; < xo < b, und

Xp — X () X—x1 _ f(x2) — f(xl)x+ f(x1)x2 — f(x2)x1

X2 — X1 X2 — X1 X2 — X1 X2 — X1

s(x) == f(x1)

die Sekante durch (x1, f(x1)) und (x2, f(x2)).

@ f heiBt konvex, wenn fiir alle x1, x> € | mit x3 < x2 und alle
x € (x1,x2) gilt, daB f(x) < s(x).

@ Diese Bedingung ist dquivalent zu

f((1—t)x1 4+ txo) < (1 —t)f(x1) + tf(x2) firalle te(0,1).

(Setze t:= ;=L dann 1 —t = 2= und (1 — t)x1 + o = x.)

Xp—X1
o Fiir eine zwe|ma| differenzierbare Funktion f : I — R gilt dann:

fist konvex <= f"(x)>0 Vxel.

(Beweis: Forster S. 169)
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Fortsetzung Differentialrechung BRIV = V1< S [1)):3

Theorem (Taylor-Entwicklung)

Es sei f : [a, b] — R eine k-mal differenzierbare Funktion.
Zu xy € [a, b] definieren wir das Polynom

Tk-1(x) = f(x0) + f(x0)(x — x0) + f//g!(O)

(k=1) (5
oot f(kf(l)?)(x — xp)k L

(x — xo)2
+

Dann gibt es zu jedem x € [a, b] ein & zwischen xo und x, so daB

F(E)

F(x) = Th—1(x) + —,

(x —x0)k.

Bemerkung: Fiir k = 1 entspricht der Satz gerade dem Mittelwertsatz.

214 /362



VD s

Beweis. Es sei x € [a, b] und M bestimmt durch

f(x) = Tr_1(x) + M(x — x0).
Definieren nun eine Funktion g : [a, b] — R mittels
g(t) = f(t) — Tr1(t) — M(t — x0)*
Damit gilt dann fiir t € [a, b], daB
gk () = FR(t) — kIM.
Wir miissen also die Existenz eines ¢ zwischen xo und x mit g(¥)(¢) = 0

nachweisen, denn dann gilt M = (K (&) /k!.
Zunichst gilt T\, (x0) = F(W(xo) fiir n=0,...,k — 1, und damit

0=2g(x0)=2g(x) =... = g V(x).
Per Konstruktion ist aber auch 0 = g(x). Nach dem Satz von Rolle gibt
es also ein x; zwischen xp und x mit g’(x;) = 0.
Somit gibt es wiederum ein xp zwischen xp und x; mit g”’(x2) = 0.
So fortfahrend erhalten wir x3, ..., xx_1 und folgern so die Existenz des
gesuchten £ = x. O
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Fortsetzung Differentialrechung BRIV = V1< S [1)):3

Bemerkung

@ Der Satz besagt, daB eine k-mal differenzierbare Funktion durch ein
Polynom vom Grad k approximiert werden kann, und der dabei
auftretende Fehler von der k-ten Ableitung abhangt.

f(k,z!(g) (x — xp)¥ bezeichnet man als Lagrangesches Restglied.

@ Ist f unendlich oft differenzierbar, so bezeichnet man

£k (x
FO)| ey = Zf k(! O} o= o) = o)l o) o)
k=0

als Taylor-Reihe oder Taylor-Entwicklung von f an der Stelle xg.
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Tevia-Eietiung
Beispiele

@ Die Taylor-Reihe kann divergent sein fiir ein x # xg.
Beispiel: Betrachte die Taylorentwicklung von f(x) = In(x + 1) an der

Stelle x = 0. Es ist f'(x) = 2= und (N (x) = (Gl S VI

T ox+1 (x+1)k
Damit ist die Taylorreihe an x = 0 gegeben durch
oo k—1
-1
In(x +1)|x=0 = kzl (Zxk.

Diese Reihe ist konvergent fiir —1 < x < 1 und divergent fiir x > 1.
e Ist die Taylorreihe konvergent, muB sie nicht gegen f(x) konvergieren.

Z.B.:
F(x) = 0 x<0
T Y exp(=1/x) x> 0.

hat keine gegen f konvergierende Taylor-Entwicklung in x = 0, da
f("(0) = 0 fiir alle n € N.

. o
o Uberall konvergente Taylorentwicklung: sin(x) =) é;j_)lk)!x%*l
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(NI [ENINN  Treppenfunktionen

Integralrechnung

Definition (Treppenfunktion)

Eine Funktion ¢ : [a, b] — R heiBt Treppenfunktion, wenn es eine
Unterteilung Z : a = xp < x1 < -+ < x, = b des Intervalls [a, b] gibt, so
daB ¢ auf jedem der Teilintervalle (xi_1,x;) konstant ist, i =1,2,... n.
(— Zeichnung)

Bemerkung (UA)
Seien ¢, : [a, b] — R Treppenfunktionen. Dann sind ¢ + ¢ und
1 : [a, b] — R Treppenfunktionen.
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(NI [ENINN  Treppenfunktionen

Definition (Integral einer Treppenfunktion)

Sei ¢ : [a, b] — R eine Treppenfunktion und a = xp < x1 < -+- < xp=0>b
eine Unterteilung des Intervalls [a, b], so daB ¢|(,, , x) = c; = const,
i=1,2,....n

Man definiert dann

n

b
/ o(x)dx := Z ci(xi — xi—1).

i=1

Bemerkung (UA).
Uberlegen Sie sich, dass diese Definition nicht von der Wahl der
Unterteilung abh&ngt und dass fiir alle ¢ € (a, b)

/a ’ () = / " o(x)dx + / ().
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(NI [ENINN  Treppenfunktionen

Geometrische Interpretation

Sei F das zwischen der x-Achse und dem Graphen der Funktion ¢ liegende
Gebiet.

F ist eine endliche Vereinigung von Rechtecken (— Zeichnung). Sei A(F)
der Flacheninhalt von F. Wenn ¢ > 0, so ist fab o(x)dx = A(F) > 0.

Wenn ¢ <0, so |stf x)dx = —A(F) < 0.
D.h. die Flache oberhalb der x-Achse tragt positiv, die unterhalb der
x-Achse negativ zum Integral bei.
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(NI [ENINN  Treppenfunktionen

Satz (Linearitat und Monotonie des Integrals)
Es seien ¢, 1) : [a, b] — R Treppenfunktionen und \ € R. Dann gilt:
fb(so + ) (x)dx = fab o(x)dx + fab P(x)dx.
(i) f (Ap) x)dx—)\f x)dx.
(i) <p<z/1:>f dx<f (x)dx.

Beweis. Sei a = xg < x3 < -+ < x, = b eine Unterteilung, so daB
Pl(x_1) = G und P[5, ) = di. Damit erhalten wir (i):

n

b
[ et o)max = (et ) xioa)

i=1
n n
= Z ci(xi — xi—1) + Z di(xi — xi—1)
i=1 i=1

- /abap(x)dx + /abl/}(x)dx

221 /362



Treppenfunktionen
Weiter im Beweis:

(i)

b n
[ 0aede = S0t - xim1)
a i=1
n b
= A c(xi—xi-1) = A (x)dx.
IZ_; 1 /390

(i) Aus ¢ < folgt ¢; < d; fiir alle i € {1,2,...,n}. Damit ist dann

b n
/ o(x)dx = Z ci(xi — xi—1)
a i=1

b
Zd,-(x,-—x,-_l) = / P(x)dx.

i=1

IN

O
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[NCEEN LTS Ober- und Unterintegral

Definition (Ober- und Unterintegral)

Sei f : [a, b] — R eine beschrankte Funktion. Das Oberintegral von f ist
die Zahl

/:b f(x)dx := inf {/b o(x)dx

Das Unterintegral von f ist die Zahl

/*jf(x)dx = sup {/ab o(x)dx

Bemerkungen (UA)

° f*:f(x)dx < f:bf(x)dx.
o [ Pp(x)dx = f:bga(x)dx = fab o(x)dx fiir jede Treppenfkt.

*a

@ Treppenfkt. mit ¢ > f}.

@ Treppenfkt. mit ¢ < f} .
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[NCEEN LTS Ober- und Unterintegral

Beispiel
Sei f : [0,1] — R definiert durch
F(x) = {1, wenn x € Q
0, sonst.

Dann gilt

1 x1
/ f(x)dx =0 und / f(x)dx =b— a.
*0 0
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[NCEEN LTS Ober- und Unterintegral

Satz (Eigenschaften des Ober- und Unterintegrals)

Es seien f, g : [a.b] — R beschrdnkte Funktionen. Dann gilt:
0) [(F+e)< [ f+[g

(i) [“(Af)=X["f fiir alle A > 0,

(i) [(f+8)=[.f+].&

(iv) [.(\f) =X [ f fiir alle A > 0,

(v) [TONF)=X[, fund [(Af)=X["f fiir alle A < 0.
(Hierbei ist [* f = f:bf(x)dx, usw.)

Beweis. Fiir jede Teilmenge D C R gilt sup D = —inf(—D), wobei
—D :={—x|x € D}.

Insbesondere gilt [, f = — [*(—f).

(iii-v) folgt damit aus (i-ii).
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[NCEEN LTS Ober- und Unterintegral

Weiter im Beweis:

Wir beweisen nun (i) und (ir).

(i) Wir zeigen [*(f+g) < ["f+ [Tg:
f*(f +g) =inf{[&|¢ > f + g Treppenfkt.}
<inf{[&|¢ =¢+1,p > F, 1> g Treppenfktn.}
=inf{[ o+ [1]p > f,¢) > g Treppenfktn.}
= inf{[ p|lp > f Treppenfkt.} + inf{ [ 1|ty > g Treppenfkt.}
=["f+["g

(i) Wir zeigen [“(A\f) =\ [*f fiir A > 0:
J(AF) = inf{[ p|lp > Af Treppenfkt.}
= inf{[ ¢|+p > f Treppenfkt.}
= inf{\ [¢|¢p > f Treppenfkt.}
= Xinf{[¢|sp > f Treppenfkt.} = X [ f.

U

226 /362



Integralrechnung Integrierbare Funktionen

Definition (Integrierbare Funktion)

Eine beschrinkte Funktion f : [a, b] — R heiBt integrierbar (genauer:

Riemann-integrierbar), wenn

/a *bf(x)dx - / bf(x)dx.

Man definiert dann das Integral von f als

b xb b
/ f(x)dx ::/ f(x)dx:/ f(x)dx.
a a *aq
Notation.

Wir setzen f; = —fab und f: =0.
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Integralrechnung Integrierbare Funktionen

Satz (Linearitdt und Monotonie des Integrals)

Es seien f, g : [a, b] — R integrierbar und A € R. Dann sind f + g und \f
integrierbar und es gilt:

() J3(F +g)(x)dx = [} F(x)dx + [, g(x)ax,
(i) [POF)(x)dx = A [2 F(x)dx und
(i) f<g= fab f(x)dx < fabg(x)dx

Beweis.
(i) Aus

/*(f+g)§/*f+/*g —/f+/g
:/*f_|_/*g g/*(f+g)§/*(f+g)

/(f+g) /f+g /f+/

folgt
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Integralrechnung Integrierbare Funktionen

Weiter im Beweis:
(ii) Fir A > 0 gilt

/*()\f)ZA/*fz)\/f:)\Af:/*()\f).

Fir A < 0 gilt

/*()\f):A/*f:)\/f:A/*f:L()\f).

In beiden Fillen ist also Af integrierbar und

/()\f) - )\/f.
(iii) Aus f < g folgern wir

/f: /f = sup{/<p|g0 < f Treppenfkt.}

< SUP{/90|<P§g Treppenfkt.} = /g = /g,
O
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Integrierbare Funktionen
Bemerkungen (UA)

(i) Sei a< b < c. Danniist f : [a, c] — R integrierbar, genau dann wenn
fl[a,b) und f|[p ¢ integrierbar sind.

c b c
=+
a a b
(ii) Positiv- und Negativteil fy : [a, b] — R4 U {0} einer Fkt.
f : [a, b] — R sind definiert als £ (x) := max{f(x),0} bzw.
f_(x) := —min{f(x),0}, x € [a, b].
Es gilt: f integrierbar = f;, f_ und |f| integrierbar.

Es gilt dann

(iii) Aus der Monotonie des Integrals folgt

b b
[o=fr

fiir jede integrierbare Funktion f.

v
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Integralrechnung Integrierbare Funktionen

Theorem (Integrierbarkeit stetiger Funktionen)
Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar. J

Beweis.

o Es geniigt zu zeigen, dass es fiir alle ¢ > 0 Treppenfunktionen
@, [a,b] > Rgibt mit o <f <¢und [¢p— [p<e.
@ Dazu benutzen wir folgenden Hilfssatz:

Lemma
Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist gleichmiBig stetig, d.h.

Fiir alle € > 0 existiert 6 > 0, so daB |f(x) — f(y)| < € fiir alle x,y € [a, b]
mit |x — y| <.

Beispiel

Die Funktion f : R — R, f(x) = x? ist nicht gleichmaBig stetig, ihre
Einschrankung auf ein abgeschlossenes Intervall [a, b] schon.

.
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Integralrechnung Integrierbare Funktionen

Beweis des Lemmas.

@ Wir nehmen an, f sei nicht gleichmaBig stetig und fiihren das zum
Widerspruch.

@ Wir nehmen also an, es gibt € > 0 und Folgen xp, y, € [a, b] mit
1
|Xn _Yn| < ; und ‘f(Xn) - f()’n)‘ 2 €.

o Nach Bolzano-WeierstraB existiert eine Teilfolge (x,, )ken, die gegen
¢ € [a, b] konvergiert.

° Wegen limp—oo |Xn - yn! =0 gl|t auch limy_, Yo, = /.
@ Die Stetigkeit von f liefert dann

lim f(xp,)="f(¢)= k“_}moo f(Yne)s

k—o00

e im Widerspruch zu |f(x,) — f(yn)| > € fiir alle n € N. O

232 /362



Integralrechnung Integrierbare Funktionen

Beweis des Theorems
@ Zu n € N betrachten wir die dquidistante Unterteilung
_ (b—a) .
xi=a+i—/=, 1=0,1,...,n
Mit wachsendem n werden diese Unterteilungen immer feiner.
o Wir setzen ¢; := min f|f, | .1 und d; := maxflp, | .-

@ Nach dem Lemma gibt es zu jedem £ > 0 ein N € N, so daB3

€ .
d,-—c,-<b7 firallen> N undallei=1,...n.

@ Wir definieren nun zwei Treppenfunktionen
SO|[X:'71,X/) =G und w‘[xiilyxi) = d,', = 1, .

und ¢(b) := (b) := f(b).
o Offenbar gilt dann ¢ < f <) und

n

b b _
L¢(x)dx—/a w(x)dX:Z;(d,-—c,-)bna<a. O
<t

b—a
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Integralrechnung Riemannsche Summen

Ubungsaufgabe

Jede monotone Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar.

Definition (Riemannsche Summe)

Sei f : [a, b] — R eine Funktion,
@ a=x9 < x1 <- < xp= b eine Unterteilung des Intervalls [a, b] und
@ & € [xj_1,x;] beliebige Zahlen in diesen Teilintervallen.

Die zugehérige Riemannsche Summe ist die Zahl

> F(E)(xi — xic1).
i=1

Die &; heiBen Stiitzstellen.

Bemerkung

Die Riemannsche Summe kann aufgefaBt werden als das Integral einer
Treppenfunktion.
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Integralrechnung Riemannsche Summen

Satz (Approximation durch Riemannsche Summen)

Fiir jede stetige Funktion f : [a, b] — R approximiert die Riemannsche
Summe in folgendem Sinne das Integral:

Fiir alle e > 0 gibt es ein d > 0, so daB

b n
/ F(x)dx — > F(&)(xi —xi-1)| < e
a i=1

fiir jede Riemannsche Summe mit S (xi = xi-1) < 9.
SIsn

Bemerkung

Der Satz gilt sogar fiir beliebige (Riemann-) integrierbare Funktionen
f:[a, b] — R, vgl. Forster.
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Integralrechnung Riemannsche Summen
Beweis.

@ Wegen der (gleichmé&Bigen) Stetigkeit von f : [a, b] — R gibt es zu
jedem £ > 0 ein § > 0, so daB

#(x) = F)] < 5=

fur alle |x — y| <.
a

o Fiir Riemannsche Summen mit T3<X (xi — xi—1) < ¢ gilt dann:
I<n

[f(x) — f(&)] < 5= fiir alle x € [x;_1,x;].

@ Damit erhalten wir

b n
/ f(x)dx — Z f(&)(xi — xi—1)
a i=1

(&) dx

Xll

Z/x, Uil x)—ff, ldx < Z X; — Xj_1 bia:a

O
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Integralrechnung Riemannsche Summen

. b
Beispiel: Berechnung des Integrals fo xdx
@ Wahlen dquidistante Unterteilung x; := %, i=1...n.
@ Wihlen Stiitzstellen &; := x;.
@ Die zugehorige Riemannsche Summe ist dann gegeben als
" ibb

b <N .
nn T o
i=1
b>n(n+1) b2< 1)
— .

i=1

2

- 1+ —
n? n
@ Also erhilt man fob xdx als Grenzwert der Riemannschen Summe fiir

n — oo: . )
/ XdX:b—.
0 2

Dies ist die Flache des gleichseitigen Dreiecks unter dem Graphen von
f(x) = x.
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Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung
Verabredung: Im Folgenden sei /| C R immer ein Intervall.

Definition (Stammfunktion)

Sei f : | — R eine Funktion. Eine Stammfunktion von f ist eine
differenzierbare Funktion F : | — R, so daB8

F'=f.

Stammfunktionen F; und F> zu gegebenem f unterscheiden sich durch
eine reelle Konstante: (F; — F,) =f—f=0,dh. F — KL =ceR.

Theorem (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung)

Sei f : | — R eine stetige Funktion und xo € I.
Die durch

F(x):= /X f(t)dt

X0

definierte Funktion F : | — R ist eine Stammfunktion von f.

v
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Integralrechnung Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

Beweis des Fundamentalsatzes. Wir benutzen folgendes Lemma:

Lemma (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion. Dann existiert £ € [a, b], so da8

b
/a f(x)dx = f(&)(b— a).

Beweis.

@ Aus minf < f < maxf folgt wg. der Monotonie des Integrals
b
(b—a)minf < / f(x)dx < (b — a)maxf.
a

e Der Zwischenwertsatz liefert dann die Existenz von £ € [a, b] mit
’ f(x)d
f(&) = L b(_X‘-,) =
U
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Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung
Weiter im Beweis des Fundamentalsatzes

@ Sei 0 # h € R derart, dass x,x + h € [. Dank des Lemmas gilt

x+h
/ F(t)dt = F(E)h,

wobei & € [x,x + h], falls h > 0 und § € [x + h,x], falls h < 0.

@ Damit erhalten wir fiir den Differenzenquotienten von F:

Fix+h) — F(x) fxxo”’ F(t)dt — [ F(t)dt
h - h
B [ f(e)dt
i
= f(¢) P f(x),

d.h. F/(x) = f(x). O
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Integralrechnung Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

Folgerung
Sei f : | — R stetig und F eine Stammfunktion von f.
Dann gilt fiir alle a,b € I:

b
/a F(x)dx = F(b) — F(a).

Beweis. Sowohl F als auch [ f(t)dt sind Stammfunktionen von f, d.h.
F(x) = [ f(t)dt + c und somit

F(b) — F(3) = /b F(t)dt + c — </ F(t)dt + c) - /ab F()dt.

X0 X0

Notation
F|2 := F(b) — F(a). J

a
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Integralrechnung Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

Beispiele
° /sin(x)dx = — cos(x)|g = — cos(m) + cos(0) = 2.
0
b
o Ist a # —1, so gilt /xo‘dx = Lxa“|b wobei
' a+1 a

a

» a,b € R beliebig, falls a € N,
» 0¢&[a,b] fallsa € Z und a« < =2, und
» 0<a<b, fallsa¢gZ.

b
o Fiir 0 < a < b erhilt man [ 1dx = In(x)5

b
und fiir a < b < 0 gilt [ Ldx = In(—x)/5.
a

b
1
D.h. fiir 0 ¢ [a, b] ergibt sich /de = In(|x|)[°
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Ltk e
Theorem (Substitutionsregel)

Sei f : | — R eine stetige Funktion und ¢ : [a, b] — R eine stetig
differenzierbare Funktion mit p([a, b]) C I. Dann gilt

© ¢(b)
[ fetendws= [ oo
a (a)

Beweis.
@ Sei F : | — R eine Stammfunktion von f.
e Nach der Kettenregel gilt fiir alle t € [a, b]

(Fop)(t) = F'(e()#'(t) = F(o(t))#'(t).

@ Somit
b b
/ Fo(D)e (t)dt = / (F o 0)(t)dt

©(b)
= Foglt = FIXY = / F(x)dx.
©



Integralrechnung Integration durch Substitution

Schreibweise: Definiert man dy(t) := ¢/(t)dt, so kann man die
Substitutionsregel schreiben als

b ©(b)
[ reodst = [ o
a »(a)
d.h. x wird durch o(t) ersetzt.
Beispiele
@ Sei c #0 und d € R, f stetig. Dann ist

b 1 cb+d
/ f(ct+d)dt = / f(x)dx.

C Jcatd
°
2 4
2t dX 4
—dt = = | 1
/0 t2+1 (x=t2) /0 x+1 n(x+ 1l
= In5—Inl = Inb

Hier ist f(x) = lerl ©(t) = t? und damit ¢/(t) = 2t.

o




Integralrechnung Integration durch Substitution

Beispiel: Flache des Kreises vom Radius 1

Wir stellen den Halbkreis als Graphen der Funktion f : [-1,1] — R,
f(x) = V1 — x2 dar und miissen f_ll V1 — x%dx berechnen.

Die Substitution x = ¢(t) = sin(t) ergibt

/2
/ V1—x%dx = / V1 —sint dsin(t) = / cos?(t)dt.
—7/2 —7/2
it —it 2 it 2it
Es ist aber cos?t = (&2 —) = = e — + 31 = 1(cos2t+1)

Damit ist die Flache des Kreises vom Radlus 1 gegeben durch

/2 /2 /2
/ V1—x%dx = 2/ cos®(t)dt = / cos 2t dt+/ dt

—7I'/2 —7'('/2 —71'/2

1 /7 /2 /2
= 2/ cos s ds+/ dt = sins]fﬁ—i—tlfﬂ/z =0+7m = 7.
—7 —7/2

v
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Integralrechnung Partielle Integration

Theorem (Partielle Integration)

Es seien f, g : [a, b] — R stetig und differenzierbar. Dann gilt

b b
/a f’(X)g(X)dXI (fg)|§ _/a f(X)g'(x)dx.

Beweis. Folgt aus der Produktregel (fg)’ = f'g + fg’ durch Integration:

b b b
()t = / () (x)dx = / F(x)g (x)dx + / F(x)g' (x)dx.

Kurzschreibweise fiir die partielle Integration:
/fdg: fg/gdf.
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Integralrechnung Partielle Integration

Beispiele

b b booq
o/ Inxdx:/ l-Inxdx:xlnx\g—/ —dx—x(lnx—l)\g
a a a

\.v./
=1

Hierbei ist f(x) = x und g(x) = In x.
D.h. x(Inx — 1) ist eine Stammfunktion des Logarithmus.

@ xarctanx — 5 In(x + 1) ist eine Stammfunktion des arctan, denn:
b b
/ arctanx dx = xarctanx|? —/ x arctan’ x dx

a a

b
X
— xarctanx|? —/ 5 dx

2 1+x

Mittels der Substitution t = x2 hatten wir gesehen, daB

I Fdx = L 32 Arde=LIn(t+1)% = Lin(x® +1)[5.
b

b
1
Damit ist / arctan x dx = xarctan x — 5 In(x* + 1)
a

a

_
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Lineare Algebra

Definition (Vektorraum)
Sei K ein Kérper, z.B. K = Q, R oder C.

Ein Vektorraum iiber K ist eine Menge V' auf der zwei Verkniipfungen
gegeben sind,

die Addition
+:VxV-=V, (v,w—v+w

und die skalare Multiplikation

KxV -V, (Av)—=X-v(=Av),

so daB
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1) (V,+) eine kommutative Gruppe ist, d.h. es gilt:
(i) v+ w = w+ v fir alle v,w € V (Kommutativgesetz),
(ii) (u+v)+w=u-+(v+w) firalle u,v,w € V (Assoziativgesetz),
(iii) es gibt 0 € V, so daB v + 0 = v fiir alle v und
(iv) zu jedem v € V existiert —v, so daB v + (—v) = 0.
(Wie im Fall von (R, +) zeigt man, daB die Eindeutigkeit des neutralen
Elements 0 und des additiven Inversen —v von v.)

2) Firalle \,p €K, v,w € V gilt:
(i) (A-p)-v=A-(pn-v),

(i) 1-v=y,
(i) A+p)-v=A-v+pu-v,
(V) Me(v+w)=A-v+Ar-w. )

Definition
Die Elemente von K heilen Skalare, die von V' Vektoren.
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Beispiele von Vektorraumen
1) Der kartesische Raum

K" = {(x1,...,xn)|x1,...,%xs € K}
mit der Addition

(X1y- ey Xn) + W1y os¥n) =1+ Y1,y Xn + Yn)
und der skalaren Multiplikation

A (X1, .oy xn) = (A, ..oy AXn)

ist ein Vektorraum tber K.

Das neutrale Element 0 der kommutativen Gruppe (K", +) ist der
Vektor (0, ...,0) und das additive Inverse —(xi,...,x,) des Vektors
(X1y .o, Xn) ist (—=x1,...,—Xpn).
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2) Funktionenrdume
Sei X eine Menge und F(X,K) die Menge der Funktionen f : X — K.

F(X,K) ist mit der iiblichen, punktweise definierten, Addition und
skalaren Multiplikation

(f+e)x) = f(x)+elx)
(M)(x) = M(x) (f,ge F(X,K), X2eK, xeX)

ein Vektorraum tber K.

Ubungsaufgabe
Sei V ein Vektorraum iiber K. Fiir alle v € V, A € K gilt
(i) Av=0<= A=0oderv=0,
(i) —v=(-1)-v.
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Vektorraume Unterrdume

Definition
Ein Unterraum (genauer: ein Untervektorraum) eines Vektorraumes V' ist
eine nicht leere Teilmenge U C V/, so da
(i) v+w e U fiir alle v,w € U und
(i) Av e U fiiralle A e K,v € U.

Bemerkung
Wegen (i) und (ii) induzieren die Addition und die skalare Multiplikation in
V' eine Addition

+:UxU—-U

und eine skalare Multiplikation
- KxU-—U,

die U zu einem Vektorraum machen.

252 /362



Vektorraume Unterrdume
Beispiele von Unterraumen
Sei V ein Vektorraum.
1) {0} und V sind Untervektorrdume von V.

2) Fir jeden Vektor v € V ist Kv = {Av|A € K} C V der kleinste
Unterraum, der v enthilt.

e Wenn v # 0, so ist Kv # {0} und heiBt die von v erzeugte (lineare)
Gerade.

3) Fiir jedes Paar von Vektoren v, w ist
Kv+Kw ={Av+puwl\,p e K} C V
der kleinste Unterraum, der v und w enthilt.

Wenn v # 0 und w ¢ Kv, so heiBt Kv + Kw 2 Kv 2 {0} die von v

und w erzeugte (lineare) Ebene.

Beachte, die (affine) Gerade w + Kv ist im allgemeinen kein
Unterraum des Vektorraums V.
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Vektorraume Unterrdume

4) Sei I C R ein Intervall und k € N. Die folgenden Mengen sind jeweils
Unterrdume von F(/,R):

CK(I,R)

C
C

{f : 1 = R|f k-mal stetig differenzierbar}
Diff(I,R) := {f : | — R|f differenzierbar}
C(I,R) :={f:1 - R|f stetig}

5) Sei V ein Vektorraum und U; C V durch j € J indizierte Unterrdaume,
wobei J eine beliebige Menge ist.

Der Durchschnitt U = N;c;U; C V ist ein Unterraum (UA).

Beispielsweise ist

ein Unterraum. Die Funktionen in C*°(/,R) heiBen unendlich oft

differenzierbar.

C®(I,R) := NkenC* (1, R)
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Vektorraume Unterrdume

6) Ein Polynom in der Variablen x mit Koeffizienten in einem Kérper K
ist ein Ausdruck der Form

2
ag + ar1x + axx“ + - -+ + apx”,

wobei ag,...,a, € Kund n € NU{0}.

Die Menge aller solchen Polynome wird mit K[x] bezeichnet und
bildet in offensichtlicher Weise (UA) einen Vektorraum.

Jedes Polynom ag + aix + - - - + apx" € K[x] definiert eine Funktion
P:K—K, A—=PA)=ao+aA+---+a\".

Solche Funktionen P heiBen polynomial.

Wenn K unendlich ist (z.B. K =Q,R, C), so ist diese Zuordnung

ap + - -+ + apx" — P injektiv (UA) und K[x] wird auf diese Weise zu
einem Unterraum K[x] C F(K,K). Z.B. haben wir die Inklusion
R[x] © C=(R,R) C F(R,R).
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Definition (Lineare Unabhangigkeit)
(i) Sei V ein Vektorraum und v, ..., v, € V endlich viele Vektoren.

Man sagt, daB v € V eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,
ist, wenn es \; € K gibt, so daB

,
v = E AjVi.
i=1
Die Vektoren v1, ..., v, heiBen linear unabhangig, wenn

Z)\,’V,':O — )\1:---:)\r20,
i=1

d.h. sind \1, ..., A, beliebige Skalare, dann gilt entweder
SoigAivi#0oder A\ =--- =\ =0.
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(ii) Sei nun (vj)jey eine durch eine unendliche Menge J indizierte Familie
von Vektoren v; € V.

Man sagt, daB v € V eine Linearkombination der Vektoren (v;)je ist,
wenn es eine endliche Teilmenge Jy C J gibt, so daB v eine
Linearkombination der (v;);e, ist.

Die Vektoren (v;)jcs heiBen linear unabhangig, wenn die Vektoren
(vj)jes, fiir jede endliche Teilmenge Jo C J linear unabhangig sind.
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Beispiele
1) Wir setzen
e :=(0,...,0,1,0,...,0) € K".
(i-te Stelle)

Die Vektoren (ey,...,ep) sind linear unabhangig. In der Tat:

0=) Nej=(A,..., ) = A==, =0.
i=1

2) Die Monome (1,x,x2,x3,...) sind linear unabhingig in K[x].
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Definition (Lineare Hiille)

Sei V ein Vektorraum und (v;)jc, eine Familie von Vektoren.

Die Lineare Hiille der (v;);jcy ist der Unterraum

span{vj|j € J} := {v|v ist eine Linearkombination der (v;)jc}.

Beispiel: Sei v; = (1,1,0) und v, = (1,—1,0) € R3. Dann ist

span(vi,v2) = {A(1,1,0) 4+ (1, —-1,0) | A\, u € R}
= {(AA0) + (=1, 0) [ A, € R}
= {(x,y,0) [ x,y e R}
= span(er, &)

fiir e = (1,0,0) und ex = (0,1,0) € R3.
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Satz
Die Vektoren v; € V, j € J, seien linear unabhingig.
Dann hat jeder Vektor v € span{v;|j € J} eine eindeutige Darstellung

VZZ)\J'VJ', )\_,' e K,
jed

wobei \; = 0 fiir fast alle j € J, d.h. fiir alle bis auf endlich viele j € J.

Beweis.

Nach Definition der linearen Hiille gibt es eine endliche Teilmenge
Jo C J und eine Darstellung

v = Z Ajv;.
J€Jo

Sei v = ZjeJ{) )\}\/j eine weitere solche Darstellung mit endlichem
JyC J.
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Lirzzie Uetiengaet
Weiter im Beweis:

Dann gilt
J— — - PR , .
0 = vov=3 Ay YNy
JED Jjedy
_— . / . . . / .
= Z (N = Ap)v; + Z Ajvj — Z AjY-
jEJoﬂJé jEJo\JoﬂJé jEJé\JoﬁJé

Wegen der linearen Unabhangigkeit der v;, j € J, und der Endlichkeit
der Menge Jo U J; folgt

)\j—)\j- = 0, wenn j€ N
Ai = 0, wenn j€Jp\ N
A= 0, wenn jeJy\ N

Also stimmen die beiden Darstellungen

— = - — Iy, — Iy
V= ZjeJo Ajvj = ZjeJorU{, Ajvj und v = ZjeJé Ajvj = ZjeJoﬂJé i
iiberein.
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Definition (Erzeugendensysteme, Basen)

Sei V ein Vektorraum. Eine Familie von Vektoren (vj)jc, heiBt
Erzeugendensystem von V/, falls V = span{v;|j € J}.

Eine Basis von V ist ein linear unabhidngiges Erzeugendensystem.

Beispiele

1) (e1,...,en) ist eine Basis von K", die so genannte
kanonische Basis.

2) (1,x,x2,...) ist eine Basis von K[x].

3) (e1, e, €1 + e2,2e1) ist ein Erzeugendensytem von K2, aus dem wir
folgende Basen auswahlen konnen: (e, e2), (e1, €1 + ) und
(2,1 + ). Fallsin K 0#2(:=141) gilt, so sind (e2,2e;) und
(e1 + e2,2e1) ebenfalls Basen.
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Satz (Charakterisierung von Basen)

Sei V # 0 ein VR. Eine Familie (v;)jcs von Vektoren von V ist genau
dann eine Basis, wenn sie eine der folgenden Bedingungen erfiillt.

(i) (vj)jey ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. ist Jop C J eine
Teilmenge, fiir die (vj)jey, ein Erzeugendensystem ist, so ist Jo = J.

(ii) (vj)jey ist eine maximale linear unabhéngige Familie, d.h. ist Jo O J
eine Obermenge von J, fiir die (vj)jc, linear unabhangig ist, so ist
Jo=J.

(iii) Jeder Vektor v € V besitzt genau eine Darstellung

V=2 A,

jed

wobei \; = 0 fiir fast alle j € J.
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Beweis.

Sei (0) die Aussage, daB (vj)jc, eine Basis bildet. Wir zeigen
(0) = (iii) = (i) = (ii) = (0).
(0) = (iii) Wir wissen bereits, daB jeder Vektor aus span{v;|j € J} eine

(iif) = (i)

eindeutige Darstellung als (endliche) Linearkombination der
linear unabhangigen Vektoren (vj)jc, hat. Da (vj)jcy ein
Erzeugendensystem ist, gilt das fiir jeden Vektor aus

V = span{vj|j € J}.

Aus (iii) folgt offensichtlich, daB (v;);cy ein
Erzeugendensystem ist.

Um die Minimalitat zu zeigen, nehmen wir an, daB (v;)jc .
Jo C J, ein Erzeugendensystem ist.

Dann hat jeder der Vektoren v;, i € J, eine Darstellung

(*) vi =2 jc s Ajvj- Nach (iii) ist das die eindeutige
Darstellung als Linearkombination der (v;);e .

Daraus folgt i € Jy, denn sonst wéren v; = v; und (*) zwei
verschiedene Darstellungen. Also J = Jp.
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Erzeugendensysteme, Basen
Weiter im Beweis
(i) = (ii) Wir zeigen zuerst, daB aus (i) die lineare Unabhangigkeit von
(Vj)jEJ folgt.
Sei ZjeJo Ajvj = 0, wobei Jy C J endlich ist.
Wenn fiir ein jo € Jo  Aj, # 0 ware, so ware
Vip = — EJEJO\{jo} /\)\TJOVJ und somit (v;)je (jp} €in
Erzeugendensystem, im Widerspruch zur Minimalitat in (i).
Also \j, = 0 fiir alle jo € Jp. Das zeigt die lineare
Unabhangigkeit von (vj)jc.
Als Nachstes zeigen wir die Maximalitat der linear
unabhangigen Familie (vj)jcy.
Sei also (vj)jcs, J # Jo D J, eine Familie, die die (v})jcy
enthalt und jo € Jp \ J.
Da (vj)jey ein Erzeugendensystem ist, gibt es eine Darst.
Vip = ZjeJ Ajvj.
Das zeigt, daB (v;)jcy, linear abhangig ist. Somit ist die lin.
unabh. Familie (v;)jc; maximal.
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Ende des Beweises
(if) = (0) Sei (vj)jes eine maximale lin. unabh. Familie.
Wir zeigen, daB (vj)jc, ein Erzeugendensystem und somit
eine Basis ist.

Sonst gibe es v € V' \ span{v;|j € J} und (v, (vj)jcy) ware
eine linear unabhangige Familie, im Widerspruch zur
Maximalitat von (vj)jc. O

Folgerung
Jedes endliche Erzeugendensystem eines Vektorraums V' enthalt eine Basis.J

Beweis. Jedes endliche Erzeugendensystem enthélt ein minimales
Erzeugendensystem. O
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VAT Austauschsatze von Steinitz

Lemma (Austauschlemma)

Sei (v1,...,Vn) eine Basis von V' und

n
w = E )\,'V,'
i=1

eine Linearkombination.

Wenn A\ # 0, so ist (vi,...,Vk_1, W, Vki1,--.,Vs) €ine Basis von V.

Beweis.
Ubungsaufgabe. (]
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VAT Austauschsatze von Steinitz

Satz (Steinitzscher Austauschsatz)

Sei V ein VR, (vi,...,vn) eine Basis und (wa, ..., w,) linear unabhingige
Vektoren.

Dann gilt n > r und es gibt eine Permutation ¢ : {1,...,n} — {1,...,n},
5o daB (wi, ..., Wr, Vy(r41), - - -5 Vip(n)) €ine Basis ist.

Beweis.

Beweis durch Induktion nach r:

Fiir r = 0 ist nichts zu zeigen. Wir fiihren den Induktionsschritt
r—r+1 aus.

Seien also (wi, ..., w,41) lin. unabh. und (v1,...,v,) eine Basis.
Nach Induktionsvor. gilt r < n und es gibt eine Permutation

@ :{Ll,....n} = {L,...,n}, sodaB (w1, ..., Wr, Vg(rt1)s -5 Vi(n))
eine Basis ist.
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VAT Austauschsatze von Steinitz

Weiter im Beweis:

Wir kénnen daher schreiben

Wr+1—Z>\W,+ Z ()

Jj=r+1
Da die (wi, ..., w,4+1) lin. unabh. sind, existiert jo € {r+1,...,n}
mit \j, # 0. Insbesondere ist r +1 < n.
Wir kénnen (ggf. nach Abdnderung von ¢) annehmen, daB jo = r + 1.

Nach dem Austauschlemma kdnnen wir dann in der Basis

(W17 cey Wy V(4 1)s s e VSO(")) den Vektor v, w(o) = Veo(r+1) durch
W,41 ersetzen und erhalten die Basis
(Wl, cee s Wy, 30(r+2 n)) O

269 /362



VAT Austauschsatze von Steinitz

Theorem
Sei V ein Vektorraum.

(i) Wenn V eine endliche Basis besitzt, dann ist jede Basis von V
endlich.

(ii) Alle endlichen Basen von V' haben die gleiche Anzahl von Elementen.

Beweis.

(i) Sei (v1,...,vp) eine Basis. Aus dem Austauschsatz folgt, daB jede
linear unabhangige Familie héchstens n Elemente hat.

(ii) Sei (wi,...,w,) eine zweite Basis. Aus dem Austauschsatz folgt, wie
gesagt, r < n und ebenso n < r.

O
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Vektorraume Dimension

Definition (Dimension)
Sei V' ein Vektorraum iiber K.

Die Dimension von V ist die Zahl

0, falls V ={0}
falls 'V ei dliche Basi
dim V (= dimg V) := n, r1alls eine endliche Basis
(vi,...,vn) hat

oo sonst

Bemerkung

Die leere Familie ist die Basis des Nullvektorraums V = {0}.
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Vektorraume Dimension

Beispiele/Ubungsaufgaben
1) dimg K" = n.
2) Jeder komplexe Vektorraum V kann als reeller Vektorraum aufgefaBt
werden und dimg V = 2dim¢ V. Insbesondere gilt
dimgr C" = 2dim¢c C" = 2n.
3) dimg R = oo (Hinweis: Das folgt aus der Uberabzihlbarkeit von R).
4) dimg F(X,K) = card(X), wobei

n, falls X aus n Elementen besteht

card(X) := o
oo, falls X unendlich ist.

5) dimg K[x] = 0.

6) Sei U C V ein Unterraum. Dann gilt dim U < dim V. Falls V

endlichdimensional ist, so gilt dim U = dim V' genau dann, wenn
u=yV.
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Vektorrdume Dimension

Folgerung
Sei V ein Vektorraum der Dimension n € N.

(i) Jede linear unabhangige Familie von Vektoren von V' hat héchstens n
Elemente.

(i) Eine linear unabhangige Familie von Vektoren von V ist genau dann
eine Basis, wenn sie n Elemente hat.

(iii) Jedes Erzeugendensystem von V' hat mindestens n Elemente.

(iv) Ein Erzeugendensystem von V ist genau dann eine Basis, wenn es n
Elemente hat.

Beweis.
(i-ii) folgt aus dem Austauschsatz.

(iii) folgt daraus, daB man aus jedem endlichen Erzeugendensystem eine
Basis auswahlen kann.

(iv) Ein Erzeugendensystem mit n Elementen ist wegen (iii) minimal und
somit eine Basis. U
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Basis von Unterraumen
Sei V=K"und vq,...,vpn € V und

U=span{vi,...,vm} C V

der von (vi1,. .., vy) aufgespannte Unterraum.

Wir wollen nun eine Basis des Unterraumes U bestimmen. Dazu benutzt
man den GauBschen Algorithmus (GauBsches Eliminierungsverfahren).
Dieser beruht auf den folgenden Fakten, die sich aus dem Austauschsatz
ergeben:

(i) span{vi,...,vm} = span{vy(1),- - -, V(m)}
fiir jede Permutation ¢ : {1,...,m} — {1,..., m},

(i) span{Avi,va,..., v} = span{vi,..., vy}
fir alle A € K* := K\ {0} und

(i) span{vi,...,Vi—1,Vi+ Av1,Vit1, ..., Vm} = span{vi,..., vy} fir

i#1.

v
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Gatlbechergilsorthmig
Dazu schreibt man die Komponenten der Vektoren

v = (a,-l, aj2, ..., a,-,,) e K"
als Zeilen einer Matrix
a1 dln
A= 3?1 o a?n = (a,-j) i=1...m
: : j=1,...n
amil dmn

Mit Hilfe des GauBschen Algorithmus, d.h. durch Anwendung elementarer
Zeilenoperationen, die auf (i), (i) und (iii) beruhen, iiberfiihren wir nun A
in eine Matrix

bii ... bin
B = = (bU)I:Im 5
Jj=1,...n
bmi ... bmn
deren ersten k < m Zeilen w; = (bj1,...,bin), i =1,..., k, eine Basis von

U bilden und bjj =0 fiiralle k <i<m,j=1,...,n.
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GauBscher Algorithmus

Dieser besteht im iterativen Anwenden der folgenden drei elementaren
Zeilenoperationen auf eine Matrix A = (aj;)

i=1...m .
Jj=1,...n

(i) Vertauschen zweier Zeilen,
(i) Multiplizieren einer Zeile mit einer Zahl A\ € K* := K\ {0},

(iii) Addieren einer Zeile zu einer anderen.

Dies macht man solange bis man eine Matrix B = (bjj)i=1..n erhdlt, die
Jj=1,...n

Zeilenstufenform hat, d.h.

Es existieren ein k mit 0 < k < mund kIndizes1 < j1 < p<...<jx<n
so daB die Matrixeintrage bj; die folgenden Eigenschaften haben:

(1) bij = boj, = ... = by, =1,
(2) bj=0firallei=1,...,kund 1 <j <
(3) bj=0firallei=k+1,...,mundj=1,...n.

v
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Eine Matrix B = (bjj) i-1..m in Zeilenstufenform sieht so aus:
Jj=1,...n
0 Aa-lvee o 1 b1j1+1 . bin
0 21, viele 0 1 b2j2+1 ... bon
0 di= 1, viele 01 biji+1 ... bip
0 kL, viele 0 1 bkjk-i-l ... brn
0 . 0
0 e 0
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Konklusion
Die Vektoren, die aus den ersten k Zeilen von B bestehen,

w = (0 =1, viele 0,1,b1j1+1, ......... ;bln)

jx—1 viel
W = (0 I e Oylabkjk+1a---7bkn)

bilden eine Basis von U = span(vi,...vp), denn

@ Die elementaren Zeilenoperationen (i), (ii) und (iii) haben die lineare
Hiille der Vektoren, die sich aus den Zeilen der Matrix ergeben, nicht
verandert, d.h. (wq,...wy) sind ein Erzeugendensystem von U.

@ Die (wy,...wg) sind linear unabhingig, da
k
0= Xiwj = (0...0,A1,% A+ A1 (), Ag+do( % )+ As( * ), etc.)
i=1

impliziert \; =0 fir i =1,... k.
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Zahlenbeispiel.

SeizB. K=Q, =R oder = C und
Vi (0,0,2,1,0)
v = (0,1,0,2,1)
v = (0,2,1,1,1)
vs = (0,4,4,3,2)

Vertauschen der ersten beiden Zeilen &ndert nach (i) nicht die lineare
Hiille der Zeilenvektoren:

0 0

O O O

AR ON
Wk~ N~
N R P O
O O O o
A~ NO -
AR N O
Wk =N
N RO

1
2
4
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Weiter im Zahlenbeispiel:
Die erste Spalte der Matrix

01021
00210
02111
0 4 4 3 2

ist Null.
Die zweite Spalte beginnt mit wyj; = wio =1 #0.

Daher kann man durch Addition von geeigneten Vielfachen der ersten
Zeile zu den anderen Zeilen erreichen, dass alle Eintrage unterhalb von wis
Null werden:
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Weiter im Zahlenbeispiel:

01 0 21 010 2 1
0 0210 ~2x 141l 0 0 2 1 0
02111 0 01 -3 -1
0 4 4 3 2 0 4 4 3 2
010 2 1
—4x 141V 002 1 O
001 -3 -1
0 0 4 -5 -2

Als Nachstes produzieren wir Nullen unterhalb von wyj, = wo3 =2 # 0
durch Addition von Vielfachen der zweiten Zeile:
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Weiter im Zahlenbeispiel:

010 2 1 010 2 1
002 1 0 |-3xtt+m|f 002 1 0
001 -3 1 | aumwv| 000 -1 -1
004 -5 -2 000 —7 —2

Wir erhalten wsj, = w34 = —% #0und =2 x /Il + IV liefert:

010 2 1
, o021 o0
A=l o000 -2 1

000 0 0

Nun multiplizieren wir noch die zweite Zeile mit % und die dritte mit —%
und erhalten:
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Weiter im Zahlenbeispiel:

010 2 1
oo 1 i o0
B= 0 0 0 1 %
0 00 0O O
Also k = 3 und

wy = (0,1,0,2,1)

1
Wy = (050717570)

2

wi = (0,0,0,1,7)

Somit ist (w1, wa, w3) eine Basis von U = span{vi, va, v3, v4} C K>,

Bemerkung:
Auf den letzten Schritt kdnnte man auch verzichten, um eine Basis zu
erhalten.
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Bemerkung:

Der GauBsche Algorithmus kann auch zum Ldsen inhomogener linearer
Gleichungssysteme

ajlxy +apxe+ -+ ax, = bp

amix1 + amx2 + -+ amnXn = bm

verwendet werden. Hierbei sind die aj;, b; € K gegeben. Gesucht sind die n
Unbekannten x1,x2,...,x, € K.
Dazu wendet man den Algorithmus an auf die m x (n + 1)-Matrix

air - ain b
(Alb) =

dml " dmn bm

(mehr dazu spater).

v
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Dt wit (Eaisieien
Lineare Abbildungen

Definition
V., W seien Veektorraume iiber K.

Eine Abbildung F : V. — W heiBt linear (genauer: K-linear), wenn

Fiv+w) = F(v)+ F(w) und
F(Av) = XF(v)

fiir alle v,w € V, X € K.
Eine bijektive lineare Abbildung F : V. — W heiBBt auch Isomorphismus
(von Vektorrdumen).

Die Vektorrdume V' und W heiBen isomorph, wenn es einen
Isomorphismus F : V — W gibt.
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Lineare Abbildungen Definition und Eigenschaften

Grundlegende Eigenschaften:

© Fiir jede Menge X und jeden VR V bilden die Abbildungen X — V
einen Vektorraum, der mit Abb(X, V') bezeichnet wird. Die
Operationen sind (A - f)(x) := A - f(x) und
(f + g)(x) := f(x) + g(x). Das Nullelement von L(V, W) ist die
Abbildung f(v) = 0 fiir alle v € V.

@ Seien V, W Vektorraume. Die Menge aller linearen Abbildungen
V — W ist ein Unterraum von Abb(V, W), der mit L(V, W)
bezeichnet wird. D.h. Af und f + g sind linear, falls f und g linear
sind.

© Lineare Abbildung sind bestimmt durch ihre Werte auf Basisvektoren.
D.h. sind f,g € L(V,W) und (v1,...,v,) ist eine Basis von V mit
f(vi)=g(v;) furi=1,...,n,dannist f = g.

Dies gilt da jedes v € V eine eindeutige Darstellung v =37 ; \jv;
hat und f und g linear sind, d.h.

f(v)="f (Z )\ivi> = Z)\;f(v;) = Z)\;g(v;) =g(v).
i=1 i=1 i=1
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Lineare Abbildungen Definition und Eigenschaften

Weitere wichtige Eigenschaften

2]

o

© 00

Sei f: U — V linear und g : V — W linear. Dann ist auch
gof:U— W linear.

Sei F : V — W linear. Fiir jeden Unterraum V' C V ist das Bild
F(V') C W ein Unterraum.

Ebenso ist das Urbild F~(W’) C V ein Unterraum fiir jeden
Unterraum W' C W.

Insbesondere sind das Bild, Im(f) := F(V) C W, und der Kern,
ker F := F71(0) = {v € V|F(v) = 0} C V, einer linearen Abbildung
F Unterraume.

F ist genau dann injektiv, wenn ker F = {0}.
Sei F: V — W ein Isomorphismus. Dann ist F~1: W — V linear.

Eine lineare Abbildung F : V — W ist ein Isomorphismus genau
dann, wenn Im(F) = W und Ker(F) = {0}.
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Lineare Abbildungen Definition und Eigenschaften
Satz

Es seien VV, W Vektorrdume, F : V. — W linear und (v1,...,vy,) eine
Basis von V. Dann gilt

(i) F ist surjektiv <= (F(v;)); ist ein Erzeugendensystem von W
(ii) F ist injektiv <= (F(v;)); ist linear unabhangig.
(iii) F ist ein Isomorphismus <= (F(v;)); ist eine Basis von W'

Beweis: Ubungsaufgabe O
Folgerung

Zwei endlich dimensionale Vektorrdume V' und W sind isomorph <=
dim(V) = dim(W).

Beweis. Sei (vi,...,V,) eine Basis von V.
‘=" wegen (iii).
‘=" Sei umgekehrt dim W = dim V = n. Dann existiert eine Basis
(w1, ..., w,) von W mit n Elementen. Die lineare Abbildung
F : V — W definiert durch F(v;) = w; ist ein Isomorphismus. O
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Lineare Abbildungen Definition und Eigenschaften

Satz

Sei V' ein Vektorraum iiber K und (v1,...,v,) eine Basis von V. Dann
definiert die Zuordnung

¢ L(V,K) - K"
F — (F(vi)it;:=(F(v1),F(v2),...,F(vn))

einen Isomorphismus. Insbesondere gilt dim(V) = dim(L(V,K)).

Beweis.

@ ¢ ist offensichtlich linear.

e v : F — (F(v)); ist injektiv, denn aus 0 = ¢(F) folgt
F(vi) = F(v2) = --- = F(vp) = 0 und damit wegen der Linearitat
F(v) = 0 fiir jeden Vektor v =37 ; A\jv; € V. D.h. F =0.

@ ¢ ist auch surjektiv: Sei (a1, ...,a,) € K" beliebig. Dann ist die
Abbildung F(3>-7_1 A\jvi) = (a1A1, ... apAp) linear und erfiillt
F(v,-):a,-, d.h. go(F):(al,...,a,,). |
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Definition und Eigenschaften
Der Dualraum
Definition
Sei V ein Vektorraum der Dimension n. Der n dimensionale Vektorraum
V* = L(V,K)

heiBt Dualraum zu V oder auch Raum der Linearformen.

Duale Basen

@ Ist (v1,...,Vy,) eine Basis von V so liefert der Isomorphismus ¢ aus

dem Satz eine Basis von V* mittels o/ := ¢ 1(e;), d.h.

icoN_ [ 1 fallsi=j
U("J)—{o falls i # j

Diese Basis heiBt die zu (v1,...,v,) duale Basis.

o Ist V = K" so heiBt die zur kanonischen Basis (ej,

..,€p) von K"
duale Basis die kanonische Basis von (K")*

v
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Der Vektorraum der (m x n)-Matrizen

Die Menge der Matrizen mit m Zeilen und n Spalten, definiert durch

Al
. ,. 2 a2 |
Matn (K) = A = (aj) i=1,..m — ) ) | aj S K
Jj=1,...n . .
a" ... ay
bildet mit den Operationen
)\(aj’:),:l,...m = ()\aj’:),-:l,”.m und
Jj=1,...n Jj=1,...n
! i= m b, i=1,...m = l bl i=1,.
(aj)jzll n + ( J)j:ll’,...n (aj + J)jzll,...n

einen Vektorraum, der in offensichtlicher Weise isomorph ist zum
Vektorraum K"™.
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Notation: Ab jetzt schreiben wir Vektoren in K" als Spaltenvektoren mit

oberen Indizes )

a
: e K"
ar

Satz

Der VR L(K", KK™) ist in kanonischer Weise isomorph zu Mat!"(K). J

Beweis. Wir fixieren in K" die kanonische Basis (e;)7_;.
Einem F € L(K",K™) ordnen wir dann die m x n-Matrix

¢ F—(F(e1) ... F(en))

zu wobei die F(e;) € K™ als Spaltenvektoren zu verstehen sind.
Diese Abbildung ist linear und injektiv, denn F(e;) =0 fiirallei=1,...,n
impliziert F = 0.
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Weiter im Beweis:
Die lineare Abbildung ¢ ist aber auch surjektiv:

Sei A= (a}) ., , eine beliebige Matrix.

Jj=1,...n

Dazu definiert man ein F € L(K", K™) mittels

m
F(ej) == Z aJ’:e,-.
i=1

Damit ist die j-te Spalte von ¢(F),

1
. i m
aj = : = E ajej € K",
m i=1
9j

das Bild F(ej) des j-ten Basisvektors e; der kanonischen Basis von K".
Somit ist ¢(F) = A. O
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Produkt einer Matrix mit einem Vektor

Definition

Das Produkt einer (m x n)-Matrix A = (aj’:) o, Mit einem

Jj=1,...n
X1

€ K" ist der Vektor in K™ gegeben durch

1 1.5y ol
ay ... aj ! yri= 30 3

Ax = : = : e K™
am am x" m._ Zn aMx:
1 n Yo = =19

J
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Utrzare Aiiineen mel e
Sein nun F € L(K",K™) eine lineare Abbildung und A = (a ) i=1,..m die

kanonisch zugeordnete Matrix, d.h. die j-te Spalte

1
= E aJ’-e,- e K™
m i=1
9

der Matrix A ist dabei genau das Bild F(e;) des j-ten Basisvektors e; der
n

kanonischen Basis von K. Daher ist fiir x = Y x/¢;

j=1
F(x) = F(ixjej) = iij(ej)
=1 =1
S DD o] D 3] PR
j=1 =1 j=1 \i=1

D.h. das Bild von x unter F ist gleich dem Produkt Ax.
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Lineare Abbildungen und Matrizen
Matrixprodukt zweier Matrizen
Definition
Seien nun A = (aJ’:),-L,- € Mat"(K) und B = (bf()Jk € Mat](K)
Das Produkt C = AB € Mat,'(K) von A und B ist die Matrix
C= (ck); m mit ¢ =Y 1ajbf

.p

Diese Matrix entspricht der Matrix der Verkniipfung der linearen
Abbildungen Ao B € L(KP,K™) = Mat,'(K), denn fiir
x=3"_ xke, € KP ist

n 1% 1% n
(AB)x = ABx) =AY bix*e) =D > bx*Ale)
j=1 k=1 k=1 j=1
P n m m 1% n
= D D 0D ge =) > (> ab)xe
k=1 j=1 i=1 i=1 k=1 j=1

Also AB=C = (C;';)i,k mit Cix = Y1 q aj"-bi.
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Darstellende Matrix einer linearen Abbildung

B=(v1,...,vp) bzw. B’ = (w4, ..., wp,) seien Basen der K-Vektorrdume
V bzw. W. ¢g : K" — V und ¢ : K™ — W seien die zugehdrigen
Isomorphismen definiert durch ¢g(ej) = v;, ¢p/(ej) = w;, wobei
i=1,...,n j=1,...,mund (g); die entsprechende kanonische Basis ist.

Definition
Sei F € L(V, W). Die Matrix

ME'(F) := ¢t o F o ¢ € L(K",K™) = Mat™(K)

heiBt darstellende Matrix der linearen Abbildung F bez. der Basen B, B'.

v

Beispiel
Seien V =K", W = K™ und B bzw. B’ die zugehérigen kanonischen

Basen. Dann gilt ¢ = Idy, ¢g = Idy und I\/IE'(F) = F fiir jede lineare
Abbildung F € L(K", K™) = Mat["(K).

v
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Satz

Mit den obigen Bezeichnungen ist die darstellende Matrix
A= (al)ij = ME (F) durch folgende Gleichung bestimmt:

m
Fv)=> aw, j=1,...,n. (11)
i=1

Beweis. Die A = ME'(F) definierende Gleichung

(65} o F 0 08)(e)) = Za e

geht durch Anwenden von ¢g/ in die dquivalente Gleichung (11) iiber, da
¢B(e) = vj und ¢p(e) = w;. O
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Satz

Seien V', V', V" endlichdimensionale Vektorridume mit Basen B, B', B”
und F € L(V, V'), G e L(V', V).

Dann gilt G o F € L(V, V") und ME"(G o F) = ME'(G)ME'(F).

Beweis. Die Linearitdt von G o F folgt leicht aus der von F und G.
Die darstellende Matrix ME"(G o F) ergibt sich aus

¢gr 0 (GoF)ogg = (dgroGogp)o(pg oFopg).
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Lineare Abbildungen Lineare Abbildungen und Matrizen

Endomorphismen

Definition

Sei V ein Vektorraum. Lineare Abbildungen von V' nach V' heiBen auch
Endomorphismen von V, End(V) := L(V, V).

Quadratische (nxn)-Matrizen bezeichnet man mit Mat(n, K):=Mat](K).

Fiir die darstellende Matrix eines Endomorphismus F € End(V) bez. einer
Basis B von V schreibt man Mg(F) := ME(F).

Beispiel
Sei F = ( (1) (1) ) € Mat(2,R) = End(R2). Die darstellende Matrix bez.
der Basis B = (b1, by) = (e1 + €2, e1 — €2) ist Mp(F) = < (1) _01 ) :

In der Tat: F(by) = ex + €1 = by und F(by) = &2 — &1 = —by.

v
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Lineare Abbildungen Rang einer linearen Abbildung

Rang von linearen Abbildungen und Matrizen

Definition (Rang einer linearen Abbildung)
Der Rang einer linearen Abbildung F : V — W st

rg(F) := dim F(V) < dim W.

Bemerkung
Sei A= (aJ"-),-J- € Mat,'(K) = L(K",K™) eine Matrix. Deren n Spalten
sind gegeben durch A(e1),...,A(e,) € K™.
@ D.h. rg(A) ist gleich der Dimension des von den Spalten von A
erzeugten Unterraumes von K™. Diese nennt man Spaltenrang von A.

@ Die Dimension des von den m Zeilen (aj,...,a),) € K" erzeugten

Unterraumes von K" heiBt Zeilenrang von A.

o Wir werden spater sehen, dass Zeilenrang=Spaltenrang. Damit kann
man rg(A) mit dem GauBschen Algorithmus bestimmen.

v
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Lineare Abbildungen Rang einer linearen Abbildung

Satz

Seien V/, W endlichdimensionale Vektorrdume und B, B’ Basen von V
bzw. W. Dann gilt fiir jede lineare Abbildung F : V — W

rg(F) = rg(M§ (F)).

Beweis. Das Bild von F o ¢ stimmt mit dem von F iiberein
und wird durch ¢§,1 isomorph auf das Bild von ME/(F) abgebildet.
Also rg(F) =rg(F o ¢5) = rg(MEI(F)). O

Bemerkung

Man kann also den Rang einer jeden linearen Abbildung zwischen
endlich-dimensionalen Vektorraumen mit Hilfe des GauBschen Algorithmus
bestimmen, indem man den Rang der darstellenden Matrix beziiglich
zweier Basen bestimmt.
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Lineare Abbildungen Rang einer linearen Abbildung

Rang und Dimension

Satz (Dimensionsformel)
Seien V', W Vektorrdume, dim V' endlich und F € L(V, W). Dann gilt

rg(F) +dimker(F) = dim V.

Beweis.
F bildet jede Basis von V auf ein Erzeugendensystem von F(V) ab.
Also ist dim F(V) < dim V.

Sei (u1, ..., ux) eine Basis von ker(F),
(wa,...,w,) eine Basis von F(V) und vq,...,v, € V, so daB F(v;) = w;.
Behauptung: J

(u1,...,Uk,v1,..., V) ist eine Basis von V.

Aus der Behauptung folgt die Aussage des Satzes: dim V = k + r. O
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Lineare Abbildungen Rang einer linearen Abbildung

Beweis der Behauptung.

1) Wir zeigen zuerst, dass (u1, ..., Uk, V1, ..., V) linear unabhingig ist.

Aus 0 = 5K . Nuj + > im1 kv folgt

k r r
ui€Ker(F)
0 = FQ _Xui+) mv) =" > ww
i=1 j=1 j=1

und somit p; = ... = u, = 0, da die w; linearen unabhangig sind.
Also 0 = fozl Aju;, woraus A\1 = --- = X\, = 0 folgt, wegen der
linearen Unabhangigkeit der u;.

Nun zeigen wir, daB span{u1,...,ux,vi,...,v,} = V.

Sei v € V. Wir schreiben F(v) =>i_; ujw;.

Dann gilt v —377_; wjv; € ker(F) = span{un, ..., ux}

und somit v € span{uy,..., Uk, V1,...,Vr}. O

v
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Lineare Abbildungen Rang einer linearen Abbildung

Folgerung

Seien V', W Vektorriume, dim V < oo und F € L(V,W). Dann gilt:
(i) F ist genau dann surjektiv, wenn rg(F) = dim W,

(i) F ist genau dann injektiv, wenn rg(F) = dim V,

(iii) F ist genau dann bijektiv, wenn rg(F) = dim V = dim W.

Beweis.
(i) F surjektiv <= F(V) =W <= dim F(V) =dim W.

(Dim. formel)

(i) F injektiv <= ker(F) = {0} rg(F) =dim V.
(iii) folgt aus (i-ii). O
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Lineare Abbildungen Rang einer linearen Abbildung

Folgerung
Seien V., W Vektorrdume mit dim V = dim W < oco.

Dann gilt: Eine lineare Abbildung F : V — W ist genau dann ein
Isomorphismus, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt
ist:

(i) F ist injektiv,
(i) F ist surjektiv,
(iii) F ist bijektiv.

Beweis. Wegen der Dimensionsformel gilt
dim(V) = rg(F) + dim(Ker(V)) = dim(W).

Daraus folgen die Aquivalenzen. O
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Lineare Abbildungen Der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems

Lineare Gleichungsysteme
Definition
Ein System von Gleichungen der Form

apx!+alx® 4. +alx" = bt
alxt +alx? + -+ alx" = b7
wobei ajj, b; € K gegeben und x1,x2,...,x, € K gesucht sind, bezeichnet
man als Lineares Gleichungssystem.
bl
Ein solches lasst sich in der Form Ax = b schreiben, mit b= | : | € K"
bm

und A = (aj’:) € L(K",K™) gegeben und x € K" gesucht.
m ist die Anzahl der Gleichungen und n die Anzahl der Unbekannten.

Das System heiBt homogen, falls b = 0 und inhomogen falls b # 0.
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Lineare Abbildungen Der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems

Satz

(i) Die Lésungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssytems
Ax =0, A € L(K",K™), ist genau der Unterraum U = ker(A) C K".

(ii) Die Dimension von U betragt n — r, wobei r = rg(A).

Beweis. (i) folgt aus der Definition und (ii) aus der Dimensionsformel. [J

Satz

Sei A € L(K",K™) eine Matrix und B die aus A mittels GauBschem
Algorithmus hervorgegangene Matrix in Zeilenstufenform.

Dann gilt Ker(A) = Ker(B), d.h. die linearen homogenen
Gleichungssysteme Ax = 0 und Bx = 0 haben denselben Ldsungsraum.
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Lineare Abbildungen Der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems

Beweis. Die Spalten von A sind gegeben durch die Bilder der kanonischen
Basis, A(ej). Der Beweis beruht nun darauf, daB wir die Zeilen von A als
Elemente von (K")* = L(K", K) interpretieren.

Fiir i = 1,... m definierien wir o/ € L(K",K) mittels

. . a1(x)
a'(e) :=a;, dh.  Alx)= :
am(x)

Die a’ sind also die Komponenten der ' in der kanonischen dualen Basis
von (K™)*. Also ist V* := span(ayq,...,an) der durch die Zeilen von A
aufgespannte Unterraum. Mittels des GauBschen Algorithmus erhdlt man
die Matrix B in Zeilenstufenform, die eine Basis (f1, ..., 3k) von V*
liefert. Also gilt

ker(A) ={x € K" | L(x) =0V L€ V*} = ker(B)

D.h. beide Losungsraume sind gleich. O
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Lineare Abbildungen Der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems

Losen von homogenen linearen Gleichungssystemen mittels GauB-Algorithmus

@ Wir wollen das Gleichungssystem Ax = 0 I6sen. Dazu bringen wir A
auf Zeilenstufenform und erhalten B vom Zeilenrang k.

@ D.h. wir erhalten ein Gleichungssystem der Form

n
Xt + Y bix =0
I=j1+1
. n . :
i + Y bix =0
I=ji+1

. n :
e+ 3 b;(XI =0
I=jpg1

@ Dieses I6st man, indem man schrittweise die Unbekannten x/ mit
J & {j1,.-.,jk} frei wihlt und die Losungen x/1, ..., x/k bestimmt.

o D.h. der Raum der Lésungen ist (n — k)-dimensional. Damit gilt auch
k = Zeilenrang = Spaltenrang von A.

v
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Der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems
Satz
Wir betrachten ein inhomogenes lineares Gleichungssytem
Ax=b,  mitAe L(K",K™). (12)

(i) Falls b ¢ A(K"), so hat (12) keine Lésung.
(ii) Falls b e A(K™), so ist die Lésungsmenge U’ von (12) von der Form

U =x0+ U= {x+ ulu e U},

wobei xo € A~L(b) eine spezielle Lésung von (12) ist und U C K" der
Lésungsraum des zugehdrigen homogenen Systems Ax = Q ist.

v

Beweis. (i) ist klar. Im Fall (ii) ist klar, daB xo + U C U’. Wir zeigen
U' C xp + U. Sei also v eine Lésung von (*). Dann gilt
A(v —x0) =b—b=0und somit v=xp + (v — x0) € xo + U. O
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Lineare Abbildungen Der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems

Definition
Ein affiner Unterraum eines Vektorraums V ist eine Teilmenge der Form
v+ U, wobei U C V ein Untervektorraum ist und v € V.

Bemerkung

Demnach ist der Losungsraum eines inhomogenen linearen
Gleichungssystems Ax = b, A € L(K",K™), ein affiner Unterraum von K".

Der Losungsraum ist genau dann ein Untervektorraum von K”, wenn das
Gleichungssytem homogen ist, d.h. wenn b = 0.
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Lineare Abbildungen Der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems

Losen von inhomogenen linearen Gleichungssystemen mittels GauB-Algorithmus

@ Wir wollen Ax = b I6sen. Wir bringen die m x (n+ 1) Matrix (A|b)
auf Zeilenstufenform und erhalten eine Matrix (B|c).
D.h. wir erhalten ein Gleichungssystem der Form

n
xJ1 + X bix = ¢t
I:j1+1
. n . : .
xi + Y bix = ¢
I=j+1 _
i n .
R N
I=jrt1
— okt

0o Ax=b (A|b)( x ) =0 — (B\c)( X ) =0
<= Bx=c <= 0=ck1
@ Die restlichen k Gleichungen 16st man, indem man wieder schrittweise

die Unbekannten x/ mit j & {j1,...,jx} frei wihlt und die Lésungen

1 M .
- X )k bestimmt.




Lineare Abbildungen Der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems

Zahlenbeispiel: Wir wollen das inhomogene lineare Gleichungssystem

xP+2x2 433 = 0
4 +5x° +6x° = 3
X8 +9x> = 6
1 2 3 0
I6sen. D.h. Ax=bmitA=| 4 5 6 |undb=| 3 |.Also
7 8 9 6
12 30 1 2 3 0 1 2 3 0
(Alp)= 4 56 3] —-(0 -3 -6 3]—-(0 -3 -6 3
7 8 9 6 0 -6 —-12 6 0 0 0 O
12 3 0
-1 01 2 -1 |=(Ble)
0 00 O
Da ¢ = 0 ist Ax = b Iésbar. Das zugehdrige Gleichungssystem ist:
x1+2x%+3x3 = 0
x> +2x3 = —1.

D.h. Xy = —2X3 - ]., X1 = —2X2 - 3X3 = —2(—2X3 - ].) - 3X3 =Xx3+ 2. Die

allgemeine Losung ist also x; = A+ 2, xo = —2XA — 1, x3 = A € K beliebig.
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Lineare Abbildungen Direkte Summe von Unterrdumen

Direktes Produkt von Vektorraumen

Definition

U, V seien K-Vektorraume.

Das direkte Produkt von U und V ist das kartesische Produkt
UxV ={(u,v)|ue U,v € V} ausgestattet mit der durch die

komponentenweise definierten Addition und skalaren Multiplikation
gegebenen Vektorraumstruktur, d.h.

AMu,v) = (Au,Av)
(u,v)+ (V) = (u+d,v+V)
Es gilt:
dim(U x V) =dim U +dim V,
denn: Ist (u1, ..., um) eine Basis von U und (v,...,v,) eine Basis von V,

dann ist ((v;,0),(0,v;) | i=1,...m,j=1,...n) eine Basis von U x V.
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Lineare Abbildungen Direkte Summe von Unterrdumen

Summe von Unterrdumen

Definition
W, W' seien Unterrdume eines Vektorraums V.
Die Summe
W+ W :={w+w|weWweW}

ist der kleinste Unterraum von V/, der W und W' enthilt.

Satz

Falls W und W' endlichdimensional sind, so gilt folgende
Dimensionsformel

dim(W + W') = dim W + dim W' — dim(W n W’).
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Lineare Abbildungen Direkte Summe von Unterrdumen

Beweis der Dimensionsformel fiir die Summe.
Wir betrachten die Abbildung F: W x W' — W + W/,

(w,w') — F(w,w) :=w—w.

Offenbar ist F surjektiv und

ker(F) = {(w,w)lw e WNW}=WnWw.

Daher folgt aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

rg(F) = dim(W + W) =dim(W x W) —dim(W n W')
= dim W +dim W —dim(W n W’).

O
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Lineare Abbildungen Direkte Summe von Unterrdumen

Direkte Summe von Unterrdumen

Definition (Direkte Summe von Unterrdumen)

W, W' seien Unterrdume eines Vektorraums V.
Falls W N W' = {0} bezeichnet man die Summe W + W' als direkte
Summe und schreibt

weae w

Die Unterrdume W, W' heiBen komplementar, wenn V.= W & W',

Wir sagen dann, dass W' ein Komplement zu W (in V) ist.
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Lineare Abbildungen Direkte Summe von Unterrdumen

Beispiel
o U, V seien K-Vektorraume und U x V ihr direktes Produkt. Die
Unterrdume

Ux{0} = {(u,0)eUxV|ueU}CUxYV,
{0} xV = {(0,v)eUxV|lveV}cCcUxV

sind komplementar: (U x {0}) N ({0} x V = {0}) und
Ux V=(Ux{0})® ({0} x V). (13)

Durch die injektiven linearen Abbildungen v +— (u,0), U — U x V,
und v — (0,v), V — U x V, kénnen wir U und V mit den
Unterrdumen U x {0} bzw. {0} x V von U x V identifizieren und
(13) auch in der Form U x V = U & V schreiben.

o Sei V =R3, W = span(ey, &) und W’ = span(e; + e, e3). Die
Summe W + W’ = V ist nicht direkt, denn W N W' =R - (e1 + &)

v
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Lineare Abbildungen Direkte Summe von Unterrdumen

Satz
W, W' seien Unterrdume eines Vektorraums V. Es gilt:
V=W®& W' <= Jeder Vektor v € V hat eine eindeutige Darstellung

v=w+w, weW, weW. (14)

Beweis.

‘=" Aus V = W + W’ folgt, dass jeder Vektor v € V eine Darst. (14)
hat. Sei v = wy + wj eine weitere solche Darst.
Es folgt 0 =v — v = (w — wy) + (W' — wy) und daraus
Wosw—-—w=—(w —wj)eW.
Wg. WNn W' = {0} folgt nun w — wy = w’ — wy = 0 und somit die
Eindeutigkeit der Darstellung (14).

‘=" Wenn umgekehrt jeder Vektor v € V eine eindeutige Darstellung (14)
hat, so gilt V=W + W' und aus 0 = w+ (—w), w € W N W, folgt
wg. der Eindeutigkeit von (14) w = 0, d.h. W n W’ = {0}.



Lineare Abbildungen Direkte Summe von Unterrdumen

Direkte Summe von Unterrdumen
Satz
Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann gilt:

a) Jeder Unterraum W C V besitzt ein Komplement.

b) W, W’ C V seien Unterrdume. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:
i)y v=weWw,
(i) W' N W = {0} und dim W + dim W’ = dim V,
(i) V=W + W' und dim W + dim W’ = dim V.

Beweis.
a) Sei (wi,...,w) eine Basis von W. Nach dem Austauschsatz von
Steinitz kénnen wir diese zu einer Basis (wi, ..., wk, wj,...,w/) von
V ergdnzen.
W' := span{wj, ..., w/} ist dann ein Komplement zu W.

b) Die Aquivalenz der Eigenschaften (i-iii) folgt aus der
Dimensionsformel.
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Gagpe uic) EppERmeihisie
Gruppen
Definition (Gruppe)
Eine Gruppe (G, ) ist eine Menge G zusammen mit einer assoziativen
Verkniipfung - : G x G — G, so daB

(i) es gibt (genau) ein neutrales Element e € G mit

e-a=a-e=a firalle a€ G und

(i) zu jedem a € G gibt es (genau) ein Inverses a—* mit
a-al=atl.a=e

Eine Gruppe G heiBt kommutativ falls a- b= b - a fiir alle a,b € G.

Bemerkung

Das neutrale Element und das Inverse a~! zu a sind eindeutig bestimmt.

Dies muB man nicht in der Definition fordern, es kann aus der Existenz
gefolgert werden (vgl. Fischer, S. 44).

v
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Beispiele von Gruppen

(i) Die Bijektionen ¢ : X — X einer Menge X in sich bilden eine Gruppe,
die mit Bij(X) bezeichnet wird. Die Verniipfung ist die Verkettung,
das neutrale Element ist Idx und das Inverse einer Bijektion ist ihre
Umkehrabbildung.

(i) Im Fall einer endlichen Menge X nennt man die Bijektionen
o € Bij(X) auch Permutationen von X. Die Permutationsgruppe
Bij(X) ist dann eine endliche Gruppe mit n! Elementen, wobei
n = card(X).

(iii) Die Permutationsgruppe S, := Bij(X,) der n-elementigen Menge
Xn=1{1,2,...,n} heiBt die symmetrische Gruppe.

(iv) Sei V ein VR. Die Isomorphismen V — V heiBen auch
Automorphismen des Vektorraums V' und bilden die sogenannte
Automorphismengruppe Aut(V) von V.
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weitere Beispiele von Gruppen

(v) Im Fall eines endlichdimensionalen Vektorraums V spricht man auch
von der allgemeinen linearen Gruppe und schreibt dafiir
GL(V) := Aut(V).
Man setzt GL(n,K) := GL(K"). Die Elemente von GL(n, K) heiBen
invertierbare Matrizen.

Es gilt

GL(n,K) = {A e Mat(n,K)|rg(A) = n}
= {A e Mat(n,K)|ker(A) = 0},
wobei wir der Ubersichtlichkeit halber ab jetzt den Nullvektorraum
{0} einfach mit 0 bezeichnen.
(vi) GL(1,K) = (K* := K\ {0}, -) ist eine kommutative Gruppe.

(vii) Aufgrund der Definition, ist fiir jeden Vektorraum V durch (V,+)
eine kommutative Gruppe gegeben.
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noch mehr Beispiele von Gruppen

(viii) Das kartesische Produkt G; x Gy von Gruppen G, Gy ist mit der
komponentenweisen Verkniipfung wieder eine Gruppe. D.h.
(g1,82) - (h1, h2) :== (g1 - h1, & - h2) definiert eine Gruppenstruktur auf
Gl X G2.
G1 X Gy ist genau dann kommutativ, wenn G; und Gy kommutativ
sind.

(ix) Die Kreislinie S* := {z € C||z| = 1} ist mit der Multiplikation

komplexer Zahlen eine kommutative Gruppe.
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Definition (Gruppenmorphismen)

Eine Abbildung ¢ : G — H zwischen Gruppen G und H heiBt ein
Gruppenmorphismus, falls

p(a-b) = p(a) - ¢(b)

fiir alle a, b € G.

Ein bijektiver Gruppenmorphismus heiBt auch Isomorphismus von Gruppen.
Ein Isomorphismus einer Gruppe in sich heiBt auch Automorphismus.

Zwei Gruppen G und H heiBen isomorph, falls es einen Isomorphismus von
Gruppen ¢ : G — H gibt.

Eine Untergruppe einer Gruppe G ist eine Teilmenge H C G, die mit

a,b € H auch a- b und a=! enthilt.
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Ubungsaufgaben /Beispiele |

@ Jeder Gruppenmorphismus ¢ : G — H bildet das neutrale Element in
G auf das neutrale Element in H ab und erfiillt

pat) = p(a)

fir alle a € G.

@ Das Inverse eines Isomorphismus ¢ : G — H ist wieder ein
Isomorphismus.

o Jede Untergruppe H C G einer Gruppe G ist mit der induzierten
Verkniipfung wieder eine Gruppe.

e Das Bild ¢(K) C H einer Untergruppe K C G unter einem
Gruppenmorphismus ¢ : G — H ist wieder eine Untergruppe.

@ Das Urbild ¢p~1(K) C G einer Untergruppe K C H unter einem
Gruppenmorphismus ¢ : G — H ist wieder eine Untergruppe.
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Ubungsaufgaben/BeispieIe Il
@ Die Automorphismen einer Gruppe G bilden eine Untergruppe
Aut(G) C Bij(G).
e Die Gruppen (R, +) und (R4, ) sind isomorph. Die
Exponentialfunktion exp : R — R ist ein Isomorphismus, ebenso wie
ihre Umkehrfunktion In : Ry — R.

e Die Abbildung t — exp(it) definiert einen surjektiven aber nicht
injektiven Gruppenmorphismus ¢ : R — St
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BiekymmetrischelGiiphe
Die symmetrische Gruppe J

Jede Permutation o € S, wird durch ein Diagramm

oo 1 2 o n
o) o2 -+ a(n)
beschrieben. Eine Transposition 7 = 7;; ist eine Permutation, die zwei

Zahlen i < j vertauscht und alle anderen Zahlen unverandert [5Bt.
Beispielsweise enthilt S3 genau 3 Transpositionen:

(123
/12 3
1 3

Ist 7 eine Transpositon, so gilt offensichtlich 771 =

WN MdMND -
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Satz
Die symmetrische Gruppe S,,, n € N, ist nur fiir n < 2 kommutativ. J

Beweis.
Es ist klar, dass S; und S, kommutativ sind. S3 ist nicht kommutativ,
denn z.B. ist 115 0 713 # T13 0 T12. Letzteres folgt bereits aus:

T12 0 T13(1) = 112(3) = 3 # 113 0 T12(1) = T13(2) = 2

Die Abbildung

- 1 2 3 4 .-~ n
o(l) o(2) o(3) 4 --- n
ist ein injektiver Gruppenmorphismus S3 — S, (n > 3). Das Bild ist eine

nicht kommutative Untergruppe von S,,. Insbesondere ist S, fiir n > 3
nicht kommutativ. O
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Satz

Fiir alle o € S, (n > 2) gibt es Transpositionen 11, ... Tk € S,, so dass
O =T10---0Tk.

Beweis.
Fiir jede Transposition 7 gilt 7= = 7 und somit Id = 7 o 7.
Sei Id # o € S,,. Dann existiert ein 1 < i3 < n mit

e o(i)=ifirallel<i<ipi—1und

) O’(il) > 0.
Wir setzen 71 := 7j ,(;;) und 01 := 71 0 0. Dann gilt o1(i) = i fiir alle
1<i<i.
Falls o1 # Id, so gibt es wieder ein ip, i1 < i < n, so daB o1(i) = i fiir alle
1<i<ip—1und o1(i2) > ia. Wir setzen 73 := T, (j42) und
09 = T2 O 0).
Durch Fortsetzen dieses lterationsverfahren erhalten wir nach endlich
vielen (genauer: nach k < n — 1) Schritten oy =74 0---071 00 = Id und
somit 0 =740+ 0 Tk. O
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Definition (Vorzeichen einer Permutation)

Das Vorzeichen e(o) einer Permutation o € Sy, ist definiert als

(x) <) :=]] o) =ol) ¢ (g 11,

— 1
i<j J

(Man beachte, dass im Zihler und Nenner bis auf das Vorzeichen dasselbe
Produkt steht.)

Die Permutation heit gerade, wenn (o) = +1 und ungerade, wenn
g(o) = —1.

Bemerkung

Die Anzahl der negativen Faktoren im Produkt (*) ist genau die Anzahl
der Paare i < j mit o(i) > o(j). Die Permutation o ist also genau dann

gerade (bzw. ungerade), wenn diese Anzahl gerade (bzw. ungerade) ist.

v
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Die symmetrische Gruppe
Satz

e: S, — {—1,1} ist ein Gruppenmorphismus in die Untergruppe
{~1,1} C R*.

Beweis. Wir berechnen fiir 0,7 € S,

o = T120)) —o(r(0)) _ ypo(rl)) —o(r() y70) —7()
(om) =11 i _,H, () — (1) H =i

i<j i<j i<

Nun gilt aber (*) f; = f; und somit

[l = 11 & 11 ¢

i<j
H()<rG)  T)>T0)
(*)
- H fi H = I fi=etc
(r) iy 0T
Damit folgt [];_; fjj = (o) und die Behauptung. O
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Folgerung
Seioc €S, und o =1y 0---07k eine Darstellung als Produkt von
Transpositionen. Dann gilt

Beweis.
Fiir die Transposition 7 = 715 gilt e(7) = —1, denn (1, 2) ist das einzige
Paar (i,/) mit i <j und 7(i) > 7(j). Sei ¢ € S, mit ¢(1) =i und

0(2) = j. Dann gilt 0 o 712 0 0! = 7;; und somit fiir jede Transposition
e(rij) = 5(0)5(7’12)5(0_1) =e(r2) = -1

Also e(0) = e(ri 0 omk) = e(m1) - e(mk) = (—1)*. O
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Beispiel
Die Permutation

C::(23"'"1)::<é g ”;1 ,11)

schreibt sich als ( = T2 030+ 0 Th_1p.
Also ist e(¢) = (—1)"L.
¢ erzeugt eine n-elementige Untergruppe

() =1{¢ ¢ ("=1d} C S

Die ¢k, k =1,2,...,n, heiBen zyklische Permutationen.

Fiir ungerades n sind also alle zyklischen Permutationen gerade.

(UA: Fiir n = 3 sind alle ungeraden Permutationen Transpositionen und
alle geraden Permutationen zyklisch.)
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Determinante

Definition (Determinante)

Eine Abbildung det : Mat(n, K) — K heiBt Determinante, wenn sie
folgende Eigenschaften hat:

D1) det ist linear in jeder Spalte, d.h.

det(ay - --aj_1 \aj + pbjaj41 - - ap)
= )\det(al--- & ...an) +Mdet(al...a’-_1 biai+1"'an)

fiir alle Spaltenvektoren ay, ..., an, b; € K" und A\, u € K.

D2) det ist alternierend, d.h. det A =0, falls zwei Spalten von A
libereinstimmen.

D3) det ist folgendermaBBen normiert: det(1,) = 1, wobei 1, := (e1---e,)
die Einheitsmatrix ist.
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Wir werden zeigen, dass es genau eine Abbildung det : Mat(n, K) — K
mit den Eigenschaften D1-D3 gibt.

Zunichst zeigen wir, dass D1-D3 eine Reihe weiterer Rechenregeln nach
sich ziehen.
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Satz
Sei A= (a1---an) € Mat(n,K). Aus DI-D2 folgt fiir jede Permutation
o€ Sy

(x) det(as) - as(n)) = €(0) det A.

Beweis. Aus D1-D2 erhalten wir fiir j < j
O:det(al+ajal+aj):det(a’aj)+det(ajal)

Hierbei ist die i-te und j-te Spalte angegeben. Die Auslassungspunkte
stehen fiir a1 ---a;_1, ajy1---aj—1 und aj41 - - ap.

Das beweist (*) fiir jede Transposition o = 7j;.

Der allgemeine Fall folgt nun daraus, dass sich jede Permutation als
Produkt von Transpositionen schreiben |4Bt. O
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Satz

Sei A= (a1 ---an) € Mat(n,K) und A € K. Aus D1-D2 folgt, dass
Addition des \-fachen der j-ten Spalte von A zur i-ten Spalte von A
(i # j) den Wert der Determinante nicht dndert:

det(ay ---aj—1a; + Aajajq1-- - ap) = det(A).

Beweis. Aus der Linearitit in der i-ten Spalte folgt:

det(ay---aj—1a; + Aajajt1---an)

= detA-+ Adet(---aj---a;--+) Z detA.
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Folgerung
Sei A= (a1---an) € Mat(n,K). Aus DI1-D2 folgt: Falls rg(A) # n, so ist
det(A) = 0.

Beweis. rg(A) # n bedeutet, daB die Dimension des Bildes von A kleiner
als nist. D.h. aber, daB sich eine der Spalten a; als Linearkombination der

anderen schreiben 138t:
a; = Z )\jaj.
J#i
Daraus ergibt sich

det A =det(a;---aj_1a; — Z Ajajajt1---ap) =0.
y
J 0/

O
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Berechnung der Determinante mittels Spaltenumformungen

Satz

Jede invertierbare Matrix A € GL(n,K) /4Bt sich durch wiederholtes

Anwenden folgender zwei Spaltenumformungen in eine Diagonalmatrix

A = diag(M1, ..., \p) := (A1e1- - Anen) lberfiihren:

S1) Vertauschen von zwei Spalten bei gleichzeitiger Multiplikation einer
der beiden mit —1 und

S2) Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte.

Folgerung
Fiir A invertierbar und A" wie im Satz gilt det A =det A" = \;--- X\, # 0.

v

Beweis der Folgerung
Die Spaltenumformungen S1-S2 4dndern nicht den Wert der Determinante.

Somit erhalten wir aus dem Satz:
detA=det A Z Ap- Apdet(1,) Z A1 A O
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Beweis des Satzes: Da A invertierbar ist, ist rg(A) = n. Daher kdnnen
wir durch Anwendung des GauBalgorithmus auf die Spalten (statt auf die
Zeilen), mittels S1-S2 die Matrix A in untere Dreiecksgestalt bringen:

A1 0

* An
Diese Matrix hat Rang n, da die Umformumgen S1-S2 den Rang nicht
andern.

Also ist das Produkt A --- A, # 0.

Durch Umformungen S2 konnen wir deswegen alle Matrixeintrage
unterhalb der Diagonalen eliminieren und erhalten die gewiinsche
Diagonalgestalt A" = diag(A1, ..., \p). O
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Der GauBalgorithmus liefert auch:

Satz/UA

Fiir Blockdreiecksmatrizen gilt

A B A 0
det(O D)_det<C D)—detAdetD.

Hierbei ist A eine (n x n)-Matrix, D eine (m x m)-Matrix,
B eine (n x m)-Matrix und C eine (m x n)-Matrix.
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Wir fassen einige der bisherigen Ergebnisse zusammen:
Folgerung

Es gibt héchstens eine Abbildung det : Mat(n, K) — K mit den
Eigenschaften D1-D3.

Unter der Voraussetzung, dass eine solche Abbildung existiert, gilt:

A € Mat(n, K) ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0.
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Explizite Formel fiir die Determinante

Satz (Explizite Formel fiir die Determinante)

Es gibt genau eine Abbildung det : Mat(n,K) — K mit den Eigenschaften
D1-D3.

Die Determinante einer (n x n)-Matrix A = (aj’:) ij st durch folgende
Formel gegeben:

detA=Det A=Y e(o)a]™ ... a7,
g€S,

Beweis. Da wir bereits wissen, dass es hdchstens eine Abbildung mit den
Eigenschaften D1-D3 gibt, geniigt es D1-D3 fiir die Abbildung Det
nachzuweisen.
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Beweis der expliziten Formel fiir die Determinante:
D1:

> e(@)ar Ve (A 4 ]y a7
og€S,

= MDet A + 1% Z 8(0)3(17(1) e b?-(’) e az(").
o€Sy
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Weiter Beweis der expliziten Formel fiir die Determinante:

D2: Es geniigt zu zeigen, dass beim Vertauschen der Spalten

Det (37.(1) s aT(,,)) = —DetA

—_———
Ari=

fiir jede Transposition 7. Aus A = A; folgt dann
Det A = Det A, = —Det A und somit Det A = 0. Mit der Substitution

/

Det(A-)

o' := o071 =0 o7 haben wir 0 = o'7, £(0’) = —£(c) und somit

o(1) a(n)
> elo)aryy -2y
oES,
o' (7(1 o' (1T
- Z E(U’)‘?T(l)( ))""37(51)(”))

o’'eS,

— Z 5(0’)3'17’(1) 2l ™ = _DetA

o’€S,
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N oL UC U]l Elizite Formel fiir die Determinante

Weiter im Beweis der expliziten Formel fiir die Determinante:
D3: Sei nun A=1,, d.h.

: : 1, falls i=j :
at = 0! = ’ ot heiBt Kroneckersymbol).
J J {0 sonst ( J Y )

Daraus folgt

d@ﬁu”wm_v,hmg:m

0 sonst

und somit

Det(A) = Det(1,) = Z E(a)éf(l) 5o g
0€ES,
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Berechnung von Determinanten

Die Berechnung der Determinante einer Matrix A € Mat(n, K) mittels der
Formel

det A = Z 5(0)317(1) g
oES,

ist wegen des schnellen Wachstums von card(S,) = n! fiir groBe n sehr
aufwendig.

Beachte, daB n! schneller wachst als jede Exponentialfunktion a”, a > 1.

Wir werden spater (im nachsten Semester) weitere Formeln zur
Berechnung der Determinante kennenlernen.
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Formeln fiir Determinanten

Fir n < 3 erhalten wir;

e n=1:a=a}l € Mat(1,K) =K,

det( a
a

e n—=2:
e n=3:
1
9
det | a2
3
Gl

a% 1.2 1.2
2 )= aijdy — dady,
2

= aia%a% + a%a%af + a%a

1.2_3 1,23

dabei entsprechen die ersten drei Terme den zyklischen
Permutationen (123), (231) und (312), die letzten drei den

Transpositionen 713, 712 und 73. Das erste Tripel beginnt mit dem

Produkt der Hauptdiagonalelemente, das zweite mit dem Produkt der

Nebendiagonalelemente.

1.2
—dzdpdy — aajaz — dydzady,



Satz (Determinantenmultiplikationssatz)
Aus D1-D3 folgt fiir alle A, B € Mat(n,K):

det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Falls rg(A) < n, so ist rg(AB) < n und somit

det(AB) = 0 = det(A) det(B) = 0 - det(B).

Falls rg(B) < n, so ist ker(B) # 0 und somit ker(AB) # 0. Also ebenfalls
det(AB) = 0 = det(A) det(B) = det(A) - 0. Seien also A, B invertierbar.

Wir benutzen folgendes Lemma:
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Lemma
Jede invertierbare Matrix A € GL(n,K) schreibt sich als Produkt

A=DE; - E,

wobei D € GL(n,K) eine Diagonalmatrix ist und die
Ei, ..., Ex von folgendem Typ sind:

(1) E(’?J) = (eT(l) T eT(n))7
(2) E(’a]7 >‘) = (61'-'6,‘_1 ei‘i‘)\ej ei-l—l"'en)-

Hierbei ist A € K, i # j und 7 € S,, die Vertauschung von i und j.
Matrizen der Form (1) oder (2) heiBen Elementarmatrizen.
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Beweis des Lemmas. Wir bemerken zunichst, dass A — AE(i,j) die i-te
und j-te Spalte von A vertauscht und

A AE(i,j,\) das A-fache der j-ten Spalte von A zur i-ten Spalte von A
addiert .

Desweiteren gilt

E(i,j)™" = E(i.)),
E(i,j, )™ = E(i,j,—\).

Wegen des GauBalgorithmus gibt es also Matrizen Fq, ..., Fx vom Typ
(1-2), so dass D = AFj - - - Fi eine Diagonalmatrix ist. Daraus folgt mit

Er:=F .. Ex:i=F

A=DF ' F[' = DE; - E.
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Beweis des Determinantenmultiplikationssatzes
Wegen des vorherigen Lemmas geniigt es det(AB) = det(A) det(B) fiir
den Fall zu beweisen, dass B eine Diagonalmatrix oder vom Typ (1-2) ist.

Fiir eine Diagonalmatrix B = diag(A1,...,\,) gilt det B = A1 --- A\, und
somit

det(AB) = det(\1a1 - - Apap) o1 A1 Apdet A = det Adet B.

Fiir B = E(i,j) gilt det B = det(e (1) - - €;(n)) = &(7) det(1,) = —1 und
somit

det(AB) = det(ar(1)- - ar(n) =¢(7)det A= —detA
= detAdetB.

Fir B = E(i,j,\) gilt det B =1 und somit
det(AB) = det(ay---aj—1ai + A\ajaj+1---ap) = det A= det Adet B. O
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Folgerung

(i)
det : GL(n,K) — (K*,-)

ist ein Gruppenmorphismus.
(ii) Insbesondere gilt fiir alle A € GL(n,KK):

det(A™!) = (det A)!

(iii)
SL(n,K) := {A € GL(n,K)|det A = 1} C GL(n,K).

ist eine Untergruppe (die sogenannte spezielle lineare Gruppe).

Beweis. (i-ii) sind klar. (iii) folgt aus SL(n, K) = det™1(1). O
Achtung: Fiir n > 2 gilt nicht det(A + B) = det(A) + det(B)!

(z.B.A:<(1) 8>undA:<8 2))
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Definition (Determinante eines Endomorphismus)

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n, F € End(V') ein Endorphismus
und A = Mg(F) € Mat(n,KK) seine darstellende Matrix bez. einer Basis B
von V. Wir definieren die Determinante von F als:

det F := det A.

Behauptung: Dies ist wohldefiniert, d.h. die Definition hangt nicht von
der Wahl der Basis B ab.
Beweis. Sei B’ eine weitere Basis von V dann gilt:

A=¢gloFopg, A :=Mg(F)=dg oFopp
und somit
A'=¢glopgogg'oFopgopg'odp
A
d.h. A = SAS™! mit S = ¢/ o ¢5.
Also in der Tat, det A’ = det(SAS™!) = det Sdet A(det S) ™! =detA. [
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Orientierung

Definition
Sei V ein endlichdimensionaler reeller VR. Zwei Basen B = (by, ..., by)
und B' = (b,..., b)) heiBen gleich orientiert, wenn der Basiswechsel

F=¢g o gbgl : V. — V positive Determinante hat.

Bemerkungen
o Beachte, daB F(b;) = g ¢ (bi) = ¢p(er) = bl
@ Die darstellende Matrix von F beziiglich der Basis B ist

MB(F) = ¢E1 © (¢B’ o QZ)El) opp = ¢El o¢pg :R" — R".
Daher gilt

det(ppr o ¢g') = det F = det Mg(F) = det(dp" o d5/).
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Aquivalenzrelation

Definition
o Eine Relation auf einer Menge X ist eine Teilmenge R C X x X. Wir
schreiben x ~ y fiir (x,y) € R.
o Eine Relation R C X x X heiBt Aquivalenzrelation, wenn sie folgende
Eigenschaften hat:

(i) x ~ x fiir alle x € X,
(i) x ~y =y ~ x und
(i) x v~y ~z= xr~ z.
Jedes Element x € X definiert eine Aquivalenzklasse

[x] == {y € X|y ~ x}.
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Orientierung
Satz

Sei V ein reeller VR der Dimension n € N. Wir schreiben B ~ B’, falls B
und B’ gleich orientierte Basen von V sind.

(a) Die Relation “~" ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Basen
von V.

(b) Jede Basis B definiert eine Aquivalenzklasse

[B] .= {B’ Basisvon V|B ~ B}

und es gibt genau zwei Aquivalenzklassen.

Beweis.
a) ist eine einfache Ubungsaufgabe.

b) Sei B = (b1,...,bs) eine Basis. Jede Basis ist entweder gleich

orientiert zu B oder zu (—by, by, ..., b,). Daher gibt es genau zwei
Aquivalenzklassen.
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Orientierung
Definition

Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n € N. Eine Orientierung von
V ist eine Aquivalenzklasse gleich orientierter Basen von V.

Bemerkungen

o Jede Basis B = (by, ..., by) definiert eine Orientierung [B]. Wie wir
gesehen haben gibt es genau zwei Orientierungen [B] und
[B]°P = [(—bu, b2, . . ., by)]. Letztere heiBt die zu [B]
entgegengesetzte (oder umgekehrte) Orientierung.

@ Automorphismen F € GL(V) mit det F > 0 heiBen
orientierungserhaltend, denn FB = (Fbx, ..., Fb,) € [B] fiir jede
Basis B = (b1, ..., by). F € GL(V) mit det F < 0 heiBt

orientierungsumkehrend, denn FB = (Fbs, ..., Fb,) € [B]°P fiir jede
Basis B.

v
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Orientierung

Beispiele |

@ Die kanonische Orientierung des R” ist die durch die kanonische Basis
definierte Orientierung [(e1,. .., e,)]. Die Basen (e, €3, €1) und

(—e2, €1, €3) definieren z.B. die kanonische Orientierung des R3.

o Die Basis (e, e1, e3) definiert die entgegengesetzte Orientierung

[(_e17 €, 63)].
@ Die Drehung (um die z-Achse, entgegen dem Uhrzeigersinn um den
Winkel ¢)
cosp —sinp 0
D=| sinp <cosp O
0 0 1

ist wegen det D = 1 > 0 orientierungserhaltend.
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Orientierung

Beispiele Il
Die Spiegelung (an der (x, y)-Ebene)
10
S=1 01 O
0 0 -1

ist wegen det S = —1 < 0 orientierungsumkehrend.
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