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5.4  Fixpunkt-Iteration

Nochmals: Iterative isung der (nichtlinearen) Gleichung

flz) =0
Abschnitt 3.1 der Vorlesung:

e Bisektionsverfahren (Intervallhalbierung)

e Newton—Verfahren

Iteratives Verfahren: Fixpunkt—Iteration mit Verfahrensfunktioh
Lhkt+1 = (I)(Zlik) (k’: 0,1,2,...)
und

r* = lim zpy; = lim ®(zg) = ¢( lim xx) = (™)

k— 00 k— o0 k— 00
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Fixpunkt—Iteration: Lose stattf (x) = 0 das Fixpunkt—Problem
r = ®(x)
mittels der Iteration
Tra1 = P(xg) (k=0,1,2,...)

Aber: Verfahrensfunktio® ist nicht eindeutig!

Beispiel: Suche im Interval(0, 7 /2) die eindeutige Nullstelle von
f(x) :=2x —tanzx
1. Iteration mittels
20 —tanz =0 & z= %tanw =: ®1(x)

2. lteration mittels

2r —tanx =0 < = arctan2x =: Oo(x)
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Ergebnisder 1. Iteration und 2. Iteration:

e lterationen

1
Tl = 5 tan xy Yk+1 = arctan 2y

¢ Wahle als Anfangsiiherung in beiden Iterationen

o - — 1.2 Yo - — 1.2

e Beide Iterationen konvergieren im Grenzwerk — oo, aber

lim xp =0 klim yr = 1.1655 61185

k— o0

e Berechne die Iterationen mittels eines Computerprogramms
Konvergenzgeschwindigkeithangt ab von

dem Abstand zwei benachbarter Folgengliedefr; 1 — xx
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Definition:  Sei(V, || - ||) ein normierter Vektorraum.

Eine Abbildung® : D — V', D C V heil3tLipschitz—stetig auf D, falls
eine Konstantd, existiert, sodass

Ve,ye D o ||®(z) - ®(y)|| < Lijz — y|

Die Konstantel. nennt mardie Lipschitz—Konstante

Definition:  Eine Abbildung® : D — V', D C V heil3tkontrahierend,
falls L < 1 gilt.
Man nennt danrd. die Kontraktionskonstante von ®.

Bemerkung: Jede Lipschitz—stetige Funktion ist stetig!
Es gelte die Absditzung

Vety ¢ [[8@) - ) < e —yl

Dann ist® nicht notwendigerweise kontrahierend!
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Satz: JedeC!'—Funktion® : [a, b] — R ist Lipschitz—stetig aufa, 0]
mit der Lipschitz—Konstanten

L:=sup{|®(z)] : a <z <D}

Beweis: Aus dem Mittelwertsatz folgt

[©(x) — (y)| = [@(¢)[ |z —y| < Lz -y
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Satz: Banachscher Fixpunktsatz

Sei(V, || - ||) ein volls&ndiger normierter Raum (Banachraum). Ferner sei
D C V abgeschlossen unil: D — D eine kontrahierende Abbildung

der MengeD in sich mit einer Kontraktionskonstanten L.

Dann gelten die folgenden Aussagen:

1) Es gibt genau einen Fixpunkt von® in D

2) Fur jeden Startwert, € D konvergiert die Fixpunkt—Iteration
rr11 = P(zr) gegen den Fixpunkt*

3) Es gelten die Fehlerabsatzungen:

L L"

— L1l <

lzn — 27| < lz1 = 2o



