Kapitel 5

Schwache Losungen und
Regularitit

Inhaltsangabe
5.1 Operatoren in Divergenzform ... ... ... .. 91
5.2 Schwache Lésbarkeit. . . . . ... ... ... ... 92
5.3 Schwaches Maximumprinzip . ... ... ... .. 106
5.4 Differenzenquotienten . . . . . .. ... ...... 109
5,5 Randwerte . ... .................. 111
5.6 Differenzierbarkeit . . . . . .. ... ... ... .. 113
5.7 Globale Regularitiat . . ... ............ 116

5.8 Eigenwertaufgaben fiir elliptische Operatoren . 119

5.1 Operatoren in Divergenzform

Zur Erinnerung: ein elliptischer Operator zweiter Ordnung hat die Form

Lu—Za” Dzju—l—ZbZ )Diu + c(x)u.

Sind die Funktionen a* geniigend glatt, so gilt
Z Di(aiiju) = Z(Diaiiju + CLijDijU)

i7j
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92 KAPITEL 5. SCHWACHE LOSUNGEN UND REGULARITAT

und Lu hat die Form
Lu = Z D;(a" Dju + b'u) + Z ' Diu + du.
irj i
Dabei sind b', ¢! andere Funktionen als zuvor. Wir haben also gezeigt:

Lemma 5.1.1
Ist L ein elliptischer Operator zweiter Ordnung mit geniigend glatten Koef-
fizientenfunktionen a*, so kann der Operator in der Form

Lu= Z D;(a" Dju + b'u) + Z ¢'Diu + du.
&J i

geschrieben werden. Ebenso kann man bei C'-Koeffizienten diese Form in
die urspriingliche zuriickverwandeln.

Definition 5.1.2
Die Form

Lu = Z D;(a" Dju + b'u) + Z ' Dyu + du
&3 i

heifit Divergenzform.

Definition 5.1.3
Ist L ein Differentialoperator zweiter Ordnung, so nennt man

LHU = Z aijDiDju
0,
den Hauptteil (oder auch Symbol) von L.

Wir haben also gesehen, dass bei ausreichender Glattheit der Koeffizien-
ten ein Operator in Divergenzform geschrieben werden kann, ohne dass man
den Hauptteil verandert.

5.2 Schwache Lésbarkeit des Dirichletproblems

In diesem Abschnitt sei €2 immer ein beschrianktes Gebiet im IR™.
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Definition 5.2.1

Es sei ¢ € HY(Q) und f, g%, ..., 9" € L*(Q). L sei ein elliptischer Differen-
tialoperator zweiter Ordnung in Divergenzform. Wir sagen u € H'(Q) ist
eine schwache Losung des Dirichlet—Problems

Lu = f+ ZDigi in Q (5.1)
upa = Y, (5.2)

falls fiir jedes p € C§°(§2) gilt

/ <—<Z a'Dju+ Y bu)Dip+ (Y ¢ Dyu + du)go) da = / (—g' Dip+fop)da
Q y Q

7

und

u—1 € H&(Q)
ist.

Bemerkung 5.2.2

Die Formulierung der rechten Seite ist an dieser Stelle noch gewGhnungs-
bediirftig. Die schwache Formulierung wiirde normalerweise von rechten Sei-
ten in L*(Q) ausgehen. Wir wollen dies noch etwas verallgemeinern, die rech-
ten Seiten diirfen sogar im Dualraum von H'() sein, die hier gewéhlte
Schreibweise deutet dies an, wir werden noch darauf hinweisen. In der Phy-
sik wiirde man z.B. die ,Delta-Funktion“ als rechte Seite zulassen wollen,
obwohl diese nicht in L*()) ist. Man kann sie aber als Element eines geeig-
neten Dualraumes auffassen, denn sie beschreibt z.B. die Auswertung von
stetigen Funktionen.

Lemma 5.2.3

Das Dirichlet-Problem mit f,g" € L*(Q) und v € H'(Q) kann genau dann
schwach gelést werden, wenn es fiir f,g* € L*(2) und ¢ = 0 gelést werden
kann.

Beweis. Wir betrachten die linke Seite und schreiben w = u — ¢ oder auch
u = w + 1. Dies ergibt

/Q (—(Z a’Dj(w + 1) + Z (bi(w + 1)) Dy + ' Dy(w + 1/1)) +d(w + 1/1))<p> dz.
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Dies fiihrt auf eine Differentialgleichung gleichen Typs mit der neuen rechten

Seite

/(fgo — Z g'Dip)dx + /Z 7 D;pdx + / opdr.

o) ‘ o o)
Wir haben damit eine neue rechte Seite des Dirichlet—Problems konstruiert,
welches u + 9 als schwache Lésung besitzt. N

Um das Dirichlet—Problem schwach 16sen zu konnen, brauchen wir den

Satz von Lax—Milgram®. Im folgenden bezeichnet X* wieder den Dualraum
von X, d.h. den Raum aller stetigen Linearformen f: X — R.

Definition 5.2.4
FEine stetige Bilinearform B : X x X — IR heifit koerziv, falls es eine positive
Konstante p > 0 gibt, so dass B(x,z) > ul|z|? ist.

Satz 5.2.5 (Lax-Milgram)

Es sei X ein Hilbertraum, B : X x X — IR eine Bilinearform. Ist B beschrankt
und koerziv, so gibt es zu jedem beschriankten linearen Funktional x* € X*
einy € X mit B(z,y) = 2*(z).

Im Beweis brauchen wir den Rieszschen? Darstellungssatz. Wir erinnern

zunichst kurz daran.

Satz 5.2.6
Fiir jedes stetige lineare Funktional x* : X — IR auf einem Hilbertraum X
gibt es ein eindeutig bestimmtes Element xy € X mit

2(z) = (@, 20)x.

Beweis. Siehe eines der zitierten Werke iiber Funktionalanalysis. a
Beweis des Satzes 5.2.5. Aus dem Satz von Riesz folgt die Existenz einer
Abbildung 7' : X — X mit

B('Tvy) = <'T7Ty>X7

1A, M. Milgram

2Frédéric Riesz (22.1.1880-28.2.1956) iibertrug die Begriffe, die Fredholm und Hilbert
im Kontext von Integralgleichungen entwickelt hatten, auf allgemeinere Rdume und be-
griindete damit die moderne, abstrakte Funktionalanalysis. Er zeigte im Jahr 1907 die
Vollstéindigkeit des Raumes L?. Von ihm stammt die Spektraltheorie fiir beschrinkte
selbstadjungierte Operatoren (1929). Er zeigte einen Darstellungssatz fiir lineare Funk-
tionale auf dem Raum der stetigen Funktionen. Schon 1910 hatte er die Dualitdt der
Riume LP und L9 mit p~t + ¢~! = 1 erkannt. Auf ihn gehen dariiberhinaus Beitriige zur
Ergodentheorie, Topologie und Funktionentheorie zuriick.
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denn B(-,y) ist eine lineare Abbildung X — R und als solche durch ein Ska-
larprodukt darstellbar. T ist offenkundig linear und stetig, denn |B(z,y)| <
K||z||||y|| und damit ist wegen

Kllzllllyll = |B(x, y)| = |z, Ty) x|
1Tyl < Kllyll. Aus
pllzl* < 1Bz, 2)| = (o, Tz)x| < ||=]|[|T=].

erhalten wir ||Ty|| > ully||. Also ist T injektiv, die Inverse existiert und ist
beschréankt. Insbesondere ist das Bild von T abgeschlossen. Angenommen
R(T) # X. Dann existiert ein x € X mit B(x,y) = (z,Ty)x = 0 fiir alle
y € X. Insbesondere ist B(x,z) = 0. Also folgt z = 0. Deshalb ist T~ ein
beschrinkter linearer Operator auf X. Der Satz folgt nun mit y = T~ 'z,
wobei & das dem Funktional mit dem Riesz’schen Satz zugeordnete Element
in X ist. a

Um den soeben angegebenen Satz anzuwenden, benotigen wir eine Bili-
nearform auf H}(Q). Wir setzen

Br(u,p) = / (Z a”’ Dju + Z b%) D;pdx — / (Z ' Diu + du) pdx
0 1,7 i 7
(5.3)
fiir uw € H} () und ¢ € C5°(Q).
Durch Fortsetzen erhalten wir eine Form auf H}(Q2) x Hj(Q). Fiir v € H}(Q)
setzen wir
Fv) = /(—fv + ¢'D;v)dz. (5.4)
Q

Damit ist u € H3(Q) eine Lésung von
Lu = F im schwachen Sinn <= Vv € H}(Q) gilt Br(u,v) = F(v).

F ist eine Linearform. Nach dem Satz von Lax—Milgram hat diese Glei-
chung immer dann eine Losung, falls By, beschrinkt und koerziv und F' be-
schrankt ist. Wir haben:

Lemma 5.2.7
1. F ist eine stetige Linearform auf H} ().
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2. Ist L stark elliptisch und gibt es Konstanten M, q mit

> P < Mo (Z (Ib°% + |ci|2)> +A7Yd| < ¢, (5.5)
1,7

(2

so ist By, beschrénkt auf H}(Q) und es gilt

A
Br(u,u) > B / | Du|?dx — 2)\q2/u2da:, (5.6)
Q Q

wobei | Du| = (3, |Dsul?) ">
Beweis.

1.
IF@I < Y gzt + 12wl

Q
< CHU”Lz-
Dabei héngt C' nur von der rechten Seite ab.

2. 1.) Stetigkeit von By

1By (u,v)| < /|Zaiiju+Zbiu||Div\dx+/\ZciDiu—l—dund:c
] ) Q %

Q
< /Z |a” DjuDsv| + Z |b'uD;v| + Z ¢ Dyuv| + |duv|dx
o i i i

< Cllullllv]lPs.

2.) ,Koerzivitdt“ von Byp:

Br(u,u) = / <Z a” DjuDsu + Z(b’ — ) (Dyu)u — du2> dx
2 i

i7j

v

/ (Dl = S8 = )l (Drayul - )

Q 2

A
§/|Du|2dx—>\q2/u2d:c,
Q

Q

v
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denn mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung folgert man

du® + ) b = luDu < A/ |6 = ¢ |ul| Dul + |d]u®

< SO0+ ()2 ul[Du] + du?

< VRSB + 1) ul | Dul + |djs

< VR OB+ 1) (4 D) + d

- A2 2 2
|d| e! 2, € 2 2

< Vo @ — S(=—u® + =|Du)?) + |d|u
A2 2

-1
< \/§Aq2|Du|2 + \/ﬁkq%uz + |d|u®
A 1

< Z|Dul*+ (A + |d))u* (e = —

< SIDul+ O+l (o= )

< %IDUI2+(AQQ+MZ)U2

< %|Du|2+2)\q2u2.

Definition 5.2.8
Fiir o € R setzen wir L,u = Lu — ou.

Korollar 5.2.9

Geniigen die Koeffizienten des stark elliptischen Operators L den Vorausset-
zungen (5.5), so ist die dem Operator L, zugeordnete Bilinearform By, fiir
alle gentigend grofien o € R koerziv. Insbesondere ist das Dirichlet—Problem

Lou = f+ Dg'
w =
schwach losbar.
Um eine allgemeine Lésungstheorie zu erhalten, betrachten wir
Lou+oollu=F, F € (Hy(Q)* T: Hy(Q) — (Hy(Q))*

fiir ein 0g so groB, so dass By, beschrinkt und koerziv ist. I sei die Abbildung
T: HY}Q) — (HYQ))*, die durch das L?-Skalarprodukt definiert ist (siehe
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unten). Dann existiert nach dem Satz von Lax-Milgram
Loy« (Hy ()" — Hp(%).
Wir erhalten also die Gleichung
u+ 0oL, Tu= L,'F
Wir erinnern an den Begriff der kompakten Abbildung.

Definition 5.2.10

Sind X,Y Banachrdume, K : X — Y sei stetig und linear. Dann heifit K
kompakt, wenn fiir alle beschrankten Mengen U C X gilt, dass K(U) C Y
relativ kompakt ist, d.h. also K(U) ist kompakt. Die Menge der kompakten,
linearen Abbildungen bezeichnen wir mit C(X;Y"). Ist eine Einbettungsab-

bildung kompakt, so nennen wir die FEinbettung kompakt

Lemma 5.2.11
Sind W, XY, Z vier Banachrdume, ist K € K(X;Y') und sind L, € L(W; X),
Ly € L(Y; Z) so sind

KoLy € K(W:;Y) und Lyo K € K(X; Z).

Beweis. Stetige Bilder von beschrankten Mengen sind beschrinkt, stetige
Bilder von relativ kompakten Mengen sind relativ kompakt, damit folgen
beide Aussagen unmittelbar. N

Definition 5.2.12
FEine Teilmenge V eines metrischen Raumes (X, d) heifit total beschrankt,
wenn zu jedem € > 0 eine endliche Menge N C X existiert mit

v c | Bn).

neN

Lemma 5.2.13
In einem vollstindigen metrischen Raum ist eine Menge genau dann relativ
kompakt, wenn sie total beschrankt ist.

Beweis. Die nichttriviale Richtung folgt aus den Eigenschaften der Lebes-
guezahl. 0

Lemma 5.2.14
Die Einbettung T : W,*(Q) — L*(Q) ist kompakt.
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Beweis. Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten. Wir zeigen die ent-
sprechende Aussage zuerst fiir die Einbettung

I, : W, (Q) — LYQ).

Dazu sei A C W' (Q) beschrinkt. Sei e > 0 und U, = {u e Wy (Q) | d(u, A) < 5}.
Setze A, = U.NCL(Q; R). A. ist beschrénkt in W' (Q) und liegt in C1(Q; R).

Fiir h > 0 und v € A, betrachte die Regularisierung J,u. Fixiere h > 0 und

setze Aj, = {Jhu ’ u € AE}. Nach Definition von Jyu gilt

ae) = [ pleute — hz) dz < sup plulsco

llzll<1

und (beachte da p = 0 fiir ||z|| = 1 ergeben sich bei der partiellen Integration
keine Randterme)

10n Tiu()|| < / p(2)0yulx — hz) dz

|z]I<1

= | [ s poate = s d:

lz[|<1
1
< 5 /@m(z)u(:c—zh) dz
|z[|<1
1
< pswlop) [ fute o) dz
llzll<1
11
< oo sup [0:p(2)[[ull o o)-

h h"
Damit ergibt sich

1
IVl < 5= sup [Ve()lllull 2 @)-

Damit ist Ay, gleichméBig beschrénkt mit gleichméBiger Schranke fiir die ers-
ten Ableitungen der Funktionen in A, also ist Aj, gleichgradig stetig und in
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C(Q) relativ kompakt. Damit A, auch in L'(f) relativ kompakt: eine Uber-
deckung mit p-Kugeln in in L'(Q) umfasst eine Uberdeckung mit p-Kugeln
in C(Q2). Wegen der relativen Kompaktheit reichen davon endlich viele die-
se zu iiberdecken. Zu diesen gibt es dann die endlich vielen entsprechenden
urspriinglichen p-Kugeln in L!(Q). Diese iiberdecken dann A, damit ist Ay,
total beschrinkt in L!() und damit auch relativ kompakt. Dann ist A, rela-
tiv kompakt, denn es ist offensichtlich total beschriankt. Schlie8lich folgt die
relative Kompaktheit von A, wiederum aus der totalen Beschrinktheit.

Im Fall A ¢ W2'(Q) beachten wir fiir beschréinktes © die stetige Einbettung
L2(Q) — LY(Q), die eine stetigen Einbettung W, *(Q) — W, (Q) induziert.
Daher ist A C L'(Q) total beschriinkt, nach dem vorigen Schritt. Dies impli-
ziert die totale Beschrinktheit in L*((2). 0

Lemma 5.2.15
Die Abbildung

T HY(Q) — (D) s um (.
ist kompakt.
Beweis. Man hat den sogenannten Gelfand®Dreier
HL(Q) € L3(Q) = (13(Q)" € (HY(Q)"
der einem erlaubt, I als Hintereinanderausfithrung
I=10Jol,,

zu schreiben, wobei J durch den Riesz’schen Darstellungssatz gegeben ist
und

I, : HYQ) — L*()
L (LA(Q)" — (Hy ()
die jeweiligen Einbettungen sind, mit I; = I}, Da H}(Q) = W,*(Q) ist, und

letzterer kompakt in L?(§2) eingebettet ist, ist T, eine kompakte Einbettung.
Die Operatoren I, J sind stetig, also ist I; o J o I kompakt. N

3Israil Moisejewitsch Gelfand (2.9.1913-) arbeitet vornehmlich iiber Funktionalanalysis.
Er studierte Algebren von Operatoren und darauf aufbauend nichtkommutative Banachal-
gebren und nichtendlichdimensionale Darstellungen von Lie-Gruppen. Er arbeitet auch auf
dem Gebiet der Differentialgleichungen, vor allem Randwertprobleme und Hamilton’sche
Systeme. Er ist auch an Anwendungen auflerhalb der Mathematik interessiert.
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Definition 5.2.16

Es sei X ein Banachraum. Ein beschrankter linearer Operator T : X — X
heifit Fredholm-Operator?, falls dim ker T’ < oo, das Bild von T' abgeschlossen
ist und einen endlich dimensionalen Komplementarraum besitzt. Fiir dessen
Dimension schreibt man oft codim R(T'). Die Differenz ind(T") = dimker 7" —
codim R(T") heiBt (Fredholm-)Index von T.

Beispiel 5.2.17

Lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen linearen Ridumen iiber
R sind immer Fredholm-Operatoren, sind die Rdume von gleicher Dimension,
so ist der Index 0.

Bemerkung 5.2.18
Kompakte Operatoren spielen in der Theorie der Fredholm-Operatoren eine
spezielle Rolle.

Fredholm-Operatoren kann man so charakterisieren, dass man sie bis auf
einen kompakten Operator umkehren kann. Ohne Beweis zitieren wir zunéchst
den naheliegenden aber nicht ganz einfach zu beweisenden Satz.

Satz 5.2.19
1. Die Menge der Fredholmoperatoren ist offen in L(X;Y).

2. Der Index eines Fredholmoperators ist stabil gegeniiber kleinen Storun-
gen in L(X;Y), d.h. ist T ein Fredholmoperator vom Index k, so gibt
es ein 6 > 0, so dass S € L(X;Y) mit ||S —T||zx;v) < 0 impliziert S
ist Fredholmoperator und

ind(S) = ind(7T).
Beweis. siehe mein Skript [17] iiber Funktionalanalysis aus dem SS 2010. EI

Satz 5.2.20
Es seien X,Y Banachrdume und es seil € L(X;Y'). Dann ist T' genau dann
ein Fredholmoperator, wenn es Sp,, Sg € L(Y; X) gibt, mit

S;T —1x € K(X), TSgp—1ly € K(Y)

4Ivar Fredholm (7.4.1866-17.8.1927) nutzte Erkenntnisse iiber Integralgleichungen fiir
die Theorie partieller Differentialgleichungen. Insbesondere erkannte er die strukturelle
Ahnlichkeit der Losungstheorie gewisser partieller Differentialgleichungen mit der endlich
dimensionaler linearer Gleichungen. Er ist der Begriinder der nach ihm benannten Alter-
native.
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Beweis. Ist ST — lx kompakt, so ist dimker(S;T) < co und wegen
ker(T") C ker(S.T)

ist ker T" endlich dimensional. Aus T'Sg — 1y kompakt, folgt BILD(7'Sg) hat
endliche Kodimension und wegen BILD(T") D BILD(7'Sg) ist die Kodimen-
sion von BILD(T) endlich. Dann ist BILD(T") abgeschlossen und 7" ist ein
Fredholmoperator.

Ist umgekehrt 7" ein Fredholmoperator, so gibt es jeweils ein abgeschlossenes
Komplement V' zu kerT" in X und ein abgeschlossenes Komplement W zu

BILD(T) in Y, d.h.
X=VeakeT Y =BILD(T)a®W.

Dann ist
T=1T,:V— BILD(T)

linear, beschrinkt und surjektiv, also offen und 7 ist stetig. Definiere S €
L(Y; X) mit
S:Y — X :(t,w)— T,

Dann ist
(ST —1x) v+ k) =T " Tv—(v+t)=@w+0)— (v+1t) = —t
die negative Projektion auf ker 7" und
(TS —y)(t+w) =TT ' — (t+w) = —w

ist die negative Projektion auf den Komplementarraum von BILD(T'). Pro-
jektionen auf endlich dimensionale Unterrdume sind stetig, also folgt die
gewiinschte Figenschaft. N

Satz 5.2.21
Es gilt allgemein: ist L : X — X ein Fredholm-Operator und ist T : X — X
kompakt, so ist ind(L) = ind(L + 7))

Beweis. Seien Sy, Sr wie im letzten Satz gewihlt. Dann ist

SL<T—|—K) — 1y = (SLT— ]lx) + S K
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als Summe zweier kompakter Operatoren kompakt, entsprechendes gilt fiir

(T'+ K)Sgr — 1y = (T'Sg — 1y) + K Sg.
Also ist T'+ K ein Fredholmoperator. Die Abbildung
R—L(X;Y):t—T+tK
ist stetig, also ist aufgrund unseres Satzes 5.2.19 die Abbildung
R —Z:t— ind(T+tK)
lokal konstant, also konstant und

ind(7) = ind(T + K).

Von Satz 5.2.21 benétigen wir nur einen wichtigen Spezialfall.

Korollar 5.2.22
Ist T: X — X kompakt, so ist ind(1+T') = 0.

Beweis. Folgt sofort aus der vorigen Aussage.
Damit hat man sofort:

Lemma 5.2.23
Der Operator
1+ 0'0[/;01]1

ist auf HJ(Q) ein Fredholm—Operator vom Index (. Insbesondere gilt

u+ 0oL, 'Tu=F ist immer I6shar <= ker(1+ oL, ') ist trivial.

Fiir den Hauptsatz dieses Abschnittes, der das allgemeine Losungsverhalten

charakterisiert, benotigen wir den adjungierten Operator L.

Definition 5.2.24
Der zu L formal adjungierte Operator ist definiert durch

Lfu = Z(DZ<Z ajiDju — c'u) — b Diu) + du.

{ J
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Formal erhilt man fiir Funktionen u,v € C§°(2) das L?~innere Produkt

<Lu, 'U)LQ(Q) = <u, LfU>L2(Q).
Es gilt jedoch mehr als nur formale Adjungiertheit:
Satz 5.2.25

Bp(u,v) = Brs(v,u) Yu,v € HJ ().
Also ist LY in H}(Q) zu L adjungiert.

Beweis. By (u,v) = Bps(v,u) fiir u,v € H}(Q) ist offensichtlich. Ferner gilt
fiir uw € D(L) = D(LY)

(Lyv,u)r20) = Brr(v,u) = Br(u,v) = (Lu,v) 12(q).

Lemma 5.2.26
Betrachte auf Hi () den Operator

Ty, = (09 — a)L;OII[.

Dann ist
T = (09— o)(LL)™'IL

o

Beweis. Es reicht den Operator L_ ' : Hj(Q) — Hj(2) zu betrachten. Der
adjungierte Operator ist eine Abbildung H}(Q)* — Hj(Q)* und wir miissen
zeigen, dass dieser fir v € Hj(Q) C Hy(Q)* durch (Lf )~'T gegeben ist.
Dann ist

(L) HAQ) — HY(Q)

und ist gegeben durch

mit
I*(Lg))" (v*)(u) = (L))" (v*)(Tu) = v (L Tu)

g0

mit v* € H}(Q)* und v € H}(Q). Fiir v* = v ergibt sich dies zu

<U, L;OI I[u) L2(Q)-
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Andrerseits ergibt sich

(LL) "Mu,v) o) = Mo ((Loy) " )Iu)

|
=
=t

= <U7 L;OIHU>L2(Q)'
Dies zeigt die Behauptung. a

Satz 5.2.27

Ist L stark elliptisch und geniigt der Abschétzung (5.5), dann existiert eine
abzahlbare, diskrete Teilmenge ¥ C IR, so dass fiir o ¢ 3 das Dirichlet—
Problem

Lou=f+Y Dig', Liu=f+> D

u=1 auf df2

fiir beliebige f,q" € L*(Q), v € HY(Q) eindeutig lsbar ist. Ist hingegen
o € Y, so bilden die Losungsmengen der homogenen Randwertprobleme

Lou=0, Liu=0,

u=0 aufofd

positiv und endlich-dimensionale Unterrdume von H}(Q). Das Problem
L,u = f—i—ZDigi in 2

u =1 auf OS2

ist genau dann losbar, falls

Q &
fiir alle v mit L{v =0, v =0 auf 0.

Beweis. Folgt aus dem zuvor Gesagten und der Charakterisierung des Spek-
trums kompakter Operatoren, vgl. [17]. [l

/{(f—zi:ciDi¢—d¢+aw> v— (;gi —Zaijpj@z)_;bw) Div}dxzo
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Lemma 5.2.28
G, = L;', o0 ¢, ist beschréinkt.
Beweis.
L' = (Lgy— (0 — o))"
— (14 (00— 0)L;'T) ' L1
Da (09 — o)L, 'T kompakt ist, ist 14 (o — 09) LT fiir 0 & ¥ beschrénkt

invertierbar. a
Daraus folgt eine sogenannte a—priori—Abschéitzung.

Korollar 5.2.29
Ist u € H'(QQ) eine Losung von Lyu = f+ Y, Dig', u =1 auf 9Q, o € ¥, so
existiert eine Konstante C' = C(L, 0, 2) mit

1/2

e / £y / D2 |+ g,
Q e

5.3 Das schwache Maximumprinzip und ein-
deutige Losbarkeit

Wir hatten die Eindeutigkeit einer eventuell existierenden Losung fiir das
klassische Dirichlet—Problem aus dem Maximumprinzip gefolgert. Das hilft
hier natiirlich nicht weiter. Wir miissen den entsprechenden Satz in einer Si-
tuation fiir die schwache Formulierung des Problems beweisen. Dabei treten
natiirliche Probleme auf, etwa was bedeutet u < 0 fiir u € H(Q). Entspre-
chende Probleme gibt es mehrere.

Definition 5.3.1
1. Esseiu € H' (). Wir sagen u < 0 auf 9Q, falls ut € H}(Q) ist. Dabei
ist ut definiert durch

u"(z) = max {u(z),0}.

2. u >0 auf 092 <= —u < 0 auf 09,

3. u<vaufd) < u—v <0.
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Lemma 5.3.2
Ist u nahe dem Punkt z, € 00, 00 von der Klasse C*, stetig, so folgt aus
u < 0, dass diese Bedingung auch punktweise nahe x erfiillt ist.

Beweis. Annahme: u(xy) > 0. Dann gibt es eine Umgebung, auf der gilt
ut > 0. Es sei u, € CJ(Q2) eine Folge, die in H'(Q) gegen u" konvergiert.
Dann gibt es ein vy, so dass fir alle v > vy gilt u,(xg) > 0. Dies ist ein
Widerspruch. 0

Fiir das klassische Maximumprinzip ben6tigt man eine Vorzeichenbedin-
gung an den Koeffizienten d. Fiir das schwache Maximumprinzip wird diese
Bedingung durch eine andere Ungleichung ersetzt.

Satz 5.3.3
Sei L stark elliptisch mit

/(dv —b'Dyw)dz <0 (5.7)
Q

fiir alle v € C3(Q), v > 0, und wir nehmen an, dass die Koeflizienten fiir
Zahlen M, q € R punktweise den Abschétzungen

ST < M ound XS (BP 4+ [ER) Ad < ¢ (5)
geniigen. Dann gilt fiir v € H'(Q) mit Lu >0 (< 0) in Q

supu < supu’ (infwu > infu™).
Up u < sup (infu > infu”)

Beweis. Fiir u € H(Q), v € H}(Q) gilt wv € H}(Q) und D;(uv) = vD;ju +

uD;v. Es gilt

B(u,v) <0 <= / (a"DjuDw — (b + ' )vDu) dz < /duv—biDi(uv)da: <0,
Q Q

fiir alle v > 0 mit uv > 0. Daraus folgt dann

/aiijuDivda: < 2)\q/v|Du|d:c

Q Q
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fir alle v > 0 mit wv > 0. Im Spezialfall ¥ + ¢/ = 0 nehme man v =
max{u — {,0} mit [ = supu™ und mit
09

0< A / aijDiijv dr = )\/aijDiuDj; dxlel

supp Dv Q

erh’alt man einen Widerspruch.
Im allgemeinen gilt: sei (I wie eben definiert)

| <k<supu, v=(u—k)",
0

soist v € H}(2). Nebenbei sei bemerkt, dass im Falle der Nichtexistenz eines
solchen k, der Satz wahr ist. Damit ist

Du, u>k
Dv—{ 0, u<k

Also hat man

)\/\Dv|2d:c < /aiijvDivda: < 2)\q/v\Dv|d:U
Q

Q r

mit [' = supp Dv C supp v. Also hat man

/\Dv|2d:v < 2q/v\Dv|d5L’ < 2q||v|| 20y [| DV || £2(02) -
Q T
[ Dvl|r2() < 2q[[v]| 2.

Im weiteren sei n > 3 (die andren Félle miissen getrennt behandelt werden).

1
1ol 22 gy < Clivllz2ery < Clsupp D[ o]l

L7 2 (@)

Also ist
supp |Dv| > C™".

Also nimmt v sein Maximum auf einer Menge vom positiven Mafl an und es
gilt Du = Dv auf der gleichen Menge. Dies ist ein Widerspruch. U
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5.4 Differenzenquotienten

Definition 5.4.1

Fiir h # 0 ist

u(x + he;) — u(x)
h Y

wobei e; der i-te Standardeinheitsvektor ist, der i-te Differenzenquotient.

Aly(z) =

Lemma 5.4.2
Fiiru € W'?(Q) und Q' CC Q mit h < dist(, R"\ Q) gilt fiiralle1 <i <n

Ay e IP(Q)

und es gilt
1A ul| ooy < 1 Diu ooy
Beweis. Fiir u € C*(Q) N WH(Q) hat man

h

/Dﬂ,b(l‘l, ey L1, T4 + g,l‘lqu, Ce ,l’n)df
0

A?u(az) _ u(x + he}i) — u(x) _ %

Damit folgt

|Afu(z)]” <

SEES

h
0

Integration dieser Ungleichung ergibt

h
1
/|A?u(az)\pd:c§ E/ / |Diu\pd:cd§§/\Diu|pda:.
o 0 0

By (82)

Fortsetzung auf W'P-Funktionen durch Approximation. a
Fiir das nédchste Lemma benotigen wir die schwache Topologie auf einem
Banachraum X.

Definition 5.4.3
1. Die grobste Topologie auf X, fiir die jedes Element x* € X* stetig ist,
heifit schwache Topologie auf X.
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2. Die grobste Topologie auf X*, fiir die jedes Element x** € J(X) stetig
ist, heifit schwach™ Topologie auf X*.

Es gilt der folgende fundamentale Satz.

Satz 5.4.4
1. Die Einheitskugel in X* ist in der schwach* Topologie kompakt.

2. Ist X reflexiv, so ist die Einheitskugel schwach kompakt.

3. Ist X separabel so kann in beiden Féllen kompakt durch folgenkompakt
ersetzt werden.

Beweis. Fiir einen Beweis ziehe man ein Lehrbuch der Funktionalanalysis
oder [17] zu Rate. Wir zeigen einen wichtigen Spezialfall: ist X separabel und
reflexiv, so enthélt jede beschriankte Folge in X* eine schwach*konvergente
Teilfolge. Sei X separabel, und {y, },en eine beschrénkte Folge in X*. Da X
separabel ist, existiert eine abzéhlbare dichte Teilmenge S C X. Sei x,, eine
Abzahlung dieser Menge. Dann ist mit s, = Jx,

{5n(y5)} e

fiir jedes n eine beschrénkte reelle Folge und besitzt damit eine konvergente
Teilfolge. Durch Iteration konstruieren wir eine Teilfolge {y7 ;) }remw, so dass
sm(y;?n(k)) fir m < n und k& — oo konvergiert. Betrachte die Folge y7' .
Nach Konstruktion ist fiir jedes k£ € IN sk(y?n(n)) konvergent. Also hat man
fiir die Folge {z, }new

Die Abbildung, die auf S definiert ist, und jedem z,, € S den Wert «,, zu-
ordnet ist beschrinkt. Da S C X dicht liegt, definiert dies eine Abbildung
y : X — R die stetig und linear ist. Fasst man nun, im reflexiven Fall, X mit-
tels der Isomorphie J als Dualraum von X* auf, so folgt eine entsprechende
Aussage fiir die schwache Konvergenz in X. a

Lemma 5.4.5
Ist uw € LP(Q2) fiir 1 < p < oo und existiert eine Konstante K, so dass fiir alle
h > 0 und jedes €' CC Q mit dist(Y,R"™ \ ) > h gilt

A?U, & Lp<QI), HA?UHL;;(Q/) S K,
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so existiert die schwache Ableitung D;u und es gilt
||D,~u||Lp(Q) S K
Beweis. Da beschriankte Mengen in LP(€)) schwach kompakt sind (LP(£2)

ist reflexiv), gibt es eine Folge h,, — 0 und ein v € LP(2), |[v|| 1) < K, s0
dass fiir jedes ¢ € C3(Q) gilt

/gpA?mud:pﬁ /cpvd:p.
Q

Q

Fiir h < dist(supp ¢, 092) folgt

/@A?mudx — —/uDigod:E.
Q Q

/gpvdaz = —/uDiapdaz.
Q Q

Also ist v = D;u. U

Daraus folgt nun

5.5 Randwerte

Lemma 5.5.1
Ist uw € Wg"P(Q) N C™1(Q), 00 € C™, so gilt fiir |a| =0,...,m —1
0*u

Oz
auf of).

Beweis. Wir betrachten den Fall m = 1, der Rest ist eine Induktion. Sei
xg € 012, U eine Umgebung von xzq. Fiir U N 0S) gibt es eine Funktion A, so
dass (0.B.d.A.)

Ty =h(x1,..., T8 1)

und

UNQ={(z1,...,20) | xn > h(xy,...,2p1)}
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ist. Betrachte F'(z) =y gegeben durch
yi = m, i=1,...,n—1, (5.9)
Yn = Tp—h(z1,..., 20 1). (5.10)

Wir betrachten zunichst den Fall u(zo) = 0 und v € C'(Q). Betrachte
einen Zylinder Z der Hohe h und einer Kreisscheibe um g, mit Radius R in
Y1, ..., Yn_1 als Boden. Definiere eine Funktion v durch v(y) = u(F~1(y)).

Dann folgt
Yn 8 2 Yn 8 2
2 < Ly, | <h / L dy,.
)P < /]8y ) <o [l @
Insbesondere hat man
2
/|v\2dy§h2/ 88—” dy.
7 Z Yn
Daraus folgt
n 2
/ uf?dx < Ch? / 3 gg dz. (5.11)

F-1(Z) F-1(Z) =1

Ist nun u € W3""(2), so existiert eine Folge {u, },ew C C§(Q) mit
u, — u in W™P(Q)

fiir v — oo. Da (5.11) fiir jedes w, gilt, hat man (5.11) auch fiir u.
Daraus folgt nun

2

dz.

n

F [wwrasen [ 3

F-1(z) =1

ou
8@-

Da v stetig ist, folgt mit A — 0, dass v(y) = 0 auf der Kreisscheibe mit
Radius R ist, also u(zg) = 0. Da x( beliebig in 02 gewahlt ist, folgt der Satz.
[

Korollar 5.5.2
Ist p > n, 0Q von der Klasse C* und u € W, P(Q), so ist u = 0 auf 9.

Beweis. Es folgt sofort, dass u € C(£2). Dies impliziert die Behauptung. 0
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5.6 Differenzierbarkeit schwacher Lésungen

Satz 5.6.1
Es sei u € HY(2) eine schwache Lésung der Gleichung Lu = f in Q, wobei

1. L stark elliptisch ist,
2. a¥ b gleichméBig Lipschitz stetig sind,
3. ¢,d € L*>*(Q) sind,
4. f e L*Q) ist.
Dann gilt
1. fiir alle Q' CC Q ist u € H*(Q') und
2. |lull$y < C (lullfs + 1 fllz2@)
fiir eine Konstante C' = C(n, \, K,d') mit
K = max{lla oos e 15 o 0y, e oy, Nl ogon }
und d' = dist(2', R™\ ). Auflerdem erfiillt u die Gleichung punktweise f.ii..

Beweis. Da u schwache Losung ist, folgt fiir v € C(Q)

/aiijuDivgx = /gv dx, (5.12)

Q Q
wobei g € L*(Q) durch
g= "+ c)Du+ (Db +d)u— f
gegeben ist. Sei 2h < dist(suppv, R™ \ ©2). Dann ist fir 1 <k <n A v €
CH(Q). In der Gleichung 5.12 ersetzen wir v durch A, "v und erhalten

/gA;hvdx = /aiijuDi(A,;hv)dx

Q Q

= /aijD »uA’hD-vda:

= /A ZJDuDvd:c
Q
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Wir berechnen den Ausdruck

Al(a" Dju)(x) = % (a”(z + hex) Dju(z + hey) — a” (z) Dju(x))

- % (a” (z + hey)Dju(x + hey) — a” (x + hey) Dju(x)
+a”(z + hey,)Dju(z) — a” (x)Dju(z))
= a”(x + hex) A} Dju(z) + (Ala”(z)) Dju(z)

und erhalten

/aij(x + hex) DjAfuDyvdr = / —GDyv — gAvdx
J 0

mit G = (Gy,...G,), G; = (Ala")Dju. Damit schiitzen wir ab (nach Lemma
5.4.5)

/aij(x + hek)DjAZuDlvdx S (HGHLQ(Q) + ||g||L2(Q)) ||D’U||L2(Q)
Q
< (COKullls + 1 z2) 1DV 2.

Fiirs weitere sei n € C}(Q) mit 0 < 7 < 1 und v = P*Afu € C}(Q). Dann
folgt aus a”(x)&;&; > ME?, (D = (D4, ..., Dy)),

)\/ InDAM2dx < /nzaij(:c + hey) A} DiuAlDjudx
Q Q

< /aij (z + hey,) D;Alu(Dyw — 2AMun D) da

Q

(C(”)K”UH?z + ||f||L2(Q)) (||TIDAZU||L2(Q) + 2||AZUD7]HL2(Q))
+C(n) K |[nDARu| 20 | AfuDnl| 120 -

IA

Setze a = [nDAk, A = C(n)K, b = [[ull ey, c = || Fllz2y, d = [ DfuDnll 0.
Damit haben wir

Aa? (Ab+ ¢)(a + 2d) + Aad

(Ab+ c)a + (Ab+ d)2d x Ada

IAINA

< ea®+ (Ab+c)?e H(Ab +c)2d + + a’e

(Ad)*
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und damit

(A—2e)a®> < (Ab+c)* e (Ab+c)2d +

(Ad)*
£

und weiter

1

2
< .
C= T " 20) (Ab+ )? 1 2d(Ab + o) + A2

Dabei haben wir 0.B.d.A. angenommen, dass ¢ < 1. Durch Wurzelziehen auf
beiden Seiten erhélt man

a < C(A(b+d)+c).
Riickeinsetzen ergibt
InAEDullrz) < C (lullfz + I fllra@ + 105 uDnll2)
< ¢ (15w lDal) (ol + o)

mit C = C(n, A, K). Wir wiihlen speziell n = 1 auf Q' und sup || D[] < 2
mit d' = dist(2', R™ \ Q). Daraus folgt dann

1. Du e HY() fiir alle Kompakta in 2 und daher

2. u € H*({Y) (mit einer entsprechenden Abschiitzung) und

3. Lu € L2 (Q) mit Lu = f punktweise fast iiberall.

loc

Satz 5.6.2

Es sei L = > (a¥D;D; + V'D; + ¢) stark elliptisch mit Koeffizienten a" €
C%1(Q), b, c € L*°(Q) und ¢ < 0. Dann gibt es fiir f € L*(Q) und p € H'()
eine Funktion v € H'(Q) N HE .(Q) mit Lu= f in Q und u — ¢ € Hj(Q) .

loc
Beweis. Folgt aus dem soeben gezeigten. [l
Satz 5.6.3

Gegeben sei die Gleichung Lu = f, L stark elliptisch mit a”,b* € C*1(Q),
c,d e CkHLYQ), f e HYQ) fiir k > 1.
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Dann gilt fiir eine schwache Lésung u € H(S2), dass fiir jedes Kompak-
tum Q' CC Q u € H*2(Q) ist und es gilt eine Abschitzung der Form

”“”&2,2 <C (HUH% + ”f”&)

mit C = C(n,\, K,d', k) wobei

K = mas { a | sy, ¥ llomagy e lowsags Il o } -

Beweis. Induktion iiber k! [

Satz 5.6.4
Sei u € HY(Q) eine schwache Lésung des stark elliptischen Problems Lu = f
mit a”, b, ¢ d, f € C°(Q). Dann ist u € C*(Q).

Beweis. Folgt sofort aus den Sobolev’schen Einbettungssétzen. [

5.7 Globale Regularitit

Bisher hatten wir Glattheitsresultate in H?_({2) erhalten. Unter entsprechen-

den Regularitdtsannahmen an den Rand 0f2 wollen wir globale Regularitét,
d.h. v € H?*(Q) nachweisen.

Satz 5.7.1

Es sei der Operator L stark elliptisch mit gleichméBig Lipschitz stetigen
Koeffizienten a¥,b' und wesentlich beschrinkten Koeffizienten ¢!, d. Ferner
sei w € H'(Q) eine schwache Losung von

Lu=f, fe€L*N).

Zusiitzlich sei 92 von der Klasse C* und es existieren o € H?(f2), so dass
u— @ € H}(Q) ist. Dann ist uw € H?(Q2) und es gilt die a-priori Abschétzung.

lullZs < C (lullzze) + 11 fllz2@) + llellz) (5.13)
mit C' = C(n, A\, K,00).
Beweis: Zeigen wir (5.13) fiir w = u — ¢, so erhalten wir

[w]|$y < C (lwll 2@ + 1l r2)
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also

lu = llzs < C (llullz@ + 1 fll2@ + l2l2e)
und damit

lullzz < € (lullz@) + 11 flz2w) + llellz) -

Es reicht also (5.13) fiir w = u — ¢ zu beweisen. Zunéchst folgt aus Lemma
5.6.1, dass u € H}(2) durch [[u]|$y < C (||lullr2@) + || fllr2()) abgeschétzt
werden kann. Da 0Q € C?, existiert zu jedem zy € 99 eine Kugel B,,(zo)
und eine Funktion

Y By (xg) — Dy C R"
mit
V(B (29) N Q) C R} ={zreR" |z, >0},
Y(Bry(0) NOY) C ORY,

und

1/} € C2<Br0(x0))7 TWI S CQ(DO)
Sei Ry < rg, so dass Bgr,(xo) CC By,(xg). Setze Bt = Bp,(x9) N Q, D' =
Y(Bpr, (o)) und Dt = ¢(B™). Unter der Abbildung ¢ wird die Gleichung
Lu = f in BT auf eine Gleichung gleichen Typs in D% transformiert. Beachte

mit v(y) = u(y " (y)) erhilt man Dy = E Dju—=- wi und daher D;v =
F e Wiet
55 Dinu =%

dy; Oy;
Weiter gilt

(BTATE, €) = (ABE, BE) > M| BE|I* = ABJl¢|”,

mit B = inf{|Bz||,||z|| = 1}. Weiterhin ist mit B = D (z) und A = (a¥)
die Matrix BT AB durch

v = (BTAB)ij _ Z(BT zl ak Bk — Zalkblzbk] (bij)i,jzl,...n-
Lk

Der transformierte Operator hat nun die Form

LYw(y) Z a’ (y) Diju(y

Durch Differenzieren der Gleichung 1~ (¢)(x)) = z erhilt man
Dy~ (¢h(w)) Dip(z) =
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Die Konstanten K, A der transformierten Gleichung erhélt man aus K, A\ und
den Ableitungen von . Da u € H}(Q) ist v = uwot¢~! € H' (D). Fiir alle
n € CH(D') gilt nv € HJ(DT). Wir nehmen also an

v € Hy(DT) geniigt Lv = f in DY, nv € Hy(DV) V¥ € CL(D').
Fiir |h| < dist(suppn, 0€) und fir 1 <k <n —1 gilt
"’ Alv e H} (DY),
Daher folgt aus dem Beweis von Satz 5.6.1, dass
Dijv € L*((By,(z0) N Q)

fiir alle pg < Ry und falls & # n ist. Es bleibt eine zweite Ableitung D, u
iibrig. Aber die 148t sich sofort aus der Differentialgleichung abschétzen. Da-
mit ist u € H?(B,,(z9)). Da gy beliebig ist, gibt es endlich viele Kugeln
B, (z1), so dass u € H?(B,, (z)) ist und die Vereinigung Uy, B,, (zy) iiber-
deckt 9. Zusitzlich ist u € HY,, also ist u € H?(Q2) O
Nun folgen weitere Gléattungseigenschaften wie im vorigen Abschnitt.

Satz 5.7.2
Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.6.1 mit 0Q € C*2 o € H*2(Q)
mit u— p € HY(Q) folgt uw € H*2(Q) und

lull¥szz < € (lullag) + 1K + 1ol 22)

mit C = C(n,\, K, k,090). Sind a”,b',c,d, f € C®(Q),00 € C*, so ist

ue C®(Q).
Schliefflich ergeben die bisherigen Resultate zusammen:

Satz 5.7.3 B
Es sei L stark elliptisch mit Koeffizienten in C*(2) und ¢ < 0. Ferner sei

082 € C*. Dann gibt es zu f,p € C*({2) genau eine Lisung des Randwert-
problems Lu = f in Q, u = ¢ auf 0. Es gilt u € C*(1).
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5.8 Eigenwertaufgaben fiir elliptische Opera-
toren

Definition 5.8.1
1. Der elliptische Operator L heifit symmetrisch, falls

(Lu,v) = (u, Lu), Yu,v € Dy.

2. Definiere den Operator L* durch: v € Dy«, wenn es zu jedem u € Dy,
ein w gibt mit
(Lu,v) = (u,w).

Wir setzen dann L*v = w.

3. L* heifit selbstadjungiert, falls L symmetrisch ist und Dy = Dp-.

Bemerkung 5.8.2

Die Symmetrie eines elliptischen Operators ist leicht nachzupriifen, die Selbst-
adjungiertheit ist etwas schwieriger nachzuweisen. Der Satz von K.O. Fried-
richs® besagt, dass symmetrische Operatoren im wesentlichen selbstadjun-
giert sind. Wir zitieren diesen Satz ohne Beweis (vgl. Ubungsblatt 12).

Satz 5.8.3 (Friedrichs) )
Zu einem symmetrischen Operator L gibt es eine Erweiterung L mit D; D Dy,

und L ist selbstadjungiert.

Lemma 5.8.4

Es sei L ein elliptischer Operator L in Divergenzform mit Dy = H?*(Q) N
H(Q) und a¥ = @’ fiir alle i,j. L ist symmetrisch genau dann, wenn ¢’ =
—b'.

Beweis: Es sei u,v € H*(Q) N H}(Q), dann gilt

(Lu,v) = <Z D;(a” Dju) + Z D;(b'u) — Z b’ Diu + du, v)
= Z(—aiiju, D) — Z(biu, D) — Z(u, D) + (u, dv)

ij i i
= (u,Lv.)

°Kurt Otto Friedrichs (28.9.1901-31.12.1982) arbeitete iiber Analysis und mathema-
tische Physik. In seiner Dissertation beschéftigte er sich mit Beulproblemen elastischer
Platten, spéater untersuchte er neben hyperbolischen Gleichungen auch hydrodynamische
Probleme und mathematische Fragen in der Quantenfeldtheorie.
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O

Satz 5.8.5
Es sei L stark elliptisch auf einem beschrankten Gebiet ) mit Dirichlet-
Randbedingungen und symmetrisch. Dann ist (L) reell.

Beweis: Klar ist, dass alle Eigenwerte reell sind. Da L kompakte Resolvente
hat, besteht das Spektrum nur aus Eigenwerten. a

Bemerkung 5.8.6
Selbstadjungierte Operatoren haben reelles Spektrum, unabhédngig von der
Kompaktheit der Resolvente.

Satz 5.8.7 (Charakterisierung des kleinsten Eigenwertes)
Es sei L wie in Lemma 5.8.4. Dann ist der kleinste Eigenwert von L durch

L
min M, u € Hy(S2),
w, u)

charakterisiert.

Beweis: Der Beweis wird in den Ubungen fiir L = —A erbracht. Die Rech-
nungen sind identisch mit den hier benotigten. [

Satz 5.8.8 (Charakterisierung der restlichen Eigenwerte)

Es sei L wie in Satz 5.8.7. Es seien \q, ..., A\, die ersten n kleinsten Eigenwerte
mit zugehorigen Eigenfunktionen ¢y, ..., ¢,. Dann ist
L
Ant1 = min <(1Z’u1;> |u e Hy (Q), /ugojd:c =0,j=1,...,n
Q
Beweis: Wie zuvor. N

Satz 5.8.9 (Alternative Charakterisierung der Eigenwerte)
Es sei L wie in Satz 5.8.7. Es seien \;, © € IN Eigenwerte mit zugehdrigen
FEigenfunktionen ;. Dann ist

(Lu,u)
{u, u)

Api1 = maxmin

e H(Q), /u@z)jda::o, J=1 . n—1y v € H(Q).
Q
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Beweis: Zu zeigen ist, das fiir eine beliebige Auswahl von n-Funktionen v;
das Infimum kleiner oder gleich A, ist. Sei

(Lu,u)

{u, u)

A* = maxmin

e H(Q), /uwjdxzo, J=1.n—1% v € H(Q).
Q

Wir zeigen \* = )\, indem wir einerseits beweisen, dass A\, < A* und and-
rerseits \* < A\, gilt. Sei W,, der lineare Spann der Funktionen vy, ..., ¢, 1,
H, der Spann der Funktionen ¢y, ..., ¢,. Dann ist W N H,, # (). Sei u aus
diesem Schnitt von Linge 1, also u = Y ¢;pp; mit > ¢? = 1. Dann ist

n

=) A

=1

Da alle ¢ zwischen 0 und 1 liegen und als Summe den Wert 1, ist dies eine
konvexe Kombination der Zahlen Aq,..., A\, und insbesondere \* < \,,.

Mit der speziellen Wahl v; = ¢;, ¢ = 1,...,n — 1 bekommt man die
umgekehrte Ungleichung und damit ist der Satz gezeigt. a

Die Charakterisierung durch Variationsprobleme erlaubt Vergleichssétze
fiir Eigenwerte auf unterschiedlichen Gebieten.

Satz 5.8.10

Ist ¥ C Q, L ein gleichméfBig stark elliptischer Operator mit reellen und
glatten Koeflizienten. Seien o1, ... ,0,,... die Eigenwerte von L in H?(2) N
H}(Q) und entsprechend o}, ... 0!, ... die Eigenwerte von L in H*(Q') N

H} (). Dann gilt
O'; > 0j.
Beweis: Der Satz folgt aus der Charakterisierung durch Variationsprinzipien.

Durch triviales Fortsetzen wird aus u € H}(€Y') eine Funktion in H}(£2). Der
Fortsetzungsoperator H} () — HL(2) werde mit § bezeichnet.
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Dann ist

B .
o/, = max< min r(u,u) lu € Hy (), w Lvy, ..., v 1 ¢, (v1,. .., 00 1) € Hy(Y)"

<U,U>L2 )
B

= max < min M | u € Hol(Q'), Su Ll Fvr, ..., Fvp1p, (v, .., 00 1) € Hol(Q"
(u,u) 2 ’
B

= max < min M | u e Hol(Q'), Su L vy, .. v g, (V1,00 1) € HOl(Q)"_1
<U,U>L2

v

Dabei wird im letzten Schritt jedes der Infima vergroert, da wir mehr Funk-
tionen u zur Konkurrenz zugelassen habe. Fiir den vorletzten Schritt beachte
man, dass bei der Berechnung des Skalarproduktes (u, v)2(q) nur auf ' in-
tegriert wird und daher die Werte der v; auserhalb von €2 keine Rolle spielen.
Fur ein vollstdndiges Argument approximiere man noch u durch Funktionen
nu, n € C3(Q). Dann ist (nu,v) = (u,nv) und nv € H (V). [

B
max{min {L),u) lu€ Hy(Q), u L, .. ,vnl} (V1,. . 0n01) € H&(Q)"‘l}



