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5.1.4 Selbstadjungierte Operatoren

Wegen der Isomorphie zwischen H und H' gibt es fiir Abbildungen zwischen
Hilbertraumen H; und H, eine spezielle Darstellung fiir die duale Abbildung.

Definition 5.1.4.1. Es seien Hy, Hy zwei Hilbertraume und T € L(Hy; Hy). Die
Abbildung T* € L(Hy; Hy) heifit adjungiert zu T, falls fir alle x € Hy, y € Hy
qgilt
<T$7 y>H2 = <£L’, T*y>H1'
Die erste Beobachtung ist im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 5.1.4.2. Die adjungierte Abbildung existiert und ist eindeutig.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt einfach aus der Beobachtung z L =z fir alle z
gilt, so ist z = 0. Die Existenz ist ein wenig komplizierter: Fiir festes y € H, ist

x— (Tx,y)m,
stetig und linear. Also gibt es ein y* € H; mit
Tz, y)u, = (x,y" ),
Die Zuordnung y + y* ist linear und beschrénkt. Also hat man die Aussage. [J

Definition 5.1.4.3. FEs sei H ein Hilbertraum. Ein Operator T € L(H) heifst
selbstadjungiert, falls T* =T.

Satz 5.1.4.4. Ist T € L(H) selbstadjungiert, so ist

1Tl ey = sup (T, 2)nl.
z€H,||z||g=1

Beweis. Fir ||z||y = 1 hat man
(T, x| < | Txl|alleln = 1Tela <Tleanllelln = 1Tz

und daraus folgt SUp e 4,21 (Tx, )| < ||T 2m)-

Fiir die Umkehrung setzen wir & = sup ¢y 5 ;=1 [T, ) | und wéhlen ein 2 € H

mit Tz # 0. Sei
N L Ty
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und setze
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Dann ist (unter Verwendung der Parallelogrammgleichung)

17|77 =

—~

T(Az),u)g
(TAz+u), 2z +u)g — (T(Az —u), Az — u)y)

o ([Ihz + ull + 1Az — ul})

o ([N + [lul?)

el e SN e SN

1
— o (RNl + 55 1T= )
= allzllal|Tz]x.
Daraus folgt die Behauptung. m

Satz 5.1.4.5. Figenwerte selbstadjungierter Operatoren sind reell und Eigenvek-
toren zu verschiedenen Figenwerten sind orthogonal.

Beweis. Ist

Tex=XMx, ©#0

So ist
(Tz,2)y = M=%,

also A reell. Sind x, x5 Eigenvektoren zu A, Ag, so ist
/\1($1,$2>H = <A9017$2>H = <$1,AI2>H = )\2<$1,$2>H'
Also (z1,x9) g = 0. O

Wie schon frither bezeichnen wir mit £, = ker(7" — Aly) und entsprechend
R, = BILD(T — AMy). Mit dieser Bezeichnung gilt fiir einen selbstadjungierten
Operator T' das folgende Lemma.

Lemma 5.1.4.6. B
H =FE, @& R,.

Beweis. Zunichst iiberlegen wir uns, dass Ey L Ry. Ist z € Ey, y € Ry, also
y = (T — M)z, so hat man

(x,9)g = (x,(T — Mp)2)g = (T — Mpg)z,2)g =0,

denn fiir nichtreelles \ ist E) = Ey = {0} und fiir reelles ) ist offenkundig E) =
E5. Durch Approximatiorl beweist man, E\ L R). Zu zeigen bleibt F\+ Ry = H.
Angenommen =z 1 E\, + Ry. Dann ist fir z € H
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Also hat man B
<(T — )\]1]-[)33, Z>H =0

Da z beliebig war folgt nun (7' — Ay)z = 0. Dann ist « € E;. Dann ist H =
E5 + Ry. Aufgrund der obigen Uberlegung ist dann auch H = Ey @ R,. O

Korollar 5.1.4.7. Ist E\ = {0}, so ist Ry = H und %8 = (.

Lemma 5.1.4.8. Gilt fir ein A € C, ¢ > 0 und allex € H
(T = Mpg)z|a = cllz]a,

so ist A € Pr.

Beweis. Offenkundig impliziert die Voraussetzung Ey = {0} und damit Ry = H.
Die vorausgesetzte Ungleichung besagt auch, dass (T — 1) offen ist, also ist der
Operator surjektiv. m

Korollar 5.1.4.9. \ € C ist genau dann in X7 falls es eine Folge {x,}nen gibt
mat
Jealli =1 wnd Jin [T = Azl = .

Satz 5.1.4.10. Ist T selbstadjungiert, so ist Y C RR.

Beweis. Angenommen A\ = p + iv. Angenommen y = (T — M)z, dann ist

<£B7y>H = <T$,$>H—>\<$,$>H
(v,x)u = (z,9)n

und
(z,y)m — (y, 2)m = 2vil|z||3.
Also folgt
2ulilzlE < Ko v)ul + Ky, 2)ul = 20z, v)u| < 20|zllallyla.

Wir schlielen
viela < llylla = [T = Nzllu
und mit Lemma 5.1.4.8 ist A € Pr. O

Definition 5.1.4.11. Sei H ein Hilbertraum, T selbstadjungiert, so nennen wir

M = sup (Tx,x)g
die obere Schranke und
m= inf (Tz,z)y
z€H,||z||g=1

die untere Schranke von T'.



