Kapitel 3

Schwache Topologien und
kompakte Operatoren

In diesem Kapitel befassen wir uns mit weiteren Topologien auf
Banachridumen. Dabei wird der Begriff der Reflexivitit eine wichtige Rolle
spielen. Danach fiithren wir den Begriff des kompakten Operators ein und
werden sehen, dass diese auch in engem Wechselspiel mit der Theorie der
Fredholmoperatoren stehen. Riesz-Schauder-Theorie und spektrale
Eigenschaften von Operatoren runden das Kapitel ab.
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3.1 Schwache Topologien

3.1.1 Reflexivitat

Definition 3.1.1.1
Es sei X ein Banachraum, X' der Dualraum und X" der Bidualraum. Die
Abbildung

J: X — X" mit Ju(2') = 2'(2) fiir alle 2’ € X'
heifit kanonische Einbettung.

Definition 3.1.1.2
Ein Banachraum X heifit reflexiv, falls die kanonische Einbettung ein topli-
nearer Isomorphismus ist.

Beispiel 3.1.1.3
1. LP(Q, X)) ist fiir 1 < p < oo reflexiv, L'(Q, X) und L>(Q, X) sind beide
nicht reflexiv.

2. C([0,1],R) ist nicht reflexiv.

Satz 3.1.1.4
1. Ist X reflexiv, so ist jeder abgeschlossene Unterraum von X reflexiv.

2. Ist X reflexiv, so ist X' reflexiv.
Beweis. Siehe Ubungen. N

Bemerkung 3.1.1.5
Es gibt nicht-reflexive Rdume, die toplinear isomorph zu ihrem Bidualraum
sind, ein Beispiel dafiir ist der Jamesraum aus dem Abschnitt 2.1.3.

3.1.2 Topologien und Funktionale

Es sei X ein Banachraum.

Definition 3.1.2.1
1. Die schwache Topologie auf dem Banachraum X ist die grobste Topo-
logie Tg C PB(X), fiir die alle 2’ € X' stetig sind.
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2. Ist X' der Dualraum zu X, so ist die schwach*-Topologie die grobste
Topologie auf X', fiir die alle Funktionale " € X" der Form x" = Jx
stetig sind.

Bemerkung 3.1.2.2
Die schwache Topologie ist schwécher als die Normtopologie, da ja auch fiir
die Normtopologie alle beschrinkten Funktionale stetig sind. Entsprechendes
gilt fiir die schwach*-Topologie. Auf X' sind die schwache und die schwach*
Topologie im allgemeinen verschieden, in reflexiven Banachrdumen fallen sie
natiirlich zusammen.

Im néchsten Satz beschreiben wir Konvergenz und Umgebungsbasen fiir die
schwache, bzw. die schwach*-Topologie.

Definition 3.1.2.3
1. Fiir ein Tripel (n,€,¢) € IN x (X')" x (R4 )" sei

Uneo = {z € X |lsh(@)l <enk=1,....n},

/
n

wobei £ = (2),...,2)) und € = (eq,...,€,).

2. Entsprechend setzen wir fiir ein Tripel (n,n,e) € IN x X" x (IRy)"

Vinm,e) = {x' e X' || (x| <er,k=1,. ,n}

Satz 3.1.2.4
1. Die Mengen U, ¢y bilden eine Nullumgebungsbasis fiir die schwache
Topologie von X.

2. Die Mengen V(. bilden eine Nullumgebungsbasis fiir die schwach*
Topologie auf X'.

Beweis. Es reicht die Aussage fiir die Topologie auf X zu beweisen, der Rest
ist dann analog. Offenkundig sind in der schwachen Topologie die Mengen
der Form

Ultare) = {:c = ) 2/ ()] < g}

offen. Dann sind auch endliche Schnitte davon offen und jede der Mengen
Uln,g,e) ist eine offene Nullumgebung. Offenkundig ist auch jedes Funktional
stetig, wenn die Familie Uy, ¢ ) als Nullumgebungsbasis gewéhlt wird. g
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Definition 3.1.2.5
1. Wir nennen eine Folge {z,},en schwach konvergent, wenn fiir jedes
2’ € X' die Folge {z'(z,) }nen in K konvergent ist.

2. Die Folge {z,}n,en konvergiert schwach gegen zo € X, falls fiir alle
e X' gilt
lim 2/ (z,) = 2’ (o)

n—0o0

ist. Wir schreiben dafiir x,, — x¢ oder auch

ro=w — lim x,.

n—oo

3. Entsprechend nennen eine Folge {z! },ex schwach* konvergent, wenn
fiir jedes x € X die Folge {z],(x) }new konvergent ist.

4. Die Folge {x }nenw konvergiert schwach* gegen xj, € X', falls fiir alle
x e X gilt
lim 2/ (z) = z((x)

n—0o0

ist. Wir notieren diesen Sachverhalt durch z], —, xj,.

5. Eine Folge in X (in X') nennen wir eine schwache (oder eine schwach*)
Cauchyfolge, wenn fiir jedes ' € X' die Folge x'(x,) eine Cauchyfolge
(fiir jedes x € X die Folge z! (x) eine Cauchyfolge) ist.

6. Entsprechend nennen wir X bzw. X' schwach bzw. schwach* vollstiandig
wenn jede schwache (schwach* ) Cauchyfolge einen schwachen (schwach*)
Grenzwert hat.

Bemerkung 3.1.2.6
Aus der schwachen Konvergenz folgt nicht, dass der schwache Grenzwert
existiert. Allerdings hat man den folgenden Satz.

Satz 3.1.2.7
Der schwache (bzw. schwach*) Grenzwert ist eindeutig.

Beweis. Folgt einfach aus der Tatsache, z/(z) = 0 fiir alle 2’ € X’ impliziert
x = 0. 0

Wir benotigen den folgenden Satz, um weitere Aussagen iiber die schwa-
che Topologie machen zu kénnen. Dieser Satz hat allerdings auch eine ei-
genstindige Bedeutung.
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Satz 3.1.2.8
Ist X ein normierter Raum und X' separabel, so ist auch X separabel.

Beweis. Sei {2/, } e ein abzdhlbare, dichte Teilmenge in X’. Dann gibt es
zu jedem z, ein x, mit ||z,||x =1 und

1
[ (za)] 2 5 llznllx -

Sei Z die Menge aller rationalen Linearkombinationen der Elemente {:cn n e IN},

d.h.
Z = {Z 4%
i=1

Dann ist Z abzahlbar.

TE]N,inQ}.

Behauptung: Z = X. Angenommen, diese Behauptung sei nicht wahr, dann
gibt es (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach 1.3.2.1) ein nichttriviales Funk-
tional ', welches auf Z verschwindet. Sei {7, }ren eine Teilfolge, die gegen
7’ konvergiert. Dann ist

27, [ x7

17 = 2 e = 1@ = 2l ) @) = [, (2n)] = =5

Da die linke Seite gegen Null konvergiert, tut dies auch die rechte Seite. a

Korollar 3.1.2.9
Ein reflexiver Banachraum X ist genau dann separabel, wenn X' separabel
ist.

Beweis. Es muss nur noch die Hinrichtung gezeigt werden. Wegen der Re-
flexivitat ist mit X ist auch X" separabel, also auch X’ aufgrund des Satzes
3.1.2.8. a

Satz 3.1.2.10
Konvergiert x,, — x in einem normierten Raum X, so gilt

1. {x, }new ist beschrinkt,

2. der schwache Grenzwert ist im kleinsten bzgl. der Normtopologie ab-
geschlossenen Unterraum, der alle Folgenglieder umfasst,

3. und ||z||x < lminf, . [|z.| x-
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Beweis. Die erste Behauptung folgt aus dem Satz von der gleichméfiigen
Beschranktheit angewandt auf die Funktionale Jx,, € X”.

Wir kommen zur zweiten Behauptung: Angenommen, diese ist falsch, sei Z
der entsprechende Unterraum. Wir nehmen an, dass dieser den Grenzwert x
nicht enthalte. Dann gibt es, nach Hahn-Banach, ein Funktional z{,, welches
auf Z verschwindet und bei xy den Wert 1 = x((zo) annimmt. Dies ist ein
Widerspruch zur schwachen Konvergenz z,, — .

Die dritte Behauptung ist ebenfalls klar: fiir 2’ € X’ gilt
|2/ (2)| = lim |2/(z,)] < lminf ||2/]] x/|| 2| x-

Wiéhlen wir 2/, so dass 2’ (x) = ||z x, folgt die Behauptung unmittelbar. 0

3.1.3 Schwache Kompaktheit

Satz 3.1.3.1

Eine beschrinkte, schwach abgeschlossene Teilmenge A eines reflexiven Ba-
nachraumes ist schwach folgenkompakt, d.h. zu jeder Folge {x,}n,en in A
existiert ein xq € A mit x,, — xg.

Beweis. Sei {z,},en eine beschrinkte Folge in X, wir miissen zeigen, dass
wir eine schwach konvergente Teilfolge auswéhlen kénnen. Da nach Satz
3.1.2.10 der schwache Grenzwert einer Teilfolge im Abschluss des Raumes,
der von den x,, aufgespannt wird, liegen muss, beschranken wir uns zunéchst
auf diesen Unterraum R = span[zq,Zs,...|. Als abgeschlossener Unterraum
eines reflexiven Raumes ist dieser reflexiv. Nach Konstruktion ist R sepa-
rabel. Damit ist nach Korollar 3.1.2.9 der Dualraum R’ separabel und hat
demnach eine abzdhlbare dichte Teilmenge S" C R’ mit " = {r|,r},...}.
Also ist die [K-wertige Folge

{ri(z.)}ven

beschrankt und hat eine konvergente Teilfolge

{r1(zj,0)) bven-

OBdA sei nach n Schritten eine Folge

{leo---ojn(u) }VG]N
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ausgewdahlt, so dass

m 77, (%) 0000 ) fir o= 1,...,n existiert.

V—00 K

Betrachte die Folge
{leo---oj,,(u)}VEIN-
Dann existiert fiir alle p € IN

lim 77, (2,005, (1)) -

V—00

Dann existiert sogar fiir alle 7’ € R’

lim 7(2;;0..05,))-

V—00

Um die schwache Konvergenz der Folge §, = xj,c...0j,(») 2U zeigen, betrachten
wir die Abbildung
(: R —K:r'w— lim 7'(z,).

Diese Abbildung ist linear und beschriankt, also ist ¢ € R”. Damit gibt es ein
r € R mit Jr = £. Damit bleibt zu zeigen, dass

r=w— lim &,.
Dies folgt aber aus der Konstruktion. Ist die urspriingliche Folge in A, und

ist xg der schwache Grenzwert, so ist o € A, da A schwach abgeschlossen
ist. [l

Korollar 3.1.3.2
Ein reflexiver Banachraum X ist schwach vollstindig.

Beweis. Wir zeigen zunéchst: eine schwache Cauchyfolge ist beschrénkt.
Sei {z,}nenw eine schwache Cauchyfolge. Dann ist fiir jedes 2/ € X' die
Folge {2/(z,)}nen eine reelle Cauchyfolge und demnach beschriankt. Dann
ist {Jx,(2')}nen fiir jedes 2’ beschrankt und nach dem Satz von Banach-
Steinhaus ist die Familie Jx, beschrinkt, also auch die Folge der {x, },en.
Nach Satz 3.1.3.1 enthélt die Folge der z,, eine schwach konvergente Teil-
folge {z;()}ven mit (schwachem) Grenzwert z*. Angenommen es gibt eine
Teilfolge, die nicht schwach gegen x* konvergiert. Durch Ubergang zu einer
Teilfolge konnen wir sicher stellen, dass es ein € > 0 und ein ' € X’ gibt,
mit
|2 (Zn)) — @' (27)| > € fiir alle v.
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Dies widerspricht aber der Cauchyeigenschaft: es gibt ein N € IN, so dass fiir
alle n,m > N

@' (aa) = ()| < 5.
Sei v > N, dann ist

€ €
e < [a'(zn(v) =2 (27)] < |2 (n (V) =" () | H |2 (250)) =" (") < 545 =&

Dieser Widerspruch vollendet den Beweis. a

Der Hauptsatz dieses Abschnittes macht eine wichtige Kompaktheitsaus-
sage.

Satz 3.1.3.3
Es sei X ein Banachraum, dann ist die abgeschlossene Einheitskugel in X'
schwach* kompakt.

Beweis. Wir betrachten den Fall eines reellen Raumes, der komplexe Fall
ist ganz dhnlich.

Zu x € X betrachten wir das reelle Intervall I, = [—||z||x, ||=] x]- Es sei
c=1]z
reX

Nach dem Satz von Tychonov 1.1.2.12 (3) ist C' kompakt. Wir betrachten
nun die Menge B’ = {:El e X’

|2 ||x < 1}. Wir wollen zeigen, dass diese

Menge kompakt ist. Wir konstruieren nun eine Abbildung 7' : B’ — C'. Dazu
sei P, : C' — I, : 7 — 7,. Setze

Tx' € C durch P,(Tx") = 2/(z).

Offenkundig ist T'2'(z) € I,. Die Zuordnung 7" ist injektiv, denn Tz} = Tz},
bedeutet, dass x)(z) = z4(x) fir alle z € X und daher ] = zf. Nun ist
TB' c C. Die Konstruktion der Umgebungsbasen in X’ fiir die schwache
Topologie impliziert, dass 7' in beide Richtungen stetig ist. Daher ist B’
genau dann kompakt, wenn dies fiir T'B’ zutrifft. Daher geniigt es zu zeigen,
dass T B’ abgeschlossen ist. Sei also ¢ € TB’. Wir ordnen diesem nun eine
R-wertige Abbildung f : X — R zu, f(z) = P,o. Wir wollen zeigen, dass
diese Abbildung linear ist. Dazu seien z1,25 € X, A;, Ay € IR und es sei
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das Element U der Umgebungsbasis von o gegeben, das durch die Forderung
¢ e U, falls
|Pyo — P, (| <e, |Po—Po(l<e
und
‘PA1:B1+)\2$20- - P>\1$1+)\2:B2C| <ég,
definiert ist (beachte die Topologie in Produkten). Da o € T'B’, gibt es in
jeder Umgebung Elemente in T'B’. Sei T’z ein solches Element. Dann ist
|P,,0 — P, T2'| < e, |Ppo— P,T2| <e,
und
‘PA1$1+)\2$20- - P)\1$1+>\2$2Txl‘ <E.

Wegen der Linearitat von 2’ konnen wir nun abschétzen

MNP0+ APy — Prioyinnz0] < (M| Peyo — @' (21)] + [ M| | Peyo — 2/ (x2)] +
| Prioyaown0 — @' (A1 4 Ago)|
< (Ml 4 [Aef + e
Da e beliebig ist, folgt die Linearitdt der Auswertung von ¢. Da das zu-

gehorige Funktional auch beschrinkt ist, ist ¢ € T'B’ und der Beweis ist
erbracht. N

Satz 3.1.3.4
Ist X separabel, so ist B1(0) C X' schwach* folgenkompakt.

Beweis. Die Separabilitat impliziert das erste Abzéhlbarkeitsaxiom fiir die
schwach* Topologie, und dann folgt aus kompakt, folgenkompakt. 0

Satz 3.1.3.5
Ist X reflexiv und separabel, so ist B1(0) C X schwach folgenkompakt.

Beweis. Mit X ist auch X" separabel und damit auch X'. B;(0) C X"
ist schwach* folgenkompakt beziiglich der Anwendung der Funktionale auf
2’ € X'. Dann ist aber auch B;(0) C X schwach folgenkompakt. N

3.2 Kompakte Operatoren

In diesem Kapitel betrachten wir Operatoren, die in mehrfacher Hinsicht
ausgezeichnet sind. Historisch sind sie entstanden durch die Betrachtung von
Integraloperatoren, die wir ja auch schon in den Ubungen betrachtet hatten.
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3.2.1 Kompakte Operatoren

Definition 3.2.1.1

Es seien X, Y Banachrdume. Ein Operator L € L(X;Y') heiit kompakt, wenn
er beschrinkte Mengen in X auf relativ kompakte Mengen in Y abbildet. Die
Menge der kompakten Opertoren von X — Y werde mit K(X;Y") bezeichnet.

Beispiel 3.2.1.2
1. Essei K :[0,1] x [0,1] — IR stetig. Wir betrachten

Lz(t) = /K(t, s)x(s) ds.

Dieser Operator ist als Operator L : C([0,1],R) — C([0,1],R) kom-
pakt.

2. Operatoren mit endlich dimensionalem Bild sind kompakt.

Satz 3.2.1.3
Sind X und Y Banachraume, und ist T : X — Y kompakt, so folgt aus
Tp — X, dass Tz, —y Txy konvergiert.

Beweis. Angenommen z,, — zg, dann folgt, da T beschrankt ist, dass
Tx, — Txy. Angenommen, die Folge v, = Tz, konvergiert in der Norm-
topologie nicht gegen yy = T'zo. Dann gibt es eine Teilfolge y,,, die von y,
wegbeschréankt ist, also fiir eine Konstante K > 0 gilt

|Yne — Wolly > K

fiir alle k € IN. Da {x, },ew schwach konvergent ist, ist die Folge nach Satz
3.1.2.10 (1) beschriankt, 7" ist als kompakt vorausgesetzt und demnach hat
die Folge y,, = Tx,, eine konvergente Teilfolge. Diese konvergiert dann
gegen ein Element z # y,. Diese Teilfolge y,,, konvergiert dann auch schwach
gegen z. Da der schwache Grenzwert eindeutig ist, ist z = yy und dies ist ein
Widerspruch. a

Fiir den néchsten Satz benotigen wir noch ein Hilfsmittel aus der Topo-
logie.

Satz 3.2.1.4
Es seien U, X,Y,Z Banachraume. Die Menge der kompakten Operatoren
K(X;Y) ist eine abgeschlossene Teilmenge von L(X;Y"), ferner gilt fiir T €
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KX:Y), Ty € LWU;X) und Tr € L(Y;2), TTy € K(U;Y) und TT €
K(X;Z).

Bemerkung 3.2.1.5
Ist X =Y, so besagt der vorstehende Satz, dass K(X;Y') ein zweiseitiges,
abgeschlossenes Ideal in L£(X;Y) ist. !

Beweis von Satz 3.2.1.4: Beschrinkte Operatoren bilden beschréankte Men-
gen wieder auf beschrinkte Mengen ab, deshalb ist 777 kompakt. Ist eine
Menge relativ kompakt, so gilt dies auch fiir das Bild unter einem beschrink-
ten Operator (stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt! Fiir stetige
Abbildungen gilt f(A) C f(A), vgl. Aufgabe 7 (4). Ist also A kompakt, so
gilt f(A) C f(A) = f(A), da f(A) abgeschlossen ist.) Bleibt zu zeigen, dass
die kompakten Operatoren einen abgeschlossenen Unterraum von L£(X;Y)

bilden. Seien L € K(X;Y) und B C X eine beschrinkte Menge gegeben.
Wir miissen zeigen, dass LB relativ kompakt ist. Sei

C' = sup ||z|| x.
reB

Zue >0 gibt es ein K € K(X;Y) mit

€

L—-K vy < —.

I lecery < 55
Wir iiberdecken K B mit endlich vielen Kugeln B,.(y;), i = 1,...,s mit Ra-
dius r = 5. Sei V die Vereinigung der Kugeln B.(y;),i = 1,...s. Dann ist
LB C V, denn fiir z € B gibt es dann ein y; mit ||Kz — y;[|y < 5. Dann ist

aber

€
Lx—vylly < ||Lz—K Krz—uylly <||[L—-K . —
IZe—willy < No—Kelly +IKz-plly < LKoo lollx+5 < o C+5
Damit ist LB total beschrinkt, also kompakt. [l

Satz 3.2.1.6
Seien X,Y Banachrdume. Ein Operator T € L(X;Y') ist genau dann kom-
pakt, wenn T" kompakt ist.

Beweis. Ubungen. 0

Man beachte ein (zweiseitiges) Ideal I in einem Ring R ist eine Teilmenge, die selbst
ein Ring ist, und fiir die zusétzlich gilt RI C I, IR C I.

£ 5
< —=C+- ==
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3.2.2 Spektraleigenschaften

Wir wollen nun iiber Spektraleigenschaften kompakter Operatoren sprechen.
Dazu betrachten wir zunéchst den Begriff des Eigenwertes aus der linearen
Algebra. In diesem Abschnitt seien der Einfachheit halber alle auftretenden
Vektorraume komplex. Sei also X ein endlich dimensionaler, komplexer Vek-
torraum und A : X — X eine lineare Abbildung. Eine komplexe Zahl A € C
heilt Figenwert von A, falls es einen Vektor x € X, z # 0 gibt, mit

Az = Az, oder (A — Al)z = 0.

Dies ist aber dquivalent zu A — A1l ist nicht injektiv oder auch zu A — A1
ist nicht surjektiv. Injektivitdt und Surjektivitdt sind in endlich dimensio-
nalen Rdumen fiir Abbildungen X — X &dquivalent! Die Gesamtheit aller
Eigenwerte bildet das Spektrum der Matrix A und wird mit ¥4 bezeichnet.

Aufgabe 3.2.2.1
Man zeige: die Funktion fa : C\ X4 — GL(X) : A — (A — X)~! ist

holomorph?.

In einem unendlich dimensionalen Raum fallen Injektivitat und Surjektivitat
nicht zusammen, also muss man beim Begriff des Spektrums genauer unter-
scheiden. Wir beginnen mit einer linearen Abbildung 7" : X — X, die nicht
notwendig beschréankt ist.

Definition 3.2.2.2
1. Eine komplexe Zahl \ heifit Eigenwert von T', wenn T'— A1 nicht injektiv
ist, oder es ein x € X, x # 0 gibt, mit

Tx = \x.
Die Menge aller Eigenwerte werde mit XX bezeichnet.

2. Eine komplexe Zahl A\ € C liegt im kontinuierlichen Spektrum, wenn
T — M injektiv ist, das Bild BILD(T — M) dicht in X liegt und die
Inverse (T — A)~! nicht beschréinkt ist. Die Menge aller Punkte im
kontinuierlichen Spektrum bezeichnen wir mit %5..

2Wir erinnern an den Begriff der holomorphen Abbildung € — € als eine Abbildung,
die einer der beiden dquivalenten Bedingungen geniigt: (i) sie ist komplex differenzierbar,
(ii) sie ist analytisch (d.h. als Potenzreihe darstellbar). Fiir Abbildungen von € in kom-
plexe Rdume definiert man einen Begriff der Holomorphie durch die Darstellbarkeit einer
konvergenten Potenzreihe.
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3. Eine komplexe Zahl A € C liegt im Residualspektrum, wenn T —

injektiv ist und das Bild BILD(T — A1) nicht dicht in X liegt.
Menge aller Punkte im Residualspektrum bezeichnen wir mit 2.

4. Das Spektrum Yp des Operators T ist definiert als
Yr=Yr U uUxh
5. Das Komplement
Pr==C\Xr
bezeichnen wir als Resolventenmenge von T'.

Definition 3.2.2.3
Die Resolvente einer linearen Abbildung T ist die Funktion

R(T,") : Pr— L(X): A (T — )7
Aufgabe 3.2.2.4

139

A
Die

1. In einem Banachraum X gibt es zu jedem abgeschlossenen Unterraum

Y # X und zu jedem ¢ > 0 einx € X, ||z||x = 1 mit

2| x/y >1—¢.

2. Fin Banachraum ist genau dann endlich dimensional, wenn die abge-

schlossene Einheitskugel kompakt ist.

3. Ein Banachraum ist genau dann endlich dimensional, wenn die Abbil-

dung 1x : X — X kompakt ist.

4. Hat ein beschriankter linearer Operator auf einem Banachraum X fiir
einen Wert A\ € Pr eine kompakte Resolvente, so ist der Raum X

endlich dimensional.

Aufgabe 3.2.2.5
Ist T' ein beschrankter, linearer Operator, so ist Pr offen und es gilt

Py = {A eC ) T — Ay ist bijektiv} .

Satz 3.2.2.6

R(T,-): Pr — L(X) ist analytisch und erfiillt eine Abschétzung der Form

IR(T, M)l 2(x) < dist(A, Er).
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Beweis. Sei A € Pr und p € C, so dass
IR N o) < 1.
Wir betrachten
A+l =T =A\1—=T)(1 — pR(T, N)).

Da die rechte Seite invertierbar ist, gilt dies auch fiir die lineke Seite und
A+ m e P T. ]

Definition 3.2.2.7
Der Eigenraum zum Eigenwert \ ist der Unterraum

By={re X |Te =2},
Entsprechend definieren wir

E;Z{a;’eX’

T = ).

Satz 3.2.2.8
Ist 0 # X\ € C ein Eigenwert von T' € K(X), so ist ker(T'— A1) = E) endlich
dimensional, entsprechendes gilt fiir F\, = ker(T" — Alx/).

Beweis. Offensichtlich ist F) ein abgeschlossener Unterraum. Die Einheits-
kugel B} in E ist beschrinkt. Damit ist TB; relativ kompakt. Da T B} =
AB; ist B} kompakt und daher ist £\ endlich dimensional. Der gleiche Beweis
wird auf E) angewendet. N

Satz 3.2.2.9
Unter den Voraussetzungen des letzten Satzes gilt: Die Bildraume von T'— \1
bzw. T — M sind abgeschlossen.

Beweis. Es reicht die Abgeschlossenheit von BILD (7 — A1) zu beweisen, weil
die zweite Aussage dann aus dem Satz vom abgeschlossenen Wertebereich
Satz 1.5.5.2 folgt. Betrachte eine Folge {y,}new C BILD(T — A1) welche
gegen einen Wert yy € X konvergiert. Zu zeigen ist yo € BILD(T — A1). Sei
ZTn, S0 gewdhlt dass Tx, — A\x, = y,.

In einem ersten Schritt zeigen wir, dass es eine beschriankte Folge {z, }new
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gibt mit Tz, — Azp, = yn = Tz, — Axy,. Sei dazu ||[z,]||x/5,. Ist die Folge
{llzn]|lx/Ey }new unbeschrankt, so gibt es eine Teilfolge {||[zn,]||x/E, tren,
welche gegen unendlich konvergiert. Sei

1

Ty, =
" e dllxye,

T, -

Dann ist
||[jnk]||X/E>\ =L

Also gibt es Punkte v, € E), so dass w,, = Tp, — v, die Norm [Jw,, ||x < 2
haben. Dann folgt aber

1

(T — Mx)w,, = (T — M), =
(IS IBVZEN

Yn, — 0.

da T kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge der T'w,,. Dann konvergiert
aber die Folge der w,, selbst (beachte: (T' — Al)w,, und Tw,, konvergent
A # 0 impliziert wy,, konvergiert). Sei also w,, gegen wy konvergent. Dann
ist (T'— Mlx)wo = 0 und ||[wo]||x/e, = 1. Dies ist ein Widerspruch, der zeigt,
dass die Folge der ||[z,]||x/z, beschrankt ist. Damit kann man ein Folge v,
in F angeben, so dass x,, — v, beschrankt ist. Wihle nun z,, = x,, — v,,. Dies
ist eine beschriankte Folge.

Im zweiten Schritt wiahlen wir (unter Ausnutzung der Kompaktheit von 77)
aus der Folge der z; eine Teilfolge {z;, }rew aus, so dass T'z;, konvergiert. Dann
konvergiert z,, — x(yo +1imTz,,). Sei lim z,, = . Dann ist T2y = yo und
die Behauptung ist gezeigt. 0

Der Satz vom abgeschlossenen Wertebereich garantiert nun dass BILD(7T—

My ) =t ker(T" — Ay). Sei nun
EY = ker(T — Mx)™.

Es ist klar, dass
n __ ny\n - n n—v \n—vmqw
(T — Mx)" = (=1)"\"1x + ;1 (V) (=) VAT

ist und daher eine kompakte Storung der Identitéit ist. Damit ist fiir jedes
n € IN die Dimension dim E} endlich (und natiirlich monoton wachsend in
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Satz 3.2.2.10

Es sei A\ # 0. Dann ist die Folge e(n) = dim EY ist beschrankt, genauer es
gibt ein k € N, so dass fiirn < k gilt e(n) < e(n+ 1) ist und e(n) = e(k) fiir
allen > k.

Beweis. Zu zeigen ist e(n) = e(n + 1) impliziert, dass e(n) = e(n + m) fiir
alle m € IN. Ist dies gezeigt, so sei k& = min {n eN ’ e(n) =e(n+ 1)} Dann
folgt, fiir n < k die strenge Monotonie und n > k die Konstanz der Folge
e(n). Dass die Menge {n eN ‘ e(n) =e(n+ 1)} nichtleer ist, sieht man mit

folgendem Widerspruch: angenommen, es gibt eine Folge {x, }rew € EY mit
|2, || = 1 und dist(z,41, EY) > 5. Sei oBdA m < n und E}* C EY}. Dann ist

mit L=T -\
Al

|Txy — Tl x = |Avy + Loy, — Apy — Ly, [|x > 5 > 0.

~~
n—1
eEy

Dies widerspricht der Kompaktheit von T' (Existenz einer konvergenten Teil-
folge).

Sei also e(n) = e(n + 1), wegen EY C EY™ impliziert dies, dass E} =
EYT Sei also x € EYYF k> 1 dh. L"**z = 0 fiir L =T — AMy. Dann ist
LFz € ker L™ und L*~'z € ker L"*!. Da ker L™ = ker L™ ist, ist dann auch
L'z ¢ ker L" und x € Ef\”rk*l. Ist n4+k—1 > n, so lasst sich dieser Schritt
wiederholen und es folgt E5™ = E} und speziell e(n + k) = e(n). [

Korollar 3.2.2.11
Ist BILD(T — Mx) = X, so ist £, = {0}.

Beweis. Angenommen, die Aussage ist falsch und xq ist so gewahlt, dass
Lzy = (T — Mx)xo = 0. Konstruiere eine Folge {x, }seny mit Lz, = z,_ fir
n > 1. Dann ist fiir alle n € IN

L™z, =0 aber Lz, = xy.

Daher ist E} # EY'! und dies ergibt einen Widerspruch. N

Korollar 3.2.2.12
Es gilt BILD(T — My ) = X genau dann wenn Ey = {0}.
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Beweis. Die eine Richtung wurde eben gezeigt. Fiir die andere Richtung
iiberlegen wir uns, dass F)\ = {0} impliziert, dass BILD(7" — A\x/) = X'
und daher wegen Korollar 3.2.2.11 folgt F} = {0} und damit wieder mit dem
Satz vom abgeschlossenen Wertebereich BILD(L) = X. U

Satz 3.2.2.13
Fiir jedes 0 # X\ € C ist dim Fy = dim E}.

Fiir den Beweis benotigen wir noch eine niitzliche Hilfsaussage.

Lemma 3.2.2.14
Sind x,...,x, linear unabhingige Funktionale in X', so gibt es Elemente
Ty, € X mit 2(z;) = 0y fiiri=1,...,n,j=1,...,n.

Beweis. Sei K; = ker x; und

M= () Kk
k=1,k+#j
Wir zeigen
M; C K; genau dann wenn ; € span(z}, ... a5 1, 25,,...,2,]. (3.2.2.1)
Beginnen wir mit der Riickrichtung, also z; € span[z},... 2} |, 7j41,..., 2]

Sei x € M;. Nach Definition verschwinden alle z}, k # j im Punkt = und
da z’; eine Linearkombination dieser x) ist auch z(z) = 0 und x € Kj, also
Mj CK j-

Wir kommen zur Hinrichtung.

Sei also M; C K;. Wir betrachten eine Abbildung

A: X Ko (2 (2),. .2 (), 2y (2), ... 2 (2)) .

J—1 »n

Dann ist AX C IK"~! ein abgeschlossener Unterraum. Darauf definieren wir
ein Funktional ¢ durch

¥(Az) = o (@).

Zunéachst ist zu zeigen, dass ¢ wohldefiniert ist. Ist Az; = Axg, soist x1—x9 €
ker A = M; C K; und z(z,) = 2/ (72).
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Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es eine Fortsetzung von 1 auf IK"!,
nennen wir diese wieder 1. Dieses Funktional hat die Form

n—1
Y(y) = Zaiyi, a; € K.
i=1

Fir z € X gilt daher mit 3, =y, 1 < J,0; = a;_1, 1 > ]

S Bal(x) = $(Az) = o (2).
i#£]
Also ist ZL‘; Linearkombination der restlichen Funktionale.

Mit der Hilfsaussage aus Gleichung (3.2.2.1) lédsst sich nun das Lemma be-
weisen. Sei x; € M; \ Kj. Dann ist 2%(z;) # 0 und z(z;) = 0 fiir k # j.

Durch Normalisierung ist das Lemma gezeigt. a
Beweis von Satz 3.2.2.13. Sei z1,...,x, eine Basis fiir F, und &,...,&,
eine Basis fiir £. Nun gibt es (nach dem Satz von Hahn-Banach) 2/ ..., z],
mit z(z;) = &y, 4,5 = 1,...,n. Gleichzeitig gibt es auch nach Lemma

3.22.14 (1, ..., G € X mit () = 6iy, 4,5 = 1,...,m. Wir zeigen zunéchst
n > m und nehmen daher an n < m. Dann setzen wir

Sx =Tz — Zx;(:c)g}
i=1

S ist kompakt (als Summe eines kompakten Operators und eines mit endlich
dimensionalen Bild). Wir beweisen zunéchst die Zwischenbehauptung

ker S — My = {0}. (3.2.2.2)

Angenommen x € ker S — Al y. Dann ist Az = Sz und
Tx — \x = Zx;(:c)g}
i=1

Wenden wir auf diese Gleichung §; an, so erhalten wir mit

3 (Z%(@Cz‘) = Zﬂfﬁ(ﬂ?)fj(@)
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vi(x) = &(Tx — Nxx)
= (T = Ag)x
= 0,

da &; € EY. Also ist 2(r) =0, j =1,...,n und daher Tx = Ar und x € E).
Also ist
T = ZO’ZI‘Z
i=1

Wir wenden z; auf diese Gleichung an und finden
0= 2}(z) = 0y.
Also ist © =0, d.h.
ker S — Ay = {0}.

Nach Korollar 3.2.2.12 ist dann BILD(S — AMlx) = X und speziell existiert
ein x € X mit

St — A = (pa1-

Dann erhalten wir
1 =&i1(Cotr) = &n1 (S — Ax) = & (Tx — Az + Z%@)Q) =0,
i=1

denn T'x — Az ist nach Konstruktion in ker &, 1 und &,44(¢;) = 0 fiir j < n.
Dies ist ein Widerspruch und m < n.

Fiir den zweiten Schritt iiberlegen wir uns, dass die bisher bewiesene Aussage
impliziert
dim EY < dim E}.

Offenkundig ist dim £ > dim E) und damit ist die Behauptung gezeigt. U

3.2.3 Fredholm-Operatoren

Wir erinnern an die Definition 1.4.1.5 eines Fredholmoperators. In engem
Zusammenhang damit steht der sogenannte Fredholmindex, den wir jetzt
einfiihren.
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Definition 3.2.3.1
Sei T' € L(X;Y) ein Fredholmoperator. Dann nennt man die Differenz

ind(7T") = dim ker 7" — codim BILD(T')

den Fredholmindex von T'. Ein abgeschlossenes Komplement des Bildes wird
auch als Kokern cokerT' von T' bezeichnet.

Satz 3.2.3.2
Sei X ein Banachraum, T' € KC(X;Y'), dann ist 1x +T ein Fredholmoperator
vom Fredholmindex 0.

Beweis. Wir hatten bereits gesehen (Sétze 3.2.2.8 und 3.2.2.9), dass Kern
und Bild von 14 7" abgeschlossen sind. Aus dim ker(ly +7") = dimker (1, +
T") (Satz 3.2.2.13) folgt mit dem Satz vom abgeschlossenen Wertebereich
1.5.5.2 codim BILD(1y + 7') = dimker(lys + 7") = dimker(lx + 7) und
damit ist die Behauptung gezeigt. N

Wir hatten bereits in den Ubungen den folgenden Stoérungssatz gezeigt,
der Vollstandigkeit halber geben wir hier den Beweis an.

Satz 3.2.3.3
1. Die Menge der Fredholmoperatoren ist offen in L(X;Y).

2. Der Index eines Fredholmoperators ist stabil gegeniiber kleinen Stérun-
gen in L(X;Y), d.-h. ist T ein Fredholmoperator vom Index k, so gibt
es ein 6 > 0, so dass S € L(X;Y) mit ||S —T||zx,v) < 0 impliziert S
ist Fredholmoperator und

ind(S) = ind(7T).

Der Beweis benutzt einen Hilfssatz, der auch fiir sich recht niitzlich ist. Um
diesen zu formulieren, wollen wir noch einen Begriff einfiihren.

Definition 3.2.3.4
Wir sagen eine Abbildung T € £(X;Y') zerlegt, falls ker T' einen abgeschlos-
senen Komplementédrraum besitzt.

Hilfssatz 3.2.3.5
Es seien X,Y Banachrdume. Dann gilt:

1. die Menge der toplinearen Isomorphismen ist offen in £(X;Y).
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2. die Menge der zerlegenden surjektiven Abbildungen G£(X;Y") ist offen
in der Menge £(X;Y).

Bewelis.

1. Es sei T ein toplinearer Isomorphismus. Dann ist Iy = 7! o 7. Dann
gibt es eine offene Umgebung U von lx in £(X), so dass alle B € U
invertierbar sind. (Darstellung durch die Neumannsche Reihe). Dann
ist die Menge

{TB ‘ BeU }
eine offene Umgebung von 7" in £(X;Y) und jedes Element darin ist
invertierbar.

2. Es sei T € L(X;Y) eine zerlegende, surjektive Abbildung mit K =
kerT" und M einem abgeschlossenem Komplement zu K in X, also
K, M abgeschlossene Unterrdume mit

X=KoM.

Damit hat jedes x € X eine eindeutige Darstellung z = k +m, k €
K, m € M. Wir ordnen der Abbildung 7" eine Abbildung

S: X —=>YxK:x=k+mw (Tz, k)

zu. S ist linear, stetig, injektiv und surjektiv, also ein toplinearer Iso-
morphismus. Damit garantiert unser Hilfssatz eine offene Umgebung
Win L(X;Y x K) von toplinearen Isomorphismen. Essei p: Y x K —
Y : (y, k) — y die Projektion und

T L(X;Y X K)— L(X;Y): L~ po L.
Die Abbildung 7 ist linear stetig und surjektiv, also offen und
(W) C L(X;Y)

ist eine offene Umgebung von 7.
a
Beweis von Satz 3.2.3.3. Nun sei 7' € L(X;Y) ein Fredholm-Operator
vom Fredholm-Index k € Z. Es sei K = ker T und X = K @& M eine Summe
abgeschlossener Unterrdume, C' = coker T ein abgeschlossenes Komplement
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zu BILD(T'). Wie zuvor schreiben wir fiir die eindeutige Zerlegung von x € X
x = k + m. Damit bilden wir eine neue Abbildung

R:(XxC)—= (Y XxK):(x,c)— (Tx+c,k).

Die Abbildung R ist linear, injektiv: R(z,c) = (0,0) impliziert k£ = 0, also
Tx =0 und ¢ = 0 und damit auch x = 0, sie ist beschriankt und surjektiv,
denn (y,k) € Y x K, so gibt es ein m € M, c € C' mit T'm+ ¢ = y und damit
ist

R(m+k,c) = (y, k).

Damit ist R ein toplinearer Isomorphismus und wieder gibt es eine offene
Umgebung von R, sagen wir W von toplinearen Isomorphismen X x C' —
Y x K. Wiederum ordnen wir jedem .J € W einen Operator

L=poJoi

zu, wobei p wie zuvor die Projektion ist, i : X — X x C' die Inklusion. Die
Menge der Abbildungen

W:{pOJoi‘JGW}
ist offen in £(X;Y') enthélt 7" und es bleibt zu zeigen, dass
1. jeder Operator dieser Form ein Fredholm-Operator ist und
2. Index k hat.

Wir wollen dies in der angegebenen Reihenfolge abarbeiten.

1. Jeder Operator dieser Form hat abgeschlossene Komplemente fiir Kern
und Bild und ein abgeschlossenes Bild, daher muss nur gezeigt werden,
dass Kern und Kokern endlich dimensional sind. Der Kern ist gerade
gegeben durch

X x{0}nJHO)

und der der Kokern ist gegeben durch
K x{0}ynJYY).

Beide Raume sind offensichtlich endlich dimensional und damit ist der
Operator ein Fredholm-Operator.
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2. Um den Erhalt des Fredholm-Indexes zu beweisen, miissen wir die Si-
tuation etwas genauer betrachten. Sei dxc = dim {k eK ’ Jk € C’}.

Dann ist
dimkerpo Joi=dim K — dg¢

und
dimcokerpo Joi=dimC — dge.

Damit wird die Differenz

dimkerpo Joi—dimcokerpoJoi=dimK —dimC = k.

a

Bevor wir diesen Abschnitt mit einem wichtigen Stérungssatz fiir Fredhol-

moperatoren abschliefen, wollen wir noch eine Charakterisierung fiir Fred-

holmoperatoren angeben, die bei diesem und manchem anderen Beweis sehr

niitzlich ist. Kurz gesagt bedeutet dies, dass ein Operator genau Fredholm

ist, wenn es Operatoren gibt, die fast links-, bzw. rechtsinvers sind, d.h. die

Hintereinanderausfithrung unterscheidet sich von der Identitdt nur um einen
kompakten Operator.

Satz 3.2.3.6
Es seien X,Y Banachrdume und es seil € L(X;Y). Dann ist T' genau dann
ein Fredholmoperator, wenn es Sp,, Sg € L(Y; X) gibt, mit

SLT—]I)(EIC(X), TSR—]lyEIC(y)
Beweis. Ist ST — 1x kompakt, so ist dim ker(S;7T") < oo und wegen
ker(T") C ker(S.T)

ist ker 7" endlich dimensional. Aus T'Sg — 1y kompakt, folgt BILD(7'Sg) hat
endliche Kodimension und wegen BILD(T") D BILD(7'Sg) ist die Kodimen-
sion von BILD(T) endlich. Dann ist BILD(T") abgeschlossen und 7" ist ein
Fredholmoperator.

Ist umgekehrt 7" ein Fredholmoperator, so gibt es jeweils ein abgeschlossenes
Komplement V' zu kerT" in X und ein abgeschlossenes Komplement W zu

BILD(T) in Y, d.h.

X=VakerT Y =BILD(T)®W.
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Dann ist B
T =T, :V — BILD(T)

linear, beschrinkt und surjektiv, also offen und 7 ist stetig. Definiere S €
L(Y; X) mit )
S:Y — X :(t,w)— T,

Dann ist
(ST —x)(w+ k) =T 'Tv—(v+t)=(w+0)— (v+1) = —t
die negative Projektion auf ker 7" und
(TS — y)(t +w) =TT 't — (t +w) = —w

ist die negative Projektion auf den Komplementidrraum von BILD(T'). Pro-
jektionen auf endlich dimensionale Unterrdume sind stetig, also folgt die
gewiinschte Eigenschaft. a

Satz 3.2.3.7

Seien X, Y ein Banachrdume, K € K(X;Y) und T € L(X;Y) ein Fred-
holmoperator mit ind(7') = k € Z. Dann ist T + K ein Fredholmoperator
mit

ind(T+ K) =k = ind(T).

Bemerkung 3.2.3.8
In dem sehr schénen Buch von Booss[6] findet man (wichtige) Anwendungen
dieser Aussage.

Beweis. Seien Sy, Sk wie im letzten Satz gewéhlt. Dann ist
S(T+K)—1x =(S.T—-1x)+ S.K
als Summe zweier kompakter Operatoren kompakt, entsprechendes gilt fiir
(T'+ K)Sgr — 1y = (T'Sg — 1y) + KSg.
Also ist T'+ K ein Fredholmoperator. Die Abbildung
R—L(X;Y): t—T+tK
ist stetig, also ist aufgrund unseres Satzes 3.2.3.3 die Abbildung
R —Z:t— ind(T+ tK)
lokal konstant, also konstant und

ind(7T) = ind(T 4+ K).
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3.2.4 Riesz-Schauder Theorie

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem Satz abschlieflen, der die Spektralei-
genschaften kompakter Operatoren zusammenfasst. Dazu sei n()\) das maxi-
male e(n) aus Satz 3.2.2.10.

Definition 3.2.4.1

Fiir A # 0 aus dem Xp, T € K(X) heifit n(\) die Ordnung des Eigenwer-
tes, die Dimension dim F wird als geometrische Vielfachheit bezeichnet. Die

Dimension von Ef(’\) heiBt algebraische Vielfachheit.

Satz 3.2.4.2
Es sei X ein Banachraum, T' € K(X). Dann gilt

1. 0 € 2y,
2. fir 04\ € Oy, dass A € LE,

3. fir 0 # X\ € Y sind die geometrische und algebraische Vielfachheit
endlich.

4. die Rdume E;L(’\) und BILD(T — A1)"™ sind abgeschlossen und kom-
plementér und invariant unter T"— A1

5. das Spektrum der Einschrédnkung von T|
BILD(T-A1)"(})

ist gegeben durch
X\ {A}.

6. Der einzige mogliche Haufungspunkt in Y7 ist 0.
Beweis.
1. Wurde in den Ubungen gezeigt.

2. Ist A # 0, so ist fiir A ¢ ¥ der Operator 1 — +7 injektiv, also nach
Satz 3.2.2.12 surjektiv und damit ist A ¢ Xrp.

3. Folgt aus der Aussage von Satz 3.2.2.10.
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4. Die Abgeschlossenheit der genannten Raume ist offensichtlich, ebenso
die Invarianz. Die Komplementaritét der beiden Rdume sieht man wie

folgt: ist 0 # o € BILD(T — A1)"™ Nker(T — M)W, so ist
0#x=(T—\1)"Wy
fiir ein geeignetes y € X und
(T — A1)*"Ny =0,

was bedeutet

e(2n(N)) > e(n())
und dies ist ein Widerspruch.

5. Wurde in den Ubungen gezeigt.

6. Siehe Ubungen.



