Kapitel 2
Riume der Funktionalanalysis

In diesem Kapitel widmen wir uns der Betrachtung einer Reihe von
R&umen, die aber nicht nur als Sammlung von Beispielen fiir die bisherige
Theorie gelten sollen, sondern sie sind auch fiir sich wichtig. Die
Entwicklung der Mathematik ist iiber weite Strecken gepragt vom Wunsch
Gleichungen zu 16sen. Integral- und Differentialgleichungen kénnen als
Gleichungen in solchen Rdumen interpretiert werden. Natiirlich fithren neue
Aufgabenstellungen eventuell auf Formulierungen in neuen Rdumen und
daher ist es wichtig, Methoden und Beispiele von Rdumen zu kennen.
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2.1 Folgenrdume

2.1.1 Konvergente Folgen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Unterraume des Raumes beschrankter
Folgen.

Definition 2.1.1.1
Es sei £>° wie zuvor die Menge aller beschréinkten Funktionen IN — IK, mit ¢
bezeichnen wir den Unterraum der konvergenten Folgen in Zeichen

c:{xeﬁoo

lim x, erstiert} )
n—oo
Wir definieren fiir x = {x, }nen

1xl[c = sup |zn| = [[x[[¢.
nelN

Satz 2.1.1.2
(¢, || -|lc) ist ein normierter linearer Raum. Der Raum ist beziiglich der indu-
zierten Metrik vollstandig.

Beweis. Da ¢ C (™ reicht es festzustellen, dass die algebraischen Operatio-
nen nicht aus ¢ herausfithren, das sind bekannte Sétze der Analysis. Damit
ist (¢, - ||c) ein normierter linearer Raum. Die Vollstandigkeit folgt, wenn
wir zeigen, dass ¢ ein abgeschlossener Unterraum ist. Also sei {x"},cn ei-
ne konvergente Folge in ¢ mit Grenzwert x € (*°. Zu zeigen ist, x € c.
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Wire x ¢ ¢, so hitte die Folge, da beschriankt mindestens zwei verschiedene
|o—

Haufungspunkte a, b. Sei € < Ta‘ Sei N € IN mit n > N impliziert

€
I = x"[le < =

5
und j, k > N impliziert
n n 6
|2} — x| < =
Wahlt man nun k£, m > N mit

£ 3
|xk—a|<gund |$m—b|<g,

so erhalt mit

la—b] < la—xp+ 2K — T + T — b
< o= a4 ok — wglylley — @ lle + o, — 2m| + [2m — b]
< &
U
Definition 2.1.1.3
Der Raum ¢ ist der Unterraum von c aller gegen 0 konvergenten Folgen.
Satz 2.1.1.4
co ist ein abgeschlossener Unterraum von c.
Beweis. Offenkundig. [l

Definition 2.1.1.5
Wir erinnern an die Definition des Raumes bv in 1.2.2.2.

Aufgabe 2.1.1.6
Man zeige: bv C c.

Aufgabe 2.1.1.7
Kann man fiir x € bv die Werte ||x||py, ||||X]|c vergleichen?

Aufgabe 2.1.1.8
1. Ist x — lim,_. |x,| eine Norm auf c.

2. Ist x — lim,,_,o, =, ein Element von ¢ .
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2.1.2 Die Raume /P

In diesem Abschnitt wollen wir u.a. einen wichtigen Satz beweisen, die Holder-
sche! Ungleichung fiir Folgenriume. Entsprechend der Bezeichnung aus Bei-
spiel 1.1.5.6 definieren wir nun die Rdume ¢7.

Definition 2.1.2.1
Es sei

P = XZ]N—>]K’ Z|xn|p<oo
n=1
Wir setzen fiir x € (P

%0 ’
1%l = <Z|xn|”> :
n=1

Hilfssatz 2.1.2.2
Fiir p,q € [1,00) mit

1 1
T4 =1
p q
und a,b > 0 gilt
alP b
ab < — + —.
p q

Beweis. Wir betrachten fiir € (0, 00) die Funktion

+ .
p qx?
Dann ist
g (x)=aP b — g7

Damit ist die Funktion monoton auf den Intervallen (0,1) und (1, 00). Die
einzige Nullstelle der Ableitung liegt bei = 1 und liefert den Funktionswert

Ludwig Otto Holder (22.12.1859-29.8.1937) arbeitete an den Universititen Gottingen,
Tiibingen und Konigsberg. Er trug zu vielen Gebieten der Mathematik bei, im Mittelpunkt
seines Werkes steht die Algebra mit Untersuchungen spezieller Gruppen. In der Analysis
stammen u.a. Arbeiten zur Potentialtheorie und ein Satz iiber das Verhalten holomorpher
Funktionen in der N&he wesentlicher Singularitdten von ihm. In der Mechanik fithrte er
das Hamiltonsche Prinzip fiir nichtholonome Zwangsbedingungen ein.
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9(1) = . + 5 = 1. Damit ist g > 1. Setze =

L

bpr

p q

ad br

1< - 4+
< g(z) P

Multiplikation mit ab ergibt
atte b1+q
ab < —— F ——
p q
Nun kann man die urspriingliche Gleichung

1 1

Dies ergibt

— 4+ — = 1 umschreiben zu q + p = pq

p q

oder

1—|—£:p, bzw.1+€:
q p

Dies ergibt die gewiinschte Formel
al bl

ab < — + —.
p q

Satz 2.1.2.3 (Holder)

D-

7

Istl<p<q<oound%+%:1sog1'1tfiirx€£pundyEﬁq,dass

{xnyn}nEIN S gl und

{2y }newlle < [/l |yl

Bewelis. Setze

|z |P |yl
=

n = ’

Dann ist nach Hilfssatz 2.1.2.2

1 1 1 1
|Sn|P[tn]? < =[sn| + =t
p q

Damit ist

Z|$Jy]| = pHXHp ;‘ ;| +

HXHzPHsz

QHyHﬁq j=1

|ea.

Iy llz

nl-

ZM
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Fiir n — oo ergibt sich in der rechten Ungleichung die Gleichheit und es folgt

[{znyn fnenllen < [[x[ler [y lea-

Satz 2.1.2.4 (Minkowski)
Fir1 <p<oo und x,y € * gilt

1% +yllp < lIxllp + 1yl

Beweis. Um die Dreiecksungleichung in IK ins Spiel zu bringen, betrachten
wir

HX + .V||§p = Z |$n + yn|p
n=1

<3 A yalP ]+ )

n=1

IA

Z |2 4y [P+ Z [yl + Y|P
n=1 n=1

Nun ist mit

die Folge
{|xn + yn|p_1}n€]N S Eq

und daher folgt mit der Holderschen Ungleichung

Sl + vl S yallza F vl < (xller + 1y o)1 20 + yalP Fnerlen
n=1 n=1

p—1

P
(Ixller + [[yller) <Z |z + yj\(””q>

jEN

p—1

= (o +I1ylle) <Z [, +yj|p> ,,

jEN
p=1
= (Ixller + llylle)lIx + ¥ lls" -
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Insgesamt haben wir also
-1
1+ yllee < (lIxller + [lyller) % + ¥l

Daraus ergibt sich das gewiinschte Resultat unmittelbar. a
Daraus ergibt sich nun die folgende wichtige Aussage.

Satz 2.1.2.5
Es sei 1 < p < oco. Dann gilt:

1. (7| - ||e») ist ein normierter Raum.
2. Dieser Raum ist vollstédndig, also ein Banachraum.

Beweis. In der ersten Aussage sind alle Teilaussagen bis auf die Dreiecks-
ungleich vollkommen elementar und letztere folgt aus der Minkowskischen
Ungleichung Satz 2.1.2.4. Bleibt die zweite Aussage. Wir beginnen mit einer
Cauchy-Folge {x"},ew in (€7, || - ||ler). Wiederum folgt sofort, dass fiir alle
j € IN die Folge

{x?}nEIN

eine Cauchyfolge in KK ist. Damit finden wir die Folge x = {x;} ;e mit

— 3 n
x; = lim T
n—oo
Zu zeigen ist, dass
X €
x = lim x™.
n—oo

Fiir die erste Aussage, kann man die entsprechende Abschéitzung aus dem
zweiten Beispiel aus 1.1.5.6 fast wortlich ibernehmen. Sei ¢ > 0 gegeben,
n € IN so groB, dass n,m > N impliziert

£
|x" — x| < <.

2

Sei n > N, so existiert ein 7 > n mit

(55 ) -

Jj=r+1

DO ™
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Dann gilt fiir alle m > n

1

o0 P
> lar) <

j=r+1
denn
00 P
Dol ) = sht )X lw < (1(sht) X" —(sh )X [+ ]| (sh™) X" o < e.
Jj=r+1
Da x € (P, gibt es auch s > r mit
1
o0 P
€
> i) <5
<j=s+1 2

Dann gibt es ein £ > s mit m > k impliziert

—

s P
Z\xj -z <e.
j=1

Dann ist fiir m > k

1 1
S p > p
[x = x"ler < (Zm —ﬂfﬂp) + (Z |z; —x;”\p>
j=1

j=s+1
< e+ [[(shT)x]ler 4+ [(shT) "X [l ev
< 3e.

2.1.3 Jamesriaume

Wir betrachten Zerlegungen von IN

3:{(n1,n2,...,nr) ng<ng <---<n,, re]N}
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und definieren damit den Unterraum J C ¢ als die Menge

( 1 )

r—1 2
sup (Z |xnk+1 - $nk|2 + |xm - xn1|2> | Z €3 <00

k=1
\ Vs

Wir setzen fir x € J

J=<XE¢

p

r—1 %
Ix/[5 = sup (Z o e %\2) | Z€3

k=1
\ 7/

Lemma 2.1.3.1
(3,1 - |l3) ist ein Banachraum.

Aufgabe 2.1.3.2
1. Entscheiden Sie ob die Folge x = {1}, e in J liegt. Wenn ja, was ist
%157

2. Geben Sie eine Folge in ¢y an, die nicht in J liegt.
Alle monotonen Nullfolgen sind in §, Was ist ||x||; fiir ein solches x.

Definition 2.1.3.3
Dieser Raum wird als Jamesraum? bezeichnet.

Beweis. Wieder sind die meisten Punkte unmittelbar klar, wir wollen kurz
auf die Implikation ||x||; = 0 impliziert x = 0, die Dreiecksungleichung an-
sprechen und danach auf die Vollstdndigkeit eingehen.

Ist ||x]|3 = 0, so ist insbesondere
sup {|zx — 5| | s > k} =0,
d.h. die Folge ist konstant und da sie in ¢; liegt, ist x = 0.

Wiéhlen wir einen festen Vektor Z = (ny,...,n,) von r natiirlichen Zahlen
und betrachten

r—1 %
[x|7 = <Z T N e x\>

k=1

2Robert Clarke James, zeitgenossischer amerikanischer Mathematiker, promovierte am
CalTech und lehrte an der Claremont Graduate University
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Dann gilt offensichtlich

x+ylz <|x|z+ |ylz

Der Ubergang zum Supremum erhilt die Ungleichung und damit ist die Drei-
ecksungleichung gezeigt.

Wir kommen zur Vollstandigkeit von J. Wir betrachten also eine Folge {x"},,cn.
Jede dieser Folgen liegt in ¢y, daher gibt es zu jedem ¢ > 0 und jeder dieser
Folgen ein K (n), so dass j > K(n) impliziert

nt €

Wahle N € IN, so dass fiir

£
n,m > N gilt [|[x" —x"||; < —.

V2

Fixiere n > N. Dann gilt fir j > ¢ > K(n) und fiir die Wahl

Z =A{i,j}, (r=2)
2|:E;” -z —a" + o < |x™ - X"||§
Mit j — oo folgt, dass
e
T
Also ist fiir jedes ¢ € IN die Folge {z!'},en eine Cauchyfolge und daher

konvergent. Damit existiert eine Grenzfolge

|z}

i _me <

x = {zi}ien.
Fixiert man eine Zerlegung Z C IN, so gilt
x|z = lim |x"|z.
n—oo

Angenommen
{\X|Z ’ S 3} ist unbeschrankt,

so gibt es ein Z mit

x|z > 1+ sup {||xn||3 ‘ ne 1N}.
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Dann hat man aber mit
x|z = lim [x"| < liminf x5 < sup {|x"3 ‘ nen}
n—oo n—oo
einen Widerspruch. Also ist x € J. [l

Satz 2.1.3.4 (James (1951))
Der Raum J ist toplinear isomorph zu 3", aber J : J — J” ist nicht surjektiv,
die Kodimension des Bildes von J unter der kanonischen Abbildung J ist 1.

2.1.4 Dualriaume

Wir beginnen mit der Angabe der Dualrdume zu /7 fiir 1 < p < oco. Dies ist
Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 2.1.4.1
Fiir 1 <p < oo und q € (1,00] mit % + % = 1 gibt es einen Isomorphismus

T:0"— (P):y—¢&

£(x) = Z TiY;-

T ist eine Isometrie.

Beweis. Die Abbildung T ist linear und beschrankt, letzteres folgt aus der
Holderschen Ungleichung. Sie ist injektiv, denn ist y € ¢9 und

fiir alle x € (7, so folgt mit x' = {z% },en und z,, = d;,, auch
0=¢(x') = us
Also ist y = 0.

Bleibt die Surjektivitdt. Dazu sei £ € (), wie zuvor setzen wir
yi = &(x)
und y = {y; }iewv. Wir miissen zeigen, dass y € (7 liegt. Setze fiir N € IN

yN:{yl,...,yN,O,O,...}
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und

[En(x)| = < [1En |l evy-

N
E YiT;
i=1

Natiirlich hat man mit der Holderschen Ungleichung auch eine Abschéitzung

N
S i < [y sl
=1

Dies reicht nicht um eine gleichmiige Abschétzung der ||y™ ||z zu erreichen,
also muss man genauer argumentieren. Dies beweist auch gleich, dass T' eine
[sometrie ist. Wir definieren eine geeignete Hilfsfolge

lyn|?
- - falls g, # 0
0, sonst

Dann ist fir festes N € IN
N N
)DIETIESID DI I
i=1 i=1
N
= Zyizi =
i=1
N N »
_ (z ) < Yl (z w)
i=1 1 i=1
N P
€] (evy (Z Iyi|q> :
i=1

Division ergibt fiir alle n € IN die Abschétzung

N 1*%
(Z |y¢\q) < (1€l ¢ewy -
i=1

N
Z |yil®
=1

Z z€(x")
i=1

1

Damit ist y € ¢4 und
[¥lles < (1€ ] ery-

Um nachzupriifen, dass T'y = £ beachten wir, dass fiir alle x* die Gleichheit

Ty(x') = £(x')
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gilt. Damit gilt sie auf dem dichten Unterraum der von den x* aufgespannt
wird. Da beide Funktionale stetig sind, sind sie damit gleich. 0
Eine Modifikation dieses Beweises zeigt den folgenden Satz.

Satz 2.1.4.2
(co)' ist isomorph zu €', genauer gilt: Es gibt eine Abbildung

S 4" — () :y +— Sy, wobei fiir x € ¢y gilt Sy(x) = Zy,xz
i=1

Die nachfolgende Konstruktion hilft (¢>°)" zu bestimmen.

Definition 2.1.4.3
Es sei m(IN; IK) die Menge der auf 3(IN) definierten additiven Abbildungen

m(]N;]K):{,u:‘,B(]N)—HK’AﬂB:@ﬁu(AUB):u(A)+u(B)}.

Wir setzen fiir p € m(IN; K)

|p|(IN) = sup {Z |(A4;)] ‘ {A;}L,, paarweise disjunkt und U A= ]N} :
j=1

j=1
(2.1.4.4)
Dann sei
m(N: K) = {p € MN:IK) | [n](N) < o0}
Satz 2.1.4.5
Das Paar (m(IN; IK), || - [|m:x) ), wobei [|pllmavx) = ||(IN), ist ein normier-

ter Raum, sogar ein Banachraum.

Beweis. Durch ,mengenweise* Addition und Multiplikation mit Skalaren
wird m(IN; IK) zum linearen Raum. Die Eigenschaften einer Norm sind tri-
vialerweise erfiillt. Wir gehen kurz durch die Liste: ist |p[(IN) = 0 und A C IN
mit u(A) # 0, s0 ist N =AU A°. AN A° =), also

|1l(N) = [u(A)] + [p(A%)] = [u(A)] > 0.
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Die Homogenitét ist offenkundig. Die Dreiecksungleichung folgt fiir py, e €
m(IN; IK): Sei € > 0 vorgegeben und seien C1, ..., Cs Teilmengen von IN mit

UJCi=N, ¢;nC;j =0, falls i #j
=1

|p1 + 2| (IN —€<Z|M1 ) + 1a2(Ci)l.
Dann ist
1+ pollmavy —€ = |#1 + po|(IN) — ¢
< Zml( )+ 1a(C)]

s

> (Gl + |u2(Co)))

i=1

Z |11(C3)| + Z |112(C5)

1|y + (12| m k) -

IN

IA

IN

Daraus folgt nun

1+ ]l mavsiy < | fmeswy + [ 2]lmvik)-

Bleibt die Vollstandigkeit zu untersuchen. Ist {u,}n,enw eine Cauchyfolge in
m(IN; K), so ist fiir jede Teilmenge A C IN die reelle Folge

{#n(A) Fnew

eine Cauchyfolge, dies sieht man wie folgt:

1=t o) = s {Z n(A40) = (A | A =, i 5 = A0 4, = @} -
i=1

j=1

Damit ist

lpen = iy 2 10 (A) = pn (A)] 4 11 (A%) = 1 (A°))]
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und {1, (A)}new ist eine Cauchyfolge. Dann definieren wir

H(A) = Tim jin(A).

n—0o0

Wir miissen noch zeigen |p|(IN) < oo. Sei € > 0. Zu paarweise disjunkten
Mengen A;, i =1,...,r mit | J._, A; = IN gibt es ein N € N, so dass m > N
impliziert, dass

(A = p(A)] < .

Dann ist fir m > N

> luA)l = Z\u Ai) + pn( A
Z (A \+Z | ptm (A

" e
< Z ; + |:um|(]N)
i=1
< e A sup || on [ k)-

m

IN

Daraus folgt, dass |u|(IN) < sup,, || ttm||may;k) ist. Offensichtlich hat g alle
Eigenschaften einer Funktion in m(IN; IK). N

Definition 2.1.4.6
Es sei t C (> die Menge der Treppenfolgen, d.h.

t= {X e ‘ x(IN) ist endlich} .

Lemma 2.1.4.7
1. t liegt bzgl. || - ||¢= dicht in €.

2. Fiir x € t und p € m(IN; K) setzen wir

= &u(A
i=1
wobei A; = {j € N | z; =&;}. Dann ist

10| < (el hmrvae - (21.48)
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Beweis.

1. Sei x € /> und ¢ > 0 gegeben. Sei

m <z, < MVnelN.

Waéhle n € N, so dass € > QM=m) Qetze

n

M —m M —m , M—m
yi=m-+i - , falls z; € |m 41 - ,m—+(i+1) - .

Dann ist
—-m

Ix =yl < <e.
2. Die zweite Behauptung ist unmittelbar klar, denn die Mengen {A;}",
sind paarweise disjunkt, (", A; = IN und daher ist

) < Y 1GHRAD] < D Il (A < 11l |2l lmavcy-
i=1 1=1
0

Lemma 2.1.4.9
Sei x € (> und konvergiert eine Folge {x" },ew C t in (™ gegen X, so existiert
der Grenzwert

lim p(x")

n—oo

héngt nicht von der gewéhlten Folge ab.

Beweis. Zur Existenz des Grenzwertes bemerken wir, dass p(x™) eine reel-

le Cauchy-Folge bildet. Dies folgt einerseits aus der Tatsache, dass x™ eine

Cauchy-Folge in ¢*° bildet und der Abschétzung in (2.1.4.8). Fiir die Eindeu-

tigkeit reicht es zu zeigen: Konvergiert eine Folge ¢t 5 x" — 0 fiir n — oo,

so konvergiert u(x") — 0. Dies folgt aber unmittelbar aus Lemma 2.1.4.7,

speziell wieder aus der Abschétzung (2.1.4.8). O
Damit ist die folgende Definition gerechtfertigt.

Definition 2.1.4.10
Setze fiir x € (>

() = lim p(x"),

n—0o0

wobei t 3 X" — x in {*° konvergiert.
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Damit konnen wir nun folgende Isomorphie zeigen.

Satz 2.1.4.11
Die Abbildung
T m(N;K) — (%) : T(x) = p(x)

ist ein Isomorphismus.

Beweis. T ist eine lineare Abbildung. 7" ist injektiv, denn T'u(x) = 0 fiir alle
x € (> bedeutet u(x) = 0 fiir alle x. Ware pu(A) # 0, so ist

p(xa) = pu(A) # 0.

Also folgt p = 0. T ist surjektiv. Gegeben sei ein & € (), setze fir A C IN

Dann ist (leicht nachzurechnen)

Tpu=E¢.

Aus der obigen Ungleichung in Lemma 2.1.4.7 folgt sofort, dass T" beschrinkt
und demnach stetig ist. Aufgrund des Satzes von der offenen Abbildung ist
T offen und daher 7! ebenfalls stetig. [l

Korollar 2.1.4.12
Die kanonische Abbildung J : £* — (¢£*°) ist kein Isomorphismus.

Beweis. Die in Abschnitt 1.3.3 definierte additive, nicht o-additive Abbil-
dung liegt (offensichtlich ?!) nicht in J(¢'). O

2.2 Mengenfunktionen und signierte Mafle

2.2.1 Mengenalgebren

Definition 2.2.1.1
Es sei S eine Menge, eine Teilmenge *R der Potenzmenge heifit Ring, falls gilt

DeR
S, Se€R =5\ S eR
Sl, Se €R =5 USSR
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Definition 2.2.1.2
Es sei S eine Menge, eine Teilmenge 2 der Potenzmenge wird als Algebra
bezeichnet, wenn 2l ein Ring ist, und zusétzlich gilt S € A

Aufgabe 2.2.1.3
Man verifiziere die folgenden Aussagen.

1. Ist A eine Algebra auf S, so ist mit X auch X°¢ € 2.

2. Zu einer Teilmenge D C B(.S) gibt es einen eindeutig bestimmten Ring
R mit D C R und jeder Ring der D enthilt, enthélt auch fR.

Ringe und Algebren erlauben die Bildung von endlichen Vereinigungen und
Schnitten, wie man leicht nachpriift. Verlangt man zusétzlich, dass abzéhl-
bare Vereinigungen und Schnitte nicht aus dem Ring, bzw. der Algebra her-
ausfiithren spricht man von o-Ring, bzw. o-Algebra. Diese spielen in der Maf-
theorie eine grofie Rolle.

Bemerkung 2.2.1.4

Auf IN ist die Menge aller endlichen Teilmengen ein Ring (aber keine Al-
gebra). Die Mengen, die entweder endlich sind, oder endliches Komplement
besitzen bilden eine Algebra.

Spezielle Ringe und Algebren entstehen in topologischen Raumen auf natiirli-
che Weise.

Definition 2.2.1.5

Es sei (S, %) ein topologischer Raum, die kleinste Algebra, welche ¥ enthiilt,
wird als die Borelalgebra® bezeichnet. Auf gleiche Weise definieren wir Bo-
relring, und Borelsche o-Algebra etc.

Wir erinnern an den Begriff des Mafles.

Definition 2.2.1.6
Es sei S eine Menge mit einer Mengenalgebra 2, eine Funktion

A — R™ =R U{oo} U{—00}
heifit MaB, falls gilt

3Emile Félix Edouard Justin Borel(7.1.1871-3.2.1956) war bedeutender franzosischer
Mathematiker, lehrte an der Ecole Normale Superieur und an der Sorbonne und betétigte
sich auch als Abgeordneter der Radikalsozialisten in der Politik. Seine mathematischen
Leistungen betreffen die Analysis vor allem im Kontext der Mafitheorie und Wahrschein-
lichkeitstheorie.
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1. p(A) >0 fiir alle A € 2,
2. w(AL U Ay) = p(Ay) + p(As) fiir disjunkte Elemente in 2(, und
3. (@) =0.

2.2.2 Signierte Mafle

Wir wollen Rdume von Mafien betrachten. Dazu muss man natiirlich zulassen,
dass Mafle auch negative Werte annehmen, wir sprechen von einem signierten
Maf3. Also beginnen wir mit der folgenden Definition.

Definition 2.2.2.1
Es sei S eine Menge, 2 eine Mengenalgebra auf S und

v:A — R

eine Abbildung. v wird als signiertes Mafl bezeichnet, falls es die folgenden
FEigenschaften besitzt:

1. v ist additiv, also v(A; U As) = v(Ay) + v(As) fiir disjunkte Mengen
ALQ e

2. es wird héchstens einer der Werte 00 angenommen und
3. v(0) =0.

Ein beschrénktes signiertes Maf liegt vor, wenn die Werte +00 nicht ange-
nommen werden.

Satz 2.2.2.2
Es sei S eine Menge, 2 eine Mengenalgebra auf S. Dann ist

M(S, ) = {,u A — R } w ist beschranktes signiertes Mafi auf S}

mit der Norm
el ares,y = |1l(S)

ein Banachraum, wobei die totale Variation |u| des Mafles dhnlich definiert
wird wie in Gleichung (2.1.4.4), sei A € :

11| (A) = sup {W(A1) — (A | Aip €A AiNA=0,AU Ay = A} .
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Beweis. Zunichst ist M(S,2) ein linearer Raum. Wir miissen die Eigen-
schaften einer Norm nachpriifen. Offensichtlich ist ||||ars2y > 0. Um zu
zeigen, dass |||/ ar(s,2y = 0 impliziert 1 = 0, nehmen wir an, wir hétten ein
Maf} p und eine Teilmenge A C S mit

HN”M(S,Q{) =0 und p(A) #0.

Offensichtlich ist ||| ar(s,2 = [(S)| > 0. Ist also ||p]| ar(s,2y = 0 s0 ist pu(S) =
0. Dann folgt, wegen S = AU A° u(A) = —p(A°) und damit

el arcs.y = [1(A) = p(A)] = 2|p(A)[ > 0.

Die Homogenitéat von |u|(S) in p ist klar, also miissen wir uns tiberlegen, ob
die Dreiecksungleichung erfiillt ist. Sind gy, o € M(S,2(), € > 0 und Ay, As
disjunkte Mengen, A = A; U As, so dass |1 + pe|(A) — e < (p1 + p2)(Aq) —
(1 + p2)(Az). Dann ist

1+ p2f(A) —e < (1 + p2)(Ar) — (1 + p2)(Az)
= (A1) — i (A2) + pa(Ar) — pa(As)
< |ua|(A) + |2l (A).

Daraus folgt die Dreiecksungleichung sofort.

Die Vollsténdigkeit wird gezeigt wie fiir m(IN; IK). U

2.3 Funktionenriaume

2.3.1 Gleichmiflige Konvergenz

Wir beginnen mit einer beliebigen Menge S, einem Banachraum X iiber K
und betrachten die Menge

B(S;X):{f:S—>X

sup /(9] < o0
seS

Satz 2.3.1.1
1. B(S;X) ist ein linearer Raum.

2. | f]] = supyeg || f(s)||x ist eine Norm auf B(S; X).

3. B(S; X) ist vollstidndig, d.h. es ist ein Banachraum.
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Beweis.

1. Die punktweise Addition und skalare Multiplikation machen B(S,K)
zum linearen Raum.

2. Die Eigenschaften einer Norm sind offensichtlich.

3. Fiir die Vollsténdigkeit betrachtet man eine Cauchyfolge {f,}nen ,
iiberlegt sich, dass diese punktweise konvergent ist. Dies definiert ei-
ne punktweise Grenzfunktion f. Diese ist, wie man leicht sieht auch
der Grenzwert der Folge.

a

Wir betrachten nun Rdume von Treppenfunktionen. Es sei S ein topo-

logischer Raum, B die Borelsche Sigmaalgebra iiber S und X ein Banach-
raum mit einer entsprechenden Borelschen Sigmaalgebra 8 x. Wir betrachten
Funktionen

t:S— X,

die B — B x messbar sind (vgl. [22], Kapitel IX).
Definition 2.3.1.2
FEine Funktion t : S — X heifit Treppenfunktion, wenn sie B — B x messbar

ist und nur endlich viele Werte annimmt. Der Raum der Treppenfunktionen
werde mit T(S; X') bezeichnet.

Lemma 2.3.1.3
AufT(S; X), wird durch

[thris.x) = sup {t(s)] | 5 € 5}
eine Norm definiert.

Beweis. Triviall O

Definition 2.3.1.4

Der Abschluss von T'(S; X) wird mit R(S; X) bezeichnet, die Elemente in
R(S; X) werden als Regelfunktionen (engl.: regulated function) bezeich-
net.

Lemma 2.3.1.5
Fiir kompakte Teilmengen Q2 C IR™ gilt

C(; X) C R(; X) € LY X).
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Definition 2.3.1.6
Es sei S ein kompakter, topologischer Raum, p : 24 — IR ein o-additives
Borelmaf mit (1(S) = 1 und X ein Banachraum.

1. Wir setzen fiirt € T'(S; X)

[ tin=Y onte )

zeR

2. Fir f € R(S; X) setzen wir

/fdpzlim/tjdu,
5 T

wobei t; — f in R(S;X).

Im folgenden sei X = IR, die Aussagen in groflerer Allgemeinheit machen
etwas mehr Arbeit.

Lemma 2.3.1.7
1. Das Integral ist fiir Regelfunktionen wohldefiniert.

2. Das Integral hat folgende Eigenschaften:

(a) ist f > 0,s0ist [ fdu>0.Ist [ f du=0,soist f =0, auBlerhalb
einer Menge Voril Mas 0. i

(b) Das Integral ist linear.

(c) Es gelten die Lebesgueschen Konvergenzsétze.

(d) Stetige Funktionen sind Regelfunktionen, und

(e) die Einschrinkung des Integrales auf stetige Funktionen stimmt
mit dem Riemann-Integral iiberein.

Beweis.

1. Fiir den ersten Punkt reicht es zeigen, ist eine Folge {¢, },en von Regel-
funktionen gegeben, die gleichméflig gegen 0 konvergiert, so konvergiert
die Folge der Integrale gegen 0. Dies ist aber aufgrund der Definition
des Integrales fiir Treppenfunktionen eindeutig.
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2.

(a)

(b)

(c)
(d)

Ist f > 0 und {t,}nen eine gegen f konvergente Folge von Trep-
penfunktionen, die gleichméfig gegen f konvergiert. Dann gibt es
auch eine Folge nichtnegativer Treppenfunktionen {|t,|},en, die
gegen f konvergiert. Da das Integral iiber eine nichtnegative Trep-

penfunktion aufgrund der Definition nicht negativ ist, ist [ f du
S

Grenzwert einer Folge nicht negativer Zahlen und also nicht nega-
tiv.

Ist das Integral {iber eine nicht negative Treppenfunktion 0, so ist
das Mafl der Menge an der Werte ungleich 0 angenommen werden,
offensichtlich 0. Der Tréager von f ist offensichtlich

SUpr=U{x€5’f($)Z%}.

Ist fiir alle n € IN

u({azeS]ﬂx)zl}):o

n

so ist pu(supp f) = 0, was zu zeigen war. Wir nehmen also an, dass
fiir eine dieser Mengen {x esS ’ f(x) > %} gilt, dass das Maf

ungleich 0 ist. Dann ist aber
1 1
[ranztudees| o= 1ho
n n
S

Die Linearitédt ist fiir Treppenfunktionen offensichtlich gegeben,
sie {ibertragt sich einfach auf den Grenzwert.

siehe z.B. BARTLE [4].

Eine stetige Funktion auf einem Kompaktum ist beschriankt, sei
m < f(z) < M fir alle z € S. Sei n € IN, setze

1. M — M — M
t(@) = met(j+5) =, falls mj——= < f(z) < mA(j+1)
Dann ist fiir n, so dass
0< M —m - €
n 1(S)

Itn = fllrsr) < €.
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(e) siche z.B. BARTLE [4].

Definition 2.3.1.8
Das Integral auf R(S; X) wird als Kurzweil*-Henstock® Integral definiert.

Bemerkung 2.3.1.9

Raume von Regelfunktionen spielen in der Modellierung von Eigenschaften
von Materialien eine gewisse Rolle. Sie scheinen an manchen Stellen der Be-
schreibung mittels Sobolevraumen iiberlegen zu sein.

2.3.2 Ré&ume stetiger und differenzierbarer Funktionen

Lemma 2.3.2.1
Ist S ein topologischer Raum, so ist

C(S; X) = {f €EBIS;X)|f:5— X ist stetig}
ein abgeschlossener Unterraum von B(S; X) und demzufolge auch ein Ba-

nachraum.

Beweis. Zu zeigen ist nur, dass die Grenzfunktion einer konvergenten Folge
stetiger Funktionen wieder stetig ist. Dies ist aber aus der Analysis I (siehe

auch [20]) bekannt. [

Lemma 2.3.2.2
Ist (S,d) ein metrischer Raum, so ist

Cum’f(s;X) _ {f €eC(S;X) | f:5— X ist gleichméBig stetig}

ein abgeschlossener Unterraum von C(S; X) und demzufolge auch ein Ba-
nachraum.

Beweis. Zu zeigen ist nur, dass die Grenzfunktion einer konvergenten Fol-
ge gleichméBig stetiger Funktionen wieder gleichméfig stetig ist. Sei { f,, }nemw

4Jaroslav Kurzweil, zeitgen. tschechischer Mathematiker, forscht und lehrt an der Karls-
Universitédt in Prag.
SHenstock, amerikanischer zeitgen. Mathematiker
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eine konvergente Folge gleichméfig stetiger Funktionen und f die Grenzfunk-
tion. Sei € > 0 gegeben und n € IN, so dass

€

3

Dann gibt es ein 6 > 0 mit d(z,y) < d impliziert || f,(z) — f»(y)||x < §. Dann
ist

o = flloes:x) <

If(z) = fy)lx <e.
a
Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes sei der zugrundeliegende Raum
S entweder ein Gebiet im K" oder eine (kompakte) IK-Mannigfaltigkeit. In
jedem Fall ist ein Differenzierbarkeitsbegriff bekannt.

Definition 2.3.2.3
Mit

CF (S K) = {f € 0(S; K) ‘ | < k= D°f € C(S; ]K)}

bezeichnen wir die Menge der auf S k-mal stetig differenzierbaren Funktio-
nen. Wir setzen

Iflovsao = > s {IDf(@)] |2 €5},
0< o<k
Lemma 2.3.2.4
(C*(S;K), || - llor(s.i)) ist ein IK-Banachraum. Entsprechendes gilt auch fiir
Ck(Q; X) wobei X, Y K-Banachrdume sind und Q0 C'Y offen ist, allerdings
ist dann D™ f € L™(Y; X) = L(YV; L™ (Y X)).

Beweis. Folgt aus den Sétzen der Analysis, siehe z.B. [20, 21, 22]. 0

Verzichtet man auf die Beschrianktheit, oder aber betrachtet man Mengen
von unendlich oft differenzierbaren Funktionen, so gibt es keine natiirliche
Norm.

2.3.3 Lebesgue- und Sobolevriaume

Die Rdume, die wir nun einfiithren wollen, spielen u.a. in der Theorie partieller
Differentialgleichungen eine bedeutende Rolle. Im folgenden sei 2 C IR™ ein
Gebiet, d.h. eine offene und zusammenhédngende Teilmenge. Diese Menge
kann soweit nichts anderes gesagt wird, beschrinkt oder unbeschrénkt sein.
Wir gehen davon aus, dass die Lebesguealgebra messbarer Mengen bekannt
ist und die Konstruktion des Lebesgueschen Mafles auf Teilmengen des R™.
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Definition 2.3.3.1
Es sei (Q, L, i) der Lebesguesche Mafiraum, X ein Banachraum. Wir fiihren
fiir 1 < p < co den Raum

LPEX)=Rf: Q=X ‘ f ist messbar und / I flI% du existiert.
Q

ein. Mit

P

1 o) = /Mﬂ&du
Q

definieren wir eine Abbildung L£P(€2; X) — R.

Die eben definierte Abbildung ist keine Norm, denn es gibt nichtnegative
Funktionen (wie schon bei den Regelfunktionen gesehen), die auf Nullmen-
gen ungleich 0 sind, deren Integral aber 0 ist. AuBerdem ist auch nicht klar,
dass die eben definierten Rdume iiberhaupt eine lineare Struktur tragen. Hier
helfen die bereits von den Folgenrdumen bekannten Holder- und Minkowski-
ungleichungen weiter.

Definition 2.3.3.2

Wie zuvor sei (2, L, 1) der Lebesgue Mafiraum. Eine Funktion f : Q — X,
X ein Banachraum heifit wesentlich beschréinkt, wenn es eine Zahl M € R
gibt, so dass

p{ze Q] If@lx> M) =0

ist. Wir nennen M eine wesentliche Schranke. Als wesentliches Supremum,
in Zeichen ess sup || f||x bezeichnen wir

ess sup || f||x = inf {M >0 ’ M ist wesentliche Schranke} :

Mit £°(Q; X)) bezeichnen wir die Menge aller wesentlich beschréankten Funk-
tionen. Definiere N, als die Menge der wesentlich beschréinkten Funktionen
mit Schranke 0. L>(Q; X) = L=(Q; X) /N

Satz 2.3.3.3
L>(; X) ist ein linearer Raum,

[[f1llze = ess sup [ flIx, f € [f]
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ist eine Norm, die unabhéngig von der Wahl von f € |[f] ist. Mit dieser Norm
wird L>(€2; X)) zum Banachraum.

Beweis. Alle Aussagen aufler der Vollsténdigkeit sind klar. Also betrachten
wir eine Cauchyfolge { fi}rew wesentlich beschrinkter Funktionen. Zu jeder
Funktion gibt es eine Nullmenge Ny, so dass f; auflerhalb N, durch M, be-
schrankt ist. Die abzidhlbare Vereinigung von Nullmengen ist eine Nullmenge,

SO setzen
o0
N:UM
k=1

Auf Q\ N sind alle f; (durch My) beschrinkt. Zu e > 0 gibt es ein n € N,
so dass fiir alle k > n gilt

u{z € Q| Ifa(@) = fe@)lx > e}) =0.

Wir bezeichnen diese Menge mit N,, ;. Sei

K= UJ{r 0|15 - mail > <)
k=1

K ist einen Nullmenge, setze
M = sup{My,...,M,_1, M, +¢}.
Dann ist aulerhalb NV U K fiir alle j

1F5(2)][x < M.

Fiir j < n —1 ist dies durch die Konstruktion offensichtlich. Ist j > n, so ist

175 (@) x < [[fn(@)l[x + 1f5(2) = falo)llx < My +e.

Durch weiteres Verkleinern der Menge, kann man 0.B.d.A. davon ausgehen,
dass

{fi()}jew,x ¢ N

eine Cauchyfolge ist. Daher existiert punktweise der Grenzwert f. Bleibt nur
noch zu zeigen, dass f der Grenzwert in L>(§2; X) ist. 0
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Lemma 2.3.3.4 (Holder)
Es seien p,q € [1, 00] mit

S4=1
P q

Fiir f € £P(Q; X), g € £9(Q; X) gilt dann fg € £1(Q; X) und es gilt
1F9llcrixy < N llee@x gl cogix)-

Beweis. fg ist messbar. Wir betrachten vorweg die speziellen Fille p =
1,q = oo und umgekehrt. Dann ist

1 (@)g(@)llx < llgllze@x) [ (@)l x p-fast iberall,

und es folgt die Behauptung unmittelbar. Ist eine der beiden Funktionen Null
p-fast iiberall, so ist die Behauptung auch unmittelbar klar. Wir betrachten
also den Fall 1 < p < oo und || f||zr(;x) > 0 und ||g{|ze(:x) > 0. Wir setzen

1f ()]l x - lg9(z)lx
1fllerxy” 191 Lag;x)
und erhalten mit Hilfssatz 2.1.2.2

If@g(@llx  _ IF@lx gk

1f @0 lgllze@x) — Pl oy @l9lioqx)

Die rechte Seite ist integrierbar, damit ist fg € £1(2; X') und die Integration
beider Seiten ergibt

J 1 f9llx du foHp dp ngllgc dp
& ——4+-=1

+
1l e lgll Laeix) — =7 ||f||Lp(QX q ||9||Lq(QX poq

Aufgabe 2.3.3.5
Man verallgemeinere das Lemma 2.3.3.4 auf eine beliebige endliche Anzahl
von Faktoren.

Lemma 2.3.3.6
Sei f:Q — X messbar, 1 <p < oo und g € L(;R) mit

IfI5% < g wp-fast iiberall.
Dann ist f € LP(Q; X).
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Beweis. Folgt sofort aus dem Majorantenkriterium und dessen Beweis, [22]. 0

Lemma 2.3.3.7 (Minkowski)
Sind f,g € LP(; X), 1 < p < o0, so ist auch f+ g € LP(Q; X) und es gilt

1f + 9llce.x) < 1 fllerx) + l9llcri,x)-

Beweis. Fiir p = 1, oo folgt dies sofort aus der punktweisen Dreiecksunglei-
chung. Bleibt der Fall 1 < p < co. Durch

1 +gll% < (1fllx + llgllx)” < 2° (/1% + llgl%)
zeigen wir, dass || f + g||% € LP(; R) ist.
Wir haben punktweise u-fast iiberall
1F + all% = If +gllxlf + gl < IFIxlf+ g% + Ngllx I f + glli ™
Mit

__|__:1
P 4q

folgt wegen q(p — 1) = p, dass f+gp_1€£q Q; X) und
X

/Hf+g|!§( du < | ler@lllf + alls s llgllcaex) M + gl e
Q
1—1
P

< (I lerey + lollnass) | [ 17+ gl
Q

Verschwindet das Integral, so ist nichts zu zeigen, anderweitig dividieren wir
durch das Integral rechts und erhalten die Behauptung. [l

Definition 2.3.3.8
Mit N bezeichnen wir die Menge der Funktionen

M= eo@x)| [l du=o
Q

Lemma 2.3.3.9
M ist ein Unterraum von LP(Q; X).
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Beweis. Offensichtlich! 0

Definition 2.3.3.10
Wir setzen LP(S%; X) = LP(Q; X)/N. Ist f € LP(2; X)), so schreiben wir

fl=f+M

fiir die Klasse von f. Wir setzen

M er@xy = | [ 111 dpe
/

Satz 2.3.3.11 (Fischer®-Riesz)
LP(€); X) ist fiir einen Banachraum X wieder ein Banachraum.

Beweis. Als Quotient eines linearen Raumes ist der Raum wieder ein linearer
Raum, vgl. Satz 1.5.5.3 und den dortigen Beweis. Alle weiteren Eigenschaften
auBer der Vollsténdigkeit sind klar. Sei also {fx}rew eine Cauchyfolge, wir

miissen zeigen, dass diese Folge in LP(Q2; X) konvergiert. Wir wihlen eine
Teilfolge { fx,}jen aus, mit

1 fi = fiosll ooy < 270 fiir 1,5 > i
Dann ist
Z e = i llrix) < 22_j = 1.
Jj=1 j=1
Setze

l
g1 = Z ”ka+1 - fkj”X'
j=1

SErnst Fischer (12.7.1875-14.11.1954) studierte in Wien und Berlin. Er arbeitete bei
Minkowski in Ziirich und Géttingen. Er war Professor in Brno, Erlangen und Koéln. Auf-
grund der faschistischen Rassegesetze wurde er vorzeitig in Ruhestand geschickt. Er bewies
u.a. die Vollstiindigkeit von L2. Neben der Analysis beschiftigte er sich auch mit Grup-
pentheorie und anderen algebraischen Fragen.
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Das Lemma von Fatou (s. z.B. [22]) zusammen mit Lemma 2.3.3.4 impliziert
nun

/llim g7 du < lilminf/glp dpu
0 Q
. . p
= (lminf gl

o P
< (Z ||fkj+1 - fkj ||LP(Q§X)>

j=1
< 0oQ.

Damit existiert p-fast iberall der Grenzwert lim; .. ¢;(z) und damit ist
{fr,(x) hiew p-fast iberall eine Cauchyfolge und es existiert u-fast tiberall
der Grenzwert f(z) = lim; .o fi;(7). Wir miissen nun zeigen, dass f der
LP-Grenzwert der Folge ist. Also

J1r = a2t [ it (1F = fulls + 15, — B do
Q Q

IN

op-1 / inf || f — fi, % du+/sup 1 fr; = Jull dp
k:j>ki k:j>ki
Q Q

0+ e,

IN

solange nur £, k; hinreichend grof3 sind. 0

Lemma 2.3.3.12
Es sei {fr}renw eine Folge in LP(); X) mit 1 < p < oco. Dann gelten die
folgenden Aussagen.

1. Ist f € LP(Q; X) und gilt limy_. || f — frllzr@:x) = 0, so gibt es eine
Teilfolge { fx, }iew, die u-fast iiberall gegen f konvergiert.

2. Ist {fx}rew eine Cauchyfolge in LP(Q); X) und ist f : Q@ — X p-
fast iiberall Grenzwert der Folge {fx}rew, so ist f € LP(€; X) und
limy oo || f = frllzrx) = 0.

Beweis. Folgt sofort aus den fritheren Uberlegungen. g
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Satz 2.3.3.13 (Vitali’)
Sei { fx}rew eine Folge in LP(Q; X) mit 1 < p < oco. Es gelte fr — [ u-fast
iiberall. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1. fe LP(Q; X) und limy_—oo || f — fiellr(:x) = 0.

2. Ist S; eine Folge von messbaren Teilmengen von € mit lim;_.., pu(S;) =
0, so ist

i sup [ 14 du =0
)7 kelN
Sj
und zu € > 0 gibt es ein S mit p(S;) < oo, so dass

sup / 1l dpe < e.
k€N
O\S.

Beweis. Siehe Literatur. [

Satz 2.3.3.14 (Allgemeiner Lebesguescher Konvergenzsatz)
Es seien {fi}rew und f messbare Funktionen Q@ — X und sei {gi}trenw C
L(Q, IR,) mit [ —L(Q,R) g. Aus

klim fr. = f p-tast iiberall und || fi||% < gr p-fast iiberall und fiir alle k € IN

folgt fr, f € LP(2; X) und limg_ || f — kaLp(Q;X) = 0.

Beweis. Siche Literatur. 0
Im folgenden betrachten wir nur IK-wertige Funktionen, LP(£2) steht fiir

LP(Q,K).
Definition 2.3.3.15
Es sei u € LP(12).

1. Die Funktion v € LP(§2) heifit die schwache Ableitung von w nach x;,
falls fiir alle ¢ € C§°(2) gilt

/uago dx:—/mpda:.
o Oz Q

6Giuseppe Vitali (26.8.1875-29.2.1932) war nach seinem Studium zuniichst Lehrer und
begann dann eine akademische Laufbahn in Padua und Bologna. Er bewies u.a. die Exis-
tenz nicht messbarer Mengen.
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2. Ist « ein Multiindex, v € L*(Q), so sagen wir v = D%u im schwachen
Sinn, falls fiir alle p € C§°(§2) gilt

/uDago dr = (—1) / v d.
Q Q

Aufgabe 2.3.3.16

Man zeige, dass eine Funktion u € C™(S)), deren Ableitungen alle in LP(£2)
liegen, fiir |a] < m schwache Ableitungen D®u besitzt und dass diese mit
den klassischen Ableitungen zusammen fallen.

Lemma 2.3.3.17
Besitzt uw € LP(2) eine schwache Ableitung D*u und D®u wiederum eine

schwache Ableitung D®(D%u), so hat u auch eine schwache Ableitung der
Form DAy und es gilt D“"Pu = DP(D%u).

Beweis. Sei ¢ € C§°(€2). Dann folgt
/uDO‘god:E = (—1)'0‘/(Do‘u) edx
Q Q

Ist ¢ € Cg°() und schreiben wir D%y = ¢, so folgt

/(Dau) odr = / (D*u) (D) da = (—1)8 /DB(Dau)Q/)dx

Q Q

und insgesamt

/ uD* Bypdy = (—1)lo+F] / DP(D*u)ydx
Q

Q

Definition 2.3.3.18
Mit W™P(Q) werde fiir m € IN und 1 < p < co der Raum

WmP(Q) = {u € LP(Q) | Va mit |a] <m Jv € LP(Q), so dass v = Du}
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bezeichnet. W™P(§)) heilt Sobolevraum®.

Satz 2.3.3.19
WmP(Q) ist fiir jedes m € IN und jedes 1 < p < oo ein Banachraum mit
Norm

lull, = D2 10Ul | - (2.3.3.20)

|| <m

Beweis. Die Eigenschaften einer Norm sind fiir (2.3.3.20) leicht nachzu-
priifen. Als einziges bleibt die Vollstandigkeit zu beweisen. Dazu sei {u, },enw C
LP(2) eine Cauchy—Folge m-fach schwach differenzierbarer Funktionen, beziiglich
der Norm (2.3.3.20). Ferner sei u$ = D%u,. Dann ist u$ fiir jedes « eine
Cauchy—Folge in LP(Q). Es existiert also ein u® € LP(Q)) mit v — u®. Fiir
jedes v, « gilt aber

/u‘j@dazz (—1)°‘|/u,,Da<pda:.
0

Q

Durch Grenziibergang auf beiden Seiten erhilt man das erwiinschte Resul-
tat. [

Definition 2.3.3.21
Eine Glattungsfunktion (engl. mollifier) ist eine Funktion p € C*°(R",R)
mit

1. p =0 auferhalb B;(0) = {z € R" | ||| < 1}.

2. [gnp(x)da = 1.

3. p>0.

8Sergej Lwowitsch Sobolev (6.10.1908-3.1.1989) erkannte aufgrund von physikalischen
Uberlegungen, dass es sinnvoll ist den Losungsbegriff fiir partielle Differentialgleichungen
abzuschwéchen. Spéter konnte er diese verallgemeinerten Losungen als Funktionale inter-
pretieren und schuf damit die Grundlage der Theorie der Distributionen. Er war damit der
Wegbereiter fiir den Gebrauch funktionalanalytischer Methoden in der Theorie partieller
Differentialgleichungen. Diese sind heute auch aus der Numerik partieller Differentialglei-
chungen nicht mehr wegzudenken. Auch fiir diese Entwicklungen legte er den Grundstein
in einer Arbeit mit W. I. Smirnow
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Beispiel 2.3.3.22

pe(z) = { Cei(wﬁ)a =] <1

0, ] = 1

ist eine Glattungsfunktion, falls ¢ > 0 so gewahlt wird, dass

/ pe(x)dx = 1.
Definition 2.3.3.23
Fiir u € LP(QY), h > 0 und eine Glattungsfunktion p ist

o) = e [ o (552 ity
Q

die Regularisierung von u. Diese ist fiir alle x € ) mit

h < dist(z, R"™ \ )

definiert.
Bemerkung 2.3.3.24
Fiir alle ¥ CC Q ist up, = Jyu € C(Q'), sofern h < dist(£Y, R™\ Q).

Lemma 2.3.3.25
Ist u € C(R), so konvergiert u, — u gleichméafBig auf jedem Kompaktum
O cca.

Beweis. Mit der Substitution

wird uy, zu
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Daher gilt fir ' CC Q mit 2k < dist(Q', R™ \ Q)

sup un(a) ~ u() < sup [ ple) ule - 2h) — u(o)] dz
|2|<1

< sup sup |u(z) — u(x — zh)].
Q' |2<1

Man beachte dabei, dass le|<1 p(z)u(z)dz = u(zx).

Da v auf dem Kompaktum Q" mit
Q' ={zeR"|dist(z,Q) < h}

gleichméfig stetig ist, folgt die Behauptung. N

Lemma 2.3.3.26

Esseil < p < co. Ist u € LP(Q) so konvergiert uy, fiir h — 0 gegen u im Sinne
der Konvergenz in LP(Q2). Dabei vereinbaren wir, zur Vermeidung von Pro-
blemen mit der Definition der Funktion auf dem Gebiet €}, stillschweigend,
die Funktion durch Nullwerte auf ganz IK™ fortzusetzen.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir 1 < p < oo, die Modifikationen fiir den
Fall p = 1 sind nahezu offensichtlich (beachte: p ist beschrénkt). Sei Q' CC Q
mit dist(€2, R™ \ ) > 2h. Wir setzen

Q' ={xeR"|dist(z, )} < h

und zeigen zunéchst

Junll ey < llullLe@n
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Mit der Holder’schen Ungleichung erhalten wir

p
w@P < | [ ot =h)ds
z|<1
p
p=1 1
= | [ o0 o luta = bz
S~—— ~~ d
St e @) err ) (2.3.3.27)
< | [oea| [ st snps
e |2|<1
< p(2)|u(x — zh)|Pdz.
|z|<1 )
Also ist
/\uh(:v)|pd:v < / < |u(a:—zh)\pda:) p(z)dz
o 2]<1 v
< / |u|Pdx
Bh(Ql)
und damit

[ Jnull Loy < llullze@n.-

Wir finden zu € > 0 eine stetige Funktion w mit
o = wl oy < e

Fiir ein geeignetes h > 0 hat man mit Lemma 2.3.3.25 fiir die Glattung von
w
Hw — ’whHLp(Q/) <E.

Alles in allem ergibt sich

[ = unllry < lu = wll@y + [w = whll ooy Hlwn = unllLr @)
<e <-
S 2¢e + ||wh — uh||Lp(Q/) S 3e.
§||w—uﬁ;p(ﬂu)§6
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Um die Richtigkeit des Satzes beziiglich der Konvergenz in LP(Q2) zu schlie-
Ben, wenden wir das Ergebnis auf L?(IR™) an. Wir beachten dabei, dass die
triviale Fortsetzung einer Funktion v € LP(Q2) durch

- Jou(x), e
YT 0, zeRM\Q

in LP(R™) liegt. [

2.4 Dualriaume

2.4.1 C([0,1],R)

Wir wollen im Spezialfall den Dualraum zu C(€2,R) bestimmen. Sei 2 =
[0,1]. In diesem Fall gibt es eine Darstellung der beschrinkten, signierten
MaBe durch spezielle Funktionen. Es sei Z = {(o =0< (1 < --- < (. = 1}
eine Zerlegung (vgl. [21]) des Intervalls. Fiir eine Funktion f € B([0, 1], K)
setzen wir

e = 017 (Geen) — FGL

Definition 2.4.1.1
Eine Funktion f € B([0, 1], K) wird von beschrénkter Variation (alte Bezeichnung
von beschrinkter Schwankung) genannt, falls

sup {|f\z ‘ 7 ist Zerlegung von |0, 1]} < 00

ist. Die Menge der Funktionen von beschrénkter Schwankung wird mit BV ([0, 1], IK)
bezeichnet. Wir setzen fiir f € BV([0, 1]; K)

| fllBv (o) = | f(0)] + sup {|f\z ‘ Z ist Zerlegung von [0, 1]} )

Satz 2.4.1.2
Der Raum (BV ([0, 1]; K), || - || v(jo1):k)) ist ein Banachraum.

Beweis. Ubungen! N
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Aufgabe 2.4.1.3
Jeder Funktion f € BV([0,1];R) ordnen wir fir 0 < a < z < 1 neue
Funktionen

Ve f =sup {|f\z ‘ 7 ist Zerlegung von |a, az]}
zu. Zeigen Sie:
1. V¥ f ist monoton steigend.
2. Sindx <yel0,1],sogilt V&f+V¥f=V]f;

Aufgabe 2.4.1.4
Jede Funktion f € BV([0,1];R) kann als Differenz zweier monotoner Funk-
tionen aufgefasst werden. (Jordanscher’ Zerlegungssatz)

Definition 2.4.1.5

Fiir eine Funktion f € C([0,1]; K) und eine Funktion g € BV ([0, 1]; IK) sagen
wir, dass das Riemann-Stieltjes-Integral'® von f bzgl. g existiere, falls es eine
Zahl a gibt, genannt das Riemann-Stieltjes-Integral von f bzgl. g, so dass fiir
alle ¢ > 0 eine 0 > 0 existiert, so dass fiir Zerlegungen Z = {(o,(1,...,(r}
der Feinheit kleiner § gilt

a— Z F(G)(9(Gig1) —g(G))| < e

]
azO/fdg.

9Camille Marie Ennemond Jordan (5.1.1838-21.1.1922) wurde zunéchst zum Bergbau-
ingenieur ausgebildet. Im Jahre 1916 wurde er Président der franzdsischen Akademie der
Wissenschaften. Sein Werk umfasst neben der Normalform Beitriige zur Algebra (u.a.
zur Galois-Theorie), zur Analysis, zur Wahrscheinlichkeitsrechnung und zur Topologie der
Ebene (Kurvensatz).

10Thomas Jan Stieltjes (29.12.1856-31.12.1894), niederléindischer Mathematiker, mit ei-
ner sehr ungewohnlichen Karriere, u.a. wurde ihm eine schon angebotene Stelle als Pro-
fessor in Leiden nicht gegeben. Er wechselte nach Frankreich und starb in Toulouse. Seine
Arbeitsgebiete umfassen alle Aspekte der Analysis, Kettenbruchentwicklungen und Zah-
lentheorie.

Wir schreiben auch




112 KAPITEL 2. RAUME DER FUNKTIONALANALYSIS

Wir nennen

chl (Giv1) — 9(G))

die Riemann-Stieltjes Summe von f beziiglich g zur Zerlegung Z.

Lemma 2.4.1.6
Ist f € C([0,1];R) und g € BV ([0,1]; R), so existiert das Riemann-Stieltjes

Integral.
1
/ fdg.
0

Beweis. Dazu reicht es zu zeigen, dass zu € > 0 ein > 0 existiert, so dass
wenn zwei Zerlegungen 7, Z, mit Feinheit hochstens § gegeben sind, sich die
zugehorigen Riemann-Stieltjes Summen sich hochstens um e unterscheiden.
Wir betrachten den Fall, dass eine Zerlegung die Verfeinerung der anderen
ist, also o0BdA Z; C Z5. Setze (beachte f ist gleichméBig stetig)

€

d>0, sodass [z —y| <d=|f(r) = f(y)] < -
Vog

Dann kann man den Betrag der Differenz der beiden Riemann-Stieltjes Sum-
men in der Form

ro—1

Z(f(fi) — f(m:)) (9(Giv1) — 9(G))

=0

schreiben, wobei |§; — n;| < §. Damit kann man abschétzen

ro—1 ro—1

Z(f(éi)—f(m))(g(ém)—g(Cz-))| < Z\f &) = f(0i)l 19(Giv1) — 9(G)]

1=0

7’21

< Y o lg(Gen) — 9|

iOVE]
ro—1

S Z|g Cz-i—l _g§2)|
=0
< —V
= Vg oY

= E&.
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Damit hat man eine Abbildung
T:BV([0,1;R) — (C((0,1;R))" : g = Tg
mit
1
Ty(f) = / [ dg.
0
Satz 2.4.1.7

Die soeben definierte Abbildung T : BV ([0,1];R) — (C([0, 1];R))’ ist linear,
stetig und surjektiv. Zusétzlich gilt

HTgH(C([O,l];]R))' = Volg-

Beweis. Die Linearitét ist klar. T ist stetig, denn

Tg(f)] < |1 fllcqom Vo g-

Dazu miissen wir nur jede Riemann-Stieltjes Summe entsprechend abschétzen

> A6 90| < s {1 | € 0.1} lo(an) — 010

= || flleqom) Ve 9-

Damit haben wir
ITgllconm) < Vog.
Bevor wir hier die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens nachweisen, kommen

wir zur Surjektivitit. Sei 7 € (C([0,1];R))". Da C([0,1];R) € L*=([0,1];R)
gibt es nach Hahn-Banach ein Funktional

() c (LOO([O, 1], IR))/ mit ® =71 auf C([O, 1], IR,) und H(I)H(Loo([o,l];]R))’ = HT”(C’([O,l];]R))’-

Betrachte die Funktion y(z) = ®(x[o,4)), die definiert ist, da xjo,, € L>*([0,1];R)
ist. Der néchste Schritt besteht darin zu zeigen, dass v € BV ([0, 1]; R) ist. Sei
Z ={¢ < -+ < (.} eine Zerlegung von [0, 1]. Sei ¢; = sgn(y(Civ1) — v(G))-
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Dann ist

r—1 r—1

> (Gn) =G = gi(v(Gir1) = 7(G))

1=0

< e
[l
- O

(]

5i<q)<X[O,C¢+1]> - (I)<X[O,Ci] ))

T

|
—

Il
K
/\O

51‘(X[0,C¢+1]) - X[QCi])))

Il
o

i

Nun ist die Norm der inneren Funktion

r—1
Z €i<X[0,C¢+1] - X[O,CJ) =1
=0 L ([0,1];R)
und damit kann man abschatzen
r—1
Z 17 (Gir1) — (G| < ||(I)||(L°°([0,1];R))/ = ||7'||(C([0,1];1R))/- (2.4.1.8)
i=0

Dies ist unabhéngig von der Zerlegung, also ist v € BV ([0, 1];R). Bleibt zu
zeigen, dass Ty = 7. Wir wissen bereits

O/fdv

existiert, daher kénnen wir zum Berechnen des entsprechenden Ausdruckes
eine uns genehme Zerlegung wéahlen. Wir betrachten fiir n € IN

und die Funktion

£ule) = 3 £ (o) (0) = w0 (@)) -

1=0
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fn konvergiert gleichméflig gegen f, also in der Norm von L*°([0, 1]; IR) und
damit konvergiert

O(f,) — O(f) fiir n — oo.

Andererseits ist

o) =51 ( () (1)) —>/1fd7.

1=0

Aus Gleichung (2.4.1.8) folgt nun auch noch die Gleichheit ||7|(c(jo15m)) =
Vo O

Wir haben hier einen der wenigen Félle, bei denen das Hauptproblem
die Injektivitat der Abbildung ist. Die Frage ist also, wann ist das Riemann-
Stieltjes Integral zweier Funktionen beschrankter Variation fiir jede steti-
ge Funktion gleich. Offensichtlich kann man eine solche Funktion an ei-
ner Sprungstelle &ndern, ohne den Wert des Riemann-Stieltjes Integrales zu
verdndern. Andererseits scheint es klar zu sein, dass an einer Stetigkeitsstelle
von g eine solche Abdnderung unzuléssig ist. Wir fithren auf BV ([0, 1]; R)
eine Aquivalenzrelation ein, indem wir zwei Funktionen als dquivalent be-
zeichnen, wenn sie sich nur in Unstetigkeitspunkten unterscheiden. Die Ein-
schrinkung T}, auf den Raum der Aquivalenzklassen

BYy((0, 1K) = {[g] | 9 € BV([0,1]:K), 9(0) = 0}
ist injektiv und surjektiv.

2.4.2  LP(QK)

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass der Dualraum zu LP(; K) fiir 1 < p <
oo zu L9(€2; K) mit % + % = 1 toplinear isomorph ist.

Satz 2.4.2.1
Es sei ) ein Gebiet in K", 1 < p < oo und q so gewéhlt, dass % + % = 1.
Dann ist die Abbildung

710 () g [ g do
Q

ein toplinearer, isometrischer Isomorphismus
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Beweis. Aus der Holderschen Ungleichung folgt sofort, dass die angegebene
Abbildung eine stetige lineare Abbildung ist. Um einzusehen, dass es sich um
eine Isometrie handelt, beweisen wir, dass zu g € L(2) ein f € LP(Q)) (mit
| fllzr = 1) existiert, mit

lgllzee = / fg dp.
Q

OBdA ist g # 0 oder auch ||g||Ls) # 0. Mit g ist auch die Funktion arg(g)
messbar (beachte g = arg(g)|g|). Setze

_4
h = arg(9)|g" gl La)-

Dann ist
[ dn = [ 1ol gl di=1.
Q Q

Nun wird

g g

[ radn= [ 1ol dulall fo, = lal1ufey = ol
Q Q

Damit ist klar, dass die Abbildung 7" eine Isometrie (und damit injektiv) ist.
Fir die Surjektivitdt benotigt man einen mafitheoretischen Satz (Satz von
Radon-Nykodym), daher wollen wir diesen Teil des Beweises weglassen. Die
Idee folgt dem entsprechenden Beweis fiir die /P-Raume. N

2.5 Kompaktheitskriterien

2.5.1 Totale Beschranktheit

Definition 2.5.1.1

In einem Banachraum X wird eine Menge S C X als total beschréankt be-
zeichnet, wenn zu jedem ¢ > (0 gilt: es gibt eine endliche Menge N C X,
mit

S C N+ B.(0).

Der wesentliche Satz dieses Abschnittes ist die Aquivalenz von Kompaktheit
und totaler Beschranktheit.
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Satz 2.5.1.2
Eine Teilmenge S eines Banachraumes X ist genau dann kompakt, wenn sie
abgeschlossen und total beschrankt ist.

Beweis. Ist K kompakt, so ist K offensichtlich total beschriankt. Deshalb
brauchen wir uns nur mit der Gegenrichtung zu beschéftigen. Sei also K to-
tal beschréankt. Wir zeigen K ist folgenkompakt. Sei {x,},en eine Folge in
K und n > 0. Dann gibt es eine endliche Uberdeckung von K mit Kugeln
B,(&), 7 = 1,...,n(n). Eine dieser Kugeln B,(¢') enthélt unendlich viele
Glieder der Folge, wir wéhlen diese als Teilfolge Yn! aus. Angenommen, wir
hitten bereits eine Kugel mit Radius 5% gefunden und darin eine Teilfolge
Yy unserer urspriinglichen Folge. Dann iiberdecken wir BQLm(fm) mit end-
lich vielen Kugeln des Radius &:4+. Davon gibt es eine mit unendlich vielen
Folgengliedern und wir konstruieren die entsprechende Teilfolge. Wir wéhlen
nun die Folge

{yn’g}kelN

aus. Das m-te Glied und alle darauf folgenden sind in BQLm(fm) Daher ist
diese Folge eine Cauchyfolge, der Grenzwert existiert und ist in K. Damit ist
K folgenkompakt. U

Man beachte, dass die Aussage dieses Satzes bereits in metrischen Rdum-
en gilt. Der Beweis kann unveréndert iibertragen werden.

2.5.2 Der Satz von Ascoli-Arzéla

Der wesentliche Satz in diesem Abschnitt ist ein Kompaktheitskriterium fiir
Réaume stetiger Funktionen auf kompakten Mengen. Dazu sei K ein kompak-
ter, metrischer Raum, C'(K; X) der Banachraum aller stetigen Funktionen
mit Werten in einem Banachraum X.

Definition 2.5.2.1
FEine Familie von Funktionen S C C(K;X) heifit gleichgradig stetig, wenn
zu e > 0 ein § > 0 existiert, so dass

f €S, d(x,y) < impliziert || f(z) — f(y)||x <e.
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Satz 2.5.2.2 (Ascoli'’~Arzela'?)
Sei S C C(K; X) eine Teilmenge. Ist S punktweise kompakt und gleichgradig
stetig, so ist S relativ kompakt. Dabei bedeutet punktweise kompakt, dass

fiir jedes x € S die Menge {f(:p) ’ fe S} in X kompakt ist.
Beweis. Beweisplan:
1. Konstruiere eine abzéhlbare dichte Teilmenge {x;};en in K.
2. Finde eine Folge {dj }xen, die an allen Stellen z; konvergiert.
3. Zeige, dass diese Folge eine Cauchyfolge in C'(K; X) ist.
Erster Schritt:

Als }gompakter metrischer Raum ist K separabel. Zu n € IN betrachten wir
die Uberdeckung
U Bi(a).

rzeK n

Wegen der Kompaktheit kénnen wir endlich viele Punkte
xy, ... ,x;‘(n)

auswéahlen, so dass

eine Uberdeckung von K darstellt. Setze

n=1

HGiulio Ascoli (20.11.1843-12.7.1896) versuchte das sogenannte Dirichletsche Prinzip
in der Variationsrechnung zu rechtfertigen. Dabei gelang es ihm, das nach ihm benannte
Kriterium fiir die relative Kompaktheit von Funktionenmengen zu beweisen. Durch die
Fortfithrung dieser Ideen im Werk von Arzela wurde dies zu einer Grundlage der Funktio-
nalanalysis.

12Cesare Arzeld (6.3.1847-15.3.1912) stammt aus einfachen Verhiltnissen. Ab 1880 hat-
te er einen Lehrstuhl fiir Analysis an der Universitdt Bologna. Er fithrte einen Begriff der
gleichméfigen Konvergenz ein und zeigte die Stetigkeit der Grenzfunktionen, wie auch
Vertauschungssétze fiir das Riemannsche Integral. Er verallgemeinerte das Kompaktheits-
kriterium von Ascoli. Diese Arbeit wurde zum Ausgangspunkt von wichtigen Uberlegungen
zur Funktionalanalysis.
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T ist abzéhlbar und dicht in K. Nach Abzéhlen dieser Menge erhalten wir
eine Folge {z }renw, die dicht in K liegt.

Zweiter Schritt:

Nun betrachten wir eine Folge {f;}jew in S. Auswerten bei z; liefert die

Werte
{fj<x1)}j€INa

die eine beschrinkte Folge bilden. Damit kénnen wir eine Teilfolge

{fjll/}VEIN

der Funktionenfolge auswéhlen, die bei x; konvergiert. Angenommen, nach
r — 1 Selektionen von Teilfolgen haben wir eine Folge

{fjlo---oj,n_l(y)}l/elN
die an den Punkten zy,...,x,_; konvergiert. Daraus wahlen wir nun eine
Teilfolge

{fjlo"'ojrflojr}VE]N
aus, die nun auch noch bei z, konvergiert.

Wiéhle nun die Folge, die aus der r-ten Teilfolge das r-te Folgenglied auswéhlt,
d.h.

{fir)s firoja@)s - - 5 Firomoju(r)s - - 1

die wir auch als Diagonalfolge {d;};en bezeichnen. Diese hat die Eigenschaft
an allen Stellen {z,};en zu konvergieren.

Dritter Schritt:
Sei £ > 0 gegeben. Wéhle § > 0, so dass d(z,y) < § impliziert

F(@) = Fw)l < 5

fir alle f € S. Sei R € IN so gewahlt, dass fiir jedes x € K ein Element x; € T'
mit j < R existiert, so dass d(z, z;) < d. (Die Konstruktion von T zeigt, dass
dies moglich ist.) Da die Folge der dj an allen Stellen z; konvergiert, ist fiir
festes j € IN

{dk(xj)}kelN
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eine Cauchyfolge, d.h. es existiert ein N(j) € IN mit
kl, kg > N(j) impliziert |dk1 (.T}J) — dk2($J)| < %

Wihle
N:maX{N(j) ’jzl,...,R}.

Sei nun ky,ky > N und z € K. Finde z; € T' mit j < R und d(z,z;) < 6.
Dann ist

|diy () = diy ()| < Jry (2) = diy ()] + [y (25) = diy ()] + [y (25) = diy ()]
<

8+6+8
3 3 3
= e

Damit ist die Folge {dy(x)}ren eine Cauchyfolge und damit konvergent. Also
ist der Abschluss von S folgenkompakt und damit kompakt, also S relativ
kompakt. N

2.5.3 Folgenridume

Satz 2.5.3.1
Es sei 1 < p < co. Eine Menge S C (P ist genau dann kompakt, wenn S gilt:
S ist

1. abgeschlossen,

2. beschrinkt und
3. fiir alle ¢ > 0 gibt es ein n, so dass (sh™)"(S) C B.(0) ist.

Beweis. Ist S kompakt, so ist es abgeschlossen und beschrankt und dariiber
hinaus, gibt es zu ¢ > 0 Folgen {x*}/_, mit .

k
S C kL:JlX + B§(O).
Zuk e {1,...,r} gibt es ein n(k) mit
(sh™)"®)(x¥) € B% (0).
Dann ist fiir alle x € S und fir n = max{n(k),k=1,...,7}
(sh™)"(x) € B:(0).

Andererseits folgt aus den angegebenen Bedingungen, dass S total beschrinkt
ist, also nach Satz 2.5.1.2 kompakt ist. N
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2.5.4 Riume integrierbarer Funktionen

Satz 2.5.4.1 (Fréchet'*~Kolmogorov'?)
In LP(IK") ist eine abgeschlossene Teilmenge K genau kompakt, wenn sie
beschrénkt ist und die beiden folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

1.
hm/V@+ﬂ—ﬂ@Pw=0

t—0
]I{n
gleichméfBig in f € K und
2. zu jedem e > 0 gibt es ein M > 0, so dass

P dp <

llzllwn>M
fiir alle f € K.

Beweis. Wir miissen zwei Richtungen beweisen. Sei zunichst K kompakt,
dann ist K abgeschlossen und beschrankt. Aus der Uberdeckungseigenschaft
konnen wir schliefen, dass es zu € > 0 endlich viele f; € K gibt, so dass

K C UB%(fl-).

da nach Konstruktion des Lebesgue-Integrales die Treppenfunktionen dicht
in LP(IK™) liegen gibt es zu f; eine Treppenfunktion ¢; mit

1fi = till o eny <

DO ™M

13Maurice René Fréchet (2.9.1879-4.6.1973) fand in seiner Dissertation den Begriff des
metrischen Raumes und baute darauf ein neues abstraktes Gebdude auf. Er fithrte die
Begriffe separabel und kompakt ein. Er hatte Vorbehalte gegen die Theorie der normier-
ten Rdume von Banach und legte mit seinem Begriff der Ableitung die Grundlagen der
nichtlinearen Funktionalanalysis.

14 Andrej Nikolajewitsch Kolmogorov (25.4.1903-20.10.1987) begann seine berufliche Ar-
beit als Schaffner, bevor er das Studium aufnahm. Er gilt als einer der bedeutendsten Ma-
thematiker unserer Zeit. Von ihm wurde nicht nur die moderne Wahrscheinlichkeitstheorie
entscheidend gepragt, sondern auch in der Theorie der dynamischen Systeme stammen
wichtige Resultate von ihm (KAM-Theorie).
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Fiir jede Treppenfunktion in LP(IK™) gibt es eine Kugel Bg,(0), so dass das
Maf des Schnitts des Trégers der Treppenfunktion mit K™ \ Bg,(0) klein
wird. Damit folgt die Eigenschaft (2). Die Eigenschaft (1) gilt fiir Treppen-
funktionen, denn fiir mefibare Mengen A endlichen Mafes gilt (aufgrund des
Lebesgueschen Konvergenzsatzes)

lim o (A\ (A + ) U (A+1)\ A) = 0.

t—0
Wir schétzen ab (sei fi(z) = f(x + 1))
If = filleey < e = (f)ellze) + [1(fi)e — (E)ell o) +

+ [(t)e — till o) + It = fill ey + 1.fi = fllzeo)
< E&.

Damit kommen wir zur Umkehrung. Diese fithren wir auf den Satz von Ascoli-
Arzéla zuriick. Gegeben sei eine Menge K mit den angegebenen Eigenschaf-
ten. Definiere fiir ¢t € IK™ die Translation (7} f)(x) = f(x +t). Unsere Bedin-

gung gibt an, dass
Ilfil’fol Lif =171

gleichméBig in f € K ist. Wir setzen fiir ein hinreichend kleines a > 0 mit
w = wy = ((Ba(0))

M, f(z) = ~ / T, (x) di

B (0)

und zeigen
1. lim,_o M, f = f gleichméfig in f € K.
2. M,f ist stetig,
3. |M,f(z)| ist fir alle f € K und festes a > 0 beschrénkt,

4. Fiir festes a > 0 ist {Maf ‘ fe IK} gleichgradig stetig.

Natiirlich folgt dabei die zweite Aussage aus der vierten.
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1. Wir schétzen ab (= + 1 =1):

Q=

1
p

1
P v
1
1Mof = fllreny <~ \flx+1t)— f(z)| dt | dx
K™ \B,(0)
q
1
< — 19 dt /|f(x+t)—f(:p)|pdt dx
w
K" \B,(0) B (0)

=i [ [ ey - s@p deds

= o[ [ - f@p s a

Ba(0) K™

1
N
= w Mawr sup |Tif — fllon

ltl<a

= sup |Tif — flloekn

ltl<a

Damit folgt die erste Aussage.
2. Die zweite folgt aus der unten gezeigten vierten Eigenschaft.

3. Wir kommen zur dritten Eigenschaft. Wir miissen | M, f(x)| abschitzen.
Dazu betrachten wir (unter Ausnutzung der Translationsinvarianz des

SR L
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Lebesgue-Mafles)

[Maf(2)] = ([Maf(2x)]")?

A

IA

S =

IN
<
E:I
IS

wobei M = sup {Hf”LP(]Kn) ‘ fe K} ist, nach unserer Voraussetzung

ist dies endlich. Damit haben wir eine gleichméfige Abschétzung der

Maf<x)'

4. schlieBllich muss noch die gleichgradige Stetigkeit der Familie

{M.g| ek}
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gezeigt werden. Dazu sei € > 0 gegeben, betrachte

Maf() = Maf (@) = (Maf(1) = Maf (")
< S| [ @) -t a
Ba(0)
1 1 » '
< ot | [ 1) - Tt da
Ba(0)
< | [ 1@ - a9 - FO da

_1
S w p||TJ:1—x2f - f||Lp(]Kn)
< g,

solange |r; — z5| < (nach Voraussetzung). Damit ist die Menge
(M| er}
nach dem Satz von Ascoli-Arzéla relativ kompakt in C'(IK"; K).

Um den Beweis abzuschlieen, sei ¢ > 0 gegeben, es gibt ein a > 0, so dass
|Maf — fllLrny < 5 ist. Betrachte nun die Uberdeckung

C(K™;K
U B ( 51/27 (Maf)
fek  u(Br(0)/?

Daraus kann man eine endliche Teiliiberdeckung auswéhlen. Speziell, gibt es
daher fi,...,f. € K,sodass firalle R>0und j =1,...,r gilt

sup M, f(y) = Mafy(w)] < 5

lyllxn <R

Nun schétzen wir in der LP-Norm (fiir geeignetes j) ab:

HMaf_MafjHIzp(]K") - / |Maf - Mafj|p dp+ / |Maf - Mafj|p dp.

Br(0) K™\ By (0)
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p
Wir schétzen den ersten Term durch u(Bg(0)) (W) ab. Diese
Abschétzung ist unabhéngig von f € K. Der zweite Ausdruck wird nach

oben abgeschétzt durch

f = Al + | [ =gl o+ [ 15 Mg

K"\ Br(0) K"\ Br(0)

Durch geeignete Wahl von j und a > 0, wird dieser Ausdruck kleiner als
/2. Nun iiberdecken die ¢ Kugeln um M, f; auch K und K ist damit total
beschrankt. 0

=



