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R und ©
R und C

Nach dem einfiihrenden Kapitel zu Mengen, Aussagen und Abbildungen
war unser erstes Thema die Beschreibung der Eigenschaften der reellen
und komplexen Zahlen:

@ algebraische Eigenschaften: R und C sind Koérper, d.h. Addition und
Multiplikation sind auf diesen Mengen definiert und erfiillen die
tiblichen Eigenschaften.

@ R ist linear angeordnet.

e C ist algebraisch vollstindig (jedes nichtkonstante komplexe Polynom
besitzt eine komplexe Nullstelle).

@ R und C sind (als metrische Rdume) vollstandig.
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Loz
Vollstandigkeit

Zur Erinnerung:

Definition (Metrischer Raum)

Sei X eine nichtleere Menge. Eine Funktion d : X x X — R heiBt Metrik
(oder Abstandsfunktion) auf X, falls

@ d(x,y) >0 und d(x,y) =0 genau dann, wenn x =y,
e d(x,y)=d(y,x), und
e d(x,z) <d(x,y)+d(y,z).

Das Paar (X, d) nennt man dann einen metrischen Raum.
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Riickblick R und C

Beispiele

Neben R und C mit d(x,y) = |x — y| gibt es noch viele weitere metrische
Raume:

@ R"” oder C": Fiir x = (x1,...,%,) undy = (y1, ..., yn) definieren wir

n
d(x,y) = [lx =yl == | Y Ix— yl?
j=1

o Sei B(R,R) die Menge der beschrankten Funktionen f : R — R, d.h.
f € B(R,R) falls eine Konstante M € R existiert so dass |f(x)| < M

fir alle x € R (wir verlangen aber z.B. nicht, dass f stetig ist!).
Auf B(R,R) definieren wir eine Metrik durch

ds(f, g) = Su]llglf(X) —g(x)!-

XE
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Riickblick R und C

Konvergenz im metrischen Raum (B(R,R), dg) ist gerade gleichmaBige
Konvergenz von Funktionen.

Definition (Vollstandigkeit)

Ein metrischer Raum (X, d) heiBt vollstindig, falls jede Cauchy-Folge in X
konvergiert.

Fakt

Alle oben genannten Beispiele metrischer Raume sind vollstandig.
Auch die Teilmenge C2(R,R) C B(R,R) der beschrinkten stetigen
Funktionen ist mit der Metrik dg ein vollstandiger metrischer Raum.
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R und ©
Vollstandigkeit in R

In R kann man die Vollstandigkeit aquivalent mit Hilfe der Ordnung
beschreiben:

Aquivalente Formulierungen:

@ (Dedekind) Fiir jede Zerlegung von R in zwei Teilmengen,
R=AUB,
so dass jede Zahl a € A kleiner ist als jede Zahl b € B, d.h.

Vacec AVbe B : a< b,

hat entweder A ein groBtes oder B ein kleinstes Element.

@ (Supremumseigenschaft) Jede nach oben beschriankte Teilmenge
A C R besitzt eine (eindeutige) kleinste obere Schranke.
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Riickblick Grenzwerte

Grenzwerte

Grenzwerte sind ebenfalls in jedem metrischen Raum definiert (in der Tat
brauchten wir den Begriff ja zur Definition von Vollstandigkeit).

Definition (Grenzwert)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,) von Punkten aus X
konvergiert gegen x € X, falls zu jedem € > 0 ein N € N existiert, so dass
fir alle n > N die Ungleichung d(x,, x) < ¢ gilt.
Kurz:

Ve >0dN e NVn> N:d(xpx)<e.

Nitzlicher Satz:

Satz (Bolzano-WeierstraB)

Jede beschrankte Folge in R oder C (oder R" oder C") hat eine
konvergente Teilfolge.
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Riickblick Grenzwerte

Nitzliche Grenzwerte von Folgen in R

1
lim — = 0.
n—oo N
° (
0 falls —1<g<1
1 falls g =1
lim ¢" = ¢ s q
n—00 00 falls g > 1
\existiert nicht falls g < —1.
° n
1
lim (1 + —) = e.
n—o00 n
°
n!
lim /n=1, lim — = 0.
n—o00 n—oo NN
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Riickblick Grenzwerte

Nutzliche Grenzwerte von Reihen in R und C
o Fiir |z] < 1 gilt

> 1
n __
HZ:;)Z =

Fiir |z| > 1 konvergiert diese Reihe nicht.
o Fiir alle z € Cist

oo n

z
E — = €%,
n!

n=0

@ Wir haben auch Reihendarstellungen fiir die trigonometrischen
Funktionen, z.B. gilt fiir alle z € C

> 2k 2 4
o kZ o y4 V4

cosz = E (—-1) (2k)!_1_?+a.”’

k=0

e 2k+1 3 5
S 1k ? AT
Sne = Zk A T T TRy

=0
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Riickblick Grenzwerte

Uneigentliche Grenzwerte von Funktionen

Die meisten von uns betrachteten Funktionen sind stetig. Daher
interessieren uns in erster Linie uneigentliche Grenzwerte.

°
oo fallsa>0
lim x?=<¢1 fallsa=0
X—>00
0 fallsa<O.
°
lim e* = oo, lim =0, IlimInx=00, Ilimlhx= — .
X—»00 X—»—00 X—»00 x\0
°
. . n . .
lim x?Inx = lim yzO, a>0, lim y—zO, aecR
x\0 y—oo y@ y—o0 Y
o -
. sinx . 1l—cosx 1
lim — =1, im ——— = ~.
x—=0 X x—0 X 2
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Stetigkeit

Konvergenz ist ein zentrales Konzept in der Analysis, und stetige
Abbildungen sind genau diejenigen, welche jede konvergente Folge im
Definitionsbereich auf eine konvergente Folge im Wertebereich abbilden.

Alternativ gibt es das sogenannte e-9-Kriterium:

e-0-Definition der Stetigkeit
Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume. Eine Abbildung f : X — Y
ist stetig, falls zu jedem x € X und jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so

dass fiir alle x’ € X mit dx(x,x’) < ¢ fiir die Bildpunkte
dy (f(x),f(x")) < e gilt. Kurz:

Vx € XVe>035>0Vx € X : dx(x,x) < = dy((f(x),f(x)) <e.

v
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Riickblick Stetigkeit

Stetige Funktionen auf Intervallen

Der niitzlichste Satz iiber stetige Funktionen auf Intervallen ist der

Satz (Zwischenwertsatz)

Ist f : [a, b] — R eine stetige Funktion, so nimmt f jeden Wert zwischen
f(a) und f(b) mindestens einmal an.

(
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Riickblick Stetigkeit

AuBerdem gilt auch

Satz (Extremwerte werden angenommen)

Ist f : [a, b] — R eine stetige Funktion, definiert auf einem

abgeschlossenen Intervall, so nimmt die Funktion ihr globales Maximum
und ihr globales Minimum an.

max f

min
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Riickblick Differentialrechnung

Differentialrechnung

Definition
Eine Funktion f : (a, b) — R ist differenzierbar, falls fiir alle xo € (a, b) der
Grenzwert
f'(xp) = lim fx) = Fxo) existiert.
X=X X — Xo
Bemerkung

Dieselbe Definition funktioniert auch fiir komplexe Funktionen f : D — C,
wobei wir annehmen wollen, dass der Definitionsbereich fiir jeden Punkt
zp € D eine offene Kreisscheibe B(zy,r) ={z € C : |z — z| < r} um
diesen Punkt enthalten soll. Wir nennen f komplex differenzierbar, wenn
fiir jedes zg € D der Grenzwert

- f(2) — f(z)

Z— 20 Z — 20

existiert.
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Differentialrechnung
Ableitungsregeln

Die Ableitung ist eine lineare Abbildung zwischen Funktionenrdumen, in
dem Sinne dass fiir differenzierbare Funktionen f : (a, b) — R und
g : (a,b) — R und Konstanten ¢, d € R die Beziehung

(c-f+d-g)=c-f+d-g gilt
Wir haben verschiedene weitere Rechenregeln fiir Ableitungen:
@ Leibnizregel: (f-g) =f"-g+f-g
/ / /
@ Quotientenregel: (é) = @

g
o Kettenregel: (fog) =(f'og)-g
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Differentialrechnung
Nutzliche Satze

Satz (Satz von Rolle)
Sei f: [a, b] — R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b).

Falls f auf (a, b) differenzierbar ist, so existiert ein xp € (a, b) mit
f/(Xo) = 0.
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Riickblick Differentialrechnung

Nitzliche Satze

Satz (Satz von Rolle)
Sei f: [a, b] — R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b).

Falls f auf (a, b) differenzierbar ist, so existiert ein xo € (a, b) mit
f/(Xo) = 0.
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Differentialrechnung
Nutzliche Satze

Satz (Satz von Rolle)
Sei f: [a, b] — R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b).

Falls f auf (a, b) differenzierbar ist, so existiert ein xp € (a, b) mit
f/(Xo) = 0.
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Riickblick Differentialrechnung

Satz (Mittelwertsatz)

Sei f: [a, b] — R eine stetige, auf (a, b) differenzierbare Funktion.
Dann existiert xo € (a, b) mit

f-/(XO) _ f(bg : :(a)

F(x)

19/30




Differentialrechnung
Weitere Auswirkungen der Ableitung(en)

Die Funktion f : [a, b] — R sei differenzierbar.
@ Ist die Ableitung ' positiv (negativ), so ist die Funktion f streng
monoton wachsend (fallend).

@ Ein Vorzeichenwechsel der Ableitung von f kennzeichnet ein lokales
Maximum der Funktion f:

» wachsende Ableitung (z.B. impliziert durch positive zweite Ableitung)
impliziert ein lokales Minimum

» fallende Ableitung (z.B. impliziert durch negative zweite Ableitung)
impliziert ein lokales Maximum

@ Eine zweimal differenzierbare Funktion ist konvex, falls die zweite
Ableitung nichtnegativ ist.
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Riickblick Differentialrechnung

Taylor-Approximation

Ist die Funktion f : [a, b] — R mindestens k mal differenzierbar, so kann
man in jedem Punkt xy € [a, b] das Taylor-Polynom vom Grad k — 1
betrachten, definiert als

Tr_1(x) :=

Der Fehlerterm
Rk(x) = f(x) — Tx_1(x)

|asst sich mit Hilfe der k-ten Ableitung von f an einem Punkt zwischen xq
und x ausdriicken.
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Riickblick Differentialrechnung

Taylor-Polynome des Sinus in x5 =0

N NS 2 sin(x)
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Riickblick Differentialrechnung

Taylor-Polynome des Sinus in x5 =0

T1 (X)

N NS D sin(x)

23/30



Riickblick Differentialrechnung

Taylor-Polynome des Sinus in x5 =0

N N

Riickblick Differentialrechnung

Taylor-Polynome des Sinus in x5 =0

N,
N \\/ N sin()
T3(x)
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N
N \\/ N sin(x)
T3(x)
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Riickblick Die Riemannsche Zeta-Funktion

Die Riemannsche Zeta-Funktion

Fir z € C betrachten wir die Reihe

oo

1

nz’
n=1

¢(2) =

Die Potenz n? ist dabei wie fiir reelle Zahlen als n? = e#'"" definiert.

Satz

Die Reihe ((z) konvergiert auf jeder Teilmenge
X.:={z€C :Rez>1+¢c} mite >0 gleichmaBig.

Beweis. Sei ¢ > 0 fixiert. Dann gilt fiir z = x4+ iy € X,

zlnn x-Inn

e — — e iy:lnnj| _

z’ _ e

x-Inn X
In :

)e(x—i-iy)-ln n
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Riickblick Die Riemannsche Zeta-Funktion

Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion und x > 1 + £ wissen wir
also

1 1
1+ .
|| > n*"° d.h. e < e fir alle z € X..
0
Da die Reihe )° n11+5 fiir e > 0 konvergiert, folgt unsere Behauptung aus
n=1
dem Majorantenkriterium fiir Funktionenreihen. [

Unsere Reihe definiert also eine Funktion

(:{z€eC:Rez>1} - C.
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Die Riemannsche Zeta-Funktion
Unendliche Produkte

Es sei eine Folge (zx) von komplexen Zahlen mit z, # 0 gegeben.
Definition

(©.@)

Das unendliche Produkt [] zx heiBt konvergent, falls die Folge der
k=1

endlichen Produkte

Pn=21-22""2p

in C gegen eine von Null verschiedene Zahl p konvergiert.

Wir werden folgenden Fakt benutzen:

Satz
Sei (zx) eine Folge komplexer Zahlen, so dass

@ zx #—1 fiiralle k e N, und > |z| < 0.
k=1

Dann konvergiert das Produkt [] (1 + zx).
k=1

22

Riickblick Die Riemannsche Zeta-Funktion

Wir betrachten das Produkt

1 =~ 1
G(Z): H 1_i:H1_L’
p* k=1

p Primzahl Pk

wobei p1, p2, p3, ... die (aufsteigende) Folge der Primzahlen ist.

Wegen
1 g 1
1—— p7-1 p7—1

und 1 < 1pRe(?) fiir Primzahlen p und Re(z) > 1, erhalten wir

falls Re(z) > 1.

I P S S
pz — 1|~ |pz| -1 pRe(z) —1 — pRe(z)

©.@)

1 1
Dann folgt aber wegen Zp: R < D ne1 Ry < 00, dass das Produkt

G(z) fir Re(z) > 1 konvergiert.
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Riickblick Die Riemannsche Zeta-Funktion

Satz
Fiir alle z € C mit Re(z) > 1 gilt G(z) = ((z), d.h.

1 1
ITI: 1 — 1 - :E:: ;;E”
=

p Primzahl n=1

Insbesondere hat die Riemannsche (-Funktion auf der Menge

{Re(z) > 1} C C keine Nullstellen.

Die Funktion besitzt eine (komplex differenzierbare) Fortsetzung als
Funktion auf C\ {1}. Diese Fortsetzung hat viele bemerkenswerte
Eigenschaften, und spielt in der Zahlentheorie eine wichtige Rolle.

Die Fortsetzung hat Nullstellen an allen negativen geraden ganzen Zahlen,
welche man als “die trivialen Nullstellen” bezeichnet.

Riemannsche Vermutung

Alle anderen Nullstellen der Riemannschen (-Funktion liegen auf der
Geraden {Re(z) = 3} C C.
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