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Prasenzaufgaben

(P9) Die Ordnung der natiirlichen Zahlen I

Wir hatten in der Vorlesung die Ordnung der natiirlichen Zahlen folgendermassen de-
finiert:
n<m < dJkeN: :m=n+k.

In dieser Aufgabe sollen Sie mit Hilfe dieser Definition und der Exklusivitdt der Al-
ternativen n < m, n = m oder n > m die folgende Behauptung aus der Vorlesung
beweisen:

Zu keiner natiirlichen Zahl n gibt es eine natirliche Zahl m mit
n<m<n+ 1.

a) Formulieren Sie diese Aussage als logische Formel. Vielleicht miissen Sie den Satz
zuerst sprachlich anders formulieren (natiirlich ohne den Wahrheitsgehalt zu &dn-
dern).

Bemerkung: Hier konnte die Tautologie (~(ANB)) <= (A = (—=B)) hilfreich
sein. Konnen Sie diese beweisen?

b) Beweisen Sie die Aussage mit Hilfe der Definition und der aus der Vorlesung be-
kannten Eigenschaften der Addition.

(P10) Die Ordnung der natiirlichen Zahlen II

Beweisen Sie mit Hilfe der in der Vorlesung formulierten Definitionen und Aussagen
folgende Implikationen fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, c € N:

a) Ausa <bund b < cfolgt a < c.
b) Ausa<bfolgta+c<b+ec.
c) Aus a < b folgt ac < be.

d) Aus a+c=b+cfolgt a=h.
e) Aus ac = be folgt a = b.

Hinweis: Fir Punkt d) bietet sich ein Induktionsbeweis an.

Bitte wenden!



Ubungsaufgaben mit Abgabetermin Mo, 28.11.16, zu Beginn der Vorlesung

(A14)

Endliche Mengen und die Addition (2+42+42-+2+4 Punkte)+(3 Bonus)

Kinder lernen die Addition vermutlich zunédchst in einem sehr praktischen Kontext:
Wenn man disjunkte endliche Mengen (Bonbons? Sammelkarten?) vereinigt, so ist die
Kardinalitdt der Vereinigung die Summe der Kardinalitdten der einzelnen Mengen.
Definition: Zwei Mengen M7 und Ms heiflen disjunkt, wenn My N Mo = @, d.h. wenn
sie kein Element gemeinsam haben.

Allgemeiner sei fiir jedes n € N eine Menge M, gegeben. Man nennt die Mengen M,
paarweise disjunkt, falls

a)

b)

d)

)

Vi,jeN:i#j = M;NM; =@2.
Beweisen Sie: Sind M7 und My zwei endliche Mengen, so gilt
| My U Ms| = | M| + |My| — | My N M. (*)
Bemerkung: Insbesondere gilt also fiir disjunkte endliche Mengen M; und M,
| M1 U Ms| = | M| + | Ms|.

Die Kommutativitdt der Addition natiirlicher Zahlen ist also eine Konsequenz der
Kommutativitit der Vereinigung von Mengen.
Geben Sie je ein Beispiel fiir eine Folge (M,,),en von Teilmengen M,, C N an, die
e paarweise disjunkt sind.
e nicht paarweise disjunkt sind.

Beweisen Sie: Ist n € N und sind My, Ma,. .., My, 1 beliebige Mengen, so gilt

(M1 UMsU--- UMn) NMyy1 = (Ml ﬁMn—i—l) U (M2 ﬁMn—i—l) U---u (Mn mMn—i—l)'

Beweisen Sie:
Satz (Additivitdt von Kardinalitdten): Ist fiir jedes n € N eine endliche
Menge M,, gegeben und sind die Mengen M,, paarweise disjunkt, so gilt fiir jedes
neN

‘M1UM2U~-UM,1’ = |M1‘—|—’M2|+-~—|—’Mn|.

Bemerkung: Auch die Assoziativitdt der Addition natiirlicher Zahlen kann also als
Konsequenz der Assoziativitdt der Vereinigung von Mengen betrachtet werden.

Von 23 Schiilerinnen und Schiilern einer Klasse spielen 11 Fuftball, 6 Handball und
7 Basketball; 3 von ihnen spielen Fuftball und Handball, 2 Handball und Basketball,
3 nur Basketball und 1 Schiilerin betreibt alle drei Sportarten.

(i) Wieviele Schiilerinnen und Schiiler spielen Fuftball und Basketball?
(ii) Wieviele Schiilerinnen und Schiiler spielen nur Fufball?

Siehe nichstes Blatt!



(iii) Wieviele Schiilerinnen und Schiiler spielen nur Handball?

(iv) Wieviele Schiilerinnen und Schiiler betreiben keine der drei Sportarten?

f) (Bonus) Formulieren und beweisen Sie die zu (*) analoge allgemeine Formel fiir
die Kardinalitdt der Vereinigung von drei endliche Mengen My, My und Ms.

(A15) Weitere Induktionsbeweise (24343 Punkte)

a) Beweisen Sie fiir eine reelle Zahl h > —1 und jede natiirliche Zahl n € N die
Ungleichung

(14 h)" > 1+ nh.

b) Beweisen Sie, dass die Summe der ersten n Kubikzahlen fiir jedes n € N eine
Quadratzahl ist.

c) Bestimmen Sie die Menge aller natiirlichen Zahlen n € IN, fiir die 2™ > 3n + 1 gilt
(natiirlich mit Beweis).



