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TOPOLOGIE

Ubungsaufgaben 2

1. (2+1+2 Punkte) Fiir n € N seien nichtleere metrische Raume (X,,,d,) gegeben.

a) Zeigen Sie, dass fiir festes n die Funktion d, (z,y): = % eine Metrik auf X,, defi-

niert, welche dieselbe metrische Topologie induziert wie d,,.
b) Zeigen Sie, dass
- L,
d an ny n

eine Metrik auf dem Produkt []
d!, zu benutzen?

neN Xn definiert! Warum ist es wichtig, hier die Metriken

¢) Stimmt die von d induzierte metrische Topologie mit der Produkttopologie iiberein?

2. (2+1 Punkte) Sei X ein beschrankter metrischer Raum, d.h. d(z,y) < C fiir alle z,y € X und
ein C' > 0. Auferdem nehmen wir an, dass X eine abzéhlbare dichte Teilmenge besitzt, d.h. es
existiert ein M = {x1,22,...} C X mit M = X.

a) Zeigen Sie, dass X in den Hilbertraum ¢*(R) der quadratisch-summierbaren reellen Folgen
eingebettet werden kann, indem Sie die Abbildung f(z): = (3d(z,21),..., s d(z,2p),...)
untersuchen!

b) Gilt die Behauptung auch, wenn X nicht als beschrinkt angenommen wird?

3. (3+1 Punkte) Wir versehen Z mit der diskreten Topologie und betrachten fiir eine irrationale
Zahl o € R\ Q die Abbildung

fa:Z—S'CcC |, nwe?rine
a) Beschreiben Sie den Abschluf von f,(Z) in S*!

b) Ist f, eine Einbettung?

4. (2+2+3 Punkte) Auf dem Raum RN aller Folgen reeller Zahlen haben wir bereits zwei Topo-
logien kennengelernt: die Produkttopologie und die Bozentopologie. Die uniforme Topologie auf
RN ist die metrische Topologie, die von der Metrik

d((Tn)neN; (Yn)nen) = Zgg{min(lwn —ynl, 1)}

erzeugt wird.

a) Vergleichen Sie die drei Topologien paarweise!

Bitte wenden!



b) In welchen dieser Topologien sind die folgenden Abbildungen stetig?
f:R—=RN ¢t (¢,2t,3,...)

)

R—>RN t— (t,—,~,..
g b) (7273’

c) Betrachten Sie die Teilmenge R> C RYN aller Folgen, die nur endlich viele von 0 ver-
schiedene Glieder haben. Was ist der Abschluss von R> in RN beziiglich jeder der drei
Topologien?



