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3.Vortrag: Der Satz von Schottky und der grofie Satz von Picard

Micha Nitsch

Dieser Vortrag folgt dem Buch von R. Remmert, "Funktionentheorie 2", §10.3 — 10.4, .5.235 — 240.
1. Satz von Schottky

1.1 Definition: Wir bezeichnen mit S(r),r € IR die Menge aller Funktionen f € O(D) mit |f(0)| <r,
die nicht die Werte 0 und 1 annehmen.

1.2 Definition: Wir waihlen eine Konstante 8 > 0, fir welche der BLOCHschen Satz gilt (z.B.
B = ) und definieren in (0,1) x (0,00) eine positive Funktion

L(©,r) :=exp [W exp (3 +2r+ ﬁ)]

1.3 Satz von Schottky
Fiir jede Funktion f € S(r) gilt
lf(2)| < L(O,r) firalle zeD mit |2|<0, 0<0O < 1.

Dieser Satz ist kraftiger als der kleine PICARDsche Satz, wie wir im Folgenden sehen werden. Mit
dem SCHOTTKYschen Satz lassen sich die Sétze Montel und Vitali wesentlich verschirfen. Die
Schrankenfunktion L(©,r) lasst sich noch wesentlich verbessern, womit wir uns in diesem Vortrag
allerding nicht beschiftigen werden.

Bevor wir zum Beweis des Satzes kommen, bedarf es noch einiger Voriiberlegungen.

1.4 Lemma

a) Es gilt cos(ma) =cos(nb) < b=xa+2n, neZ
b) Zu jedem w € C gibt es ein v € C mit cos(mv) = w und |v| < 1+ |w|

Beweis des Lemmas:

2u a)

7«7 klar, da Cosinus 27-periodisch.

7 =7 Es gilt cosma = cos wh. Mit dem Additionstheoremen folgt

0 = cosma — cos mb = 2sin (g(a + b)) sin (g(a - b))
Daraus folgt, entweder sin (Z(a + b)) = 0 oder sin (5 (a — b)) = 0. Womit also
Zla+b) =mn, n € Z. Damit folgt die Behauptung.

zu b)
Da cos: C — C surjektiv ist, exisitert zu jedem w € C ein v = x + iy € C mit cos v = w.
Aufgrund der 2r—Perioritit kénnen wir auferdem |z| < 1 annehmen.
Mit den Additionstheoremen, sinh(z) = —isin(iz), cosh(z) = cos(iz) und cosh?(z) — sinh?(z) = 1
folgt:

|w|? = | cos v|? = | cos(am + iym)|?
cos(imy) — sin(mz) sin(iry)|?
cosh(7y) + i sin(7x) sinh(7y)|?
cosh?(my) 4 sin? (7z) sinh?(7y)

+ sinh? (7y)
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Aufserdem lisst sich der Sinus Hyperbolicus fiir > 0 abschétzen durch

oo x2n+l
smh(x) = Z m
n=0
et x2n+1
:x—|—n:1 (2n+1)!
>x
und fiir z < 0 durch
o x2n+1
|sinh(z)] = |3
ng() (2n +1)!
S x2n+1
= lol+ nz::l @2n+ 1)
> |zl

Mit sinh?(7y) > 72y? folgt somit

sinh?(my sinh?(my)  cos?(mx
= VTR < 1 B [y ) )

O

1.5 Satz: Lisst f € O(D) die Werte 0 und 1 aus, so gibt es eine Funktion g € O(D) mit folgenden
FEigenschaften:

1) f=3[1+ cosm(cosmg)] und |g(0)| < 3+ 2|f(0)|.
2) g(2)] < 19(0)| + ﬁ fir alle z mit |z] <6, 0 < © <1 und 8 wie in Def 1.2

Bewets:
zu 1) . -
Nach dem Lemma (2.1) vom kleinem Picard existiert ein F' € O(D), sodass gilt

{1,-1} # 2f — 1 = cos(nF).
Nun gibt es nach Lemma 1.4 b) ein b € C, sodass
2f(0) —1=cosmb und [b] <1+|2f(0)—1] <2[f(0)]+2.
Mit dem Lemma 1.4 a) erhilt man aber
b==+F(0)+2k, keZ, da cosmb=2f(0)—1=cosnF(0).
Fiir F := +F + 2k € O(D) gilt nun 2f — 1 = cos7F und b = F(0). Da F alle ganzzahligen Werte
auslasst ( {1,-1} #2f —1=cosnF = F¢Z ), gibtesein g€ O(D) mit F = cos7g.
Nun gibt es nach Lemma 1.4 b) ein a € C, sodass
cosma=>b und J|a| <1+1b <3+ 2|f(0)]

Aufserdem gilt
cosma = b= F(0) = cosg(0).

Somit kann man wie bei F zu einer Funktion g := +§ + 2m, m € Z mit g(0) = a und F = cos7g
iibergehen.
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Also gilt
2f —1=coswF

& 2f —1=cosw(L£F + 2k)

& 2f —1=cosnF

< 2f —1=cosm(cosmg)

1

& f = 3 (1 + cosm(cosmg))

und

9(0)] = [a] < 3+2[£(0)]
Somit gilt 1.

2u 2)

Da fiir g € O(D) die Relation f = 3[1 + cosm(cosg)] erfiillt ist, enthélt (D) nach den Satz 2.2
aus dem Vortrag vom kleinen Picard keine Scheibe mit Radius 1.

Sei 0 < © < 1. Ist ¢'(2) = 0 fiir ein z € D, dann erfiillt dieses z die Ungleichung

1

p(1-0)

Sei also 0.B.d.A. ¢'(z) # 0, dann gilt fiir 2] <O d(z,0D) > 1 — O > 0. Somit enthilt g(ID) nach
der Folgerung 1.2 vom Satz von Bloch Bille mit Radius 8(1 — ©)|¢'(2)]

0=1g'(2)] <

= B1-0)ld () <1

also lg'(2)] <

Somit gilt fiir alle z mit |z| < ©

N
= 51-9)
(@)
E)
Somit folgt
g(z) —g(0) = [ ¢'(w)dw
/
o 9(2) = [ ¢ (w)dw + g(0)
/
= l9(2)] < / ¢ (w)dw| + |g(0)|
0
©
= 9] < 190) + 57—

Damit gilt 2.
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Mit den eben bewiesenen Satz kénnen wir nun einfach den Satz von Schottky folgern.

Beweis von Schottky:
Nun ergibt sich zusammen mit den beiden Ungleichungen | cos w| < e/*l und 3|1 + cosw| < el®!
aus Satz 1.5:

7 = 3L+ cosmlcosmg(=)]

< expl|m(cos mg(2))]

< exp|m(exp(|mg(2))|)]

S)

Al - 9)]

< explr(exp(r [(3 2O + @] )

)]

< explr(exp(n [|g<o>| n

Und wegen |f(0)| < r folgt:
< L(O,r)
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2. Folgerungen aus den Satz von Schottky

Bevor wir mit Hilfe des Satzes von Schottky die Sédtze Montel und Vitali verschirfen, wollen wir
nocheinmal den kleinen Satz von Picard betrachten. Und erhalten eine Verschirfung.

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

Landaus Verschirfung des kleinen Picardschen Satzes
Es gibt eine auf C\ {0,1} definierte positive Funktion R(a), sodass keine Funktion
f € O(B(0,R(a))) mit f(0) =a und f'(0) =1 existiert, welche die Werte 0 und 1 ausldsst.

Beweis: (durch Widerspruch)

Wir setzen R(a) := 3L(3, |a]) = 3exp[m(exp(m(3 + 2|al) + %]

Angenommen f € O(B(0,R(a))) mit f(0) = a und f'(0) = 1 lasst die Werte 0 und 1 aus.
Wir betrachten nun die Taylorentwicklung von f im Punkt 0

fz)=a+z+...

Nun setzen wir g(z) := f(R(a)z) = a+ R(a)z + ... € O(D). Dann lisst g(z) auch die Werte 0 und
1 aus.
Mit Schottky erhalten wir nun:

N | =

1 1
L <2, |a> = gR(a) > |g(2)| fiir alle z € D mit |z] <

Also auch ) )
LOERT IR

Es gilt allerdings auch auf Grund der Cauchyschen Integralformel

la,| <

U

1 . 00
max |g(z)| fir B(0,r) CCD und g(z)= Z anz"
z|=r

n=0
Somit ergibt sich fiir 7 < 4 und n =1
1
R(a) = |R(a)] < 2max {[g(2)] : [z < 5

Dies ist ein Widerspruch, da R £ + R.

Definition: Eine Folge f,, in G heifit kompakt konvergent in G, falls sie auf jeder kompakten
Teilmenge A C G gleichmdig konvergiert.

Zur Erinnerung die Sitze von Montel und Vitali. Die Beweise lassen sich im Buch von R.
Remmert ,,Funktionentheorie 2", §7.1 — 7.3,.5.147 — 158 nachlesen.

Der Satz von Montel fiir Folgen
Sei G C C ein Gebiet. Jede in G lokal beschrinkte Folge fo, f1, fo... von in G holomorphen
Funktionen besitzt eine Teilfolge, die in G kompakt konvergiert.

Definition: Fine Familie % C O(D) heifit lokal beschrinkt in D, wenn jeder Punkt z € D eine
Umgebung U C D besitzt, sodass F in U beschrankt ist.

Satz von Vitali

Sei G C C ein Gebiet und sei fo, f1, fo... eine in G lokal beschrinkte Folge von Funktionen

fn € O(G). Die Menge A:={w € G : lim f,(w) existiert in C} der Konvergenzpunkte dieser Folge
habe wenigstens einen Hdaufungspunkt in G. Dann konvergiert die Folge fq, f1, fo ... kompakt in G.

Kommen wir nun zu den Verschirfungen der beiden Sdtze. Doch zuvor noch einen Satz zur
Vorbereitung.

Satz
Sei G C C ein Gebiet und % = {f € O(G) : f lisst die Werte 0 und 1 aus}. Seien
w € G,r € (0,00) und .Z, eine Teilfamilie von .F, sodass |g(w)| < r fir alle g € F.. Dann gilt:
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2.7

2.8

2.9

2.10

(1) Es gibt eine Umgebung U von w, sodass &, in U beschrankt ist.
(2) Sei F :={feZF : |f(p)| <1},p € G. Die Familie &, ist lokal beschrinkt in G.

Beweis:

2u (1)

Sei B(w,2t) C G,t > 0. Durch eventuelle Translation und Reskalierung kénnen wir w = 0 und

2t = 1 annehmen. Somit gilt fiir alle g € Z, |g(0)| < r,r € (0,00). Also F#, C S(r), da g € O(G),
also insbesondere g € O(D)

Somit gilt nach Schottky:

1 1
lg(z)| < L <2,r> fiir alle |z| < 3

Da dies fiir jedes g € S(r) gilt, folgt

1
sup{\g|B(07%) : geﬁ*}gL(?r) < 00

Setzen wir nun U := B(w,t), dann ist .%, in U beschrankt.

Die Menge W := {w € G : % ist beschrénkt um w} ist offen in G. Nach (1) folgt, dass p € W.
Angenommen W # G, dann gébe es einen Punkt v € G N 0W und eine Folge f,, € #; mit

lim f,, (v) = co. Wir setzen nun g, = f% € .#, dann ist lim g, (v) = 0. Somit ist die Familie

{gn. : m € IN} nach (1) beschrinkt um v.

Nach Montel konvergiert nun eine Teilfolge g,, in G kompakt gegen ein g € O(G). Da alle g,
nullstellenfrei sind und g(v) = 0, folgt nach Hurwitz g = 0. Dann gilt aber lim f,,, () = co auch in
Punkten z € W.

Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme, womit also G = W gilt.

Damit ist aber .%#; lokal beschrankt in G.

O
Definition: Eine Familie &% C O(G) heifit normal in G, falls jede Folge von Funktionen aus F
eine Teilfolge besitzt, die kompakt in G oder gegen oo konvergiert .
Bemerkung: Jede in G lokal beschrinkte Familie F C O(G) ist normal in G.
Beweis:
Folgt direkt aus 2.4 den Satz von Montel fiir Folgen.

O

Verschirfung des Satzes von Montel
Die Familie F ist normal in G.

Beweis:

Sei f, eine Folge aus #. Hat f,, Teilfolgen in %#;, so folgt die Behauptung aus den Satz 2.6 (2)
und der Bemerkung.

Liegen hingegen nur endlich viele f,, in .%1, so liegen fast alle fi in .%7. Wir wihlen nun eine

Teilfolge g,, aus fi, die in G gegen g kompakt konvergiert. Ist lim g,, nullstellenfrei, so konvergiert
die Teilfolge gi der Folge f,, in G kompakt gegen é.
Hat g Nullstellen, so folgt wieder nach Hurwitz g = 0 und somit konvergiert i kompakt gegen oco.

Somit ist % normal in G.
O

Nun erhalten wir hieraus noch eine Verschirfung des VITALIschen Satzes.

Satz von Carathéodory-Landau

Seien a,b € C,a # b und f1, fa,...: G = C\ {a,b} eine Folge holomorpher Abbildungen. Weiter
existiere lim f,, (w) € C fiir eine Menge von Punkten w € G, die mindestens einen Hiufungspunkt
in G hat. Dann konvergiert die Folge f, kompakt in G.

Beweis:
Wir koénnen wieder ¢ = 0 und b = 1 annehmen. Dann ist die Folge f,, € #. Da lim f,,(w) fiir
mindestens ein w € G existiert, gilt hierfiir | f, (w)| < r fiir r € (0, 00). Sei nun
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Fr={fe€F : |f(w)| <r}. Dannist {f,} C .%. Nun ist .%, nach 2.6 (2) lokal beschrinkt in
G. Nun erhalten wir mit 2.5 den Satz von Vitali die Behauptung.
O

3. Der Grofse Satz von Picard

3.1

3.2

Der Grofie Satz von Picard Sei zg € C eine isolierte wesentliche Singularitdt von f. Dann
nimmt f in jeder Umgebung von zy jede komplexe Zahl - mit hichstens einer Ausnahme -
unendlich oft als Wert an.

Bemerkung: Dies ist eine Verschdirfung des kleinen Picardschen Satzes:
Jede ganze transzendente Funktion f nimmt jede komplexe Zahl - mit hochstens einer Ausnahme -
unendlich oft als Wert an.

Beweis: (Durch Widerspruch)

0O.B.d.A sei zp = 0. Wir nehmen an, dass f auf D\ {0} jeden Wert mit Ausnahme von 0 und 1
annimmt. Dann nehmen die Funktionen g, (z) := f(Z) die Werte 0 und 1 auch nicht an und sind
in D\ {0} holomorph. Dann ist nach der Verschérfung von Montel {g,} normal in D. Somit gibt
es eine Teilfolge g,, von g, die entweder kompakt gegen eine holomorphe Grenzfunktion g oder
gegen Unendlich konvergiert.

Fall 1: Sei g die holomorphe Grenzfunktion von g, .

Nach Montel ist {g,} lokal beschrinkt in D. Es gibt also ein r € (0,1) und ein M > 0, sodass
lg(z)] < M fiir |z| = r. Da g,, kompakt konvergiert, muss es schon ein N € IN geben, sodass

|gn,, (2)] < 2M fiir [2| = r und ny, > N. Aber dann ist |f(2)| < 2M fiir [2| = ;- und n, > N. Nach
den Maximumsprinzip ist |f(z)| < 2M fiir ;- < |z| < 5. Somit ist f um 0 beschrinkt, was ein
Widerspruch dazu ist, dass zg = 0 eine wesentliche Singularitat ist.

Fall 2: Sei g(z) = 0.

Wir betrachten die Funktionenfolge ﬁ. Dann gilt lim gin(z) = 0, somit ist {g%} wieder lokal
beschrinkt. Analog zum Fall 1 folgt dann, dass & um 0 beschrinkt ist. Wodurch zy = 0 eine
Polstelle von f ist. Dies ist jedoch ein Widerspruch.

Damit folgt die Behauptung.



