FACHBEREICH MATHEMATIK WS 2011/2012
J. LATSCHEV ANALYSIS 1

Der Approximationssatz von Stone-Weierstraf

Wir haben in der Vorlesung bereits gesehen, dass unendlich oft differenzierba-
re Funktionen f : [a,b] — R unter gewissen Bedingungen uniform durch ihre
Taylorpolynome approximiert werden kénnen. Hier wollen wir einen deutlich
allgemeineren Sachverhalt beweisen, die Mdglichkeit der Approximation steti-
ger Funktionen.

Im folgenden sei X stets ein kompakter metrischer Raum. Wie in der Vorlesung
bezeichnen wir mit C'(X,R) den Raum der stetigen Funktionen auf X. Im
Kapitel 5 der Vorlesung haben wir gesehen, dass dieser Raum mit der Metrik

d(f,9) == supf[f(z) —g(z)] : v € X}

ein vollstdndiger metrischer Raum ist, und das Konvergenz in C'(X,R) der
gleichméfligen Konvergenz der Funktionen entspricht. Inhaltlich schliefen die
folgenden Betrachtungen an die Behandlung der Funktionenrdume C(X,R)
und B(X,R) im Kapitel 5 der Vorlesung an, sind also insbesondere vollig
unabhéngig von der Differentialrechnung.

Definition 1. Ein Funktionenring auf X ist eine Teilmenge R C C(X,R) mit
folgenden Eigenschaften:

eVfgeR: f+ge R, und
e VfgeR:f-g€R.

Im folgenden bezeichnen wir eine Funktion f : [a,b] — R als polynomiale
Funktion, falls ein Polynom P(t) existiert, so dass f(t) = P(t) fiir alle t € [a, b].

Beispiele. Die Teilmenge der polynomialen Funktionen P C C(]0,1],R) bil-
det einen Funktionenring, ebenso wie die Teilmenge P, der polynomialen
Funktionen, welche nur Monome vom Grad mindestens n enthalten. Auch die

konstanten Funktionen f(z) = ¢ mit ¢ € R bilden einen Funktionenring in
C(X,R) fiir jedes X.

Bemerkung. Genau genommen haben wir soeben reelle Funktionenringe defi-
niert. Ersetzt man in der Definition C'(X,R) durch C(X,C), so erhdlt man
komplexe Funktionenringe.

Wir sagen, dass ein Funktionenring die Punkte von X trennt, wenn es zu je
zwei Punkten x; # x5 € X eine Funktion f € R mit f(z1) # f(z2) gibt. Die
Polynome aus unserem Beispiel trennen Punkte in [0, 1], wéhrend die konstan-
ten Funktionen offenbar die Punkte von X nicht trennen. Wir kénnen nun
Stone’s Fassung des Satzes von Weierstrafl formulieren:
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Theorem 1 (Approximationssatz fiir reellwertige Funtionen). Sei X
ein kompakter metrischer Raum und R C C(X,R) ein Funktionenring, so dass

e R alle konstanten Funktionen f(x) = ¢ mit ¢ € R enthdlt, und
o R Punkte trennt.

Dann ist R C C(X,R) dicht, d.h. zu jeder stetigen Funktion f : X — R
existiert eine Folge { f,}n>1 mit f, € R und f, = f.

Wir notieren auch noch die

Folgerung 1 (klassischer Approximationssatz von Weierstraf).

Ist f : |a,b] — R eine stetige Funktion, so existiert zu jedem € > 0 eine
polynomiale Funktion Q. : [a,b] — R mit |Q.(z) — f(x)| < & fiir alle x € |a, b)].
O

Bevor wir den Beweis des Approximationsatzes beginnen, benotigen wir einige
Vorbereitungen. Zunéchst beginnen wir mit einem

Lemma 2. Fs existiert eine Folge { P, }n>1 von polynomialen Funktionen P, :
[0,1] = R, die gleichmafig gegen die Funktion f(t) = \/t konvergieren.

Beweis. Wir definieren die Funkionen P, () rekursiv durch
1
Py(t) =0, Po(t) = 5(t — P2(t)) + Py(t) fiir n > 0.

Wir erhalten also Pi(t) = 3t, Pa(t) = 5(t — 3t*) + 1t usw. Die so definierten
Funktionen P, sind fiir n > 1 jeweils Polynome vom Grad 2" 1.
Wir iiberzeugen uns nun, dass

Vn>0Vtel0,1] : 0< P(t) < Vi

Der Beweis dazu wird durch vollstédndige Induktion gefiihrt. Fiir n = 0 ist die
Behauptung nach Definition von F, wahr. Gilt aber die Aussage fiir P,, so
folgt

VE= Pualt) = Vi = 5t = PX(1) = Pa)
= (Vi= Pu0)(1 = 5(Vi+ Pa(0)
> (Vi— (1) (1 — 22v) > 0,
——— 2

——
>0 nach IV B
>0 fiir t€[0,1]

wobei wir bei der Abschitzung die Induktionsvoraussetzung P, (t) < V't be-
nutzt haben.
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Auflerdem gilt fiir alle ¢ € [0, 1]

Punt) = Palt) + 5 (t = PAD) > Pa(t),

>0

d.h. fir festes ¢t € [0, 1] ist die Folge {P,(t)},>0 monoton wachsend und von
oben durch v/t beschriinkt, konvergiert also gegen ein P(t) < v/t. Der Grenz-
wert muss aber die Gleichung

Pt) = %(t _ P(t)) + P(t)

erfiillen, d.h. es gilt P(t)? = t, woraus P(t) = v/t folgt. Wir haben also gezeigt,
dass die Folge von Polynomen P,(t) punktweise und monoton gegen f(t) =
V't konvergiert. Nach dem Satz von Dini folgt daraus aber die gleichméBige
Konvergenz P, (t) = /1. O

Fiir jede stetige Funktion f : X — R ist die Funktion [f] : X — R mit
|f|(z) := |f(x)| ebenfalls stetig, denn sie ist eine Verkniipfung von stetigen
Funktionen. Es folgt, dass fiir beliebige Funktionen f, g € C'(X,R) die beiden
Funktionen

(f(x) +g(z) = [f(x) = g(z)]) und
(f (@) + g(x) + [f () — g(z)])

min(f, g) =

max(f,g) =

N~ DN~

ebenfalls stetig, also Elemente in C'(X,R) sind.

Lemma 3. Ist R C C(X,R) ein Funktionenring, der alle Konstanten enthdlt,
und sind f,g € R, so folgt |f| € R, min(f,g) € R und max(f,g) € R, wobei
R C C(X,R) die abgeschlossene Hiille von R im metrischen Raum C(X,R)
bezeichnet.

Beweis. Jedes f € R ist stetig, also (weil X kompakt ist) beschrankt. Es
existiert also ein M € R, so dass fiir alle x € X

[f(z)| < M
gilt. Da R alle Konstanten enthélt, ist ﬁ € R, also auch ﬁ f € R, und es gilt

f(x) :
‘7 < 1 und somit

0< <1

fiir alle z € X.

Sein nun P, die Folge von Polynomen auf [0, 1] aus Lemma 2 mit P, (t) = v/t.

Dann konvergiert die Folge von Funktionen PR(%) gleichméifig gegen %

— 3 —
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Da die P, Polynome sind und £ (‘TQ € R, folgt auch Pn(f ](\22) € R fiir alle
n € N. Dann folgt aber auch M - Pn(f(x ) € R. Da

U B

haben wir |f| € R bewiesen. Da R alle Konstanten enthilt, enthilt es mit
jeder Funktion g auch —g, also mit f und g auch f — g. Da sich max(f, g)
und min(f, g) als Linearkombination von f,g € R und |f — g| € R schreiben
lassen, sind diese auch in R enthalten. O

Wir kommen nun zum

Beweis des Approrimationssatzes.
Wir werden zeigen: Fiir alle f € C(X,R) und alle ¢ > 0 existiert ein f. € R
mit

d(f. fo) = sup {|f(z) = fe(z)| : v € X} < 2e.
1. Schritt: Wir zeigen zunéchst, dass zu x; # x5 € X und ri,ry € R eine
Funktion g € R mit g(z1) = und g(x9) = ry existiert.
Nach Voraussetzung existiert h : X — R mit h(z1) # h(xe). Da R alle
Konstanten enthélt, enthélt es auch die Funktion ¢* : X — R mit

h(x) — h(z;)
h(xy) — h(x1)

Man beachte, dass g*(z1) = 0 und g*(z2) = 1, so dass g(z) := r1+(ra—r1)g*(2)
die verlangten Eigenschaften hat.

9" (z) =

2. Schritt: Seien nun f € C(X,R) und € > 0 gegeben. Wir zeigen: Zu jedem
Punkt b € X existiert eine offene Umgebung V, C X von b und eine stetige
Funktion f, € R mit

flz) < f(x)+e firze X und fo(z) > f(x)—e firzeV, (1)

Wir fixieren b € X und finden zu beliebigem a € X mit der Konstruktion in
Schritt 1 eine Funktion f,, € R mit f,p(a) = f(a) und f,,(b) = f(b). Nun

definieren wir die offenen Mengen
Usp :={r € X | fap(x) < f(x)+e} und V,p:={z € X | fop(x) > f(z)—c}.

Da a und b in U,;, NV, enthalten sind, sind beide;_ Mengen nicht leer. Da X
kompakt ist und die Mengen {U, ;}.cx eine offene Uberdeckung von X bilden,
existieren endliche viele Punkte aq,...,a; € X, so dass

X =Uy s UUgpU---UU,, .
Nach Lemma 3 ist die Funktion

fo:=min(fa, by farpr- - fars) € R

S/
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und nach Konstruktion haben wir f,(x) < fo.»(x) < f(z) + € fir x € Uy, s,
also
fo(z) < f(x) +¢e fiir alle x € X.

Definieren wir
‘/b = Val,b m ‘/;lz,b m e m Vak,lh

so gilt ebenfalls nach Konstruktion b € V;, und
fo(z) > f(z) —e fiir alle x € Vj,.

3. Schritt: Wir konstruieren nun eine Funktion f* € R mit
|f2(x) — f(z)] <e fiir alle z € X.

Im Schritt 2 haben wir zu jedem b € X eine Funktion f; € R und eine offene
Umgebung V;, konstruiert, so dass (1) gilt. Die Mengen {V,}ex bilden eine
offene Uberdeckung von X, also finden wir wiederum endlich viele Punkte
bi,...,b. € X mit

X=VUV,U---UV,,.

Nach Lemma 3 ist die Funktion

fa* = max(fbl,be,...,be) €

=il

und es gilt
fi(z) < f(x) +¢e firallez e X.
Andererseits gilt fiir x € V4, auch f*(z) > fp,(z) > f(z) — ¢, und damit

fi(z) > f(x) —e furallez € X.

Zusammen ergeben diese beiden Aussagen die Behauptung von Schritt 3.

4.Schritt: Wir zeigen die eingangs formulierte Behauptung, dass es zu jeden
e > 0 eine Funktion f. € R mit d(f, f.) < 2e gibt.

In Schritt 3 haben wir bereits f* € R mit d(f, f*) < € konstruiert. Da f* € R,
finden wir aber nach der Definition der abgeschlossenen Hiille ein f. € R mit
d(fe, f¥) < e, so dass die Behauptung aus der Dreiecksungleichung folgt.

Dies beendet den Beweis des Approximationsatzes. O

Der Approximationssatz besitzt auch eine komplexe Formulierung, welche sich
leicht aus der reellen Version herleiten lésst.

Theorem 4 (Approximationssatz fiir komplexwertige Funktionen).
Sei X ein kompakter metrischer Raum und R C C(X,C) ein Funktionenring,
so dass

e R alle konstanten Funktionen f(x) = ¢ mit ¢ € C enthilt,

— 5 —
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e R Punkte trennt, und

e R abgeschlossen unter Konjugation ist, d.h. aus f = u+1iv € R folgt
auch f =u —1v € R.

Dann ist R dicht in C(X,C).

Beweis. Wir betrachten den Teilring R* C R der reellwertigen Funktionen in
R, und wollen zunéchst beweisen, dass R* die Voraussetzungen des Appro-
ximationssatzes fiir reellwertige Funktionen erfiillt. Zunéchst stellen wir fest,
dass R* alle reellen Konstanten enthélt.

Seien nun x; # x5 € X. Dann existiert nach Voraussetzung ein h € R mit
h(z1) # h(z2). Wie im ersten Schritt des Beweises des reellen Approximati-
onssatzes finden wir nun eine Funktion g € R, ndmlich

(o) o ) )
h(x2) — h(x1)

mit g(z1) = 0 und g(xg) = 1. Nach Voraussetzung ist § € R, also auch
f:=g+7 € R. Nun ist aber nach Konstruktion f = 2Re(g) eine reellwertige
Funktion, d.h. f € R*. AuBlerdem gilt f(z1) = 0 und f(z) = 2. Damit haben
wir gezeigt, dass R* auch Punkte trennt.
Nach dem reellen Approximationssatz ist also R* C C(X,R) dicht. Ist also
f=u+iv e C(X,C) und ¢ > 0 gegeben, so existieren fi, fo € R* mit
d(fi,u) < e und d(f2,v) < e. Da R Konstanten (also auch i) enthélt, ist die
Funktion f. := f; +ifs € R, und aus der Dreiecksungleichung folgt

d(f, fo) < 2e.
O

Folgerung 2. Ist f : [a,b] — C stetig und ¢ > 0, so existiert eine polynomiale
Funktion P(x) = ap+aix+asx?®+- - -+a,a™ mita; € C, so das |f(z)—P(z)] < e
fir alle x € [a,b)]. O

Approximation periodischer Funktionen

Um dem Eindruck vorzubeugen, dass der allgemeine Approximationssatz eine
Nutzlose Verallgemeinerung des als Folgerung 1 formulierten klassischen Ap-
proximationssatzes ist, wollen wir hier noch die Approximation periodischer
Funktionen durchtrigonometrische Polynome behandeln. Dazu betrachten wir
fir K =R oder K = C den Raum

Czﬂ_periodisch(R, K) = {f R— K ’ f(t —+ 271') = f(t) fir alle t € R}

Wir haben schon bewiesen, dass die Exponentialabbildung eine 27-periodische
Abbildung

exp: R — 51
t > et

— 6 —
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induziert. Daraus folgt, dass durch die Zuordnung f(t) := f*(e") eine Bi-
jektion zwischen den Elementen f € Chrperiodisch (R, K) und den Elementen
f* € C(S',K) beschrieben wird, welche auch die Abstéinde erhilt. Somit
ist eine Teilmenge R C Corperiodiseh (R, K) genau dann dicht, wenn die dazu-
gehorende Teilmenge R* C C(S*, K) dicht ist.

Definition 2. Ein (reelles) trigonometrisches Polynom ist eine Funktion P :
R — R der Form

P(x) = Ap + Z (Ag cos(kz) + By sin(kzx)) .

k=1

Es ist klar aus der Definition, dass alle trigonometrischen Polynome 27-
periodisch sind. Wir erinnern uns auch, dass e** = cos(kx) + isin(kz), so
dass

Ay, cos(kx) + Bysin(kz) = = ((Ay, — iBg)e™ + (Aj, +iBy)e ™).

N | —

Also lasst sich ein reelles trigonometrisches Polynom auch als
P(z) = Z C,e™ mitC,eC,C_, =C,
k=—n
schreiben.

Definition 3. Ein komplexwertiges trigonometrisches Polynom ist eine 27-
periodische Funktion P : R — C der Form

N
P(x) = Z Cre™™  mit Cy € C.

k=—n

Als Folgerung aus dem Approximationssatz fiir reellwertige Funktionen erhal-
ten wir nun sofort

Theorem 5 (Approximationssatz fiir periodische Funktionen).

1. Ist f € Corperioaisch (R, R), so gibt es eine Folge reeller trigonometrischer
Polynome P, (z) mit P, = f.

2. Ist f € Corperiodisech (R, C), so gibt es eine Folge komplezer trigonometri-
scher Polynome P,(x) mit P, = f.

Beweis. zu 1.)

Wir bezeichnen mit R C Carperiodiseh (R, R) die Teilmenge der trigonometri-
schen Polynome, und mit R* die dazugehtrende Teilmenge in C(S!, R). Dann
enthélt R (und somit auch R*) nach Definition alle Konstanten, und aus den

— 7 —
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Additionstheoremen folgt, dass R (und somit auch R*) abgeschlossen unter
Produktbildung ist, denn es gilt z.B.

cos(kz) - cos(lx) = % (cos((k + 0)x) + cos((k — £)x)) ete.

AuBerdem trennt R* Punkte in S*, denn fiir die Funktionen P(z) = sin(z) und
Q(z) = cos(x) in R gilt P*(z) = Im(z) und Q*(z) = Re(z), und mindestens
eine dieser Funktionen unterscheidet zwei verschiedene Punkte z; # 2z, € S*.
Nach dem Approximationssatz fiir reellwertige Funktionen ist R* also dicht in
C(SY,R), und somit ist auch R dicht in Cor_periodisch (R, R).

Bezeichnet man mit R C C(S*,C) die Teilmenge der komplexwertigen trigo-
nometrischen Polynome, so ist R ein Funktionenring. Da et = e~ ist R ab-
geschlossen unter Konjugation. Aulerdem enthélt R alle Konstanten und alle
reellwertigen trigonometrischen Polynome. Da diese Punkte trennen, folgt die
Behauptung aus dem Approximationssatz fiir komplexwertige Funktionen. [J



