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Präsenzaufgaben

(P17) Sei ι : M ↪→ R
k eine Einbettung einer n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit. In jedem

Punkt p ∈ M ist TpM ⊂ TpR
k ein linearer Unterraum, und wir bezeichnen mit πp : TpR

k →
TpM die orthogonale Projektion (bezüglich der Standardmetrik gst des Rk).

a) Der Levi-Civita-Zusammenhang ∇ der von der Standardmetrik gst auf Rk induzierten
Metrik g auf M erfüllt

(∇XY )p =
(
∇R

k

Xp
(ι∗Y )

)⊤
= πp

(
∇R

k

Xp
(ι∗Y )

)
.

Insbesondere ist ein Vektorfeld Y ∈ Γγ(TM) parallel entlang einer Kurve γ : [a, b] → M ,
falls die gewöhnliche Ableitung von Y in jedem Punkt γ(t) orthogonal bezüglich gst zu M
(genauer zu Tγ(t)M) ist.

b) Wir betrachten nun den Spezialfall M = Sn ⊂ Rn+1. Seien v und w Vektoren der Länge 1
im R

n+1 mit v ⊥ w. Zeigen Sie, dass in diesem Fall die Geodätische γw,v mit Startpunkt
γw,v(0) = w ∈ Sn mit dem Startvektor γ̇w,v(0) = v ∈ TpS

n durch die Formel

γw,v(t) = cos(t)w + sin(t)v

gegeben ist.

c) Sei nun n = 2. Nach Teil b) wissen wir, dass die Kurve γ : R→ S2, γ(t) = (cos t, sin t, 0)
eine Geodätische ist, d.h. ihr Tangentialvektor ist parallel entlang γ. Finden Sie das entlang
der Kurve γ parallele Vektorfeld Y auf S2 mit Startwert Y0 = ∂x3

∈ T(1,0,0)S
2.

d) Bestimmen Sie (mit möglichst wenig Rechnung) den Paralleltransport entlang der Seiten
des sphärischen Dreiecks ∆ ⊆ S2 mit den Eckpunkten p1 = (1, 0, 0), p2 = (0, 0, 1) und
p3 = (0,−1, 0) (welche in der Reihenfolge p1 → p2 → p3 → p1 durchlaufen werden sollen)
– gesucht ist also eine lineare Abbildung Π∆ : Tp1S

2 → Tp1S
2.

Bitte wenden!



Übungsaufgaben mit Abgabetermin Do, 20.6., in der Vorlesung

(A22) In der Vorlesung haben wir die Koszul-Formel für den Levi-Civita-Zusammenhang einer
pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) gesehen:

2g(∇XY,Z) = Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X,Y ) + g(Z, [X,Y ]) + g(Y, [Z,X])− g(X, [Y,Z]).

a) Leiten Sie daraus die folgende Berechnungsformel für die Christoffel-Symbole des Zusam-
menhangs in lokalen Koordinaten (x1, . . . , xn) auf U ⊂M her:

Γk
ij =

1

2

n∑
ℓ=1

gkℓ
(
∂gjℓ
∂xi

+
∂giℓ
∂xj

− ∂gij
∂xℓ

)
,

wobei gkℓ die Koeffizienten der zu (gℓk) inversen Matrix bezeichnet.

b) Berechnen Sie die lokalen Koeffizienten der Standardmetrik auf S2 ⊂ R3 und die Christoffel-
Symbole ihres Levi-Civita-Zusammenhangs in den Koordinaten (φ, ϑ), welche durch die
Karte ψ : S2 \ {(x, 0, z) | x ≥ 0} → (0, 2π)× (−π

2 ,
π
2 ) mit

ψ−1(φ, ϑ) =

cosφ cosϑ
sinφ cosϑ

sinϑ


gegeben sind.
Hinweis: Wenn Sie Symmetrien nutzen, können Sie den Rechenaufwand verkleinern.

(A23) Sei H := {(x1, x2) ∈ R2 | x2 > 0} die obere Halbebene, welche wir mit der Riemannschen
Metrik h = 1

x2
2
gst versehen. Die Koeffizientenfunktionen bezüglich der Standardkoordinaten

(x1, x2) sind also

hij(x1, x2) =
1

x22
δij .

a) Bestimmen Sie die Christoffel-Symbole des Levi-Civita-Zusammenhangs dieser Metrik!

b) Sei c : R → H die Kurve c(t) = (t, 1). Bestimmen Sie das entlang c parallele Vektorfeld
Y ∈ Γc(TH), das in t = 0 den Wert Y0 = ∂x2

|(0,1) ∈ T(0,1)H hat!

c) Zeigen Sie, dass für jede Konstante x1 ∈ R die Kurve γ(t) = (x1, e
t) eine Geodätische für

die Metrik h auf H ist.


