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Ubungsaufgaben Mathematik II fiir Studierende der Physik:
Blatt 6 zur Abgabe am 22.5.2019 (in den Ubungen).

Die Losungen der folgenden Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und handschriftlich abzugeben. Bei
diesem Aufgabenblatt konnen Sie zu zweit zusammenarbeiten und Losungen abgeben. Dabei miissen
allerdings beide, die zusammen abgeben, derselben Ubungsgruppe angehéren, und jeder Abgabepartner
sollte erkenntlich bei der Abgabe mindestens eine Aufgabenlosung aufgeschrieben haben.

Aufgabe 1: (1+2+0 Punkte)

(a) Sei V' ein normierter C-Vektorraum, F': V' — V linear. Zeigen Sie, dass fiir die Ope-
ratornorm

F(x
17 — sup JE@
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gilt: Fiir alle beschrinkten linearen Abbildungen Fi, Fo: V — V ist

[y o Fof| < [[EY]]- (I F2]l-

(b) Zeigen Sie, dass der Vektorraum L;(V7,V3) der beschrankten Operatoren zwischen
zwei beliebigen normierten C-Vektorrdaumen wieder ein normierter Vektorraum ist
(mit der Operatornorm).

(¢) Sei Vi = C[0, 1] mit der Norm |[fllez = sup {[f()] + |/'@)] + ()]} und Vs =
z€[0,1]
C°[0, 1] mit der Norm || f|lc = sup {|f(z)|}. Untersuchen Sie die lineare Abbildung
z€[0,1]

F: Vi =V, f— f” auf Stetigkeit.

Aufgabe 2: (1424141 Punkte)
Betrachten Sie den n-dimensionalen Vektorraum C™ versehen mit der vom kanonischen
Hermiteschen Skalarprodukt induzierten Norm

lzlla == V|22 + ...+ 2|2 fiir 2= (21,...,2,) € C"

(a) Zeigen Sie, dass fiir die Operatornorm einer Diagonalmatrix D = diag(Ay, ..., \n),
A, A, €C,
|D|| = ”3‘1‘1131 |Dz||2 = max{|A\1], ..., | |}
gilt.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jede beliebige Matrix A € Mat(n,C) und jede beliebige unitére
Matrix U € Mat(n,C)

[TATT] = ]| Al

gilt.
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(c) Gelte nun fiir A € Mat(n,C), dass AT = A. Zeigen Sie, dass die Operatornorm von A
gleich dem Betragsmaximun der zugehorigen Eigenwerte ist.

(d) Zeigen Sie mit Hilfe eines Beispiels, dass es Matrizen B € Mat(2,C) gibt, deren
Operatornorm nicht gleich dem Betragsmaximun aller Eigenwerte ist.

Aufgabe 3: (2 Punkte)
Geben Sie fiir die folgenden Funktionen f; : D C R — R, ¢ =1,...,3 den grofitmoglichen
Definitionsbereich D und die kleinste von Null verschiedene Periode L an:

fi(x) =bcosz, folr) =sinbrz, fi(z)= tang.

Aufgabe 4: (242 Punkte)

Sei V' der Vektorraum der 27-periodischen Funktionen f: R — C, so dass flj2x inte-
grierbar ist, und sei U C V der reelle Untervektorraum der reellwertigen Funktionen aus
V. Sei weiter eg(x) := exp(ikz) fir € R, k € Z. Zeigen Sie:

(a) Fur alle f € V gilt fiir das n-te Fourier-Polynom F,(f) = Z Crek:

ag u .
F.(f) = 5 + kEZI(ak cos(kx) + by sin(kx)),
wobei

2m
ay = Cp+c_p=— f(z) cos(kx)dx
T Jo
1 27

by = iy —cg)=— (x) sin(kz)dz.
T Jo
Auflerdem gilt: Wenn f € U ist, dann ist ¢, = ¢, und F,(f) € U.
(b) Zeigen Sie mit Hilfe von Teil (a):

(i) Ist f € U eine gerade Funktion, d.h. f(—x) = f(z) fir alle z € R, so gilt fur
das n-te Fourier-Polynom:

F.(f) = % + iak cos(kx).
k=1

(ii) Ist f € U eine ungerade Funktion, d.h. f(—z) = —f(x) fiir alle z € R, so gilt
fiir das n-te Fourier-Polynom:

F.(f) = Z by sin(kzx).

2



Aufgabe 5: (240 Punkte)

Berechnen Sie die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢y, k € Z:

(a) fiir die 27-periodische Funktion g: R — R mit
g(x) = sin(ax), fiir x € [0, 27), wobei a ¢ Z;

(b) fiir die 27-periodische, stiickweise stetige Funktion
f: R — R, die durch
r O<zx<nm
€Tr) =
/(@) {7? T<x<2m

eindeutig festgelegt ist.



