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Kapitel 13

Die Determinante — Fortsetzung
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DN DI E N SeTa i cwAli -8  Charakterisierung der Determinante

Determinante einer quadratischen Matrix

Zur Erinnerung:

Definition (Determinante)

Eine Abbildung det: Mat(n, K) — K heiBBt Determinante, wenn sie
folgende Eigenschaften hat:

(D1) det ist linear in jeder Spalte, d.h.

det(a;---aj_1 Aaj + pub;j ajt1---an)
— )\det(al SRR H ---an) +Mdet(31 - ] biai+1 . ..an)

fiir alle Spaltenvektoren ay,...,a,, bj € K" und A\, u € K.

(D2) det ist alternierend, d.h. det A = 0, falls zwei Spalten von A
libereinstimmen.

(D3) (Normierung) Fiir die Einheitsmatrix 1, :== (e - - - e,) gilt det(1,) = 1.

v
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Die Determinante - Fortsetzung Explizite Formel fiir die Determinante

Am Ende des letzten Semesters haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz (Explizite Formel fiir die Determinante)

Es gibt genau eine Abbildung det: Mat(n, K) — K mit den Eigenschaften
(D1)-(D3).

Die Determinante einer (n x n)-Matrix A = (aj;);; ist durch folgende
Formel gegeben:

Det A := Z e(0)ag(1)1 "+ * Ao (n)n-
o€S,

Fiir groBe n € N ist diese Formel fiir Rechnungen ungeeignet, da n!
Produkte gebildet und summiert werden miissten.
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Die Determinante - Fortsetzung Explizite Formel fiir die Determinante

Regel von Sarrus:
Andererseits erhalten wir flir n = 3 direkt aus der Formel:

a1 a2 a3
det | a1 ax ax3 = 3d11a22a33 + 312323331 + 313321332
d31 d32 433
—d134d22d31 — 412421433 — 411423432,

dabei entsprechen die ersten drei Terme den zyklischen Permutationen
[123], [231] und [312], die letzten drei den Transpositionen 7y3, 712 und
723.

Praktisches Vorgehen: Wir schreiben die ersten beiden Spalten noch
einmal hinter die Matrix, addieren dann die Produkte der blauen
Diagonalen und subtrahieren davon die Produkte der roten Diagonalen:

+_  +
dil1 di12 413411 4d12
dp1 «d22 d23 d21 ax»
d31 d32 d33 431 432
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Die Determinante - Fortsetzung Transponierte Matrix

Transponierte Matrix

Wir unterbrechen nun kurz die Diskussion von Determinanten, um ein
anderes niitzliches Konzept einzufiihren.

Definition (Transponierte Matrix)

Sei A = (ajj);j eine (m x n)-Matrix.
Die (n x m)-Matrix A mit den Eintrigen

(A1) = aj

heiBt die zu A transponierte Matrix.

Bemerkung

Auf der Menge Mat(n, K) der quadratische Matrizen ist die Abbildung
a: Mat(n,K) > A— AT € Mat(n,K) eine Involution, d.h. a0 o = Id.
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Die Determinante - Fortsetzung Transponierte Matrix

Transponierte Matrix

Beispiel

Ist v € Mat(n, 1,K) ein Spaltenvektor, so ist v1 € Mat(1, n, K) der
entsprechende Zeilenvektor.

Satz
Fiir alle A € Mat(m, n,K) und B € Mat(n, r,K) gilt

(AB)T = BTAT.

Beweis. Fiir C = AB und D = BTAT gilt

n

(CMYwi = cik =D aijb = Y (BM)ii(A")ji = (D).

J=1 Jj=1

[
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Die Determinante - Fortsetzung Transponierte Matrix

Satz
Fiir jede Matrix A = (aj);j € Mat(n,K) gilt

det A = det AT,

Beweis. Wir haben

detA = 25(0)30(1)1---30(,,),, und

oES,
det AT = ZE(T)(AT)T(l)l°"(AT)T(n)n
TESn
— Z e(T)ar-(1)  +~ 3nr(n)-
TESn

Die Ubereinstimmung der beiden Summen folgt mit Hilfe der Substitution
7 = o~ ! durch Umordnung der Faktoren und unter Beachtung von

e(r) = ¢(o). O
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Die Determinante - Fortsetzung Transponierte Matrix

Folgerung

(i) Ebenso wie durch die Eigenschaften
(D1) det ist linear in jeder Spalte,
(D2) det ist alternierend bzgl. der Spalten, d.h. det A = 0, falls zwei Spalten
von A iibereinstimmen,
(D3) det ist normiert: det(1,) =1
lasst sich det: Mat(n,K) — K auch durch die folgenden
Eigenschaften charakterisieren:
(D1") det ist linear in jeder Zeile,
(D2'") det ist alternierend bzgl. der Zeilen, d.h. det A = 0, falls zwei Zeilen
von A iibereinstimmen,

(D3") det(1,) = 1.
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Die Determinante - Fortsetzung Transponierte Matrix

Folgerung

(ii) Addition des A\-fachen der j-ten Zeile der Matrix A zur i-ten Zeile
(i # j) andert den Wert der Determinante nicht.

(iii) Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile (i # j) dndert die Determinante
nur um ein Vorzeichen.

(iv) Insbesondere lasst sich die Determinante durch Anwendung des
GauBalgorithmus auf die Zeilen der Matrix berechnen (bei
Buchfiihrung (iber die Zeilenvertauschungen!).
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Determinantenmultiplikationssatz
Determinantenmultiplikationssatz

Satz (Determinantenmultiplikationssatz)
Es gilt fiir alle A, B € Mat(n, K):

det(AB) = det(A) det(B).

Beweis.

1. Fall: Gilt det(B) = 0, so ist ker(B) # 0 und somit ker(AB) # 0.
Dann folgt auch det(AB) = 0 = det(A) - 0 = det(A) det(B).

2. Fall: Wir kénnen also annehmen, dass det(B) # 0. Wir fixieren ein
solches B und zeigen, dass fiir die Funktion

—~ det(A- B)
A~ detAi= ———2
—ae det B

die Axiome (D1')-(D3’) einer Determinantenfunktion erfiillt sind, woraus
wegen der Eindeutigkeit einer solchen Funktion det A = det A und somit
die Behauptung folgt.
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Die Determinante - Fortsetzung Determinantenmultiplikationssatz

Beweis des Determinantenmultiplikationssatzes
(D2") Hat A zwei gleiche Zeilen, so ist rgA < n und det(A) = 0. Wegen
imAB C imA folgt daraus auch rgAB < n und det(AB) = 0, also
det A = det(A- B)/det(B) = 0.
(D3") Auch die Funktion det ist normiert:
det(1,-B)
detB

detl, =

(D1') (i) Entsteht A aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit A € K,
soist A=A, ;- Amit
1
f e

K T..'lj

i—te Spalte 443 / 862

Die Determinante - Fortsetzung Determinantenmultiplikationssatz

Es folgt AB = Ay ;(A- B), d.h. auch AB entsteht aus AB durch
Multiplikation der i—ten Zeile mit A\. Nach dem Axiom (D1) fiir die
Determinantenfunktion det folgt

det(AB) = Adet AB,
und somit

— ~  det(AB) . detAB
detA=—1tB ~ " deiB

— \det A.
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Die Determinante - Fortsetzung Determinantenmultiplikationssatz

(D1) (ii) Um die Additivitat von det zu zeigen, driicken wir die Matrix
B = (b1, ..., bp) durch (Spalten-)Vektoren b; € K" aus, und die
T
9
Matrix A schreiben wir mit Vektoren a; € K" als A= | :
T
an

Fiir die i-te Zeile von A gelte a! = a!' + 2”1 .Dann ist
/ at by - at by \

A-B=| (b +aTh) ... (atb,+a'th,)

\ ar by e arb, )
Aus der Additivitdt von det folgt det AB = det A'B + det A” B, und
daraus die Additivitat von det:

—~ det AB —~ —~
det A= 20 — det A + det A” .
det B
[
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Determinantenmultiplikationssatz
Folgerung
(1)
det: GL(n,K) — (K \ {0}, )
ist ein Gruppenhomomorphismus.
(ii) Insbesondere gilt fiir alle A € GL(n,K):
det(A™1) = (det A) 7!
(iii)
SL(n,K) := {A € GL(n,K)|det A = 1} C GL(n,K).
ist eine Untergruppe, die sogenannte spezielle lineare Gruppe.
Beweis. (i-ii) sind klar. (iii) folgt, da SL(n,K) = det (1) Kern eines
Gruppenhomomorphismus ist. [

Achtung: Fiir n > 2 gilt nicht det(A 4+ B) = det(A) + det(B)!

. 1 0 0 0
Gegenbeispiel A = ( 0 0 ) und B = ( 0 1 )
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Die Determinante - Fortsetzung Determinantenmultiplikationssatz

Definition (Determinante eines Endomorphismus)

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n, F € End(V) ein Endorphismus
und A = Mg(F) € Mat(n,K) seine darstellende Matrix beziiglich einer
beliebigen Basis B von V. Wir definieren die Determinante von F als

det F := det A.

Behauptung: Dies ist wohldefiniert, d.h. die Definition hangt nicht von

der Wahl der Basis B ab.
Beweis. Sei B’ eine weitere Basis von V, A’ := Mpg/(F). Dann entspricht

A einer Selbstabbildung ¢§1 o F o ¢g von R" und A’ einer Abbildung
¢ o Fodp.
Letztere schreibt sich auch als

¢gr 0o dpodpt o Fopgods odp

=5 ;74 :Tsr_l
d.h. A’ = SAS~! mit der invertierbaren n x n-Matrix S.
Also ist det A’ = det(SAS™!) = det Sdet A(det S)~! = det A. O
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Die Determinante - Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Methoden zur Matrixinversion

Matrixinversion mittels GauBalgorithmus

Wir wollen die Inverse A=t zu A € GL(n,KK) bestimmen. Dazu verkniipfen
wir folgende Uberlegungen:
o Die i-te Spalte der Matrix A~! ist A~le;, wobei e; der i-te Vektor der
kanonischen Basis ist.
o Gleichzeitig ist der Vektor x := A~'e; offenbar die eindeutige Lésung
des inhomogenen Gleichungssystems Ax = ¢;.

@ Wir konnen also x bestimmen, indem wir den GauBschen Algorithmus
auf (Ale;) anwenden bis wir (1,|x) erhalten.

Auf diese Weise haben wir die i-te Spalte x = A~le; von A~! ermittelt.
Das Verfahren auf alle Basisvektoren e; gleichzeitig angewandt

GauBscher Alg.
—

(A1) (1n | X)

liefert die inverse Matrix A~ = X. J
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Ein Zahlenbeispiel:

11 1
Wir wollen A= 0 1 2 invertieren (das geht, da det A = —2):
11 —1
11 1/1 00 11 1 roo0N
01 2/010l™'" (o1 2/ 010 |""""2
1 1 -1/0 0 1 00 —2/-10 1
1 0 —-1]1 -1 0 o 100 3 -1 -2
01 2/o0 1 o |"™EE 010/-1 1 1]
oo 13 o0 -1 oo1 3 o -1
3 1
2 1 =3
dh.A 1= -1 1 1
1 1
5 0 =3

UA: Als explizite Probe rechne man AA~1 = 13 nach.
Frage: Was bedeutet es fiir dieses Verfahren, wenn der GauBalgorithmus in

der linken Halfte eine Nullzeile erzeugt?
449 / 862

Die Determinante - Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Berechnung der Inversen mittels Determinanten

Fiir das nachste Verfahren bendtigen wir den Begriff der
Streichungsmatrix.

Definition (Streichungsmatrix)

Sei A = (au)k,1=1..n € Mat(n,K) und 1 < i,j < n zwei Indizes. Die
Matrix Aj; € Mat(n — 1,KK), die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und
J-ten Spalte entsteht, heit (i, j)-te Streichungsmatrix von A.

Lemma

(i) die (i,j)-te Streichungsmatrix von A stimmt mit der Matrix (A;)!

liberein.
(ii) (—1)i+j det A,'J' — det(a1 ccraj_1€j@j41 - -a,,).

Beweis. (i) ist klar.
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Die Determinante - Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Beweis von (ii). Die (n x n)-Matrix (a;---aj_1€jajy1---ay,) lasst sich
durch Addition von Vielfachen der j-ten Spalte zu den anderen Spalten in
folgende Form bringen:

( alr - arj—1 0 arjy1 - am \
ai—11 -+ ai—1j—1 0 aji—1j41 - ai—1n
air11 -+ di+1j—1 0 aix1j41 0 Qigin

\ dnl T dpj—1 0 dnj+1 T dnn )

Die Matrix Bj; lasst sich durch i — 1 Zeilen- und j — 1
Spaltenvertauschungen in die Blockdiagonalgestalt ( (1) /(\) ) bringen.
]

Also folgt det(ay---aj_1€@j4+1---ap) =
det Bj = (—1)(~D+0U-D det Aj = (—1)" det Aj;. H
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Die Determinante - Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Satz
Sei A = (ajj)ij € Mat(n,K) und sei A= (ajj)ij definiert durch

5,-1- — (_1)H—j det Aj; Lemma det(a; - - ‘aj_1€jaj 1 -ap).

Dann gilt AA = AA = (det A)1,,.

Beweis. Wir zeigen zuerst AA = (det A)1,:

~ Lemma
E ajjdjk = E djk det(a1 cr@j-1 € ajq1cce a,,)
J J

:ak

——
= det(al---a,-_l Zajkej a,-+1---an) = 0 det A.
J
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Die Determinante - Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Weiter im Beweis: Ist det(A) # 0, so erhalten wir aus Zﬂ = (det A)1,

auch AA = det(A)1,, und zwar durch Multiplikation von AA = (det A)1,
von links mit A und von rechts mit A=,

st aber 0 = det(A) = det(A%), so gilt
P mmal(i ~ T e
0 = (AT)AT temzel) (A) AT = (Ad)"

und damit auch AA = 0. ]
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Folgerung (Entwicklungssatz von Laplace)
Fiir jede Matrix A € Mat(n, K) gilt:
(Z) (Entwicklung nach der i-ten Zeile)

det A=) (—1)"ajdetA;
j=1

(S) (Entwicklung nach der j-ten Spalte)

det A=) (—1)"ajdetAy.
=il

Beweis. Auf der rechten Seite von (Z) bzw (S) steht, siehe Lemma (ii),

genau der i-te bzw. j-te Diagonaleintrag der Matrix AA = (det A)1, bzw.
der Matrix AA = (det A)1,,. O
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Die Determinante - Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Ein Zahlenbeispiel fiir den Entwicklungssatz von Laplace:

1

Wir wollen die Determinante von A = 1
-

1
2 durch Entwicklung
—1

—_ =

nach der ersten Spalte berechnen:

1 1
det 1 1 2 —=1-detAj; —1-detAy; + 7 -det A3z
T 1
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Folgerung (Cramersche Regel)
Sei A € GL(n K) und b € K". Dann gilt:
(i) A-1 detA A, wobei A = (ajj) die zuvor definierte Matrix mit
2 = (—1)™ det(Aj;) = det(a;---a;_1 € a;j+1---a,) ist.

(ii) Die eindeutig bestimmte Lésung x = (x;)j=1...n der Gleichung Ax = b
berechnet sich nach der folgenden Cramerschen Regel

P— det(al---a,-_l b a,-+1---an).

det A

Beweis.

(i) folgt sofort aus det A # 0 und AA = (det A)1,,.
(ii) Mit E?l,'j = det(a1 ccraj-16jaj41 a,.,) und x = A~ 1b ist

1 B 1
Xz detAZanj — detAdeJc ai---aj—1 E:bej ajt1---an)
J
1
= et A det(a;---a;_ibaj1---a,) =
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Die Determinante - Fortsetzung Matrixinversion und Determinanten

Cramersche Regel fiir n = 2:

Wie bereits im vergangenen Semester diskutiert, hat in Dimension 2 die
Losung eines Gleichungssystems Ax = b die Koordinaten

biazy — ajoby
X1 = und
ai1azp — aipani

ajibo — braog

X2 = .
d11d22 — d124d21

AuBerdem gilt (vgl. Spezialfille: b = e; bzw. b = &):

Al — 1 dp>  —ai2
di1d22 — di2al1 —d21 a1
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Kapitel 14
Aquivalenzrelationen J
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Aquivalenzrelationen Definition und erste Beispiele

Aquivalenzrelationen

Im vergangenen Semester haben wir bereits Teilmengen R C X x X als
Relationen auf der Menge X aufgefasst (z.B. die Ordnung < auf den
reellen Zahlen). Dabei haben wir auch x Ry geschrieben, falls (x,y) € R.

Definition

Eine Relation ~ auf X heiBt Aquivalenzrelation, wenn sie folgende
Eigenschaften hat:

(i) x ~ x fiir alle x € X, (reflexiv)
(i) x ~y =y ~ x (symmetrisch)
(iii) x ~y undy ~ z = x ~ z (transitiv)

Jedes Element x € X definiert eine Aquivalenzklasse

[x] = {y € Xly ~ x}.

Die Menge der Aquivalenzklassen wird oft mit X/ ~ bezeichnet.

o
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Aquivalenzrelationen Definition und erste Beispiele

Beispiele

@ X sei die Menge der Schiiler einer Schule, ~ die Aquivalenzrelation
“in die gleiche Klasse gehen”. Dann ist X/ ~ die Menge der Klassen.

@ C sei die Menge der Cauchyfolgen x = (xp)n>0 in Q. Wir sagen x ~y,
falls die Folge x#y, definiert durch

x, falls n ungerade

X —=
Oy )n {yn falls n gerade,

ebenfalls eine Cauchyfolge ist. Man kann zeigen, dass dies eine
Aquivalenzrelation auf C definiert. Die Menge der Aquivalenzklassen

kann als ein Modell fiir R interpretiert werden.

@ Wir nennen zwei quadratische Matrizen A, B € Mat(n, K) zueinander
konjugiert, wenn es eine Matrix S € GL(n, K) gibt, so dass
A = SBS~1. Dies ist eine Aquivalenzrelation auf Mat(n, K).
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Aquivalenzrelationen Definition und erste Beispiele

Beispiele (Fortsetzung)

@ Sei X =7 die Menge der ganzen Zahlen, und sei n > 1 eine
natiirliche Zahl. Dann wird durch

X~y <= nteilt (x —y)

eine Aquivalenzrelation auf Z definiert.
Zwei ganze Zahlen sind hier genau dann aquivalent, wenn sie bei
Division durch n denselben Rest lassen. Die Menge dieser Restklassen

bezeichnet man mit Z/nZ oder auch einfach Z,.
Durch

[X] +[y] = [x+y] und [x]-[y]:=[x"y]

werden auf Z, Rechenoperationen eingefiihrt.

(Zn,+) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element [0].

Ist p prim, so ist (Zp, +, - ) sogar ein Korper, wobei [1] das neutrale
Element der Multiplikation ist.

v
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Aquivalenzrelationen Quotientenraum

Definition (Quotientenraum)

Sei K ein Kérper und sei V' ein Vektorraum iiber K, und sei U C V ein
Unterraum. Dann definieren wir eine Aquivalenzrelation ~ auf V' wie folgt:

X~y <= x—yel.

Also R={(x,y)|x,y € V und x—y e U} CV x V.
V/U :={[x] | x € V} ist mit den Operationen

[vi] + [wo] :=[vi + wvo] und X-[v]:=[)\V]

(in kanonischer Weise) ein Vektorraum iiber K.
V /U heiBt Quotientenvektorraum von V nach U.

Die natiirliche Abbildung 7 : V — V/U , welche v € V auf [v] € V/U
abbildet, ist linear und surjektiv mit Kern ker m = U. Insbesondere erhalten
wir aus der Dimensionsformel

dimV/U = dimV —dim U.
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Quotientenraum
Ein Beispiel

Hier sehen Sie einige Aquivalenzklassen von R? nach dem in hellem Rot
gezeichnenten ein-dimensionalen Unterraum:

1LUU %

80

[
—100 —80 —60 —40 20 740 60 80 100
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Aquivalenzrelationen Orientierung

Orientierung

Definition

Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Zwei (geordnete)
Basen B = (b1, ..., b,) und B' = (b}, ..., b)) heiBen gleich orientiert,
wenn der Basiswechsel F = ¢pgr o (bgl: V — V positive Determinante hat.

v

Bemerkungen
@ Beachte, dass F(b;) = qu/ngl(b,-) = ¢p(ej) = b..
@ Die darstellende Matrix von F beziiglich der Basis B ist die Matrix

der Abbildung ¢5* o (¢pr 0 d5') 0 bg = ¢ 0 pgr: R” — R".
Insbesondere:

det F = det(¢g" 0 dp/).
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Aquivalenzrelationen Orientierung

Orientierung

Satz

Sei V ein reeller Viektorraum der Dimension n € N. Wir schreiben B ~ B’,
falls B und B’ gleich orientierte (geordnete) Basen von V sind.

(a) Die Relation “~" ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
(geordneten) Basen von V.

(b) Jede (geordnete) Basis B definiert eine Aquivalenzklasse (ihre
“Hindigkeit”)

[B] := {B' Basis von V| B’ ~ B}

und es gibt genau zwei Aquivalenzklassen.

Beweis.
a) ist eine einfache Ubungsaufgabe.
b) Sei B = (bi,...,by) eine Basis. Jede Basis ist entweder gleich
orientiert zu (by, ..., by) oder zu (—by, by, ..., b,). Daher gibt es

genau zwei Aquivalenzklassen. 465 / 862
[]

Aquivalenzrelationen Orientierung

Orientierung

Definition
Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n € N. Eine Orientierung von
V' ist eine Aquivalenzklasse gleich orientierter Basen von V.

Bemerkungen

o Jede Basis B = (b, ..., b,) definiert eine Orientierung [B]. Wie wir
gesehen haben, gibt es genau zwei Orientierungen [B] und
[B]°P = [(—b1, b2, . .., bp)]. Letztere heiBt die zu [B]
entgegengesetzte (oder umgekehrte) Orientierung.

@ Automorphismen F € GL(V) mit det F > 0 heiBen
orientierungserhaltend, denn FB = (Fby, ..., Fb,) € [B] fiir jede
Basis B = (b1, ..., by).

Automorphismen F € GL(V) mit det F < 0 heiBen
orientierungsumkehrend, denn FB = (Fby, ..., Fb,) € [B]°P fiir jede
Basis B.

v
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Aquivalenzrelationen Orientierung

Orientierung

Beispiele |

@ Die kanonische Orientierung des R" ist die durch die kanonische Basis
definierte Orientierung [(e1, ..., en)]. Die Basen (e, e3,€1) und

(—e2, e1, e3) definieren auch die kanonische Orientierung des R3.

@ Die durch die Basis (e, €1, €3) definierte Orientierung ist zur durch
die kanonische Basis definierten Orientierung [(e1, ez, €3)]
entgegengesetzt. Es gilt [(e, €1, e3)] = [(—e1, €2, €3)].

@ Die Drehung (um die z-Achse, entgegen dem Uhrzeigersinn um den

Winkel ¢)
cosp —sing 0
D=1 sinp cosp 0
0 0 1

ist wegen det D = 1 > 0 orientierungserhaltend.
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Aquivalenzrelationen Orientierung

Orientierung

Beispiele Il
@ Die Spiegelung (an der (x, y)-Ebene)

1 0 O
S=101 O
0 0 —1
ist wegen det S = —1 < 0 orientierungsumkehrend.

@ Die Punktspiegelung —Id : R” — R" ist eine Verkniipfung von n
Spiegelungen, und somit
orientierungsumkehrend falls n ungerade und
orientierungserhaltend falls n gerade ist.
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Kapitel 15

Diagonalisierung von Endomorphismen

Diagonalisierung von Endomorphismen Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum

Eigenwerte, Eigenvektor und Eigenraum

Definition
Sei F ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V/, d.h. die
Selbstabbildung F: V — V sei K-linear.

@ )\ € K heiBt Eigenwert von F, wenn es einen vom Nullvektor
verschiedenen Vektor 0 # v € V gibt, so dass

F(v) = Av.

@ Jeder solche Vektor heiBBt Eigenvektor von F zum Eigenwert .

@ Der Unterraum von V' definiert durch
Vy :={v e V|F(v) = Av}

heiBt Eigenraum von F zum Eigenwert .
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Diagonalisierung von Endomorphismen Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum

Beispiele
@ Fiir die Identitat Id : V — V ist jeder von 0 verschiedene Vektor ein

Eigenvektor zum Eigenwert 1, d.h. der gesamte Raum V/ ist
Eigenraum zum Eigenwert 1.

@ Sei V =R? und
F:(cl) (l))eEnd(V).

e1 + e ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1,

e1 — e ist ein Eigenvektor zum Eigenwert —1,

Die Eigenrdume sind V4 = R(e1 + e2) und V_1; = R(e; — &),
Da V = Vi & V_q, hat F keine weiteren Eigenwerte.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum

Beispiele (Fortsetzung)
Die lineare Abbildung von R? nach R?, gegeben durch die Matrix

D .— [ Cos¥ —sin
7\ sing cosp )’

ist eine Drehung um den Winkel ¢ und hat daher keine reellen Eigenwerte,
falls © kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist.

0 -1
1 0

on(3)- (5 ) (2)2(5)

d.h. —y = Ax und x = \y. Dies impliziert aber x = —\%x und y = —\?y.
Wegen A2 > 0, ist die einzige Losung dafiir x = y = 0.

Zum Beispiel ist D/ = ( ) und die Eigenwertgleichung liefert

v
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Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Charakteristisches Polynom
Das charakteristische Polynom dient zur Bestimmung der Eigenwerte.

Verabredung. Wir nehmen im Folgenden an, dass K O Q ein unendlicher
Korper ist. Wir unterscheiden nicht zwischen Polynomen P(t) € K[t] und
polynomialen Funktionen P: K — K.

Definition (Charakteristisches Polynom)

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n < co und F € End(V).

Das charakteristische Polynom Pg: K — K, t — Pg(t), von F ist definiert
durch

Pe(t) := det(F —tld) = det(A—t1,)
= Z e(0) (a10(1) = t015(1)) = - - - (no(n) = tOno(m)) »
oc€S,

wobei A = (ajj);j die darstellende Matrix von F beziiglich (irgend)einer
Basis von V' ist.

v
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Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Wie sieht das charakteristische Polynom aus?

Satz

Das charakteristische Polynom von F € End(V') hat Grad n = dim V.
Schreibt man

Pe(t) = Z itk
k=0
mit Koeffizienten o € K, die von F abhangen, dann gilt
ap = detF = detA,
Op_1 = (_1)n—1 (811 + -+ a,,,,) = (_1)n—1 Tr A,
Op = (_1)n7

wobei A = (ajj) eine darstellende Matrix von F ist.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Bemerkung

Wie alle Koeffizienten des charakteristischen Polynoms ist auch die Spur
Tr F des Endomorphismus F (definiert als Tr F := Tr A fiir eine beliebige
darstellende Matrix A) unabhangig von der Wahl der Basis.

Beweis des Satzes.

Das Polynom (ai,(1) — td1(1)) * - - - * (8no(n) — t0na(n)) hat fiir jede
Permutation o # Id einen Grad < n — 2, da dann mindestens zwei
Ausdriicke 0;4(;y gleich 0 sind. Daher gilt

Pe(t) =(a11 —t) - ... - (ann — t) + Q(1)

mit einem Polynom Q(t) vom Grad < n— 2.

Ausmultiplizieren liefert nun:
Pe(t) = (—t)" + (=t)" Yar + -+ apn) + --- + PE(0)
mit Pr(0) = det(F — 0-1d) = det F.
H
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Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Charakteristisches Polynom und Eigenwerte

Satz
Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und F € End(V'). Dann gilt:

Die Eigenwerte von F sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms von F.

Beweis.

A € K ist genau dann ein Eigenwert von F, wenn es einen Vektor

0 # v € V gibt mit F(v) = Av, d.h. wenn (F — AId)(v) = 0 gilt, d.h.
wenn ker(F — Ald) # 0.

Dies ist gleichbedeutend mit det(F — Ald) = Pg(\) = 0. O
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen
Definition
Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n.

F € End(V) heiBt diagonalisierbar, wenn es eine Basis B = (by, ..., by)
von V gibt, so dass die darstellende Matrix von F Diagonalgestalt hat:

A 0 0
Mg(F) = diag(A1,...,Ap) := o . 0 |, mthi,...; \,eK
0 0 A\,

Bemerkung
Die Basisvektoren b; sind dann Eigenvektoren von F und die
Diagonaleintrage \; sind die zugehorigen Eigenwerte A;.

F ist also genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus
Eigenvektoren gibt.
Diese Basis, wenn sie existiert, ist nicht eindeutig.

v
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Charakteristisches Polynom und Diagonalisierbarkeit

Satz

Das charakteristische Polynom eines diagonalisierbaren Endomorphismus F
zerfallt in Linearfaktoren.

Beweis. Aus Mg(F) = diag(\1, ..., A,) folgt

Pe(t) = det(diag(A1 —t,...,Ap— 1))
(AM1—t)-...-(A\p—1t)
= (=1D)"(t—=M1) ... (t—An).

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht, wie wir gleich sehen werden.

Bemerkung J
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Beispiel 1
Sei

F—= ( é 1 ) ¢ End(K?).

Pe(t) = (1 — t)? zerfillt in Linearfaktoren, t = 1 ist der einzige Eigenwert.
Eigenvektoren zum Eigenwert 1 erfiillen die Gleichung

(00)(%)-e

Also ist der Eigenraum zum Eigenwert 1 gleich V; = Key.

Es gibt also keine Basis aus Eigenvektoren und F ist nicht diagonalisierbar.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Beispiel 2
Sei
_ (0 -1 2

F—<1 0 )EEnd(K).
Dann gilt Pr(t) = t? + 1.
Uber dem Korper K = R hat Pg(t) keine Nullstellen und zerfillt also nicht
in Linearfaktoren.
Insbesondere ist F nicht diagonalisierbar. Wir haben schon gesehen, dass
F die 90°-Drehung ist und deshalb keine Eigenvektoren hat.
Uber dem Kérper K = C zerfillt Pp(t) = t> +1 = (t +i)(t — i).

Dariiber hinaus ist F diagonalisierbar (mit komplexen Eigenwerten =£/):

F(er —iex) = e +ieg = i(e1 — iep)
F(er +ie) = e —ieg = —i(er + ie).
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Diagonaliserbartkeit
Multiplizitat der Nullstellen des char. Polynoms

Ist A eine Nullstelle eines Polynoms P(t), so kann man P schreiben als
P(t) = (t = A)"Q(t)

mit einem Polynom @ mit Q(\) # 0. Die nicht-negative Zahl m heiBt
Vielfachheit der Nullstelle \.

Definition (Multiplizitat der Nullstellen des char. Polynoms)

Sei F ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V
mit Eigenwert ).

Die algebraische Vielfachheit my des Eigenwerts X ist definiert durch
Pe(t) = (t — A\)™ Q(t), wobei Q € K[t] mit Q(\) # 0.

Die geometrische Vielfachheit ny des Eigenwerts X\ ist definiert als die
Dimension dim V/\ des zu \ gehérenden Eigenraums Vy\ C V.

v
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Multiplizitat und Dimension des Eigenraumes

Satz

Es sei F ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraums
V' mit Eigenwert \. Dann ist die geometrische Vielfachheit von \ durch
die algebraische Vielfachheit beschrankt:

ny, < my.
Beweis. Sei By = (b1, ..., bs,) eine Basis des Eigenraums V.
Nach dem Basiserganzungssatz konnen wir By zu einer Basis B von V
erganzen.
Dann gilt

me(F)= (5 ).

wobei D eine quadratische Matrix ist.
Daraus folgt Pe(t) = (—1)™(t — A\)"Pp(t) und somit ny < mj. O
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren

Satz

Sei V' ein Vektorraum und F € End(V). Die Vektoren v;, i =1,... k
seien Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten \;.

Dann ist die Familie (v1, ..., vk) linear unabhingig.

Beweis. Wir fihren den Beweis durch Induktion nach k.

IA: Fiir kK = 1 ist nichts zu zeigen, da ein Eigenvektor per definitionem
ungleich dem Nullvektor ist.

IV: Sei k > 2, und es gelte, dass die Familie (vq,...,vk_1) von k —1
Eigenvektoren vy, ..., vi_1 zu verschiedenen Eigenwerten \; linear
unabhangig ist.

IS: Seien vi, ..., vi Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten \;. Wir
missen zeigen, dass die Familie (v;) linear unabhangig ist.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Weiter im Beweis:

Angenommen, es gelte 0 = Zf'(:l civj, so folgt einerseits

k
0= Z )\kC,'V,'
i=1

und andererseits durch Anwendung von F

k
0= Z )\,'C,'V,'.
i=1

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert

k—1
0= Z ()\k — )\,‘) CiVi
i=1 £0

und somit (wegen der Induktionsvoraussetzung) ¢; = 0 fiir
i=1,... k-1

Es folgt fozl C;jv; = ¢k Vi und somit aus der Annahme auch ¢, = 0. ]
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Erinnerung und Erweiterung:

Definition (Innere Summe von mehr als zwei Unterrdumen)

Sei V' ein Vektorraum und V1, Vi, ..., Vi C V Unterrdume. Die innere
Summe der Unterrdume V; ist dann der Unterraum

Vi+Vo+---4+ Vi Z:{V1—|—V2—|—---—|—Vk|V,'€ \/i,i:1,2,...,k}.

Haben die Unterrdume die Eigenschaft

ViN span{U Vit ={0} Vi
JF#i

so heiBBt die Summe direkt und wir schreiben Vi ® Vo @ --- @ V.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Es gilt:
o Vid..aVi=(--(VieW)eV;)d - & Vi) Vi

@ Jeder Vektor v € V] & --- @ V) hat eine eindeutige Darstellung
V=vi+Ww+--+ v mity; €V,

@ In einer direkten Summe V3 @ - -- @ Vi ist jedes k-Tupel
(v1, vo, ..., vk) von Vektoren v; € V;\ 0 linear unabhingig.

Bemerkung

Allgemeiner:

Sei (Vj)ies eine beliebige (nicht notwendiger Weise endliche) Familie von
Unterraumen V; C V.

Wir definieren };., Vi := span{U;¢, V;} und schreiben V = P, V;, falls
(i) V =>_;c; Vi und (ii) jede Familie (v;);c; von Vektoren v; € V; \ 0
linear unabhangig ist.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Diagonalisierbarkeit und Aufspaltung in Eigenraume

Satz

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und F € End(V'). Dann sind
aquivalent:

(i) Der Endomorphismus F ist diagonalisierbar.

(i) Das charakteristische Polynom Pg zerfillt in Linearfaktoren, und fiir
alle Eigenwerte \ stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit
liberein, my = ny.

(iii) V ist die direkte Summe der Eigenrdume von F, V = @ V.

A EW

Beweis. Wir zeigen (iii) = (i) = (ii) = (iii).

(iii) = (i) Es ist klar, dass jeder Eigenraum unter F invariant ist
(warum?), und dass die Einschrankung von F auf jeden Eigenraum die
Form A -1,, hat.

Eine Blockdiagonalmatrix, deren Blocke Diagonalmatrizen sind, ist aber

eine Diagonalmatrix.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Weiter im Beweis:

(1) = (ii) Ist klar, denn das charakteristische Polynom eines
diagonalisierbaren Endomorphismuses F zerfillt in Linearfaktoren.

(i) = (iii) Seien A1, ..., Ak die verschiedenen Eigenwerte von F.
Behauptung: Die innere Summe U = EBfle V), € V der Eigenrdume zu
den verschiedenen Eigenwerten ist eine direkte Summe.

Diese Behauptung beweisen wir indirekt. Wir nehmen also an, fiir ein
gewisses 1 < i < k existiert ein von Null verschiedener Vektor

0#veV,yn span{U V)\j}.
J#i
Dann gilt also v =3 _,,; vj mit v; € V).
Die von Null verschiedenen Vektoren der Menge {v} U {v;|j # i} erfiillen
dann die Voraussetzung des letzten Satzes, bilden also eine linear
unabhangige Menge von Vektoren. Dies widerspricht aber gerade der Wahl
von v. Die Behauptung ist also bewiesen.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Weiter im Beweis:
Wir wissen dann

dim U = Z ny.

Andererseits gilt, da Pr vollstidndig in Linearfaktoren zerfillt, dass

dim V = deg Pg(t) = Z my.
XNEW

Da aber fiir alle Eigenwerte die Vielfachheiten my und ny iibereinstimmen,
folgt dim U = dim V/, und somit wegen U C V auch U = V. Il
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Beispiele

@ Wir haben gesehen, dass der Endomorphismus
_ (11 2
F_(Ol)EEnd(K)

das charakteristische Polynom Pg(t) = (1 — t)? hat, welches in
Linearfaktoren zerfallt. F ist aber nicht diagonalisierbar. Der einzige
Eigenwert A\=1hat n1 =1 <2 =my.

@ Der Endomorphismus

F:(é ;>€End(K2)

hat das charakteristische Polynom Pg(t) = (1 — t)(2 — t), welches
ebenfalls in Linearfaktoren zerfillt. Da die geometrische Vielfachheit
jedes Eigenwerts mindestens 1 ist, stimmen hier geometrische und
algebraische Vielfachheiten iiberein. Die Abbildung ist also
diagonalisierbar. UA: Finden Sie eine Basis aus Eigenvektoren!
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Kapitel 15

Euklidische und Hermitesche Vektorraume )

491 / 862
Wir betrachten nun Vektorraume, die mit einer zusatzlichen Struktur,
einem Skalarprodukt, ausgestattet sind. Mit dessen Hilfe kdnnen wir
geometrische GroBen wie Abstand, Lange und Winkel definieren.
Erinnerung: Linearformen
Sei V ein K-Vektorraum.
@ Der Vektorraum
V*:=L(V,K)={L: V- K| List K-linear}
heiBt Dualraum zu V oder auch Raum der Linearformen.
@ Hat V endliche Dimension n, so auch V*. Ist (bs,..., b,) eine Basis
von V/, soist b, ..., b}, definiert durch
T 1 fallsi=j
sl == 5 Hoiol
eine Basis von V*, die wir die zu (bs, ..., b,) duale Basis nennen.

v
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume Bilinearformen

Bi- und Multilinearformen
Definition
Sei V ein K-Vektorraum.

@ Eine Abbildung 5: V x V. — K heiBt Bilinearform, wenn sie linear in
beiden Argumenten ist, d.h. wenn fiir alle x,y,z € V und a,b € K
gilt:

Blax+by,z) = aB(x,z)+ bB(y,z) und
B(z,ax + by) = aB(z,x)+ bB(z,y)

@ Eine Abbildung

pw:Vk=vx...xv = K

(Vi) = vy i)

heiBt Multilinearform (genauer k-Linearform), wenn y in jedem der k
Argumente linear ist.

v
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume Bilinearformen

Beispiele
@ Linearformen sind 1-Linearformen

Beispielsweise ist f — fab f(x)dx eine Linearform auf dem
R-Vektorraum der integrierbaren Funktionen auf dem Intervall [a, b].

@ Sei V = C9(]a, b]) der R-Vektorraum der stetigen Funktionen auf

dem Intervall [a, b]. Dann definiert (f,g) — fab f(x) - g(x)dx eine
Bilinearform auf V.

@ Die Determinante det: Mat(n, K) = (K")” — K ist n-linear.
@ Sei A € Mat(n,K). Die Abbildung

a:K"x K" — K
(vi,2) = a(vi,w) =v{ A w

ist eine Bilinearform auf K”".
Wir werden sehen, dass sich jede Bilinearform auf K” in dieser Form
schreiben |3sst.

v
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume Bilinearformen

Symmetrische und schiefymmetrische Bilinearformen

Definition
Eine Bilinearform 3: V x V — K heiBt

@ symmetrisch, wenn

B(v,w) = B(w,v) firalle v,we V.
@ schiefsymmetrisch, wenn

B(v,w) = —0B(w,v) firalle v,weV.
@ nicht entartet, wenn die lineare Abbildung

vV — V*
vV = B(Va')

injektiv ist, d.h. wenn v = 0 der einzige Vektor ist, fiir den
B(v,w) =0 fiir alle w € V gilt.
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Definition
SeidimV =n, a: V x V — K eine Bilinearform und B = (bs, ..., by)
eine Basis von V. Als darstellende Matrix von o beziiglich B bezeichnen

wir die Matrix A = (ajj)1<ij<n mit den Eintragen

Oé,'j = Oz(b,', bj).

Bemerkungen/UA
o Fiir Vektoren v,w € V mit v =}, vibj und w = >, w;b; gilt

a(v,w) =« Z v;bj, Z wibj | = Z via(b;, bj)w;.
i j i

Fassen wir v = (v;) und w = (w;) als Spaltenvektoren auf, so erhalten
wir a(v,w) = v! - A-w, wobei A die darstellende Matrix von « ist.

@ Die Bilinearform « ist genau dann nicht entartet, wenn ihre
darstellende Matrix invertierbar ist. 496 /563




Euklidische und Hermitesche Vektorraume Bilinearformen

Bemerkungen/UA

@ Die Bilinearform « ist symmetrisch (bzw. schiefsymmetrisch) genau
dann, wenn ihre darstellende Matrix A symmetrisch (bzw.

schiefsymmetrisch) ist, d.h. wenn AT = A (bzw. AT = —A). Der
Raum der symmetrischen (bzw. schiefsymmetrischen) Bilinearformen

bildet einen Vektorraum iiber K der Dimension M (bzw. @)

@ Die darstellende Matrix einer Bilinearform hat folgende
Verallgemeinerung:
Ist V ein K-Vektorraum mit dim V = nund (bs, ..., b,) eine Basis, so
ist eine k-Linearform 1 : V x --- x V — K auf V durch die n* Werte

Wiy iy = #(bi17°" ,b,‘k) mitl<in,....,ix <n

eindeutig bestimmt.
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Beispiel

Auf dem Vektorraum V = R? betrachten wir die (schiefsymmetrische und
nicht entartete) Bilinearform w mit der darstellenden Matrix

0 1
o= (2 1)
Fir Vektoren v = <51> und w = (W1> gilt dann
2 W

o) = 1) (5 0) - (02)
%) (%)

= Viwa — vows.
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume Bilinearformen

Orthogonale Unterraume

Satz
Sei 8 eine nicht entartete Bilinearform auf einem endlichdimensionalen
Vektorraum V und U C V ein Unterraum.
(i) Der Unterraum U+8 :={v € V | B(u,v) = 0 Vu € U} hat die
Dimension dim U8 = dim V — dim U.
(i) Die Unterrdume U und U'# sind genau dann komplementar, d.h.
V =U®®ULs, wenn UN ULs = 0.

Wir nennen U8 den B-orthogonalen Unterraum zu U.

Beispiel

Fiir die im letzten Beispiel betrachtete Bilinearform w auf R? und jeden
Vektor v # 0 gilt w(v,v) = 0 und somit (Rv)™ = Ruv.

Der w-orthogonale Unterraum ist also fiir keinen 1-dimensionalen
Unterraum in R? ein lineares Komplement.

v
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume Bilinearformen

Beweis des Satzes:

Sei (uy,...,u,) eine Basis von U, ausgedehnt zu einer Basis (u1, ..., u,)
von V. Der Unterraum U-# ist genau der Lésungsraum des linearen
Gleichungssystems

n

B(thxjuj) = Zﬁ(u;, up)Xxj = ZBUXJ =0, firalle i=1,...,r.
j=1

J=1

Da 3 nicht entartet ist, hat die darstellende Matrix (3;);; vollen Rang n.
Die Matrix des Gleichungssystems besteht aus den ersten r Zeilen dieser
darstellenden Matrix, hat also Rang r = dim U. Damit ist die Dimension
des Losungsraumes U4 gleich dim V — r = dim V — dim U.

(i) folgt aus (i) und der Dimensionsformel:

dim(U + U*#) dim U + dim U+# — dim(U N U*#)

dim V — dim(U N UL#).

—~
~.
N—r

[
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume Euklidische Vektorraume

Euklidische Vektorraume

Definition (Euklidisches Skalarprodukt/Euklidischer Vektorraum)

Sei V ein reeller Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform
(-,-): V. x V — R heiBt positiv definit, wenn fiir alle v € V, v # 0 gilt

(v,v) > 0.
Ein (Euklidisches) Skalarprodukt auf V' ist eine positiv definite
symmetrische Bilinearform V x V — R.

Ein Euklidischer Vektorraum ist ein reeller Vektorraum, zusammen mit
einem (Euklidischen) Skalarprodukt.

Bemerkung

Skalarprodukte sind nicht entartet, denn aus (v, v) = 0 folgt v = 0.
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Beispiel
Das kanonische Skalarprodukt auf R” ist definiert durch

n
<X,y> = inyi — xT Y,
i=1

wobei x = Y7 . xjej und y = > 7, yiei. Die darstellende Matrix des
kanonischen Skalarprodukts von R” beziiglich der kanonischen Basis ist die
Einheitsmatrix 1,, denn

1, falls =,

0, sonst.

<eiaej> = 0jj = {
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Geometrische GroBen 1: Lange und Abstand

Definition
Sei V' ein Euklidischer Vektorraum.
e Die Linge (auch Norm) eines Vektors v € V ist die nicht-negative

Zahl
vl = v (v, v).

@ Der Abstand d(x,y) zweier Punkte x,y € V ist die Lange des
Vektors y — x:

d(x,y) = lly — x|
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Euklidische Vektorraume
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Die folgende Ungleichung ist fundamental.

Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Sei V' ein Euklidischer Vektorraum. Dann gilt fiir alle v,w € V:

[{v, w)| < [lv]] - [[wl,

mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhangig sind.
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Beweis. Wir konnen annehmen, dass v # 0 und w # 0 gilt, denn sonst ist
nichts zu zeigen.
Fir alle A\, u € R gilt wegen der Bilinearitat

0 < (AV + pw, Av + pw) = M| v[[* + g2l w]* + 2Aulv, w).
Einsetzen von A = ||w|| und p = %||v|| liefert
0 < 2|[vFllwl® £ 2] v][[[w]{v, w).

d.h. F(v,w) < ||v]|||w]|, und damit die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.
Gleichheit gilt genau dann, wenn fiir eine dieser beiden Wahlen von A und
1 die Beziehung Av + pw = 0 gilt, d.h. wenn v und w linear abhangig

sind. [
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22 Vi e
Geometrische GroBen 2: Winkel und Orthogonalitat

Definition
Sei V' ein Euklidischer Vektorraum und v,w € V \ {0}.

@ Der Winkel Z(v,w) zwischen v und w ist definiert als

L(v,w) = arccosM e [0, 7].
v [I{[w

€[-1,1]
@ Man sagt, dass v,w € V senkrecht aufeinander stehen oder
orthogonal sind, wenn

(v,w) =10
und schreibt dafiir v 1 w.

@ In Euklidischen Vektorrdumen schreibt man fiir den zu U C V
orthogonale Unterraum einfach U-+.
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Lemma

Sei U C V ein Unterraum eines endlichdimensionalen Euklidischen

Vektorraums. Dann ist U™ ein lineares Komplement zu U in V, d.h.
UNnuU+t=1{0}und V=U®q U

v

Beweis. Nach einem bereits bewiesenen Satz sind die beiden Aussagen der
Behauptung aquivalent.

Ist aber U C V ein Unterraum und v € U N U™, so gilt (v,v) =0.

Da das Skalarprodukt positiv definit ist, folgt hieraus v = 0, also

Un Ut ={o0}. O

Folgerung

Ist U C V ein Unterraum eines endlichdimensionalen Euklidischen
Vektorraums, so bildet die kanonische Projektion 7 :V — V /U das
orthogonale Komplement U+ von U bijektiv auf V' /U ab.

v

Beweis. Die Aussage gilt fiir jedes lineare Komplement von U. [
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Orthonormale Basen

In Euklidischen Vektorraumen gibt es eine ausgezeichnete Klasse von
Basen.
Definition
Sei (V,{.,.)) ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum.
(i) Eine Vektor v € V heiBt Einheitsvektor, wenn ||v|| = 1.

(ii) Eine Basis (w1, ...,w,) von V aus n Einheitsvektoren w; € V, die
paarweise orthogonal zueinander sind, heiBt Orthonormalbasis (kurz:

ONB).

Fiir eine Orthonormalbasis (w1, ..., w,) gilt also (w;, wj) = §j;.

Beispiel
Die kanonische Basis von R” ist orthonormal bzgl. des kanonischen
Skalarproduktes.
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Lemma

Die Komponenten eines Vektors v € V' in einer Orthonormalbasis
(wi,...,w,) sind gegeben durch (v, w;) € R, d.h.

n
v = Z(v, w;) w;.
i=1

Beweis. Da (wjy,...,w,) eine Basis ist, ldsst sich v (eindeutig) als
Linearkombination schreiben,

n
V:Z)\kwk mit A\ € R .
k=1

Wir nehmen das Skalarprodukt mit w;:

(v,wj) = Z)\k<Wk> w;) = Z)\k5ki =\
k=1 k=1

]
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Satz
Sei V' ein Euklidischer Vektorraum und (v;);c; eine Familie von
orthogonalen Vektoren v;i € V mit v; # 0, d.h.
vi L fiiralle i#j.
Dann ist die Familie (v;);c; linear unabhangig.
Insbesondere ist in einem n-dimensionalen Euklidischen Vektorraum jede
Familie aus n orthogonalen Einheitsvektoren eine Orthonormalbasis.
Beweis.
Sei 0 = ZjeJ Ajvj, wobei J C [ eine endliche Teilmenge ist und \; € R.
Daraus folgt fiir alle i € J
2
0= Nvi,vi) =D Ay, vi) = Aillvil
JjeJ JjeJ

und somit \; = 0. ]
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Orthonormalisierungsverfahren

Satz (Gram-Schmidt)

Jeder endlich-dimensionale Euklidische Vektorraum besitzt eine
Orthonormalbasis. (Diese ist natiirlich nicht eindeutig.)

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n =dimV € N,
@ Falls dimV =1, so existiert v # 0 und wj : W ist eine ONB.

@ Wir nehmen an, dass jeder Euklidische Vektorraum der Dimension
< n eine ONB hat und zeigen, dass dann auch jeder n-dimensionale
Euklidische Vektorraum eine ONB hat.

@ Sei v € V, v # 0. Nach Induktion besitzt der (n — 1)-dimensionale
Unterraum v+ := (Rv)! eine ONB (wa,...,w,). Durch w; := ﬁ
wird diese zu einer ONB von V erganzt.

[
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Gram-Schmidt Verfahren
Eine beliebige Basis der Form (v, ..., v,) kann man algorithmisch zu einer
ONB umformen:
Wir setzen wy = ” ” Iterativ nehmen wir an, dass wir schon Vektoren
wi, ..., Wk konstruiert haben mit (w;, wj) = 0. Ist (w1, ..., wy) schon
eine Basis, dann sind wir fertig. Andernfalls definieren wir die senkrechte
Projektion von vy, 1 auf den von den Vektoren wy, ..., wy aufgespannten
Raum:

Vi1 = (Via1, W)Wy + ..o+ (Vi 1, Wi ) wi

und bilden: Wk+1 = Vk4+1 — Vkt1- Es gilt
(Wit1, Wi) = (Viep1, Wj) — (Vig1, wi) (wj, wy) =0 fiir 1 <7 < k.

Der Vektor w1 = ” - ” erfiillt dann (wyy1, wj) = dk41,. Nach n
Schritten erhalten wir eme ONB (wy, ..., wp).
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Beispiel
1 1
Seien vi = | 2| und vo = | 0 | = e; in R3. Beziiglich des
2 0
Standardskalarprodukts (-,-) erhalten wir:
1 1
||V1||2 =9, also w = EVl = §V1,

~ 1 1
Wy = €1 — (el, W1>W1 = €1 — §V1 = 5 (86‘1 — 262 — 263),
1 1
Wo = ——— W (8e; — 2ex — 2e3).

D= ——
(W, Wo) 61/2

(w1, wy) ist also eine Orthonormalbasis fiir span(vy, v») C R3.

Frage: Welche Orthonormalbasis erhalt man, wenn man statt mit (v, v2)
mit (v2, v1) startet?
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216 @rilizzaiels G
Die orthogonale Gruppe

Definition
Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum.
Eine surjektive lineare Abbildung F: VV — V heiBt orthogonal, wenn

(F(v),F(w)) = {(v,w) firalle v,we V.

Bemerkung

@ Aus der Gleichung folgt, dass F injektiv ist: aus F(v) = 0 folgt
0= (F(v),F(v)) = (v,v), also v =0. Falls dim V < oo, so folgt aus
Injektivitat die Surjektivitat. Diese muss also bei endlich
dimensionalen Vektorraumen nicht gefordert werden.

@ Die orthogonalen Abbildungen bilden eine Untergruppe
O(V) C Aut(V), die sogenannte orthogonale Gruppe.

@ Orthogonale Abbildungen erhalten Winkel, Langen und Abstande.
Sie setzen sich aus Drehungen und Spiegelungen zusammen.

v
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Die orthogonale Gruppe des R”

Beispiel
Wir betrachten den R” mit dem kanonischen Skalarprodukt
(x,y) :==>_7_; x;yi. Dann definiert man die orthogonale Gruppe

O(n) := O(R", (.,.)) € GL(n,R)

als Untergruppe der Gruppe der invertierbaren Matrizen. Sei
A = (aj) € Mat(n,R) und e; die kanonische Basis. Dann ist
A€ O(n) «—

b = (e,-,ej> Ae,,AeJ E ak,a/J €k, €/) E akiay5kl = g dkidkj
k

fiir alle i,j = 1,..., n. Dies ist aber dquivalent zu 1, = AT A. Es gilt also
fir A € Mat(n, R)

AcO(n) <= ATA=1, = AT =A"1.

[
JJJJJ
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Hermitesche Vektorraume

Um auf komplexen Vektordumen geometrische GroBen einfiihren zu
konnen, bendtigt man den Begriff eines Hermiteschen Skalarprodukts.

Definition

Sei V' ein komplexer Vektorraum. Eine Hermitesche Form auf V' ist eine
Abbildung (-,-}: V x V — C, die C-linear im ersten Argument ist, und die
fiir alle v,w € V folgende Bedingung erfiillt:

(v,w) = (w,v) .

Bemerkung

Daraus folgt, dass (-, -) konjugiert-linear im zweiten Argument ist, d.h.

(u, \v + pw) = Mu, v) + i{u, w) fiiralle wu,v,w € V,\ pucC,

denn (u, \v) = (v, u) = X (v, u) = \(u, V).
AuBerdem ist (v, v) fiir alle v € V reell (warum?).

v
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Bemerkung

Die Menge der Hermiteschen Formen eines komplexen Vektorraumes ist
ein reeller (kein komplexer!) Vektorraum, denn: Ist 3 eine Hermitesche
Form und A € C, so gilt

()‘6)(”7 V) — )‘5(“7 V) — )‘B(Vv U),

d.h. (AB)(u,v) = (AB)(v,u) = X- B(v, u), falls X\ = X reell ist.

Definition
Eine Hermitesche Form (-,-}: V x V — C heiBt positiv definit, wenn

(v,v) >0 fiirallev e V\O.

Ein (Hermitesches) Skalarprodukt auf V' ist eine positiv definite
Hermitesche Form V' x V' — C. Ein Hermitescher Vektorraum ist ein
komplexer Vektorraum zusammen mit einem Hermiteschen Skalarprodukt.
(Hermitesche Vektorrdume heiBen auch unitire Vektorrdume.)

4
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Beispiel
@ Das kanonische (Hermitesche) Skalarprodukt auf C” ist definiert

durch :
(z,w) = ZZ,‘W,‘,
i=1

wobei z =", zie;und w =" | wie;.
@ Sei V =R". Dann definiert jedes Euklidische Skalarprodukt (.,.) ein

Hermitesches Skalarprodukt (.,.)" auf C" mittels komplex linearer
und konjugiert linearer Erweiterung. D.h. wir definieren (., .)" durch

O+ iy u i) = O u) + (V) + i (s ) — (x,0))

fur alle x,y,u,v € R",
UA: (., ) ist in der Tat ein Hermitesches Skalarpodukt.
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Bemerkung
Sei V ein Hermitescher Vektorraum.

@ Auf V definiert man wieder die Lange eines Vektors durch

Ivll :==V{v,v), veV.

Ist (.,.) ein Hermitesches Skalarpodukt, so definiert sein Realteil

g(u,v) := Re(u, v) ein Euklidisches Skalarprodukt auf V/, aufgefasst
als reeller Vektorraum (UA).

Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Sei h = (-,-) ein Hermitesches Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum V.

(i) Dann gilt fiir alle v,w € V:

(i) Gleichheit in (x) gilt genau dann, wenn v und w linear abhingig sind.

(x)  Kvowp < |lv| - [lwl].
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Beweis.

(i) Wir kdnnen annehmen, dass (v, w) # 0 gilt, und setzen

(v, w)
[{v, w)|

Wegen [{v, w)|?> = (v, w){v, w) gilt dann

A= e C.

(v,w){v, w)

o [{v, w).

(1) Av,w) = XNv,w) =

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir das Euklidische
Skalarprodukt g := Re(h) liefert weiter

(2) (v, w) =g, w) < Vg(v, Av)y/g(w,w) = v - [|lw],

woraus mit (1) die Behauptung (i) folgt.

Gleichheit in (2) und somit in () gilt genau dann, wenn Av und w
linear abhangig iiber R und somit v und w linear abhangig liber C
sind.

]
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Unitare Basen
Wieder gibt es eine ausgezeichnete Klasse von Basen:

Definition (Unitare Basen)

Sei (V,{.,.)) ein endlichdimensionaler Hermitescher Vektorraum. Eine
unitire Basis von V ist eine Basis (wi, ..., w,) mit

(wi, wj) = dj.

(Ist der Bezug auf das Hermitesche Skalarpodukt klar, so kann man auch
wieder von einer ONB sprechen.)

Die Komponenten eines Vektors v € V in einer unitiren Basis

(wi, ..., wy) sind wieder gegeben durch (v, w;), d.h. v => " (v, w;)w;.

Satz

Jeder endlichdimensionale Hermitesche Vektorraum besitzt eine unitare
Basis.

Beweis. Ubungsaufgabe (wie fiir den Satz von Gram-Schmidt) 521 Leho
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Die unitare Gruppe

Definition (Unitare Gruppe)

Sei (V,(-,-)) ein Hermitescher Vektorraum.
Ein surjektiver Endomorphismus F: V' — V heiBt unitir, wenn

(F(v), F(w)) = (v,w) fiiralle v,we V.

(Falls dim V' < oo, braucht die Surjektivitadt nicht gefordert zu werden.)
Die unitiren Endomorphismen bilden eine Untergruppe U(V) C Aut(V),
die sogenannte unitire Gruppe (UA).

Beispiel
Fiir U(n) := U(C", (,)), (z,w) := 371, zjw;:
A€ U(n) <= A A=1,. Man schreibt auch At ;= A"

UA: Betrachtet man C" als reellen Vektorraum R?", so kann U(n) als
Untergruppe von O(2n) aufgefasst werden. Andererseits gilt O(n) C U(n).
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Normalformen von Endomorphismen

Fiir bestimmte Klassen von Endomorphismen F: V — V existiert eine
Normalform. Damit ist gemeint, dass man stets eine Basis von V finden
kann, in der die darstellende Matrix Normalform — z.B. Diagonalgestalt —
hat (und dass “echt"” verschiedene Endomorphismen in Normalform auch

verschieden aussehen).
Sei z. B. F: R? — R? die Abbildung mit der darstellenden Matrix

1 1
A:(12).
5 1

beziiglich der kanonischen Basis (e, e2). Dann ist by = e; — ey ist ein
Eigenvektor zum Eigenwert 1, und by, = e; + e zum Eigenwert % D.h. in
der Basis (b1, by) hat F die einfachere Diagonalgestalt

1

= 0
82(23)

0 3

Wir werden insbesondere Normalformen fiir orthogonale und unitare

Endomorphismen finden.
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Satz (Normalform unitdrer Endomorphismen)

Sei V' ein endlichdimensionaler Hermitescher Veektorraum und F € U(V)
ein unitarer Endomorphismus.
(i) Die Eigenwerte von F sind komplexe Zahlen vom Betrag 1.

(i) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht
aufeinander.

(iii) Es gibt eine unitdre Basis von V' bestehend aus Eigenvektoren von F.
D.h. F ist in einer unitaren Basis diagonalisierbar.

Beweis.
(i) Sei v ein Eigenvektor von F und X\ € C der zugehdrige Eigenwert. Aus

0# (v,v) = (Fv, Fv) = (Av, Av) = A\(v, v)
ergibt sich |A\| = 1.
(ii) Seien v, w € V Eigenvektoren von F zu den Eigenwerten A und p.
Wegen (i) ist A=t = X. Daher impliziert p # X, dass \iz # 1.
Aus (v,w) = (Fv, Fw) = A(v, w) folgt daher (v, w) = 0.
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(iii) Beweis durch Induktion nach n = dim V. Der Fall n =1 ist klar.

Sei dim V' > 2. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat jedes
nicht-konstante komplexe Polynom eine Nullstelle. Insbesondere hat
das charakteristische Polynom von F eine Nullstelle und F mithin
einen Eigenwert \; # 0.

Wir wahlen einen zugehorigen Eigenvektor by € V' der Lange 1 und
betrachten den Unterraum W := bi-.

Es gilt dm W =n—1und FW C W, denn aus w € W folgt
0= <b1, W> = <Fb1, FW> = )\1<b1, FW>

und somit Fw € W, da \; # 0.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine unitire Basis (by, ..., bp)

von W bestehend aus Eigenvektoren von F, und (b1, by, ..., b,) ist

die gesuchte unitare Basis von V. [
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Normalform orthogonaler Endomorphismen

Folgerung (Normalform orthogonaler Endomorphismen)

Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und F € O(V) ein
orthogonaler Endomorphismus.
(i) Eigenwerte von F sind reelle Zahlen vom Betrag 1, dh. = £1.

(i) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht
aufeinander.

(iii) Es gibt eine Orthonormalbasis, beziiglich derer F durch eine
Blockdiagonalmatrix folgender Art dargestellt wird

dlag()\]_, ce ey )\p7 DQO]_: °009 D@q)?

L _ [ cosp; — sin @;
wobei \; € {1}, D, ( R ) Drehungen um den
Winkel ¢; € R sind, und p+2q = dim V gilt.

v
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Beweis.

(i-ii) Gleicher Beweis wie fiir unitdre Endomorphismen.

(iii) Analog erhalten wir auch eine aus Eigenvektoren bestehende ONB
(b1,...,bp) fir die Summe U := V; & V_; der Eigenrdume V4.

Es sei U # V. Wieder bildet F das orthogonale Komplement
W := U™ in sich ab. AuBerdem enthilt W keine Eigenvektoren von
F.

Insbesondere hat W gerade Dimension m = 2g, denn sonst hatte das
charakteristische Polynom der Einschrankung F |y als reelles Polynom
ungeraden Grades eine reelle Nullstelle.

Es geniigt zu zeigen, dass W eine ONB besitzt, beziiglich der die
darstellende Matrix von F|y die Gestalt diag(D,,, ..., D,,) hat .
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Weiter im Beweis:

Durch Wahl einer ONB von W kdnnen wir annehmen, dass W = R™ der
Euklidische Raum ist und F|y gegeben ist durch A € O(m).

Wir konnen A als komplexe Matrix, d.h. als Endomorphismus des C™,

auffassen. Dann ist A unitar beziiglich des Hermiteschen Skalarproduktes
auf C™.

Sei nun u ein komplexer Eigenwert von A mit Eigenvektor v = x + iy mit
x,y € R". Da A reell ist, gilt

Av=pv = Av=Av=70v=7-V.

Also ist 1z auch ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v := x — iy. Die echt
komplexen Eigenwerte u; = e'% (p; € R) treten also in komplex
konjugierten Paaren gleicher Vielfachheit auf, denn die komplexe
Konjugation der Komponenten bildet den Eigenraum zum Eigenwert u
isomorph auf den Eigenraum zum Eigenwert 1z ab.

528 / 862



Euklidische und Hermitesche Vektorraume Normalformen unitirer Endomorphismen

Weiter im Beweis: Nach dem Satz gibt es eine unitdre Basis

(517“'75(7757”'7@)

von C™ = C?9 bestehend aus Eigenvektoren von A € U(m) mit

zugehorigen Eigenwerten (u1, ..., fig, Hy, - - -, Hg)-
Hierbei ist p; = /i mit pj € R, und 1; = e~'%i. Wir definieren

5}2%(@'%—5_]) und 5;',:%(@'—5_]') firj=1,...,q.

Diese Vektoren liegen in R™ C C™ und bilden dort eine ONB
(81,875 -+, Bq: By)- Die darstellende Matrix von A beziiglich dieser Basis

ist von der gewiinschten Form, d.h. es gilt

I

A i 1 . - _
A% = (5 + e %ﬁj)=COS(¢1)E(BJ+@-)+Sln(¢j)ﬁ(5j—/3j)
= cos(y;)B; + sin(y;) B/ und
ABl = —sin(g;)B; 4 cos(w;) B
L]
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Selbstadjungierte Endomorphismen

Definition (Selbstadjungierte Endomorphismen)

Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraumes (V, (., .)).

o Ein Endomorphismus F29 € End(V) heiBt zu F adjungiert, falls
(F(v),w) = (v, F3(w)) fiir alle v,w € V.
e Existiert F29, so nennt man F normal, wenn F?@ o F = F o F39,
Speziell nennt man F selbstadjungiert, wenn F = F29.

(Wir untersuchen jetzt die Diagonalisierbarkeit im Fall F = F29, kdnnten
allerdings auch allgemeiner normale Endomorphismen betrachten.)

Satz

Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraums V. Dann gilt:

o Es existiert hochstens ein zu F adjungierter Endomorphismus F39.

e Ist V endlich-dimensional, so existiert F3¢.
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Beweis. Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass (., .) nicht entartet ist:
Seien F; und F, zu F adjungiert. Dann gilt fiir alle u, v € V, dass

(u, Fi(v) = Fa(v)) = (F(u), v) = (F(u),v) = 0.

Damit muss aber gelten, dass F1(v) = Fa(v) fiir alle v € V.

Sei nun dim(V) = n, (by,..., b,) eine Orthornomal- (bzw. unitdre) Basis
und sei A = (ajj)jj=1,...n die darstellende Matrix von F beziiglich dieser
Basis, d.h.

F(bj) = Za,-jb,-, oder dquivalent dazu (F(bj), b;) = aj;
i=1

Dann ist F?9 gegeben durch die darstellende Matrix Al := XT, denn
n n
<b_j7 Fad(bi)> - <bj7zéikbk> — Zaik<bj7 bk> = djj,
k=1 k=1

und damit (F(u),v) = (u, F?9(v)) fiir alle u,v € V. ]
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Symmetrische und Hermitesche Matrizen

Folgerung (aus dem Beweis des Satzes)

Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum
und A die darstellende Matrix eines Endomorphismus F beziiglich einer

ONB. Dann ist die darstellende Matrix von F?? gegeben durch AT := A"

und es gilt
F selbstadjungiert < A = AT.

Beispiel

Insbesondere gilt fiir V = R” mit dem kanonischen Euklidischen
Skalarprodukt A% = AT, und fiir V = C" mit dem kanonischen
Hermiteschen Skalarprodukt gilt A%¢ = AT = A

Matrizen mit A = A" (und ebenso die zugehdrenden Endomorphismen)
heiBen symmetrisch. Analog verwendet man (iiber C) den Begriff
Hermitesch, wenn A = AT,

v
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Kern und Bild von adjungierten Endomorphismen
Erinnerung: Fiir F € Aut(V) gilt

ker(F) = {veV | F(v)=0}
im(F) = {F(w) | we V}

Satz

Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraumes V. Dann gilt

ker(F) = (im(Fad))L
ker(F?¥) = (im(F))*

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der definierenden Gleichung
(F(v),w) = (v, F?¥(w)), firalle v,we V.

]

533/ 862

|SV|IT TS ERTT T M o I TS PRV STTIETN M Selbstadjungierte Endomorphismen

Normalform selbstadjungierter Endomorphismen

Satz (Normalform selbstadjungierter Endomorphismen)

Sei V' ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum und F € End(V)
selbstadjungiert.

(i) Die Eigenwerte von F sind reell.

(i) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von F stehen senkrecht
aufeinander.

(iii) Falls dim V < oo, so besitzt V' eine orthonormale bzw. unitire Basis
bestehend aus Eigenvektoren von F.

Beweis.
(i) Aus Fv = Av und |v|| =1, folgt A = (Fv,v) = (v, Fv) = A,
(ii) v, w seien Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A,y € R,
Dann folgt aus

Mv,w) = (Fv,w) = (v, Fw) = u{v, w)
mit A\ # p, dass (v, w) = 0.
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Weiter im Beweis:

(iii) Es geniigt zu zeigen, dass F einen Eigenvektor v besitzt.
F erhilt dann das orthogonale Komplement W := v, denn

(viw)=0 = (v,Fw)=(Fv,w)=0.
Somit ist wiederum ein Induktionsbeweis nach der Dimension von V
moglich.
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat das charakteristische
Polynom von F eine Nullstelle A\. Im Fall V' komplex und hermitesch
liefert das die Existenz eines Eigenwertes und eines Eigenvektors.
Im Fall V reell und Euklidisch fixieren wir eine ONB und identifizieren
V' mit R”. Wir kénnen dann F auffassen als selbstadjungierten
Endomorphismus von R”, aber auch von C”. Beide haben dasselbe
charakteristische Polynom, welches nach (i) reelle Nullstellen hat und
daher in reelle Linearfaktoren zerfallt.
Also hat F auch im Fall eines reellen Vektorraumes V einen
Eigenvektor v € V.
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Dualisierung

Satz

Sei (V,{.,.)) ein endlich-dimensionaler Euklidischer (oder Hermitescher)
Vektorraum. Der R-Vektorraum der symmetrischen Bilinearformen (bzw.
der Hermiteschen Formen) auf V ist isomorph zum R-Vektorraum der
selbstadjungierten Endomorphismen von V.

Beweis. Der Isomorphismus ist gegeben durch die Beziehung
B(u,v) = (F(u),v), YuvelV.

zwischen einem selbstadjungierten Endomorphismus F und einer
symmetrischen /Hermiteschen Form S (UA). [
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Folgerung

Sei V' ein C-Vektorraum mit dim(V) = n und h eine Hermitesche Form
auf V.

(i) Dann existiert eine Basis von V, beziiglich derer die darstellende
Matrix von h folgende Gestalt hat:

diag(1,,,—1, ,04)

r4

mit ry + r— + rp = n und 0, € Mat,,(C) die ry x ro-Nullmatrix.

(ii) Die Zahlen ry und r— hdngen nicht von der Wahl der Basis ab.

Beweis. (i) Wahle ein Hermitesches Skalarprodukt (-, ) auf V.

Dann entspricht der Hermiteschen Form h ein selbstadjungierter
Endomorphismus F. Dieser kann in Normalform gebracht werden mit
reellen Eigenwerten \; und einer unitdren Basis (u1, ..., u,) aus
Eigenvektoren von F.

Es gebe ry positive und r_ negative Eigenwerte. Dann ist
dim(ker(F))=n—ry —r_.

537 / 862

Euklidische und Hermitesche Vektorraume Hauptachsentransformation

Fir A\; # 0 setze i; := |1/\'I ui. Dann ist fiir A\; #£ 0
- - Aj
h(dj, d;) = (Fij, ;) = m(u;, uj) = £10;;

und die Basis hat die gewiinschte Eigenschaft.
Beweis von (ii): Aus

Vo =ker F ={v|h(v,w)=0 fiiralle we V}

folgt die Unabhangigkeit von rp = dim V4 von allen Wahlen.
Um zu zeigen, dass etwa r unabhangig von allen Wahlen ist, zeigen wir

re = max{dimW | W C V, hist auf W positiv-definit}.

Dazu sei V; bzw. V_ die Summe der Eigenrdume zu den positiven bzw.
negativen Eigenwerten. Die Form h ist auf V. positiv definit und auf dem
Komplement V_ @& Vj negativ semi-definit, d.h. h(v, v) < 0 fiir alle
veVvV_ao V.

Ist also W C V ein Unterraum, auf dem h positiv definit ist, dann gilt
Wn (V- @ V) =0 und somit dim W < ry. O
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Hauptachsentransformation

Folgerung (Hauptachsentransformation)

Sei V' ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und 3 eine
symmetrische Bilinearform auf V.

(i) Dann existiert eine orthogonale Basis (b1, ..., bp) von V, beziiglich
derer die darstellende Matrix von (3 folgende Gestalt hat:

diag(1,, ,—1, ,04).

r4»

(Die Ursprungsgeraden Rb; heiBen Hauptachsen von (3.)

(ii) Die Zahlen ry, r— und ry hdngen nicht von der Wahl der Basis ab.

v

Beweis. Analog zum Beweis des vorhergehenden Satzes. [

Aussage (i) ist bekannt als Satz von der Hauptachsentransformation, (ii)
als Tragheitssatz von Sylvester.
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Beispiele

1) Sei V = R? mit kanonischen Skalarprodukt {(.,.).
Dann ist {v € R? | (v, v) = 1} gleich dem Kreis mit Radius 1.
2) Nun betrachten wir die symmetrische Bilinearform

/
B (( ; ) : ( ;, )) = 5xx" + 5yy’ + 3xy’ + 3yx’.

Beziiglich des Standardskalarprodukts (-, -) wird die Bilinearform durch die

Matrix
5 3
F._(3 5)

beschrieben. Deren charakteristisches Polynom Pg(T) = t? — 10t + 16 hat

die beiden verschiedenen Eigenwerte 8 und 2 mit normierten orthogonalen

Eigenvektoren uq := %(el + &) und wp := %(el — ). Fiir die

orthogonale Basis b; = \/LA—lul = %(el + &) und by = \/L)\—Zuz = %(el — &)

gilt B(bj, bj) = 5,1

.
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Ellipse

Insbesondere sind die Hauptachsen von (3 die Diagonalen y = x und
y = —x. Das sind genau die Hauptachsen der Ellipse

{v:(§)|5(v,v):1} mit

B(v,v) =5x>+5y% + 6xy = (%)2 + (X32)2.

E

y

05

1025
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Euklidische und Hermitesche Vektorraume

Kapitel 16

Hauptachsentransformation

Metrische Raume und Vollstandigkeit
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Metrische Raume

Erinnerung:
Metrische Raume sind Mengen, auf denen eine reellwertige

Abstandsfunktion definiert ist.

Definition

Sei X eine Menge.

Eine Metrik (eine Abstandsfunktion) auf X ist eine Abbildung

d: X x X = [0,0)

mit folgenden Eigenschaften:

M1) Fiir x,y € X gilt genau dann d(x,y) =0, wenn x = y.
M2) d(x,y) = d(y,x) fiir alle x,y € X.

M3) d(x,z) < d(x,y)+ d(y,z) fir alle x,y,z € X (Dreiecksung/eichung).)
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Normierte Vektorraume
Wichtige Beispielfamilie: Normierte Vektorraume

Definition
Sei V' ein K-Vektorraum, wobei K = R oder K = C.
Eine Norm auf V' ist eine Abbildung

I-1: V—=10,00), ve=|v],

mit folgenden Eigenschaften:

N1) Fiir v € V gilt genau dann ||v|| =0, wenn v = 0.
N2) |[Av] = |A| - ||v] fir alle v e V, X € K.
N3) [[v+ w| < ||v||+ ||w]| fir alle v,w € V (Dreiecksungleichung).

Ein normierter Vektorraum ist ein reeller oder komplexer Vektorraum
zusammen mit einer Norm. J

Beispiel(Ubungsaufgabe)

Auf V = R" wird durch ||x|lmax := max(|x1|, ..., |xa|) eine Norm definiert.
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Satz

Sei (V,(-,)) ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum. Dann wird

durch
[v]| == V(v,v), veV,

eine Norm || - || auf V' definiert. Jeder Euklidische oder Hermitesche
Vektorraum ist also insbesondere ein normierter Vektorraum.

Beweis.
N1) folgt daraus, dass (-,-) positiv definit ist.

N2) folgt aus den Eigenschaften von (-, -):
IAV[IZ = (Av, Av) = AX(v, v) = [A]?||v]|%.
N3) folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:
lv+wl? = v?+llwlf® + (v, w) + (w,v)
IVIZ + Wl + 2 Re(v, w)
IVIZ + Il + 2(v, w)|
IIZ + Il + 2] viliwl = (vl + lwl)?. O

IA A
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Eine Norm auf einem Vektorraum definiert einen Abstand

Bemerkungen
@ Die Euklidische Metrik des R” ist gegeben durch:

d(x,y) = | D Ixi — yil?
i=1

o Allgemeiner wird durch
d(x,y) == lx—yl, firx,yeV

auf jedem normierten Vektorraum (V|| - ||) eine Metrik
d: V x V — R>q definiert. Dabei folgt die Dreiecksungleichung fiir
die Metrik aus der fiir die Norm:

dlx,2) = [Ix =z = lIx =y +y — 2|
<|x =yl +lly =zl = d(x,y) + d(y, 2)
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Normierte Vektorraume
Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Raumen

Definition (Erinnerung)

(i) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge x, € X, n € N, heiBt
konvergent mit Grenzwert x € X, in Zeichen lim,_-c Xn, = X, wenn
die Folge d(xp,x) € R eine Nullfolge ist, d.h. lim,_, . d(x,,x) = 0.
(i) Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume. Eine Abbildung
f: X — Y heiBt im Punkt x € X stetig, wenn
lim,_—o0 f(xn) = f(x) € Y fiir jede gegen x € X konvergente Folge
Xn € X.

f heiBt stetig, wenn f in allen Punkten x € X stetig ist.

Beispiel
Sei (V,]| - ||) ein normierter Vektorraum mit zugehdriger Metrik d.
Dann ist die Norm || - ||: V — R eine stetige Funktion, denn aus der

Dreiecksungleichung fiir die Norm folgt |[|x|| — [ly[I| < [Ix — ¥

v
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Die Parallelogrammgleichung
Die Frage, wann eine Norm auf einem reellen Vektorraum von einem
Skalarprodukt kommt, kann mittels der Parallelogrammgleichung
entschieden werden.
Satz (Parallelogrammgleichung)
Eine Norm || - || auf einem reellen Vektorraum V' wird genau dann durch

ein Skalarprodukt auf V' induziert, wenn fiir alle v,w € V die

Parallelogrammgleichung gilt:

(5) v+ wl? + v = wi® = 2| v]]* + 2]|w]]*.

Beweis.

(=) Ist die Norm durch ein Skalarprodukt definiert, d.h. ist ||u|?> = (u, u)
fiir alle u € V, so ergibt sich (*) durch Berechnung der linken Seite
mittels der Bilinearitat des Skalarproduktes.
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Weiter im Beweis:
(<) Wir definieren

(Ilv+wlf* = [lv — wlf) .

=

(v,w) =

Dann gilt offenbar (v, w) = (w, v) und (v, v) = ||v||°.

Um zu beweisen, dass (., .) ein Skalarprodukt ist, geniigt es daher,
die Linearitat im ersten Argument nachzuweisen. Wir beginnen mit
einer Hilfsrechnung: Fiir alle u, v/, w € V gilt

(u+d,w)+ (u—u,w)
Def
B 2+ o + w2 = [Ju+ o — w]?)

(
1 / 2 / 2
7 (lu=d +wl* = u—u = w|)

1
= 5l = wl*+ [

(lu+wl? = [lu = w|?)

(lu+ wl® + [[o/]]%)

(Def) 2{u, w).

,-\
X
NI=ENI= + B
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Weiter im Beweis:
Wir haben gezeigt, dass fiir alle u, ', w € V gilt

(1) (u+d w)+{(u—1u,w)=2{u,w).

Fiir u = o' erhdlt man (2u, w) = 2(u, w).

Nun zeigen wir die Additivitat: Seien v, v’ € V beliebig. Definiert man

u:=3(v+v)und v :=3(v—V) soistv=u+d und v =u—u.

Aus (1) erhalt man dann

(v,w) + (v, w) W 2(u,w) = Qu,w) = (v + v w),

d.h. die Additivitat im ersten Argument.
Daraus ergibt sich per Induktion (nv, w) = n(v, w) fiir alle n € N,
Desweiteren folgt aus der Definition und der Norm-Eigenschaft (N2), dass

1

(mv,w) =2 (= v+ wl* = [lv+ w|?) = = (v, w),
{

und damit (nv, w) = n{v, w) fiir alle n € Z.
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Weiter im Beweis: Daraus ergibt sich wiederum, dass

1,1 1
;<U, W> - E<nzua W> - <;U, W>
fur alle u € V,n € Z*. Somit
(2) (Au, w) = A(u, w)

fir alle XA € Q.

Da es zu jeder reellen Zahl X eine Folge A\, rationaler Zahlen gibt, die
gegen \ konvergiert, liefert die Stetigkeit der Norm die Gleichung (2) fiir
alle A € R. [
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Beispiele

(i) Die Euklidische Norm auf R" erfiillt natiirlich die
Parallelogrammgleichung.

(ii) Durch

n

Ix[l1 =) Ixil, x=>_ xe R,

i=1
wird eine Norm auf R” definiert.

Diese erfiillt nicht die Parallelogrammgleichung, denn z.B. ist
8=lla+eli+la-elil # 2lali+2]eli=24
(iii) Die Maximumsnorm
[xlmax := max{lals bl - [xal}

auf R" erfiillt nicht die Parallelogrammgleichung.

o
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Aquivalente Normen

Definition
Zwei Normen || - || und || - ||" auf einem Vektorraum V heiBen dquivalent,
wenn es positive Konstanten ¢ und C gibt, so dass

clvll < vl < Cllv|| firallev e V.

Bemerkung

o Dies definiert eine Aquivalenzrelation zwischen Normen (UA).
Insbesondere sind zwei Normen, die beide zu einer dritten dquivalent
sind, auch zueinander dquivalent (Transitivitat).

@ Seien di und d; die durch zwei dquivalente Normen auf V definierten
Metriken. Dann konvergiert eine Folge x, € V gegen x bzgl. d; genau
dann, wenn sie auch bzgl. d» gegen x konvergiert: die metrischen
Raume (V,d1) und (V, d») haben also denselben Konvergenzbegriff.
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Auf endlich-dimensionalen Vektorraumen sind alle Normen
aquivalent
Satz

Je zwei Normen || - || und || - || auf einem endlichdimensionalen reellen oder
komplexen Vektorraum V' sind aquivalent.

Beweis. Sei B := (b1, ..., b,) eine Basis von V.
Fir x = 27:1 x;b; € V betrachten wir wieder die Maximumsnorm

|1 x| max := max{|x1|, ..., |xa|}.
Wir zeigen, dass jede Norm auf V dquivalent zu || - || max ist.
Fiir jede Norm || - || auf V gilt nach der Dreiecksungleichung

n n
Ixll = 1> xibill < D Ixil- 16l < Clixllmax,
i=1 i=1

mit C := > " ||bi||. Dies beweist die eine Ungleichung.
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Weiter im Beweis:
Wir nehmen an, es gibe kein ¢ > 0 mit ¢ - [|max < || - ||-

D.h. es gibt fiir jedes ¢ > 0 ein y € V mit c||y||max > ||ly||. Damit findet

man fiir jedes ¢ einen Vektor x := =+ mit ||x||max = 1 und ¢ > ||x]].
Y1l max

Fiir alle k € N gibt es also einen Vektor x(F) = 77 XI-(k)b,' € V mit

|x,.(k)| <1lund ;> |x(%)||. Nach Bolzano-WeierstraB hat jede der
(k)

beschrankten Zahlenfolgen (x;"/)ken, i = 1,..., n, eine konvergente
Teilfolge.
Wir kénnen daher annehmen, dass (x(K)) beziiglich der Norm || - || max
gegen x = Y o _; x;b; € V konvergiert.
Es gilt dann
1

IxIl < llx = XN + [IXH) < Cllx = x| max + P 2% 0.
Also x = 0 und somit 0 = || x| max = liMk_se0 [|¥¥) || max, im Widerspruch
zu || x5 || pax = 1. ]
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Vollstandigkeit, Banachraume, Hilbertraume

Definition (Vollstandigkeit metrischer Raume)
Erinnerung: Sei (X, d) ein metrischer Raum.

@ Eine Folge x, € X heiBBt Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein
N € N gibt, so dass

d(Xm, xn) < e fiir alle m;n > N.

@ Der metrische Raum (X, d) heiBt vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge
in X gegen einen Grenzwert x € X konvergiert.

v

Definition
@ Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum, der (beziiglich der zur
Norm gehérenden Metrik) vollstindig ist.

@ Ein reeller bzw. komplexer Hilbertraum ist ein Euklidischer bzw.
Hermitescher Vektorraum, der (beziiglich der vom Skalarprodukt
induzierten Metrik) vollstindig ist.
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Bemerkungen /Beispiele

© Wieder gilt: Seien d; und d5 die durch zwei dquivalente Normen auf

(2

V' definierten Metriken. Dann ist x, € V eine Cauchyfolge bzgl. d;
genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge bzgl. d» ist.

Aus der Vollstandigkeit von K = R, C folgt, dass (K", || - || max) €in
Banachraum ist: Ist x(K) € K" eine Cauchyfolge, so auch alle ihre
Komponenten.

Mittels Wahl einer Basis, folgt daraus: Jeder endlichdimensionale
normierte reelle oder komplexe Vektorraum ist ein Banachraum.
Damit sind auch endlichdimensionale Euklidische und Hermitesche
Vektorraume Hilbertraume.

Insbesondere ist R” mit dem Euklidischen und C"” mit dem
Hermiteschen Skalarprodukt ein reeller bzw. komplexer Hilbertraum.

Unendlich-dimensionale Hilbertraume spielen eine wichtige Rolle in
der Quantenmechanik.

v
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Beipiel fiir einen co-dimensionalen Hilbertraum:
Quadratisch summierbare Folgen

Satz
Der Vektorraum der quadratisch summierbaren komplexen Zahlenfolgen

ist ein Hilbertraum.

Beweis. (2, (.,.)) ist ein Hermitescher Vektorraum (siehe UA).
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Wir beweisen die Vollstindigkeit von ¢

Sei (x(9)) en = (Xék),xl(k), ....) eine Cauchy-Folge in ¢2.

Dann ist jede der Komponentenfolgen (x,gk))keN eine Cauchy-Folge und
konvergiert daher gegen einen komplexen Grenzwert x, := limy_, x,(,k).
Behauptung: Es gilt x := (X)nen € €2 und x = limy_y00 x4,

Da (x(k)) eine Cauchy-Folge ist, gibt es zu jedem £ > 0 ein N € N mit

Z ‘Xr(rp) . X’SQ)|2 < Z |X,(7p) o XISCI)’2 < 82
n=0 n=0

fur alle p,g > N und alle m € N.

Grenziibergang p — oo in der endlichen Summe liefert

m
Z |Xn _X,SCI)|2 < 52
n=0

fiir alle ¢ > N und jedes m € N, d.h. ||x — x(9)|| < ¢ und somit
x — x(@) € 2. Dann folgt aber auch x = x(9) 4 (x — x(9)) € 2. [
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Banachscher Fixpunktsatz

Den Banachschen Fixpunktsatz werden wir in der Theorie der
gewohnlichen Differentialgleichungen benutzen. Wir werden ihn dann auf
bestimmte Banachrdume von Funktionen anwenden, um die Existenz der
Losung einer Differentialgleichung zu zeigen.

Satz (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und F: X — X eine
kontrahierende Abbildung, d.h. es existiert 0 < 6 < 1, so dass

d(F(x), F(y)) < 0d(x,y)

fir alle x,y € X.

Dann existiert ein eindeutiger Fixpunkt von F, d.h. es gibt genau ein
x € X mit F(x) = x.

Des Weiteren konvergiert fiir alle Anfangswerte xo € X die durch
xk+1 = F(xx) rekursiv definierte Folge (xx) gegen diesen Fixpunkt.

v
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Beweis. 1) Existiert ein Fixpunkt, so ist er eindeutig bestimmt:
Sind ndmlich x,y € X Fixpunkte, F(x) = x und F(y) =y, dann gilt

0<d(x,y) = d(F(x),F(y)) < 8d(x,y).

Wegen 6 < 1 folgt d(x,y) =0, also x = y.

2) Die Folge (xx) ist fiir jeden Startpunkt xg eine Cauchyfolge, denn es
gilt, mit C := d(x1, x0):

d(Xn—I—kaxn) — d(F(Xn—i—k—l)aF(Xn—l)) < Od(Xn—I—k—17Xn—1) <

< 0"d(xix0) < 0" g d(xie1,x) SO0 € < £ X0,

Da (X, d) vollstandig ist, existiert ein Grenzwert x € X.
Dieser ist aber auch der Fixpunkt von F, denn wegen der
Dreiecksungleichung gilt

d(F(x),x)

N
2
‘n
X
2
&
S
X

Somit ist d(F(x),x) =0, d.h. F(x) = x. ]
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Banachscher Fixpunktsatz: Anwendungsbeispiel

Beispiel aus dem 1. Semester: Berechnung von v/2

Sei X :=[1,00) mit der Euklidischen Metrik versehen. Dies ist ein

vollstandiger metrischer Raum.
Wir betrachten die Abbildung

1 2
F: X2x — —(X—I——)EX.
2 X

Diese Abbildung ist kontrahierend, denn

F)=F) = 5=n+5-3 = (5-2 ) x=9)

impliziert wegen xy > 1 dass ||F(x) — F(y)|| < 3llx — y|/.

Somit hat F einen Fixpunkt, nimlich (wie man leicht nachrechnet) /2.

v
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Definition (Offene und abgeschlossene Mengen)

Sei (X, d) ein metrischer Raum.
o Die Teilmenge B,(x) := {y € X|d(y, x) < r} heiBt (offene) Kugel
(oder Ball) vom Radius r und Mittelpunkt x.

@ Eine Teilmenge U C X heilSt offen, wenn es zu jedem x € U ein r > 0
gibt, so dass B,(x) C U.

@ Eine Teilmenge A C X heiBt abgeschlossen, wenn ihr Komplement
X \ A offen ist.

Bemerkung/UA
@ Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind wieder offen.
@ Beliebige Durchschnitte abg. Mengen sind wieder abgeschlossen.
@ Endliche Durchschnitte offener Mengen sind wieder offen.

@ Endliche Vereinigungen abg. Mengen sind abgeschlossen.

@ X und 0 sind offen und abgeschlossen.

v
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Inneres, Abschluss und Rand
Definition
Sei X ein metrischer Raum und A C X.

(i) Das Innere von A ist definiert als die offene Teilmenge
A= |J B
BCA offen

(ii) Der Abschluss von A ist definiert als die abgeschlossene Teilmenge

A= ﬂ B

BDA abgeschl.

(iii) OA:= A\ A heiBt (topologischer) Rand von A.

Das Innere A ist also die groBte offene Teilmenge, der Abschluss A die

kleinste abgeschlossene Obermenge.
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Beispiele/ UA:

@ Der Abschluss der offenen Kugel B,(x) C R” im Euklidischen Raum
ist die abgeschlossene Kugel

B (x) ={y e R"|d(y,x) < r}.

Der (topologische) Rand der Kugel ist die Sphare vom Radius r:
0B, (x) = 5:(x) :={y € R"|d(y, x) = r}.

e Fir Q c Rgilt Q =R und Q = @, also auch 9Q = R.
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Stetige Abbildungen

Satz

Fiir eine Abbildung F: X — Y zwischen metrischen Raumen sind
aquivalent:

(i) F ist stetig
(i) Urbilder F~1(U) aller offenen Mengen U C Y sind offen.
(i) Urbilder F~1(A) aller abgeschlossenen Mengen A sind abgeschlossen.

o

Beweis. Wir beweisen nur die Aquivalenz von (i) und (ii):

(i) = (i):

Sei € > 0. Betrachte die offene Kugel B:(F(x)) C Y. Ihr Urbild ist nach
Voraussetzung offen, d.h. wir finden ein § > 0, so dass

Bs(x) € F~1(B:(F(x))). d-h. F(Bs(x)) € B-(F(x)).

Wir haben also gezeigt:

Ve>03d6>0: d(x,y) <d = d(F(x),F(y)) <e,
und dies ist gerade die e-0-Definition von Stetigkeit.
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Weiter im Beweis:(/) = (ii):

Angenommen, es existiert eine offene Menge V C Y, so dass die Menge
F~1(V) C X nicht offen ist.
Es gibt dann x € F~1(V), so dass Bi(x) € F~(V) fiir alle n € N. Sei

also x, eine Folge mit x, € B1(x) \ F~1(V).

Insbesondere gilt dann x,, — x und wegen der Stetigkeit folgt daraus auch
F(xn) — F(x).

Da V C Y offen ist, gibt es ein § > 0 mit Bs(F(x)) C V. Es existiert aber
auch ein N € N mit

F(xn) € Bs(F(x)) C V fiiralle n > N.

Das steht im Widerspruch zu x, ¢ F~1(V) fiir alle n € N. O

Frage: Welche Beweismethode haben wir hier benutzt?
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Satz (Abgeschlossene Teilmengen metrischer Raume)
Fiir eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X sind aquivalent:
(i) A ist abgeschlossen

(i) Wenn ein x € X Grenzwert einer konvergenten Folge von Elementen
von A ist, so gilt x € A.

Beweis.
(=) Sei xx € A eine Folge mit Grenzwert x € X.
Wenn x ¢ A, so lage x in der offenen Teilmenge U = X \ A.
Insbesondere existiert ein r > 0 mit B,(x) C U, d.h. B,(x) NA= 2.
Das widerspricht aber der Konvergenz der Folge xx € A gegen x.
(<=) Wir zeigen, dass es zu jedem x € X \ A ein r > 0 gibt mit
B,(x) C X\ A.
Sei also x € X \ A. Existiert kein solches r > 0, dann gébe es eine

Folge xx € Bi/k(x) NA. Da diese Folge gegen x konvergiert, folgt
nach Voraussetzung x € A.

Dies widerspricht aber x € X \ A.
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Folgerung

Sei X metrischer Raum. Sei A eine Teilmenge (versehen mit der Metrik,
die durch die Einschrdnkung der Metrik von X gegeben ist). Dann:

(i) Ist A vollstindig, so ist A abgeschlossen in X.

(i) Ist X vollstindig und A abgeschlossen, so ist A auch vollstindig.

Beweis.
(i) Sei xx € A konvergent mit Grenzwert x € X.

Dann ist (xx) eine Cauchy-Folge und somit x € A, da A als
vollstandiger metrischer Raum vorausgesetzt wurde.

(ii) Sei xx € A eine Cauchy-Folge. Da X als vollstindig vorausgesetzt
wurde, konvergiert (xx) gegen x € X. Da A abgeschlossen sein soll,
ist aber nach dem vorgehenden Satz x € A.

]
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Kompakte Mengen
Definition (Kompaktheit)

Sei X ein metrischer Raum.

o Eine (offene) Uberdeckung einer Teilmenge A C X ist eine Familie
(Up)ics (offener) Teilmengen U; C X mit A C Uj¢; U;.

o gine Teilmenge A C X heiBt kompakt, wenn es zu jeder offenen
Uberdeckung (U;)ic; von A eine endliche Teiliiberdeckung
(U,'l, U,'2, U ), ih,...,Ix €1, gibt.
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Kompaktkheit ist eine extrem niitzliche Eigenschaft.

Satz

Sei X ein metrischer Raum und A C X eine kompakte Teilmenge.
Dann hat jede Folge in A eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A.

Beweis.
Sei x,x € A, k € N, eine Folge in A.

Wenn die Folge (xx)ken keine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A
hat, dann gibt es zu jedem a € A eine offene Umgebung U,, die nur
endlich viele Glieder der Folge x, enthilt.

(U,)aca ist eine offene Uberdeckung der kompakten Menge A und besitzt
daher eine endliche Teiliberdeckung U,,, U,,, ..., U,,, d.h.

AC Uy Uly, U---U U, .

Nach Konstruktion enthalt diese Vereinigung aber nur endlich viele Glieder
der Folge, im Widerspruch zur Annahme x, € A fiir alle k € N, ]
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Wir nennen eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes beschrankt,
falls sie in einer Kugel B,(x) enthalten ist.

Folgerung

Jede kompakte Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X ist
abgeschlossen, vollstandig und beschrankt.

Beweis. Cauchyfolgen konvergieren genau dann, wenn sie eine konvergente
Teilfolge besitzen. Nach dem vorhergehenden Satz ist dies aber der Fall.
Also ist A vollstindig. Da der Grenzwert in A liegt, ist A abgeschlossen.

Wihle ein x € X. Dann ist (Bx(x))ken eine offene Uberdeckung von X
und somit von A.

Da A als kompakt vorausgesetzt wurde, existiert eine endliche
Teiliberdeckung By, (x), - . ., Bk, (x)

und mit R = max{ky, ...,k } erhalten wir A C Bgr(x). O
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Satz
X kompakt, A C X abgeschlossen —> A kompakt. J

Beweis. Sei (U;)ic; eine offene Uberdeckung von A.
Dann ist (X \ A, (U;)ics) eine offene Uberdeckung des Kompaktums X.
Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (X \ A, Ui, ..., U; ) von X.

Insbesondere ist (U, ..., U, ) eine endliche Teiliiberdeckung von A. O

Folgerung
Sei X ein metrischer Raum, in dem die abgeschlossenen Kugeln B,(x)
kompakt sind.

Die kompakten Teilmengen von X sind dann genau die abgeschlossenen
beschriankten Teilmengen.
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Satz (Satz von Heine-Borel)

Im R", versehen mit der Euklidischen Metrik, (und in jedem
endlich-dimensionalen normierten Vektorraum) gilt: Eine Teilmenge A ist
genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

Beweis. Aufgrund der vorangegangenen Folgerung geniigt es zu zeigen,
dass die abgeschlossenen Kugeln B,(x) C R"” kompakt sind.

Da alle Normen auf R"” dquivalent sind, konnen wir z.B. die
Maximumsnorm zu Grunde legen.

AuBerdem konnen wir x = 0 (Translationsinvarianz des Abstands) und
r = 1 (Homogenitat) annehmen, d.h. es reicht aus, zu zeigen, dass

B,(x) = B1(0) = [~1,1]" =: W kompakt ist.
Sei also (U;);c; eine offene Uberdeckung des Wiirfels W =: W.

Wir nehmen an, es gibe keine endliche Teiliiberdeckung und fiihren diese
Annahme zum Widerspruch.
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Weiter im Beweis:

Wir konstruieren durch sukzessive Halbierung der Kantenlangen eine Folge
von Wiirfeln W) mit Kantenlinge 21 =% und mit der Eigenschaft, dass W,
nicht durch endlich viele der U; iiberdeckt wird. Dabei ist Wy = [—1,1]"
und Wy C Wj_ fir alle k > 1.

Halbierung der Kanten fiihrt zu einer Zerlegung des Wiirfels Wy in 2"
Teilwiirfel, von denen mindestens einer nicht durch endlich viele U;
tiberdeckt werden kann (sonst kdnnte man Wy durch endlich viele U;
tiberdecken); diesen Teilwiirfel wahlen wir als W) 1.

Sei (xx) eine beliebige Folge mit xx € Wj. Dann ist (xx) eine
Cauchy-Folge.

Wegen der Abgeschlossenheit von W, gilt x = limy_,,o xx € W;, denn
x, € W; fiir alle kK > i. Daraus folgt x € N;W; C W.

Da W von den offenen Mengen U; iiberdeckt wird, existiert ein ig mit
x € U, und somit B.(x) C U, , wenn ¢ > 0 klein genug gewahlt ist.

Daraus ergibt sich W, C B.(x) C U;,, wenn 2=k < ¢. Ein Widerspruch!
(Hierbei haben wir benutzt, dass ||x — y||max < 217 fiir alle y € W.) O
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Satz

Sei F: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Raumen und
A C X sei kompakt. Dann ist das Bild F(A) C'Y kompakt.

Beweis. Sei (U;);c; eine offene Ube_rdeckung von F(A). Dann bilden die
Urbilder V; := F~1(U;) eine offene Uberdeckung des Kompaktums A.

Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (Vj, ..., V;,), und deren Bilder
(Ui, ..., U,) liberdecken dann das Bild F(A). ]

Folgerung
Sei f: X — R eine stetige Funktion und X kompakt.

Dann ist f beschriankt und nimmt ihr Minimum und Maximum in X an.

Beweis. Nach dem vorhergehenden Satz ist f(X) C R kompakt und somit
beschrankt und abgeschlossen. [
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GleichmaBige Stetigkeit

Satz

Jede stetige Abbildung F: X — Y von einem kompakten metrischen
Raum X in einen metrischen Raum Y ist gleichmaBig stetig,

d.h. fiir alle e > 0 existiert 6 > 0, so dass fiir alle x,x" € X gilt

d(F(x), F(x")) <e falls d(x,x") <.

Beweis. Sei ¢ > 0. Wegen der Stetigkeit von F existiert fiir jedes x € X
ein §(x) > 0, so dass

d(F(x), F(x')) < 7,

fir alle X’ € X mit d(x, x") < 0(x).
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Weiter im Beweis:

Da die offenen Kugeln Uy := Bj(,)/2(x) das Kompaktum X iiberdecken,
gibt es endlich viele x1,...,xx € X mit X = UL Uy..

Seien nun x,x’ € X mit

d(x,x') < §:= __n11in k5(x,-)/2.

Dann gibt es x; mit x € U,., d.h. d(x, x;) < d(x;)/2, und somit
d(x', x;) < d(x',x) + d(x, x;) < §(x;)/2 4+ §(x;)/2 = 5(x;).

Daraus ergibt sich
d(F(x),F(x;)) <e/2 und d(F(x'),F(x)) <e/2
und somit nach der Dreieicksungleichung
d(F(x), F(x")) < d(F(x), F(x;))) + d(F(x), F(x")) < e .

[
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Abbildungsraume als metrische Raume
Seien X und Y zwei metrische Raume und bezeichne

B(X,Y):={f: X — Y | f beschrankt }

die Menge der Abbildungen von X nach Y mit beschranktem Bild, d.h.
mit f(X) C Y beschrankt.

Ubung
Durch
doo(f, g) := sup dy(f(x), g(x))

xeX

wird auf dem Abbildungsraum B(X, Y) eine Metrik definiert, die
sogenannte Supremumsmetrik.

Eine Folge (f,) von Abbildungen konvergiert in (B(X,Y), dx) gegen f,
wenn die Abbildungen gleichmaBig gegen f konvergieren, d.h. falls

Ve>0dINeNVn>NVxeX:dy(fh(x),f(x)) <e.

v
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Ist nun X kompakt, so ist das Bild jeder stetigen Abbildung f : X — Y
beschrankt, d.h. in diesem Fall gilt

C(X,Y)C B(X,Y).
Wie wir im letzten Semester gesehen haben, ist C(X, Y) abgeschlossen
unter gleichmaBiger Konvergenz.

Wir halten also fest:

Fiir einen kompakten metrischen Raum X und jeden metrischen Raum Y
ist C(X,Y) C(B(X,Y),dx) eine abgeschlossene Teilmenge.

Satz

Sei X ein kompakter metrischer Raum und Y ein vollstandiger metrischer
Raum. Dann ist (C(X,Y), dx) ein vollstindiger metrischer Raum.

580 / 862



Metrische Rdume und Vollstandigkeit Abbildungsrdume

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Cauchyfolge in C(X, Y) gleichmaBig
gegen eine geeignete Abbildung f : X — Y konvergiert. Deren Stetigkeit
folgt dann aus dem bereits erwdahnten Resultat des letzten Semesters.

Sei {f,} eine Cauchyfolge in C(X, Y) und sei € > 0. Dann gibt es ein

N. > 0, so dass fiir alle x € X gilt

dy (fa(x), fin(x)) < doo(fn, fm) < e fir alle n,m> Ne.

D.h. aber, dass fiir jedes x € X die Folge f,(x) eine Cauchyfolge im
vollstandigen metrischen Raum Y ist und daher fiir jedes x € X einen
Grenzwert f(x) := lim,_ fn(x) hat.

Da die Metrik dy stetig ist, erhalten wir

Ay (F0 ) = dy(x). lim fn(x)
= lim dy(fy,(x), fn(x)) < €

m—>00

fiir jedes x € X und jedes n > N..
Die Folge f, konvergiert also gleichmaBig gegen f, und hieraus folgt die
Behauptung. [
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Bemerkung: Vertauschung von Limes und Integral

@ Das bestimmte Integral definiert eine stetige Abbildung
(C([a, b],R), dx) — R,

Beweis: Konvergiert eine Folge stetiger Funktionen f,: [a, b] — R
gleichmaBig gegen eine (stetige!) Funktion f: [a, b] — R, so gilt

/ab f(x)dx — /ab fo(x)dx

Die Integrale konvergieren also gegen das Integral der Grenzfunktion:

/a i f(x)dx = lim / i £ (x)dx.

@ Ist f,: [a, b] — R eine Folge stetiger Funktionen, die nur punktweise
gegen eine stetige Funktion f konvergiert, dann gilt die obige
Gleichheit im allgemeinen nicht.

Beispiel / Ubung: Man betrachte, fiir n > 2, f,: [0,1] — R,
fo(x) := max{n — n?|x — 1| 0}.

< (b= a)[If — fllo =5 0.
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Abbildungsréume
Kapitel 17

Beschrankte Operatoren, Hilbertbasen, Fourier-Reihen J
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Beschrankte Operatoren

Definition
Seien (V4, ||.]|1) und (Va, ||.||2) zwei normierte Vektorraume.

Eine lineare Abbildung F: V; — V5 heiBt beschrankt, falls es eine
Konstante C > 0 gibt, so dass

|F(u)||l2 < C||lu||y fiir alle u € V.

Dies ist aquivalent zu
o IFul
P

0#£ucVy ”qu

< 0

Die Zahl

Full»
1A= sup WPl S A
0£ueV; Hu”l xeVi mit ||x||1=1

heiBt Operatornorm der linearen Abbildung F.

v
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Bemerkungen/UA

@ Durch die Operatornorm wird der Vektorraum
Lb(\/l, V2) = {F € L(Vl, V2)’ ||F|| < OO}

der beschrankten Operatoren zu einem normierten Vektorraum.

@ Insbesondere ist fiir jeden normierten K-Vektorraum V der Raum
V' := Lp(V,K) der beschriankten Linearformen ebenfalls ein
normierter Vektorraum. Hierbei ist K (= R oder C) durch den
iiblichen Betrag normiert.

@ Lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen reellen oder
komplexen Vektorraumen sind beschrankt.

@ Ist V7 unendlich-dimensional, so gilt dies nicht: Sei
Vi = Vo = (][0, 1]) versehen mit der Norm [|f{[cc = sup,c[o 17 f(X),
und sei F = (.)’ der Ableitungsoperator. Dann gilt fiir f,(x) := x”"
dass ||fale = 1 und [|F(£1)]|ce = ||nx" 1|0 = n.

v
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Satz

Eine lineare Abbildung F: Vi — V, zwischen normierten Vektorraumen
(Va, || - |1) und (Va,|| - ||2) ist genau dann stetig, wenn sie beschrankt ist.

Beweis. Ist F stetig, so ist F auch in 0 € Vj stetig. Insbesondere zu e =1
gibt es ein 6 > 0 mit

|Fv||2 < 1, falls ||v]|1 <.

Sei nun u € V4 \ {0}. Fiir v := 2” ;U gilt dann, dass |v|]1 < 9, und somit

2|IUH1 2|IUH1

IF(u)ll2 = IF(V)ll2 <

Damit ist die stetige lineare Abblldung F beschrankt.
Ist andererseits F beschrankt, d.h. ||F(u)||2 < Cllul|; fiir alle u € V4, so
gilt
IF(u) = F(un)ll2 = |F(u = un)ll2 < Cllu = unllz.
Somit konvergiert F(u,) — F(u) in Vo, falls u, — uin Vj. l
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Orthogonalprojektion auf vollstandige Unterraume

Satz

Sei V' ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum und U C V ein
vollstandiger Unterraum.

(i) Dann existiert zu jedem x € V genau ein xy € U mit kleinstem
Abstand zu x, d.h.

|x —xul| < ||x —yl|| fiiralle ye U.

(i) Das Element xy € U ist durch x — xy € U+ eindeutig charakterisiert.
(i) Esgilt V = U@ U*.
(iv) Die Zuordnung x — xy definiert eine stetige lineare Abbildung

P:V — U (die sogenannte orthogonale Projektion auf U). ’
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Beweis. (i) Sei y, € U eine Folge mit
iMoo I — yall = d i= infyey x — |
(yn) ist eine Cauchy-Folge, denn wegen der Parallelogrammgleichung gilt

lyn — ymH2 = [[(yn = x) = (ym — X)H2
= 2|lyn— X||2 + 2|lym — X||2 — |y = x) + (ym — X)||2
YntYy

= 2|y = xII? + 2llym — x| = 4|75 — x|
< 2llyn — x|+ 2llym — x| — 4 "5 0

Aufgrund der Vollstandigkeit des Unterraums U konvergiert (y,) in U,

xy = limp_o0 ¥n € U, und ||x — xy|| = d, wegen der Stetigkeit der Norm.

Aus xy, x;, € U mit ||xy — x|| = ||x; — x|| = d folgt wie oben

Ixv = xull? = 2lxu = x|I* + 2]xty = x|I* = lIxu + xy — 2x|1®

= 4d? — ||xy + x|y — 2x||? < 4d®* — 4d* = 0.

Das beweist die Eindeutigkeit von xy mit ||xy — x|| = d.
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Weiter im Beweis:
(i) Firalle y € U, t € R gilt mit z := x — xy:

d* = ||z||* < ||z + ty|* = d® + 2tRe (z,y) + *|ly|*.

Das ist nur moglich, wenn Re(z,y) = 0 fiir alle y € U.

Durch Substitution t ~~ it zeigt man Im(z,y) = 0 fiir alle y € U. Es
folgt z=x—xy L U.

Umgekehrt folgt fiir u € U mit z:=x —u L U fir alle y € U:

Iz +yI? = 121> + Iyl* > 1I2]1* ,

d.h. u = xy.

(iii) In (i-ii) haben wir gezeigt, dass jeder Vektor x € V eine eindeutige
Darstellung x = xy + (x — xy) besitzt mit xy € U und x — xy € U™,
Das beweist V = U @ U+.

(iv) Die Linearitat der Abbildung P: x — xy folgt aus der
Charakterisierung (ii). Aus der Orthogonalitdt der Zerlegung

V = U@ U™ folgt ||xy|| < ||x|| und somit die Stetigkeit von P. O
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Satz (Darstellungssatz von Riesz)

Sei V ein Hilbertraum iiber K (=R oder C) und V' der Vektorraum aller
stetigen linearen Abbildungen V — K.
Dann ist durch

d(x) = (,x), x€V,

ein konjugiert-linearer Isomorphismus normierter Vektorrdume ¢: V. — V'
gegeben.

Beweis.

Es ist klar, dass ¢ (konjugiert-)linear ist, denn das (Hermitesche)
Skalarprodukt ist (konjugiert-)linear im zweiten Argument.

Die Stetigkeit der Linearform ¢(x): V — K ergibt sich aus der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

[P = [yl < x| -yl firalle y e V.

Daraus folgt [|o(x)|| < ||x||-
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Weiter im Beweis:

PO = [y, ) < lIx[ -yl firalle y e V.
Daraus folgt ||¢(x)|| < ||x||. Fir y = x erhalten wir Gleichheit:
|o(x)|| = ||x||.- Da ¢ die Norm erhalt, ist ¢ injektiv.
Es bleibt noch die Surjektivitdt von ¢ zu zeigen.

Sei dazu 0 # « € V’/. Wahle v € V mit a(v) = 1. Aufgrund der Stetigkeit
von « ist U := ker a« C V abgeschlossen und daher vollstandig im
Hilbertraum V.

Wir zerlegen V = U @ U~ und betrachten die Orthogonalprojektion
vy € U von v auf U. Wir setzen xg := v — vy € U™,

Dann gilt a(xp) = a(v) — a(vy) = a(v) = 1 und fiir alle y € V ist daher

y =y —aly)xo) +a(y)xo € U® U™,

Eker a=U

Somit (y,xq) = a(y)||xo||? und daher a = ¢(22). O
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Separabilitat

Definition
Sei (X, d) ein metrischer Raum.
@ Eine Teilmenge Y C X heiBt dicht in X, falls ihr Abschluss gleich X
ist, d.h. Y = X.
Aquivalent dazu ist: fiir jedes x € X und jedes ¢ >0 gibtesy € Y
mit d(x,y) < e.
@ (X, d) heiBt separabel, falls es eine abzihlbare dichte Teilmenge in X
gibt.

Beispiel

Fiir jedes n ist Q" dicht in R”;

jeder endlich-dimensionale reelle oder komplexe Vektorraum ist daher
separabel.
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Bemerkung

Der Hilbertraum ¢2 ist separabel, denn:

Die Folgen x € 2 mit x, € Q + iQ C C fiir alle n € N und x, = 0 fiir fast
alle n € N bilden eine abzdhlbare dichte Teilmenge S, d.h. jedes Element
x € 2 ist Grenzwert einer Folge x(¥) € S.

Weiterhin gilt:

Jeder unendlich-dimensionale separable komplexe Hilbertraum (V/, (-, )v)
ist isomorph zu ¢2.

Genauer: Es gibt einen Isomorphismus von Vektorrdumen ¢: ¢ — V/, der

(8(x), d(y))v = (x,¥)e2

fiir alle x,y € ¢? erfiillt.

Fiir den Beweis dieser Isomorphie benutzt man Hilbertbasen (s.u.: Jede
Hilbertbasis B = (bs, bz, ...) von V definiert einen solchen Isomorphismus

gbBZ Zk Xk €k > Zk Xkbk).

v
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Sei (-, ) eine symmetrische Bilinearform oder Hermitesche Form auf einem
K-Vektorraum V. Eine Teilmenge U C V heilt orthonormale Familie,
wenn (u,u) =1 und (u,v) =0 fiir alle u,v € U mit u # v.

Satz
Sei V' ein separabler Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum.

Dann ist jede orthonormale Familie (v;);c; abzahlbar.

Beweis.
Sei (v;)jes eine orthonormale Familie. Fiir alle i,j € | mit i # j gilt

lvi = vill = v2.

Sei A C V eine abzihlbare dichte Teilmenge.

N

Zu jedem i € | existiert ein Element a(i) € A mit ||v; — a(i)|| < %2.

Wir zeigen, dass die Zuordnung | — A, i — a(i), injektiv ist:
la(i) =aU)ll = llvi—v;i+a(i) = vi+v; —a(j)
> lvi =il = [a(i) = vill = llv; — a(j)I[ > 0

fir alle i,j € I mit i # . [
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Satz (Besselsche Ungleichung)
Sei V' ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum und (vi, va,...) eine
(endliche oder abzihlbar unendliche) orthonormale Familie.

Dann gilt fiir alle x € V':

D 1 v 2 < I
k

Ist V' vollstindig, so besitzt die Reihe ), (x, vi)vk in V einen Grenzwert
Xoo UNd

Xoo =X &= |{x, vi)]* = ||x|1%.
k
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Beweis. Wir betrachten fiir N € N den endlich-dimensionalen (und somit
vollstandigen) Unterraum

Un :=span{vy,va,..., vy} C V.

Sei x € Uy die Orthogonalprojektion von x auf den Unterraum Uy.
Es gilt xy = Zﬁﬂ(x, Vi) Vk, denn x — ZkN:1<x, vi)vk L Un.
Aus der orthogonalen Zerlegung x = xy + (x — x) folgt dann

N
S 106 v 2 = Il < Hlxul? + [1x — xwll? = [1x] 1%
k=1

Daraus folgt die Besselsche Ungleichung und die absolute Konvergenz der
Reihe x5 1= >, (X, vk) vk mit Werten in V.

Fiir xo0 gilt Xoo L X — Xoo und wegen ||x||2 = [|xoo||? + ||X — Xoo|?
[x00 |12 = [|X]I? <= [IX — Xo0||* = 0 <= X = Xc0.

]
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Definition
Sei V ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum.

Eine abz&hlbare orthonormale Familie (v1, vo,...) heiBt Hilbertbasis, wenn
jeder Vektor x € V eine Darstellung als Reihe x = >, (x, vi) vk besitzt.

Beispiele
(i) Falls dim V < oo, so sind Hilbertbasen nichts anderes als unitdre bzw.
orthonormale Basen.

(i) Sei V = £2 der Hilbertraum der quadratisch summierbaren Folgen
x: N—=C.

Die Folgen ¢; € ¢2 mit ej(k) := di (j, k € N) bilden eine Hilbertbasis
(¢/)jen, die sogenannte kanonische Hilbertbasis von ¢2.

(ej)jen ist keine Vektorraumbasis, denn die lineare Hiille der ¢; ist
{x: N = C | xx := x(k) = 0 fiir fast alle k € N} C ¢,

(Bei der linearen Hiille sind nur endliche Linearkombinationen
zugelassen!) 507 / 863

v
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Satz

Fiir eine abzihlbare orthonormale Familie B = (b1, by, ...) von Vektoren
eines Euklidischen oder Hermiteschen Vektorraum V' sind folgende
Aussagen aquivalent:

(i) span{by, bo, ...} ist dicht in V.
(ii) B ist eine Hilbertbasis.
(iii) Fiir alle x,y € V gilt

(oy) = 0%, b (v B

k

(iv) Fiir alle x € V gilt die Parsevalsche Gleichung

Ix]1* = Z\ (x, be)|?
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Beweis.

(i) =(ii):
Zu x € V existiert eine Folge x; € span{by, b, ...} mit
X = Iim,-_>oo Xi.

Wir wahlen N; so, dass
xi € U; = span{bl, N bN,-}7

wobei wir N; jeweils so groB wahlen konnen, dass N; € N sogar eine
monoton wachsende Folge ist.

Fiir die orthogonale Projektion x! = ZLV":1<X, bi) by von x in U; gilt
Ix =Xl < Ix = xill  daxi € U

und somit
x = lim x/ = Z<X, by ) by

i—00
k
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Weiter im Beweis:
(ii)=(iii):

Wenn B = (b1, by, ...) eine Hilbertbasis ist, so kdnnen wir x,y € V

schreiben als Reihen
X = E xibi, 'y = E y;b;,
i J

wobei x; 1= (x, b;), yj := (y, bj).
Daraus folgt wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts

(x,y) = <inbi,)/>:ZXi<bi,Y>

und somit

<X7y> - in.)_/i'
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Weiter im Beweis:
(iii)=(iv): Setze x = y.

(iv)=-(i): Aus der Parsevalschen Gleichung folgt (nach dem Satz iiber
die Besselsche Ungleichung), dass x = ), (x, by) by fiir alle x € V.

Damit gilt (i).

601 / 862

Beschrinkte Operatoren, Hilbertbasen, Fourier-Reihen Orthonormale Familien und Hilbertbasen

Satz (Hilbertbasen)

Jeder unendlichdimensionale separable Hilbertraum V' besitzt eine
abzdhlbare unendliche Hilbertbasis B = (b1, b, . . .).

Ist eine hochstens abzahlbare orthonormale Familie Fy in V' vorgegeben, so
kann B so gewahlt werden, dass Fo C B.

v

Zum Beweis des Satzes.

Sei Fy die gegebene orthonormale Familie in einem separablen Hilbertraum.
Sei X die durch C geordnete Menge aller orthonormalen Familien, die die
Familie Fy enhalten. Es gibt in X eine maximale Familie B = (b1, b, .. .),
d.h. zu B gibt es keine Familie B’ in X mit B’ D B.

Dieses B ist eine Hilbertbasis: Sei y := x — >, (x, bx)bk. Dann ist
(y, b;) = 0 fiir alle i € N und aufgrund der Maximalitdt von B muss y =0
sein. O
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[ Fiir den Beweis der Existenz der maximalen Familie B wird das Zornsche
Lemma bendtigt, das aus dem Auswahlaxiom der Mengenlehre folgt.

Mit dem Zornschen Lemma beweist man auch, dass jeder Vektorraum eine
Basis besitzt. Zunachst:

Definition
Eine Relation < auf einer Menge X heiBt Ordnungsrelation, wenn
folgenden Eigenschaften fiir alle x,y,z € X erfiillt sind:

x < X,

aus x < y und y < x folgt x =y und

aus x < y und y < z folgt x < z.
Die Ordnungsrelation heiBt total, wenn fiir alle x,y € X eine der beiden
Ungleichungen x <y oder y < x gilt.

x € X heiBt maximal, wenn es kein y € X mit x < y gibt (d.h. mit x <y

und x #y).

x € X heiBt eine obere Schranke einer Teilmenge Y C X, falls y < x fiir
alle y € Y.

v
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Beispiel

Betrachte auf X := N\ {1} die Relation n < m, wenn die natiirliche Zahl
m die Zahl n teilt.

Dies ist eine Ordnungrelation, die nicht total ist.

p € X ist maximal, wenn es keine natiirliche Zahl m # 1 gibt, die p teilt
und von p verschieden ist, also wenn p prim ist. Alle Primzahlen sind also
maximal beziiglich dieser nicht-totalen Ordnung.
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Lemma (Zornsches Lemma)

Auf der Menge X sei eine Ordnungsrelation < gegeben, derart dass jede
total geordnete Teilmenge Y C X eine obere Schranke besitzt. Dann hat

X ein maximales Element. (Dieses ist i.a. nicht eindeutig.) []

v

Erlauterung zum Beweis des Satzes (Hilbertbasen):

Man beachte, dass fiir jede beziiglich C total geordnete Teilmenge Y C X
die Vereinigung Urcy F eine obere Schranke bildet, und daher das
Zornsche Lemma angewendbar ist.

]
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Fourier-Reihen

Definition
Eine auf ganz R definierte reell- oder komplexwertige Funktion f heiBt
periodisch mit Periode L > 0, wenn

f(x+L)="f(x) firalle xecR.

@ Es ist dann auch f(x + nL) = f(x) fiir alle n € Z.
@ Hat die Funktion f die Periode L, so hat

F(x) := f(%x)

die Periode 27.

Wir beschranken uns im Folgenden auf solche Funktionen, und bezeichnen
mit V den Vektorraum der 2m-periodischen Funktionen f: R — C, fiir die

fljo,2] (Riemann-)integrierbar ist.
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Auf dem Vektorraum V' der 27-periodischen auf [0, 27] integrablen
Funktionen betrachten wir die Hermitesche Form

() (.8) =5 [ F0EWIa figeV,

(Vgl. auch MfP I: Integrierbarkeit von Produkten).

Die hermitesche Form (x) ist positiv semi-definit, d.h. (f,f) > 0 fiir alle
f € V. Auf dem Unterraum der stetigen Funktionen ist sie positiv definit
und somit ein Skalarprodukt. Wir schreiben ||f||2 := +/(f, ) (auch im
semi-definiten Fall).

Satz

Die Funktionen ex(x) := exp(ikx) , k € Z, bilden ein orthonormales
System beziiglich der Hermiteschen Form (x).

(Beweis: MfP 1)
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Definition
Ein trigonometrisches Polynom vom Grad < n ist eine Linearkombination

n

p(x) = Z ve™  mit 4y, eC.
k=—n

Esgilt pe Vund k= (p,ex) = f027r p(x)e~ " dx.
Definition

Es sei f: R — C eine 27-periodische Funktion, so dass f|jg o, integrierbar
ist (kurz: f € V). Die komplexe Zahl

1 27 )
—/ f(x)e "™dx
2T 0

heiBt k-ter Fourier-Koeffizient und das trigonometrische Polynom
Fn(f) := > i__, ckek heiBt n-tes Fourier-Polynom von f.

Die Reihe (Fn(f))n=0.1,.... also die Folge der Partialsummen, heiBt
Fourier-Reihe von f.

ck = (f,ex) =
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Bemerkung.
Es gilt
Fn(f) = % + ) (ak cos kx + by sin kx),
k=1
wobei
1 27
ak = CktcC_p= —/ f(x) cos kxdx
T Jo
1 271
bk = i(Ck — C_k) = —/ f(X) sin kxdx.
T Jo
Wenn f reellwertig ist, dann ist c_x = €k und auch die Fourierreihe F,(f)
ist reellwertig.
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Ein Beispiel
Wir bestimmen die reelle Fourierreihe der (periodischen Fortsetzung der)
Funktion f : [-m, 7] = R, f(x) = cos(ax) mit a ¢ Z.
o (UA) f ist gerade, also verschwinden die Fourierkoeffizienten by.
@ Es gilt _
ay = l/ cos(ax) cos(kx) dx.

™ —T

Insbesondere erhalten wir

™

1 [T 1
ap = —/ cos(ax) dx = — sin(ax)

T J)_ am

_ 2sin(a7r).

. am

o (UA) Aus den Additionstheoremen folgt

cos(ax) cos(kx) = %(cos((a + k)x) + cos((a — k)x)).

v
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(Fortsetzung)

@ Fiir das Integral ergibt sich also

a—1 i
k_27r

= % (a i 7 sin((a+ k)x) + ai p sin(a — k)X))

2a
-V

cos((a + k)x) + cos((a — k)x) dx

s

—Tr

sin(am).

@ Damit ergibt sich die Fourierreihe

sin( )k2asin(ar
F(f) = Z( 71r(a§ () )cos(kx).

v
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Ahnlich wie bei einer Taylorreihe ist nicht garantiert, dass die Fourierreihe
einer Funktion f konvergiert und dass sie im Fall der Konvergenz gegen f
konvergiert.

Wenn aber f € V sich in der Form

mit einer gleichmaBig konvergenten Reihe darstellen lasst, muss diese
Reihe die Fourierreihe sein, denn man kann Integration und Limesbildung
bei gleichmaBiger Konvergenz vertauschen und findet fiir den
Fourierkoeffizienten:

2
& = 5z Jo (Cmme—oo Ymem)e—kdx
1 o0 27

— % m=—o00 J0O 'Vmem—kdx — fYk

Im Allgemeinen konvergiert aber die Fourierreihe von f weder gleichmaBig
noch punktweise gegen f. Ein anderer Konvergenzbegriff auf V ist

angemessen.
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Aus der allgemeinen Theorie erhalten wir folgende Aussagen:

Satz (Fourier-Polynome und Besselsche Ungleichung)

(i) Das Fourierpolynom F,(f) ist die beste Approximation im
quadratischen Mittel an f € V' durch ein trigonometrisches Polynom
vom Grad < n, d.h. ||f — Fp(f)||2 = infgev, ||f — gl|2, wobei
V), :=span{ex| — n < k < n}.

(i) Fiir die Fourier-Koeffizienten ¢, von f € V gilt die Besselsche
Ungleichung

(©.9)

>l < IIfl13

k=—o0

und Gleichheit gilt genau dann, wenn

lim ||f — Fa(f)]2 = 0.

n—o0
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Beweis. Teil (i) folgt aus der Tatsache, dass F,(f) gerade die orthogonale
Projektion von f auf den Unterraum V,, = span{ex| — n < k < n} ist,
denn fiir —n < k < n gilt

n

(f — Fa(f), ex) = (f, ex) — Z (f,er) (er, ex) = 0.

t==n =0yk

Teil (ii) ist nur noch einmal eine Wiederholung der Aussage des Satzes zur

Besselschen Ungleichung in unserer konkreten Situation, d.h. mit der
orthonormalen Familie {exp(ikx)}kez. O
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Wir wollen nun zeigen, dass fiir alle f € V in der Besselschen Ungleichung
Gleichheit gilt (Parsevalsche Gleichung).

Satz (Konvergenz der Fourier-Reihe im quadratischen Mittel)

Sei V' der Vektorraum der 2r-periodische Funktionen f: R — C, fiir die
flio,2x] (Riemann-)integrierbar ist.

(i) Fiir alle f € V gilt
= 3l
k=—o0

(ii) Die Fourier-Reihe von f € V' konvergiert im quadratischen Mittel
gegen f, d.h. limp_o ||f — Fn(f)|l2 = 0.

Zum Beweis: Aus dem vorhergehenden Satz wissen wir, dass (i) und (ii)
dquivalent sind. Es geniigt also, (ii) zu zeigen.

Fir den Beweis bendtigen wir eine Reihe von Vorbereitungen.

615 / 862
Lemma
Fiir jede stetig differenzierbare Funktion f: [a, b] — R gilt mit r € R:
b
lim / f(t)sinrtdt = 0.
|rl—00 J3a
Beweis. partielle Integration. [

Lemma
Fiir alle x € (0,27) gilt

> sin kx T — X
k=1

und die Konvergenz der Funktionenreihe ist auf jedem abgeschlossenen
Teilintervall [§,2m — §] gleichmaBig.

o
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Beweis. Wir zeigen zunachst die gleichmaBige Konvergenz auf
abgeschlossenen Teilintervallen. Dazu fixieren wir § > 0, und betrachten

n n
sn(x) = Z sin kx = Im Z elkx
k=1 k=1

Dies konnen wir fiir x € [§,27 — ] abschatzen als

1 — einx

1 — eix

n
|Sn(X)| < Zeikx _ eix
k=1

1 — einx
e—ix/2 _ gix/2

< 2 < L
T |ex/2 — e=ix/2| T sind /2

i

NIX

= |€
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Aus |sp(x)| < ﬁ =: o erhalten wir weiter
Em: sinkx| zm: sk(x) — sk_1(x)
k| k
k=n k=n

I 1 1 sm(x)  sp—1(x)
= | 2_sk() (E_k—+1> TS :;

k=n
. 1 1 [sm(x)] | [sn—1(X)]
< D ls(x) (E_ k+1) L
k=n

Fiir m — oo erhalten wir daraus |>°72 Si”kkx| < 22 fijir x € [§, 27 — J], was

die gleichmaBige Konvergenz der Reihe auf jedem solchen Intervall zeigt.
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Es bleibt noch, den Wert der Reihe fiir festes x € (0,27) zu bestimmen.
Wir wissen 0K — [* cos kt dt und

icoskt — %i(eikt+ —/kt Z ekt _ =~
k=1 k=1

k——n

e—int(l _ ei(2n+1)t) 1 B sin(n + %)t 1
2(1 — eft) 2 2sing 2
Wir wenden nun das vorherige Lemma mit a =7, b= x und f(t) = 2Si1n£
2
an und erhalten
= sink *sin(n+ )t — —
Zsm x _ Iim/ in( | t2) g XTT_Tox
— k n—oo [ 2siny 2 2
[
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Folgerung
Fiir alle x € [0, 27| gilt
. cos kx x—7m\% 2
() A=Y 2 - (7)) -
k=1
Insbesondere gilt
2l T2
FO) =) =
k=1

Beweis. Wegen |cos(kx)| < 1 hat die Reihe die Majorante > 77 ; %
konvergiert also auf ganz R gleichmaBig. Insbesondere ist die
Grenzfunktion F {iberall stetig.

Wir erinnern uns nun an einen Satz aus dem letzten Semester: konvergiert
eine Funktionenreihe in mindestens einem Punkt, und konvergiert die
Reihe der Ableitungen gleichmaBig, so konvergiert die Reihe gegen eine
differenzierbare Grenzfunktion, und die Reihe der Ableitungen konvergiert
gegen die Ableitung der Grenzfunktion.
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In unserem Fall gilt

cos(kx)\’  sin(kx)
k2 B k
Nach dem letzten Lemma konvergiert die Reihe der Ableitungen somit auf
jedem Teilintervall [—d, 27 — ] C (0,27) gleichmiBig.
F ist also auf dem Intervall (0, 27) differenzierbar mit

. sin(kx) (x) x — 7
Flx)==)_ 5(): S
k=1

Integration liefert nun fiir x € (0, 27) die Identitat

. coskx  (x —m)?
F(x) = 2= 1 +c
k=1

mit einer geeigneten Konstante ¢ € R. Da F auf ganz R stetig ist, setzt
sich diese Formel auf das abgeschlossene Intervall [0, 27] fort.
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Mit nochmaliger gliedweiser Integration erhalten wir nun

27 . \3 27 3
oz/ Foax= S Lone 2™ Lone
0 12 |, 6
also ¢ = —%, und damit gilt die Behauptung (xx).
Setzen wir schlieBlich x = 0 ein, so vereinfacht sich die Behauptung zu
f: I I B 72
k2 4 12 6

k=1

]
Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum eigentlichen Beweis des
Satzes. Diesen werden wir aus folgendem Spezialfall gewinnen:

Lemma iiber Treppenfunktionen
Sei f € V so, dass f|[g 2] eine Treppenfunktion ist.
Dann konvergiert die Fourier-Reihe F,(f) im quadratischen Mittel gegen f.
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Beweis des Satzes aus diesem Lemma:

f\[o,zﬂ] ist als Riemann-integrierbare Funktion beschrankt. Wir kénnen
0.B.d.A. annehmen, dass f reellwertig ist und |f| < 1.

Dann existieren zu € > 0 Treppenfunktionen ¢ und ¥ mit
—1<p<f <Y <1, sodass

o [ w00~ ek <

Fir 0 <y < 2gilt y2 < 2y. Wir wenden diese Formel auf die Differenz der
Treppenfunktionen y = 1 — ¢ an und erhalten

1 2w 82
IF = el <o —vlf < 5o [ 20— <5

und somit ||f — ¢|> < 5.

Wegen des Lemmas iiber Treppenfunktionen existiert fiir die
Treppenfunktion ¢ ein N € N, so dass |[¢ — Fa(¢)|[2 < 5 fiiralle n > N.
Mit g := f — ¢ gilt [[g — Fa(g)ll2 < [lg]l2 < 5 und somit

I = Fa(f)ll2 < [lg = Fa(&)ll2 + [l — Falp)ll2 <e. [
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Beweis des Lemmas iiber Treppenfunktionen:

Wir kénnen annehmen, dass f|[p 2, eine Treppenfunktion mit | ) = 1
und f|(a’27r) = 0 ist, denn jede Treppenfunktion lasst sich als

Linearkombination solcher Funktionen darstellen.

Als Fourier-Koeffizienten erhalten wir ¢y = % und

a .
I

= ok

1 a . / .
e lkde: e ikx

—ika
— —1 k k :
27_‘_ 0 27Tk (e )7 EN? #O

Ck =

Mit |cx|? = (0-(EM=1) _ 1=coska (fir k £ 0) erhalten wir

42 k2 22 k2
O
TR P
k? 72
—1

00 2 00
5 a 1
E ==+ =
e 4n2 2

k:—OO k:
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Weiter im Beweis:
Mit Hilfe der Formel

icoskx_ X —T _7T2
—~ k2 \ 2 12
folgt daraus
S jale Sl R DL
= T A T e 2 12) 2n  1?

Also konvergiert F,(f) im quadratischen Mittel gegen die Treppenfunktion

f. ]
Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen.
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Bemerkungen

@ Aus der Besselschen Ungleichung folgt, dass die Folgen ¢, c_«
quadratisch summierbare komplexe Zahlenfolgen sind, d.h. Elemente
von /?(C).

@ Aus der Parsevalschen Gleichung folgt die Vollstandigkeit des
Orthonormalsystems ex(x), k € Z.

@ Die ex(x), k € Z bilden eine Hilbertbasis des Hilbertraums der

L?-Funktionen auf [0,27], den wir in Teil lll der Vorlesung einfiihren
werden.

Im Verlauf des Beweises haben wir auch schon die F%urierreihen der
(periodisch fortgesetzten) Funktionen *5* und @ auf dem Intervall
[0, 27r] bestimmt.
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Anders als bei der Taylorreihe konnen auch periodische Funktionen
dargestellt werden, die nur stiickweise stetig differenzierbar sind.

Satz (Fourierentwicklung)

Sei f € V stetig und stiickweise C1, d.h. es gibt eine Unterteilung
O=to<t1 <---<t,=2m, so dass f, = f|[tk_1,tk] von der Klasse C! ist,
k=1,...,r.

Dann konvergiert die Fourierreihe F,(f) gleichmaBig gegen f.

Beweis.
Sei  die periodische Funktion, die durch ol | +) = f, definiert wird.

Die Fourier-Koeffizienten ¢, von f ergeben sich durch partielle Integration
aus den Fourier-Koeffizienten ~, von o:

tk : i :
/ f(x)e”"™dx = ;f(x)e_’”x

tk 1

t / t —inx
—— o(x)e "™ dx.

te—1 h th—1

Wegen der Periodizitat von f erhdlt man daraus durch Summation
ch = —+7n (n #0).
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Weiter im Beweis:
Wegen der allgemeinen Ungleichung |ab| < 3(|a]? + |b|?) folgt nun
11 ,
‘Cn| < 5(? + ‘7n| )

Da > 0%, 5 <oound Y00 |yn|? < 0o (Besselsche Ungleichung) ist
> |en| (von x unabhidngige) absolut konvergente Majorante der
Fourier-Reihe, und daraus folgt die absolute und gleichmaBige Konvergenz
der Fourier-Reihe F,(f) gegen eine stetige Grenzfunktion g.

Andererseits konvergiert F,(f) im quadratischen Mittel gegen f.

Das ist nur méglich, wenn f = g, denn beide Funktionen sind stetig. [
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Kapitel 18

Differentialrechnung mehrerer Veranderlicher ]
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Richtungsableitung

Differentialrechung mehrerer Veranderlicher
Richtungsableitung

Zur Erinnerung:

Eine Funktion f: R — R heiBt differenzierbar in 0, wenn der Grenzwert
I F(£)=F(0) _ iy
M0 = existiert.

Die Ableitung /(0) an der Stelle 0 ist dann gegeben durch
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Definition
Sei U C R" eine offene Teilmenge und v € R" \ {0} ein Vektor.

(i) Eine Funktion f: U — R heiBt an der Stelle x € U
in Richtung v differenzierbar, wenn die Funktion

f:(—e,e) =R, t f(x+tv),

an der Stelle t = 0 differenzierbar ist,
Hierbei ist € > 0 so klein gewdhlt, dass x +tv € U fiir alle t € (—¢,€).
(ii) Die Zahl

(8, F)(x) = % ) =70

heiBt Ableitung von f an der Stelle x in Richtung v oder auch
Richtungsableitung.
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Richtungsableitung
Rechenregeln fiir die Richtungsableitung

Satz

Seien f,g: R" — R zwei Funktionen, die beide in x € R" in Richtung
v € R" differenzierbar sind. Dann gilt:

O (f +g)(x) = O(F)(x)+dv(g)(x)
By(M)(x) = MO(F)(x) fiir A €R,

Ou(f-g)x) = Ou(f)(x)g(x)+ f(x)dv(g)(x).

Ist g(x) # 0, so ist é in x in Richtung v differenzierbar, und es gilt:

(g = OXex) — F()(g)(x)
o (g>( ) = g(x)? ’

Der Beweis folgt aus den Rechenregeln fiir die differenzierbaren reellen
Funktionen in einer Variablen f und g: R — R definiert durch
f(t) = f(x+tv), g(t) = g(x + tv). O

632/ 862




Partielle Ableitungen

Definition
Sei (e1,...,ep) die kanonische Basis des R", U C R" offen und
f: U—R.
@ Die Funktion f heiBt an der Stelle x € U partiell differenzierbar, wenn
f an der Stelle x in alle Koordinatenrichtungen e; differenzierbar ist.

@ Die Zahl
(0if)(x) :== (0e,f)(x), =1,2,...n,
heiBt i-te partielle Ableitung von f an der Stelle x.

o f heiBt partiell differenzierbar, wenn f in allen Punkten x € U partiell
differenzierbar ist.
@ Die Funktion 0;f: U — R heiBt i-te partielle Ableitung von f.

Man schreibt dafiir auch

g
8X,' .

v
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Bemerkung
Die i-te partielle Ableitung (0;f)(x) an der Stelle x = > 7, x;e; ist genau
die Ableitung der Funktion h(t) := f(x1,...,Xi—1,t, Xi+1,...,Xn) an der
Stelle t = x;:
d
(0if)(x) = p F(X1ye ooy Xim1y by Xid1y e ooy Xn)
t t=Xx;
_ g f(x Xi—1,Xi + t, X Xn)
_dttzo 1y Xj—=1y X s Xj4+1y -3 Xn
= h/(X,').

Beim Berechnen der i-ten partiellen Ableitung sind also die Variablen x;
fiir j # i als Konstanten zu behandeln. Differenziert wird nach der
Variablen Xx;.
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Beispiele

e Die Funktion f: R” = R, f(x) = ||x|> = D i XJ-2, ist partiell
differenzierbar und

Of o 0 = o
S xl?) = = > = 2x:
j=1
@ Es gibt partiell differenzierbare Funktionen, fiir die trotzdem nicht alle
Richtungsableitungen existieren: Wir betrachten dafiir die Funktion

f : R? - R, gegeben als

Xy

Bip e (B AL =0

f(X7y):

Dann gilt 2£(0) = g—;(O) =0, aber

f(t,t) t2 1
0 f(0) = lim 2 — |im — lim — existiert nicht!
erte ( ) t—0 t t—0 t - 2t2 t—0 2t

v
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Beispiel
Partielle Differenzierbarkeit impliziert im Allgemeinen nicht die Stetigkeit!

Gegenbeispiel: Wir betrachten

2

= { e 200

f ist nicht stetig in (0,0): Betrachten wir etwa x = ay?, so ist

lim, o f(ay?,y) = a/(a* + 1).
Aber alle Richtungsableitungen existieren in pg = (0,0):
Sei v = (vi, ) € R?\ {(0,0)}. In pg = (0,0) gilt dann fiir t # 0:

f(po+tv) — f(po)  f(tv) t3vivs g
t t t(t2v2 + t*vy) vZ2 + t2vs
2
t:))O ‘;—i, Vi 75 0
0, Vi — 0

v
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Hohere partielle Ableitungen
Hohere partielle Ableitungen

Definition
Sei U C R™ offen und f: U — R.

(i) Fiir k > 2 definiert man rekursiv:
f heiBt einmal partiell differenzierbar, wenn f partiell differenzierbar
Ist.
f heiBt k-mal partiell differenzierbar, wenn f partiell differenzierbar ist
und alle partiellen Ableitungen O;f (k-1)-mal partiell differenzierbar
sind.

(i) f heiBt k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal partiell
differenzierbar ist und alle k-ten partiellen Ableitungen

okf -
Oxi, Oxi, - - - OXi, T

040y - O f

stetig sind.

o
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Lemma von Schwarz

Satz (Hermann Amandus Schwarz)

Sei f: U— R (U CR" offen) zweimal stetig differenzierbar.
Dann gilt fiir alle i,j € {1,2,...,n}:

0;0;f = 0;0;f.

v

Beweis. Da es nur um zwei Koordinatenrichtungen e; und e; geht, kénnen
wir annehmen, dass n = 2.

Wir berechnen die zweiten partiellen Ableitungen an der Stelle

(%0, ¥0) € U.

Wir konnen, gegebenenfalls nach Verschiebung, annehmen, dass

(x0,¥0) = (0,0) und dass die offene Menge U ein Quadrat
Q = {(x,y)| [x] <eund |y| < e} enthélt fiir ein geeignetes ¢ > 0.
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Weiter im Beweis:

Betrachte fiir festes y € (—¢, ¢) die Funktion g, (x) := f(x, y) — f(x,0).
Nach dem Mittelwertsatz gibt es zu jedem x ein & zwischen 0 und x mit

(1) &y(x) — 8/(0) = xgy (&) = x(91f (&, y) — D1f(£,0)).

Halte dieses £ fest. Die erneute Anwendung des Mittelwertsatzes auf die

Funktion y +— 01f(&, y) liefert ein 1 zwischen 0 und y mit

(2) 0uf(&,y) — O1f(€,0) = yDa01f(&,n).

Aus (1) und (2) ergibt sich also die Existenz von &, 7 mit [£] < |x],
nl < ly| und

(3) gy(x) —gy(0) = xyD20:11(&, ).

Analog finden wir fiir die Funktion hy(y) := f(x,y) — f(0,y) Werte &,

mit
(3/) hX(y) o hX(O) - Xyala2f(€a ﬁ)a
und [£] < |x| und |7 < |y].

Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Hohere partielle Ableitungen

Weiter im Beweis:
Aus (3) und (3') erhalten wir wegen

8y(x) — &,(0) = f(x,y) — f(x,0) = £(0,y) + £(0,0) = h«(y) — hx(0):
(4) B20nf(&,m) = D10xF (€, 7).
Die Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen erlaubt nun den

Grenziibergang (x,y) — (0,0) in (4), woraus sich
0r01 f(O, 0) = 8182f(0, 0) ergibt.

Ul
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Gradient einer Funktion

Der Gradient einer Funktion

Definition (Gradient)

Sei U C R" offen und f: U — R an der Stelle x € U partiell
011 (x)
O f(x)

differenzierbar. Der Spaltenvektor grad f(x) := heiBt

On f (x)

Gradient von f an der Stelle x.

Bemerkungen

Die Rechenregeln fiir die Richtungsableitungen implizieren Rechenregeln
fiir den Gradienten. Z.B. ist grad additiv und fiir zwei in x partiell
differenzierbare Funktionen gilt als Folge der Leibnizregel

grad(f - g)(x) = f(x)- (grad g)(x) + g(x) - (grad f)(x).

v
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Beispiel

Sei r = r(x) := ||x|| die Euklidische Norm von x € R" und f: R, — R
eine differenzierbare Funktion.

Dann ist die rotationssymmetrische Funktion F(x) = f(r) = f(r(x)) auf
U =R"\ {0} partiell differenzierbar.

Die partiellen Ableitungen erhdlt man mittels der Kettenregel:

OiF(x) = f'(r)o;r

1 i
dir = iV'r2 = Zoj||x|> = =
2r 1]
Der Gradient der Funktion r ist daher gradr(x) = Tag und somit
X
grad F(x) = f'(r)grad r(x) = f/(HXH)M
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Divergenz eines Vektorfeldes

Definition (Divergenz)
Sei U C R" offen.
(i) Ein Vektorfeld auf U C R" ist eine Abbildung v: U — R". Man denkt
sich an jeden Punkt x € U den Vektor v(x) angeheftet.
(ii) Eine Abbildung F =" Fiej: U — R™ heiBt im Punkt x € U
partiell differenzierbar, wenn ihre Komponentenfunktionen F;,
I =1,2,...m, in x partiell differenzierbar sind.

(iii) Fiir ein in x € U partiell differenzierbares Vektorfeld
v=>1",viei: U— R" ist die Divergenz an der Stelle x gegeben
durch

div v(x) := Z Oivi(x).

Der Gradient einer partiell differenzierbaren Funktion f auf U ist ein
Vektorfeld auf U.
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Leibnizregel fiir die Divergenz
Satz

Sei v ein in x partiell differenzierbares Vektorfeld und f eine in x partiell
differenzierbare reellwertige Funktion. Dann ist f - v ein in x partiell
differenzierbares Vektorfeld und es gilt, mit (-,-) dem kanonischen
Skalarprodukt,

div(fv)(x) = (grad f(x), v(x)) + f(x) - div v(x)

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus der Leibnizregel:

div(f-v)(x) = > 0i(f-vi)(x)
i=1

_ Z (0if (x) - vi(x) + f(x) - Divi(x))
= (grad f(x), v(x)) + f(x) - divv(x).

[
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Der Laplace-Operator

Definition (Laplace-Operator)
Der Gradient einer zweimal partiell differenzierbaren Funktion f: U — R
ist ein partiell differenzierbares Vektorfeld grad f: U — R".
Somit definiert .
Af :=divgrad f = Z@?f
i=1

eine Funktion U — R.

@ Der Differentialoperator A heiBt Laplace-Operator.

@ Lésungen f der (Laplace- oder auch Potential-)Gleichung

Af =0

heiBBen harmonische Funktionen.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Leibnizregel fiir den Laplace Operator

Der Laplace-Operator ist linear:
AN + pg) = AA(F) + pA(g)

fir A\, u € C und f, g zweimal partiell differenzierbare Funktionen. Aus der
Leibnizregel fiir div und grad erhalten wir eine Leibnizregel fiir den
Laplace-Operator.

Satz
Seien f und g zwei zweimal partiell differenzierbare Funktionen. Dann gilt

A(f-g) = f-Ag+g-Af +2(grad f,grad g).
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Beispiel: Rotationssymmetrische harmonische Funktionen auf R”\ {0}

Sei f: Ry — R eine zweimal differenzierbare Funktion, r: R” — R™ die
Norm von x, d.h. r(x) := ||x]| = /> x? und F(x) = f(r(x)) die
zugehorige rotationssymmetrische zweimal partiell differenzierbare
Funktion auf R" \ {0}.

Wir haben gesehen, dass gilt 0;F(x) = f'(r)3. Daraus folgt

Daraus folgt

AF(x) = E:y = f"(r) +

Jede Losung f : R — R der Differentialgleichung f”(r) + 2=1f'(r) =0
liefert also eine rotationssymmetrische harmonische Funktion auf dem
Raum R™\ {0}. 647 / 862

Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Beispiel (Fortsetzung)

Fiir n = 1 vereinfacht sich die Gleichung zu f”(r) = 0, und wir erhalten
f(r) =ar+ b mit a, b € R als allgemeine Ldsung.

Fiir n > 2 setzen wir h(r) := f’(r) und erhalten aus

f"(r) + “=1f'(r) = 0 die Gleichung

Hir) = —""Lh(r).

r

Unter der Voraussetzung, dass h(r) keine Nullstellen hat, kénnen wir die
Differentialgleichung fiir n > 2 umformen:

n—1 W (r)
= — = —(In|h(r)])
— = —5g = ~(nlh)
Dies impliziert In |h(r)| = —(n — 1) Inr + c. Anwenden von exp ergibt als
Losung
ec :
|h(r)| = g mit ¢ € R.

v
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Beispiel (Fortsetzung)

Somit lautet die allgemeine Losung f(r) = = + b falls n > 2 und
f(r)=alnr+ b fiir n =2, jeweils mit a, b € R.

Fir n = 3 erhalten wir mit b = 0 das Newtonsche Gravitationspotential
—G¥ einer im Nullpunkt konzentrierten Masse M. (Hierbei ist G > 0 die
Gravitationskonstante.)

Ganz analog ist das elektrische Potential einer Punktladung @ im
Ursprung gegeben durch fy% (Dabei ist wieder v > 0 eine Konstante.)
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Das Newtonsche Gravitationsfeld
Jede partiell differenzierbare Funktion V: U — R auf einer offenen
Teilmenge U C R" definiert ein Vektorfeld —gradV auf U.
Fiir das Newtonpotential V(x) = _GHTMII erhalten wir als Gradientenfeld

—gradV = —GM”%, fir xeR3\ {0},
X
das Newtonsche Gravitationsfeld.

Die auf eine Probemasse m im Punkt x wirkende Kraft wird beschrieben
durch das Vektorfeld

F=—mgradV = —GmMW.
Beschreibt t — x(t) € R3 die Bewegung der Probemasse im

Gravitationsfeld, so geniigt diese nach dem Newtonschen Gesetz F = mx
der (von m #£ 0 unabhidngigen) Differentialgleichung

X
X =—-GM—.
Ix1]°
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Das elektrostatische Feld
Aus dem elektrischen Potential V/(x) = fyﬁ ergibt sich entsprechend

X
E=—gradV = VQW, x € R3\ {0},

als Vektorfeld fiir das elektrische Feld.
Die auf eine Probeladung g im Punkt x wirkende Kraft ist

X

(Die elektrische Kraft ist abstoBend, wenn g@ > 0 und anziehend wenn
qQ < 0.)

Die Bewegung einer Probeladung mit Masse m = 0 geniigt der
Differentialgleichung
q@ x

T I

o
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Die Rotation enes Vektorfeldes
Das Vektorprodukt von Vektoren im R> (vgl. Ubung)

Definition (Vektorprodukt/Kreuzprodukt)

Das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) von x = Z?zl xjej € R3 und

y = Z?:l yiei € R3 ist der Vektor

X2y3 — X3)2
XXy = X3y1 — X1Y3
X1Y2 — Xoy1

= (xoy3 — x3y2)e1 + (x3y1 — x1y3)e2 + (x1y2 — xay1)es.

Man schreibt manchmal auch x N\ y.

v

Die durch das Kreuzprodukt definierte Abbildung x : R3 x R3 —» RS
(x,y) — x x y ist bilinear.
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Satz (Eigenschaften des Vektorprodukts, vgl. UA)

Sei der R3 versehen mit der durch die geordnete Basis (e1, €, €3)
gegebenen Orientierung. Fiir alle x,y € R3 gilt dann:

(i) x X y = —y X x, d.h. die Abbildung (x,y) — x X y ist
schiefsymmetrisch.

(i) x x y ist senkrecht zu x und y.

(i) fx x ylI2 = Ix|Zllyll* = (x; )%

(iv) lIx < yll = lIx[l - Iyl sin, wenn x,y € R\ {0} und
e = Z(x,y) € [0,7].

(v) x X y =0 <= (x,y) linear abhangig.

(vi) Sind (x,y) linear unabhangig, so ist (x,y,x X y) eine positiv
orientierte Basis.

(vii) Sind x und y orthonormal, so ist (x,y,x X y) eine positiv orientierte
Orthonormalbasis von R3. []

v

Die Zahl ||x x y|| € R ist die Fliche des von den Vektoren x und y
aufgespannten Parallelogramms.
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Das Spatprodukt
Satz
Fiir alle x,y,z € R3 gilt: (x x y,z) = det(x y z). J

Beweis. Wegen der Trilinearitdt von (x X y,z) und det geniigt es, die
Gleichung fiir x,y,z € {e1, e, €3} zu uberpriifen.

Offenbar ist (e; x e, ex) = 0 = det(e; € ex), wenn mindestens zwei der
drei Indizes iibereinstimmen.

Sei (/,j, k) eine Permutation von (1,2,3). Da (e, ;) orthonormal ist, gilt
(nach Teil (vii) des letzten Satzes) e; x e = jjxex, wobei ¢;j das
Vorzeichen der Permutation ist.

Also (ej X ej, ex) = €jjk = det(e; e e) fiir jede Permutation. O
Bemerkung

Die alternierende Trilinearform (x,y,z) — (x X y, z) heiBt Spatprodukt.

(x X y, z) ist das orientierte Volumen des durch x, y, z aufgespannten
Parallelepipeds oder Spats P = {ax + by + cz|a, b, c € [0,1]} C R3.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Die Rotation eines Vektorfeldes

Definition

Sei v = Z?:l vie; ein partiell differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge U C R3.

Das Vektorfeld

Oovz — O3v
rotv:=| 0O3vy —O1v3
O1vo — Oy

heiBt Rotation von v.

655 / 862
Die Rotation eines Vektorfeldes
Bemerkung
Wir konnen den Gradienten als vektorwertigen Differentialoperator
auffassen. Fiir jede offene Menge U C R3 haben wir dann
1
grad= | 0y | :{f: U— R| fpart. diffb. } — Vektorfelder auf U
03
o1 f
f — grad(f)= | 0O.f
O3f

Mit dieser Schreibweise ergibt sich formal:

divv = (grad, v), rotv = grad X v.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Die Rotation eines Vektorfeldes

Satz

Sei UCR3 offen und f: U —> R, v: U — R3 zweimal stetig partiell
differenzierbar. Dann gilt

rotgradf =0 wund divrotv =0,

d.h. (formal): grad x grad f = 0 wnd (grad,grad x v) = 0.

Beweis. Das rechnet man unter Benutzung des Lemmas von Schwarz
direkt nach (UA). O

Warnung:

Die oben angegebenen Formeln fiir Gradient, Divergenz und Rotation
gelten nur in den Standardkoordinaten.

657 / 862
Kapitel 19
Differenzierbare Abbildungen ]
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Wir erinnern an den Zusammenhang von Differenzierbarkeit und linearer
Approximation:

Sei D C R und f: D — R eine Funktion, a € D ein Haufungspunkt von
D. Wenn es ein ¢ € R gibt, so dass

)~ [F(2) + c(x — 2)]

xX—a X — a

=0

gilt, so ist ¢ = f’(a). Wir schreiben x = a + & und finden dquivalent:

L flate)—fla) —ct _

£—0 19 0

Man beachte, dass wir £ — c£ als lineare Funktion R — R auffassen
konnen.
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Definition (Differenzierbarkeit)
Sei U C R" offen und F: U — R™.

(i) Die Funktion F heiBt im Punkt x € U (total) differenzierbar, wenn es
eine lineare Abbildung A: R" — R™ gibt, so dass

L IFGHE) — FO — A

—0
£€RM {0}, €0 1€]]

(ii) Die Funktion F: U — R™ heiBt differenzierbar, wenn F in allen
Punkten x € U differenzierbar ist.

Bemerkung

Wir konnten in der Definition ohne weiteres R” und R™ durch beliebige
Banachraume ersetzen. Dann fordert man zusatzlich, dass die lineare
Abbildung A stetig (also beschrankt) ist.
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Satz (und Definition des Differentials)

Sei U C R" offen und sei F: U — R™ differenzierbar im Punkt x € U.
Dann wird durch

(IF(x + &) = F(x) = A)N/1I€]) = 0

lim
£—0

die lineare Abbildung
dFy == A: R" - R"™

eindeutig bestimmt. Sie heiBt Differential (oder Ableitung) von F im
Punkt x. Wir identifizieren dF, oft mit der beschreibenden Matrix.
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Beweis der Eindeutigkeit von A:
Seien A und B zwei lineare Abbildungen mit der geforderten Eigenschaft.
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir die Norm erhalt man

0 < lim 1B(£) — A(E)|l
€0 €]
o i IEOH8) = F(x) = Al . | — F(x+¢&)+ F(x) + B(&)|l
~ &0 €] -0 €]
- 0

Setzt man nun & = tn fiir n € R” mit ||n|| = 1 so erhadlt man daraus wegen
der Linearitdt von A und B, dass

t]

0= Jim ¢ (Bln) = An)) = B(n) = An).

Hieraus folgt wegen der Linearitat A(n) = B(n) fiir alle  und somit
A= B. []
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Beispiel

Die Funktion f: R"” — R, f(x) = ||x||?, ist iiberall differenzierbar, denn
wegen

fx+&) = IIx|I” +2(x, &) + [|€]I* = £(x) + 2{x, &) + [|]I°

gilt
£—0
=[£Il =—0.

FOx+6) = F(x) = 20,8) _ €]
€] el

Das Differential df, € (R")* ist also gegeben durch die Linearform:

df(€) = 2(x, &) = 2xT¢, € eR".

Also hat df, die darstellende Matrix (2x1,2x, ..., 2x,), d.h.
df, = (gradf(x))?.
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Differenzierbarkeit und Differential
Jacobi-Matrix (Matrix der Ableitungen)

Satz (Differenzierbarkeit impliziert partielle Differenzierbarkeit)

Sei U C R"™ offen und F: U — R™ in x differenzierbar.
Dann existiert fiir jede Komponente F; mit j = 1,..., m von F und fiir
Jjede Richtung v € R" \ {0} die Richtungsableitung 0, Fj(x), und es gilt

Oy Fj(x) = (dFj)x(v).

Insbesondere sind alle Komponentenfunktionen F; in x partiell
differenzierbar, d.h. F ist in x partiell differenzierbar. Weiterhin gilt:

OFi(x) - OnFi(x) (gradFi(x))"
dho=| ] = s
O1Fm(x) -+ OnFm(x) (gradFm(X))T

Diese Matrix heiBt auch Jacobi-Matrix von F.

v
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Beweis: Sei v € R" mit [[v||=1und F=}_T", Fje;.
Da F differenzierbar ist, sind alle Komponentenfunktionen F; als
Verkettung differenzierbarer Funktionen differenzierbar. D.h. es gilt fiir

jede Komponente F;
|Fj(x + tv) — Fj(x) — (dFj)x(tv)|

0 = Ilim
t=0 [tlflv]
Fi(x + tv) — F;
— im | B A ey )]
t—0 t

d.h. (dFj)x(v) = &|i=oFj(x + tv) = O, F;(x).

Damit erhalt man fiir v = ¢; die i-te partielle Ableitung
0iF;(x) = (dFj)x(e).

Dies gilt fiir jede Komponente F; und somit

0iF1(x)
dF.(e) = : = i-te Spalte von dF.
Oi Fm(x)
Dies beweist die Formel fiir die Ableitungsmatrix. [
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Folgerung

Sei U C R" offen und f: U — R eine differenzierbare Funktion.
Dann existiert fiir jedes v € R" \ {0} die Richtungsableitung 0, f(x) und
es gilt

0, f(x) = dfyv = (grad f(x), v).

Die Jacobi-Matrix von f ist gegeben durch die Linearform

df = (O1f,...,0nf) = (grad )T : U — (R")*,
x — dfy.

Bemerkung

Wir erhalten damit eine koordinatenunabhangige Definition des
Gradienten:

Ist U C R" offen und f : U — R in x differenzierbar, so ist gradf(x) € R”"
der nach dem Satz von Riesz eindeutig bestimmte Vektor mit

df.(v) = (gradf(x), v) fur alle v € R™.

v
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Beispiel

Fiir die Koordinatenfunktionen f(x) = x; haben wir grad(x;) = €; und
somit die Linearformen dx; = (e;,:) = e*. Man schreibt daher fiir jede
differenzierbare Funktion f auf einer offenen Teilmenge U C R” auch

df = zn:&f dX,'.

i=1
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Differenzierbarkeit und Stetigkeit
Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit

Satz

Sei U C R" offen und F = ijzl Fiej: U— R™ in x € U total
differenzierbar. Dann ist F in x stetig.

Beweis. Sei x, := x + &, mit £, — 0 eine Folge, die gegen x konvergiert.
Dann ist wegen der Dreiecksungleichung

[F(xn) = F(x) — dF(&)l
1€nll

—0, da f diffb.

IF ) — FO < |

\

1€nll +I1dFx(En)ll-
—~—

—0

Nun ist aber dFy: R” — R™ linear und damit stetig, d.h. auch
ldFx(€n)ll =2 0. Also [|F(x,) — F(x)]| — 0. O
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Hinreichendes Kriterium fir Differenzierbarkeit

Satz

Sei U CR" offen, F =", Fiej: U— R™ partiell differenzierbar und
alle partiellen Ableitungen O;F; seien an der Stelle x € U stetig.
Dann ist F in x total differenzierbar.

Beweis. Wir konnen o0.B.d.A. annehmen, dass m = 1.
Wihle £ > 0 so klein, dass B.(x) C U gilt. Wahle £ =>_7_; &jei € B.(0).
Fir i =1,...,n betrachten wir die reellen Funktionen einer Variablen

gi(t) = F(x1+t,xo,...,%)
gi(t) = Fla+&,. ..., xi—1+&—-1, X+ t,Xi41,...Xp)
gn(t) — F(X1—|—€1,...,Xn_]_—I-fn_]_,Xn—f-t)

Dann gilt

gi(0) = OiF(xi+&1, ..., Xi—1+&i—1, Xy Xn)
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Weiter im Beweis:
Auf jede dieser Funktionen wenden wir nun den Mittelwertsatz an und
erhalten, fiir i = 1...n, Zahlen 0; € (—|&;],1&;|) mit

F(x1 +&,. .o xi + & Xig1,---xn) — F(x1 + &1, Xi—1 + &i—1, Xy - - - Xn)
= &OiF(x1+ &1, .., xim1 +&i—1, X + 0i, Xig1, - - - Xn)
Setzt man nun

y(l) = (Xl +€17°°'aXi+£i7Xi+17°°'Xn)7i:07"'7”7
20 = (€, Xie1 &1 X O X1, Xn)y > 1

so erhalt man daraus

n

F(x+¢&) - F(x) = F(y®) — F(ytt)y = zn:Sk@kF(Z(k))-
k=1 k=1
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Ende des Beweises: Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
ergibt sich dann

F(x+8) = F(x) = Ypog WF&| | 2 rea(0kF(2M)) — 0kF(x))k]
I€]] 111
= (i(akF(z“‘)) - 0kF(X))2> 2
k=1

Fiir £ — 0 gilt auch z(k) — x.
Da nun alle partiellen Ableitungen stetig sein sollen, bekommen wir

B F (2 2% 9, F(x),

und somit
) = FO) - Yi L OS]
-0 €]
Damit ist F in x differenzierbar. L]
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Satz
Sei F: R" — R™ eine Abbildung, die in x differenzierbar ist. Dann gilt:
@ Ist G: R" — R™ in x differenzierbar, so auch F + G und es gilt

d(F +G)x = dFx+ dGy
@ Fiir A € R ist A\F in x differenzierbar und es gilt
d(A\F)x = MdFy
@ /st h: R" — R in x differenzierbar, so auch h- F und es gilt
d(h-F)x = F(x)-dhy+ h(x)dF.

@ Ist g: R" — R in x differenzierbar und g(x) # 0, so ist éF in x
differenzierbar, und es gilt:

1

1
d(3F) = S (IR~ F)-d).
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Satz (Kettenregel)

Seien U CR",V C R™ offen, F: U — R™, F(U)C V und G: V — RX,

Wenn F in x und G in y = F(x) differenzierbar sind, dann ist die
Verkettung G o F: U — R¥ in x differenzierbar und

d(G o F)X = dG/:(X) o dFX.

Beweis. Fir x € U, y := F(x) € V und £ € R" und n € R™ hinreichend
klein definieren wir

(&) = F(x+¢&) —F(x)— A, wobei A= dF,,
Y(n) = G(y+n)—G(y)—Bn, wobei B=dG,,

Dann gilt wegen der Differenzierbarkeit von F und G, dass

lim #(¢) 0 und IimM 0.

e>o [lgf =0 |ln|l
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Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential
Weiter im Beweis:
Fiir die spezielle Wahl 1 := F(x + &) — y = A£ + ¢(§) erhalten wir
(GoF)(x+&)—(GoF)(x) = G(y+n)—G(y)
Bn + ()
= BAS + Bp(§) + ¥(n)
D.h.
im 1G24 6) — (Go F)() — BAEl _ 1Bl | . [v()l]
-0 €] e-0  [[€]] ¢-0  [[€]]

Nun ist aber wegen der Linearitat von B

C1Be@l o ele) @)l
[im ———>22= — | Bl 1>~ B | = 0.
i = = im 18 (g )1 < 1B s iy =5

Also bleibt nur noch zu zeigen, dass lim¢_,o % = 0.
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Ende des Beweises: Dazu bemerkt man, dass n — 0 falls £ — 0, denn
wegen der Dreiecksungleichung ist

£E—0

Inll = 1A+ ()l < A] + [le(E) — 0.
Somit gilt 1Ll 29 0. Aus der der Differenzierbarkeit von G und der
1]l
Dreiecksungleichung folgt dann:
[l el il M)l A+ « (€l
€] Il N&ll Il €]
[ (n) (||A€H L el ) 690,
Inll N €l €] ’
S—— ——
£—0 0 £—0 0
denn wegen der (stetigen) Linearitdt von A bleibt HIIA£—§||” < ||Alloperator
beschrankt. ]
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Folgerung (Kettenregel in Komponenten)

Seien U CR",V C R™ offen, F: U — R™, F(U) C V und G: V — R¥,
H:=GoF:U— Rk Essei FinxundG iny= F(x) differenzierbar.
Dann ist H = G o F in x differenzierbar und fiir alle i = 1,2,...,n und
I=1,...k gilt:

OiHi(x) = Z@G/(F(X))aﬂfj(X) :

In anderer Notation, mit den Eintragen der Jacobi-Matrix:

Dies ist eine direkte Konsequenz des Satzes und der Formel fiir die
Matrixmultiplikation.
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Beispiele

In den folgenden Beispielen betrachten wir Abbildungen des Vektorraumes
der n x n-Matrizen Mat,(R) = R".

(i) Sei F: Mat,(R) — R gegeben durch F(X) = det(X). Dann gilt fiir
das Differential in 1,

dF1.(A) = d dety, (A) = Oadet(1,) = spur(A);

denn nach der Produktregel gilt

d
dF]_n(A) = $|t:0 det(l,, - tA)

d
= —le=0 > e(0)(b10) + ta10(1)) - - - - (Bno(n) + tano(n))

€S,

= ai1+ ...+ ann-
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Beispiele

(i) Nun sei F: Mat,(R) — Mat,(R) gegeben durch F(X) = X2 und
G: Mat,(R) — R durch G(Y) =spurY.
F und G sind auf Mat,(R) differenzierbar mit

d
dFxA = — o (X + tA)?] = XA + AX,

und
d
dGyB = Elt:o [spur(Y + tB)] = spurB,

fur Y, B € Mat,, (R).
Somit ist G o F: X + spur(X?) differenzierbar und

d(G o F)xA = dGp(x) o dFx(A) = spur(XA + AX) = 2spur(AX).

v
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Beispiel

Sei c: (—e,e) = R" (¢ > 0) eine differenzierbare Abbildung, d.h. eine
differenzierbare Kurve. Setze x := ¢(0), v := ¢’(0) = ({(0), ..., c,(0))*.
Ferner sei f: U — R eine in einer offenen Umgebung U C R" von x
definierte und in x differenzierbare Funktion.

Dann gilt fiir die Ableitung der Funktion f o c: (—¢,¢) — R:

(f o c)'(0) = df(0)(c'(0)) = dfi(v) = 9, f(x).

D.h.
9ol Fe(t) = BFlx) = < JemolF(x + ).

Es geniigt hier librigens vorauszusetzen, dass c eine stetige Abbildung ist,
die im Nullpunkt differenzierbar ist.
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Differenzierbare Abbildungen Mittelwertsatz

Mittelwertsatz

Satz (Mittelwertsatz fiir Funktionen auf dem R")

Sei U C R" offen und F: U — R stetig differenzierbar.
Seien weiterhin x € U und £ € R", so dass x + t€ € U, fiir alle t € [0, 1].
Dann existiert ein xg = x + tp& € U mit ty € (0,1), so dass

F(X+€) - F(X) - dFXO(f)‘

Beweis. Die Aussage ist eine direkte Folge des Mittelwertsatzes fiir
Funktionen f: [0,1] — R,

Sei p: [0,1] = R", t+—> x+t&und f = Fop:[0,1] = R.

Nach dem Mittelwertsatz fiir f erhalten wir ein tp € (0,1) mit

f(1) — f(0) = f'(to).

Aus der Kettenregel ergibt sich dann

f(1) = £(0) = f'(to) = (Fop)(to) = dFcitoe(¢'(t0))
Fiir p(t) = x+ t€ ist ¢’ =& und damit F(x + &) — F(x) = dF(&). O
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Ist eine Abbildung F: U — R™ konstant, so ist dF, = 0 fiir alle x € U.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht (man betrachte eine Vereinigung
U = U; U U, zweier disjunkter offener Mengen). Allerdings gilt:

Folgerung

Sei U C R" offen. Ist U wegzusammenhangend, d.h. gibt es fiir je zwei
Punkte x,y € U eine stetige Kurve c: [0,1] — U mit ¢(0) = x und
c(1) =y, so gilt:

Ist F: U — R™ differenzierbar mit dF, = 0 fiir alle x € U, so ist F
konstant.

Beweis. Fiir jedes £ € U finde £(§) > 0 so, dass K¢ := B (¢)(§) € U.
Nach dem Mittelwertsatz ist F auf K¢ konstant, d.h. Flx, = d.

Sei nun c eine stetige Kurve von x nach y. Deren Bild wird iiberdeckt
durch die offenen Kugeln {B.(c(+))(c(t))}ecio,1]-

Da das Interval [0, 1] kompakt ist und c stetig, ist auch ¢([0, 1]) kompakt.
Daher finden wir eine endliche Teiliiberdeckung durch offene Kugeln
Ba(c(t;)(c(ti)) fuiri=1,...kund t; =0, t, = 1. Damit ist aber

Flg.(c(t)) = di, und somit F(y) = F(c(tk)) = ... = F(c(t1)) = F(x). O
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Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

Niveaumengen und Gradient

Satz

Sei U C R" offen, f: U — R stetig differenzierbar.
Dann steht grad f senkrecht auf den Niveaumengen

Ne(k) = {x € R"|f(x) = k} mit k €R,

d.h. fiir jede innerhalb der Niveaumenge N¢(k) verlaufende differenzierbare
Kurve c: (a, b) — R" gilt

grad f|c;) L '(t) fiir alle t € (a,b).

Beweis. Das folgt durch Ableiten der Gleichung f o ¢ = k nach der
Kettenregel
0= df.oc’ = (gradf,c).

[]
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Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

Beispiel
Sei f: R" — R gegeben durch die Norm, f(x) = ||x||. Die Niveaumengen

sind dann Spharen vom Radius k und der Gradient ist gradf(x) = %;.

[l

Bemerkung

Sei U C R" offen. Wenn f : U — R im Punkt x € U differenzierbar und
grad f(x) # 0 ist, so gibt der Gradient die Richtung des stdrksten Anstiegs
der Funktion f im Punkt x € U an, denn fiir jeden Einheitsvektor v € R"
gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

O, f(x) = (grad f(x), v) < |lgrad f(x)||

. . . . . . __ grad f(x)
mit Gleichheit genau fiir den Einheitsvektor v = Terad 7FGIT
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Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

| okale Extrema

Die folgende Definition ist eine direkte Verallgemeinerung der
entsprechenden Konzepte fiir Funktionen f : R — R.

Definition
Sei U C R" offen, f: U — R eine Funktion und x € U.

Man sagt, dass f in x ein lokales Maximum (bzw. ein lokales Minimum)
annimmt, falls es ein € > 0 gibt, derart dass

f(x) = £(§) bzw. f(x) <£(£)

fiir alle £ € U mit ||x — &]|| < e.
Lokale Minima und Maxima heiBBen auch lokale Extrema.

Man spricht von einem isolierten lokalen Extremum, falls zusatzlich
(&) # f(x) fiir alle £ € U\ {x} mit ||x —&|| < e fiir ein € > 0.
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Niveaumengen und lokale Extrema
Lokale Extrema und Ableitung

Satz

Sei U C R" offen. Eine Funktion f: U — R sei an der Stelle x € U partiell
differenzierbar.

Wenn f an der Stelle x € U ein lokales Extremum annimmt, dann gilt
gradf(x) = 0.

Beweis. Fiir alle i = 1,..., nist die Funktion t — g(t) := f(x + te;) im
Nullpunkt differenzierbar und hat dort ein lokales Extremum.
Demnach gilt

0= g/(O) = a,f(X)
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Wiederholung: Taylor-Entwicklung fiir Funktionen einer Variablen

Es sei f: | — R eine (m + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion auf
einem Intervall / C R.

Zu x € | ist das Taylor-Polynom T,(&) = Trm(f, x)(&) € R[] gegeben
durch

T, X)(€) = Fx) + ()& + 5" ()E + -+ —AM (™,

und zu jedem & mit {x + t&|t € [0,1]} C / gibt es ein 7 € [0, 1] mit

fFim+1) (x 4 7€)
(m+1)!

f(x+ &) = Tm(f,x)(&) + gL,

Wir wollen die Taylor-Entwicklung nun fiir Funktionen mit
Definitionsbereich U C R" verallgemeinern.
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Notation: Multi-Indizes

Um die Taylorentwicklung fiir Funktionen von n Veranderlichen kompakt
schreiben zu konnen, fiihren wir die folgenden Abkiirzungen ein.

Fir o, a0,...,a, € Nund x = > 7_; xje; € R" setzen wir
0 n
a = (a1,00,...,a,) €N
la] = a14+ar+---+a, €N
al = ajlap!---a, €N
x* = X{IXp X
9% = 9MPL2 ... 9o
) n
Definition

Fiir U C R" offen definieren wir
CK(U) :={f: U— R | f ist k-mal stetig differenzierbar }.

Dies ist ein reeller Vektorraum.

o
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Taylorentwicklung fiir Funktionen von n Variablen

Satz (Taylorentwicklung)

Sei U C R" offen, f € C™TY(U), x € U und £ € R", so dass
{x + t&|t € [0,1]} C U.

Dann existiert T € [0, 1], so dass

e = 3 S+ Y M (x+ 7E)e™

a|<m |aj=m+1

Definition
Tm(&) = Tm(f,x)(&) =) LO%f(x)€% ist ein Polynom vom

la|<m al

(Gesamt-)Grad < m in den n Variablen &1, ... ,&, und heiBt m-tes
Taylorpolynom von f.
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Beweis. Fiir den Beweis betrachten wir zu gegebenem x € U und £ € R”
wie im Satz die Funktion g : [0,1] — R, g(t) := f(x + t&).

Nach Voraussetzung ist diese Funktion m + 1 mal stetig differenzierbar,
und somit besagt die Taylorformel fiir Funktionen einer Variablen

m () (m+1) (-
(1)  f(x+&)= Z (0 —g(mi 1().) 1+l

fir ein 7 € [0, 1].
Nun gilt aber

0
(k) « PPN
g®(t) = S ((a f +t§))) € &

’1, 7’k—

Da f € Cm+1(U), sind jeweils alle Terme gleich, bei denen sich die i; nur

in der Reihenfolge unterscheiden (Lemma von Schwarz). Es gibt aber

| . . . . .
genau ﬁ Terme, bei denen genau a, der Indizes j; gleich r sind.
H n-
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Wir kénnen also den letzten Ausdruck auch schreiben als
k!
g(e) = 3 o F(x + )"
|a|=k
Die Behauptung des Satzes folgt nun durch Einsetzen in (1). O]

Folgerung (Approximation durch das Taylorpolynom)

Sei U C R" offen, f: U — R eine m-mal stetig differenzierbare Funktion
und x € U.

Dann existiert § > 0 und ¢: Bs(x) — R, so dass Bs(x) C U und

€)= 3 0" F(x)E + 9(€)

la|<m

fiir alle ¢ € Bs(0), wobei

v
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Beweis (der Folgerung).

Da U offen ist, existiert Bs(x) C U. Aus der Taylorentwicklung der
Ordnung m — 1 folgt fiir £ € Bs(0):

1 (0% (0% 1 [87 (67
fx+&)= Y O ()€ + > O (x + TE)E,
|| <m—1 lo|l=m
fir ein 7 € [0, 1] (welches von & abhangt!).
Wir setzen

p€):= 3 (0 F(x+ 7E) — 9UF(x) €

|a[=m

Dann gilt f(x + &) = X 1< m a1d*F (X)E* + 9(€) und, weil die m-ten
partiellen Ableitungen von f nach Voraussetzung stetig in x sind,

[2(€)] < Z il@af(XJrTg)_aaf(x)l- £ % 0.

[ - €]
|af=m £—0 0 S——
e 1€ e
= e =C
L]
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Spezialfall:

Sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar und x, & € R"
derart, dass {x + t&|t € [0,1]} C U.

Dann gilt

fx+€) = F(x)+ D dif(x)& + % > 00 (x)&igj +e(6),
=i

i,j=1

A g

quadratisches Taylorpolynom

il e(€) _
wobei lim¢_,0 e = 0.
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Differenzierbare Abbildungen Hessematrix und lokale Extrema
Hessematrix

Definition
Sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar. Die nach dem
Lemma von Schwarz symmetrische Matrix

Hess f(x) := (0;0;f(x))i j=1,...n

heiBt Hessematrix von f im Punkt x.

Nachtrag zum letzten Beispiel:

Mit der Hessematrix ldsst sich die obige Gleichung unter Verwendung des
Standardskalarprodukts auf R” nun indexfrei schreiben:

Flox+€) = F(x) + {axad £(x), &) + o (Hess F(x)E,€) + (6

mit Iim§_>0 % = 0.

v
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Differenzierbare Abbildungen Hessematrix und lokale Extrema

Definition
(i) Eine symmetrische Bilinearform [3 auf einem reellen Vektorraum heif3t
positiv semi-definit, wenn

B(v,v) >0 firalle vevV.

(ii) B heiBt negativ definit (bzw. negativ semi-definit), wenn — [ positiv
definit (bzw. positiv semi-definit) ist.
(iii) B heiBt indefinit, wenn (8 weder positiv noch negativ semi-definit ist.

(iv) Ein symmetrischer Endomorphismus A eines Euklidischen Vektorraum
heiBt positiv definit (bzw. positiv semi-definit, indefinit etc. ), wenn
die zugehérige symmetrische Bilinearform

B(v,w) = (v,Aw), v,w eV,

positiv definit (bzw. positiv semi-definit, indefinit etc. ) ist.
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Hessematrix und lokale Extrema

Satz
Sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar.

(i) Wenn f an der Stelle x € U ein lokales Minimum (bzw. Maximum)
hat, dann ist grad f(x) = 0 und Hess f(x) ist positiv (bzw. negativ)
semi-definit.

(ii) Wenn der Gradient von f an der Stelle x € U verschwindet und

Hess f(x) positiv definit ist, dann hat f in x ein isoliertes lokales
Minimum,
Hess f(x) negativ definit ist, dann hat f in x ein isoliertes lokales
Maximum,

Hess f(x) indefinit ist, dann hat f in x kein lokales Extremum.

[Animationen.|
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Beweis.

(i) f habe in x z.B. ein lokales Minimum. Wir wissen bereits, dass
grad f(x) = 0 und mit h(¢) := J(Hess f(x)&, &) gilt

f(x) < fx+ &) = f(x) + h(£) + 9(¢).
Daraus folgt 0 < h(&) + ¢(£), d.h. h(§) > —p(£) und somit mit

e § h(§) _ h(t) (t§)
t e t§) t—0
hiva | = = > — — 0.
(HSH) 1€= [1egll® = gl

Das impliziert h(y) > O fiir alle Einheitsvektoren y, d.h. h > 0.
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Hessamatri nd Iokale Extrema
(i) Sei nun umgekehrt grad f(x) = 0 und h(§) > O fiir alle £ # 0.
Dann ist m := min =1 h(y) > 0.

Weiterhin findet man wegen |im iﬁg
¢-0 [|£]|

§ > 0, so dass |p(&)] < g]|€]|? fiir alle 0 # ¢ € B5(0).
Aus der Taylorentwicklung folgt dann fiir diese &:

f(x +&) = f(x)+ h(&) + (&) > F(x) + m||€]|* —e[|€]* > F(x),

d.h. x ist ein isoliertes lokales Minimum von f.

=0 zu jedem 0 < e < mein

Ist h negativ definit, argumentiert man analog.

Ist h indefinit, so gibt es eine Zerlegung R” =V~ @ V0@ V't in
Teilrdume, so dass h auf VO verschwindet und auf V* jeweils positiv
bzw. negativ definit ist, mit V* jeweils nicht trivial.

Dann ist x fiir die Einschrankung von f auf UN (x + V1) ein
isoliertes lokales Minimum und fiir die Einschrankung auf

UN (x4 V™) ein isoliertes lokales Maximum. Es gibt also in jeder
Umgebung von x Punkte y und z mit f(y) < f(x) < f(2).
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Kapitel 20

Der Umkehrsatz und seine Anwendungen J
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz
Umbkehrsatz

Definition (Diffeomorphismen)

Seien U und V' offene Mengen im R". Eine bijektive, stetig differenzierbare
Abbildung f: U — V/, deren Umkehrabbildung auch stetig differenzierbar
ist, heiBt Diffeomorphismus zwischen U und V.

Beispiele/UA

@ Jede lineare Abbildung A : R" — R" ist stetig differenzierbar, mit
dA, = A fiir alle x € R". Ist also A invertierbar, so ist diese
Abbildung ein Diffeomorphismus.

@ Die Abbildung h: R x (=%, %) — (0,00) x R, gegeben als
h(u,v) = (e"cos v, e"sinv)
ist ein Diffeomorphismus, mit Umkehrabbildung gegeben durch
h=(x,y) = (3 In(x* + y?), arctan(%)).

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Satz

Sei f: U — V ein Diffeomorphismus. Dann ist fiir alle x € U die Ableitung
df. eine invertierbare lineare Abbildung und es gilt

(df ey = (df) ™

Beweis. Dies folgt aus der Kettenregel:

lden = d Idy = d(f 1of) = dfy odf

und damit df ) = (df) ™" O
Beispiel /UA

Die Abbildung h(u, v) = (e cos v, e”sin v) aus dem letzten Beispiel hat
die Jacobi-Matrix

dh __ [e“cosv —e“sinv
(u,v) — u i u )
e'sinv  e“cosv

und diese ist in der Tat fiir alle (u,v) € R x (=7, 5) invertierbar.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Umkehrsatz

Der Umkehrsatz besagt, dass lokal, d.h. in einer geeignet gewahlten
Umgebung von x, eine Umkehrabbildung existiert, falls df, invertierbar ist.

Satz (Umkehrsatz)

Sei U C R" offen, f: U — R" stetig differenzierbar und p € U so, dass die
Ableitungsmatrix df, invertierbar ist. Dann existieren offene Umgebungen
V C U von p und W von q := f(p), so dass f|y: V — W ein
Diffeomorphismus ist.

Beispiele

@ Sei f: R — R, f(x)=x2 Dannist f/(x) # 0 fiir x € R\ {0}.
Fiir x > 0 betrachte W =R und V =Ry mit f1(y) = \/y.
Fiir x < 0 betrachte W =R und V =R_ mit f~(y) = —/y.

o f: R — R, f(x) = x> besitzt eine stetige Umkehrabbildung (da

streng monoton wachsend). Diese ist aber nicht differenzierbar in
y =0=f(0) da f’(0) = 0.

4
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Der Beweis des Umkehrsatzes beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz
und den folgenden beiden Satzen.
Wir brauchen zunachst:

Definition
Seien V, W normierte Raume und U C V. Eine Funktion f: U — W heiBt
Lipschitzstetig auf U, wenn es eine Zahl L > 0 gibt, so dass

I (x) = F)Il < Llix =y

fiir alle x,y € U. Jede solche Zahl L heiBt eine Lipschitzkonstante fiir f
auf U.

Bemerkungen
e Lipschitzstetige Funktionen sind gleichmaBig stetig.

e Stetige lineare Funktionen sind Lipschitzstetig.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Satz (Schrankensatz)

Sei f: U C R" — R™ stetig differenzierbar. Sei K C U eine kompakte
Menge, die konvex ist, d.h. fiir alle x,y € K liegt auch die
Verbindungsstrecke {tx + (1 — t)y | t € [0,1]} in K. Dann ist f auf K
Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L := maxyck ||df«|| operatornorm- ES
gilt also

[ (x) = F)Il < Lllx =y
fiir alle x,y € K.

Beweis. Da K kompakt ist und x — df, und die Operatornorm stetig
sind, existiert

L = max||df, _ = max max df,
max [0 p —nom = max _ max _|d(€)]

Nach dem Mittelwertsatz existiert dann fiir x,y € K ein tg € [0,1], so dass

1 (x) = FWII = lldfroxt(1-t0)y (y = X < Llly = x]|. B
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Satz (Diffeomorphie)

Seien U und V offene Mengen im R" und f: U — V stetig differenzierbar
und bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung f=1: V — U. Ist fiir jedes

x € U das Differential df, invertierbar, so ist f ein Diffeomorphismus, d.h.
f—1 ist auch stetig differenzierbar mit df;; f(x ) = (df)7 !

Wir erinnern uns:

f(x) = x3 hat eine stetige, aber in x = 0 nicht stetig differenzierbare
Umkehrabbildung. Die Bedingung df, invertierbar ist also wesentlich.

Beweis. Wir zeigen die stetige Differenzierbarkeit von f~1 in yo = f(x).
O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass xg = yo = 0 und df,, = Id, denn:
Sind A, B: R" — R" invertierbare affine Abbildungen, so gilt der Satz fiir
f genau dann, wenn er fiir Ao f o B gilt. Mit B(x) = xp + x und

A(y) = (df,) (v — yo) haben wir aber Ao f o B(0) = 0 und

d(Ao f o B)g = dAs(x) © df, o Id = df ' o df,, = 1d.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Weiter im Beweis des Satzes: Sei y € V und x := f~1(y) € U. Wir
definieren

p(x) = f(x)—=f(0) —dh(x) = f(x)—x
Dy) = ) -y = x=f(x) = —p(x) = —p(f(y)).
Um die Differenzierbarkeit von f~1 zu zeigen, miissen zeigen, dass
, :
Da f stetig differenzierbar ist, gilt ebd x=20,

[l

Daher kénnen wir ein € > 0 finden, so dass H"ﬁ%?” < 1 fiir alle ||x|| < e.

Da f~! stetig ist, finden wir zu diesem ¢ ein § > 0, so dass ||[f " 1(y)|| < ¢
fiir alle ||y|| < 6. Somit gilt fiir alle y mit ||y|| < J, dass

O = loF NI < S1F W) (+)

und daher wegen der Dreiecksungleichung

(*) 1
F W1 < 1F7 ) =yl + Iyl =T8I+l < SHEE I+ il
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Ende des Beweises: Also haben wir fiir alle y mit ||y|| < J, dass

)N < 2y

und somit

{7 ) 5 91 el €2 RO (€9
[yl (e 7 1/ 57 N

Aus y — 0 folgt nun, wegen der Stetigkeit von f~!, dass auch
x = f~(y) — 0 und somit

WO o Gl y—o,

Iyl ]

Damit ist 1 differenzierbar in y und mit d(f~1), = (df,)~! erhalten wir
auch die Stetigkeit von df 1. O]
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Jetzt beweisen wir den Umkehrsatz:

Satz (Umkehrsatz)

Sei U C R" offen, f: U — R" stetig differenzierbar und p € U so, dass die
Ableitungsmatrix df, invertierbar ist.

Dann existieren offene Umgebungen V. C U von p und W von q := f(p),
so dass f|y: V — W ein Diffeomorphismus ist, d.h. f|\, ist bijektiv und
(fly)~t: W — V ist stetig differenzierbar.

Beweis. Wir konnen wieder 0.B.d.A. annehmen, dass p = g = 0 und
dfy = Id. Der Beweis des Umkehrsatzes erfolgt nun in mehreren Schritten:

1) Definition von W: Sei § > 0, so dass Bys(0) C U und so, dass

1
[1d — df]| op.— porm = 5 fir alle x € Bys(0). (%)

Wir setzen dann W := Bs(0).
2) Definition von V: Wir setzen V := f~1(W) N Bys(0) C U.
Da W offen ist und f stetig, ist auch das Urbild f~(W) offen.

Damit ist V' als Durchschnitt zweier offener Mengen offen.
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Weiter im Beweis: 3) Die Abbildung f|y: V — W ist bijektiv:
Zu y € W = Bs(0) definieren wir die differenzierbare Abbildung

py: Bas(0) = R, gy (x) =y +x — f(x).

Ein Fixpunkt x von ¢, ist eine Lésung von f(x) = y.
Wegen (dy,)x = Id — df; liefern die Wahl von § > 0 und der
Schrankensatz

1 .
oy (x1) — @y (x2)| < §||X1 —xaf|  fiir x;,x20 € Bas(0). (%)

Da ||y|| < 6 und ¢, (0) =y, gilt fiir alle x € By;(0) die Ungleichung

1oy (< ey (x) = @y (0)[ + lly Il < 26,

D.h. ¢, : Bys(0) — Bas(0). Wegen (*x) ist ¢, also eine kontrahierende
Abbildung auf dem vollstindigen metrischen Raum Bjs(0).

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz finden wir also genau ein x € Bss(0)
mit ¢, (x) = x.

Wegen || x|| = |y (x)]| < 26, gilt sogar x € Bys(0). D.h. aber f(x) =y
und x € F~Y(W) N Bys(0) = V. Somit ist f: V — W bijektiv.
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Weiter im Beweis:
4) f~1ist stetig:
Wegen (**) und der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir x;,x € V
2 = x| < lpo(x2) = wo(x1)ll + [[f(x2) — F(x1)]]
< Sl =l + 1 (e) = Fla)]-

Damit ist fir x; = f_l(yl) und xo = f_l()/2)

1F100) — FH ) < 2lly2 —

und somit ist die Umkehrfunktion f~1 auf W (Lipschitz)stetig.

5) Fiir alle x € V ist dfy ein Isomorphismus:
Fiir x € V C Bys(0) gilt wegen der Wahl von ¢ in (*) fiir £ € R”

1
[(ld —df) (§)] < §H€||-
Fiir ¢ € ker(dfy) ist dann [|€]| < 3[|]], d-h. £ = 0. Also ist dfy

invertierbar.
Aus dem vorhergehenden Satz folgt somit die Behauptung des
Umkehrsatzes. 709 Lgb2

Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Bemerkung:

f~1 ist sogar k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal stetig
differenzierbar ist (k € N). Die Gleichung df,* = (dfy(,)) " zeigt ndmlich,
dass f~1 k-mal stetig differenzierbar ist, wenn f k-mal und g = f~1

(k — 1)-mal stetig differenzierbar ist.

Folgerung (Offenheits- /Diffeomorphiesatz)

Sei U C R" offen und f: U — R" eine stetig differenzierbare Abbildung
mit df, invertierbar fiir alle x € U. Dann gilt

o f(U) C R" jst offen.
@ Ist f injektiv, so ist f ein Diffeomorphismus U — f(U).

Beweis. Dies folgt aus dem Umkehrsatz und dem Satz iiber Diffeomorphie
bei stetiger Umkehrabbildung. (UA) O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umbkehrsatz

Beispiel (ebene Polarkoordinaten)
Die Abbildung

f: R? - R?, (r)a<x):(rcf’w>,
© y rsin

ist unendlich oft differenzierbar. |hr Differential ist

Ox  Ox .
_ [ or 9y | _ [ cose —rsing
af ( % g—é ) ( sinyp  rcos )
Da det df = r, gibt es zu jedem Punkt p = (rg, pg) € R* x R eine offene
Umgebung U C R* x R, so dass f die Menge U diffeomorph auf eine

offene Menge V = f(U) C R? abbildet. Die Umkehrabbildung
(fly)~t: V — U ist ebenfalls unendlich oft differenzierbar.

Eine typische Wahl ist U = R x (¢o — , g + 7).
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Satz liber implizite Funktionen

Motivation
Sei f: R"” — R eine Funktion. Wir betrachten die Gleichung fiir x € R"
f(x1,...,xp) =0,
bzw. die Losungsmenge Nf := {x € R" | f(x) = 0}.
e Ist f linear, d.h. f(x) = ). cix;, so ist die Lésungsmenge N¢(0) ein
(n — 1)-dimensionaler Unterraum.
Ist ¢c; # 0, so kénnen wir auf der Menge N¢(0) die Variable x; als

lineare Funktion der anderen Variablen darstellen.
Ist z.B. ¢, # 0, so gilt

f(Xl,...,Xn):O — Xp = —— CiX;.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

@ Was passiert, wenn f nicht linear ist? Unter welchen Bedingungen
kann man nun die Gleichung nach einer Koordinate auflésen, d.h.
wann existiert eine Funktion g: R 1 5 R, so dass

f(x1,..,Xn-1,8(x1,...,Xp-1)) =0, d.h. N¢(0) D graph(g)?

Ist g differenzierbar, falls f differenzierbar ist?

Beispiel

o Sei f: R2 = R, f(x,y) :=x?>+ y? — 1. Es ist N¢(0) = St C R? der
Kreis. Hier bendtigen wir zwei Funktionen, um ganz N¢(0) als
Graphen darzustellen:

St = {(xy)eS'|y>0} U {(x,y)eS'|y<0}
graph(gy.) U graph(g-)

mit g+ : [-1,1] — R4. Die Funktionen g+(x) := £v1 — x2 sind
differenzierbar nur auf dem offenen Intervall (—1,1).

4
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Beispiele(Fortsetzung)

o f(x,y,z) =x*+y? d.h. Nr = {(0,0,z) | z€ R}. Hier gibt es kein
g : R2 — R mit graph(g) = Nr.
o F(x,y) = y2 — x3(1 — x2). Ne(0)\ {(~1,0),(0,0),(1,0)} ist

Vereinigung von Graphen von 4 stetig differenzierbaren Funktionen.
y

o f(x,y):=x — y3. Beim Versuch N¢(0) als Graph einer Funktion von
x zu schreiben, erhalten wir g(x) = /x, was in 0 nicht differenzierbar
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Satz (Satz iiber implizite Funktionen)

Sei U C R™ x R" offen, f: U — R" k-mal stetig differenzierbar (k > 1)
und (p,q) € U, so dass f(p,q) = 0. Weiterhin sei das Differential der
Abbildung y — f(p,y) im Punkt y = q invertierbar,

Dann gibt es offene Umgebungen V C R™ von p und W C R" von q und
eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung g: VV — W, so dass fiir alle
(x,y) e Vx Wgilt: f(x,y)=0 < y=g(x).

Anders ausgedriickt gilt N¢(0) NV x W = graph(g).

o

Beweis. Die Hilfsfunktion F: U — R™ x R", F(x,y) := (x, f(x,y)) hat in
(p, q) ein Differential, das sich wie folgt aus dem Differential der
Abbildung y — f(x,y) = >_.7_; fi(x, y)e; berechnet:
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Weiter im Beweis: Da (2%) im Punkt (p, q) invertierbar ist, ist auch
%) i ’

dF(p,q) im Punkt (p, q) invertierbar.

Nach dem Umkehrsatz gibt es offene Umgebungen Vi C R™ von p und

Vo CR"von g, sodass Vi x Vo, C U C R™ x R” durch F bijektiv auf eine
offene Umgebung Q C R™ x R"” von F(p,q) = (p,f(p,q)) = (p,0)
abgebildet wird, und zwar so, dass die Umkehrabbildung

G:(Gl,GQ):Q—> \/1>< V2

k-mal stetig differenzierbar ist.
Dann ist V := {x € V1|(x,0) € Q} eine offene Umgebung V C V; von p.
Wir setzen nun W := V, und

g: V=W, g(x):=Gyx,0).

Da G k-mal stetig differenzierbar ist, gilt dies auch fiir g.
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Weiter im Beweis: Aus

Q3 (x,y) = F(G(x,y)) = (Gi(x,y), f(G1(x,y), G2(x, ¥))) (*)

folgt dann Gi(x,y) = x und f(x, Ga(x,y)) =y.

Wir iiberpriifen nun fiir alle (x,y) € V x W die Aquivalenz

fix,y) =0 < y =g(x):

(<) Da g(x) = Gx(x,0) folgt aus (*), dass f(x,y) = f(x,g(x)) = 0.

(=) Umgekehrt folgt aus f(x,y) =0, dass F(x,y) = (x, f(x,y)) = (x,0),

und somit
(va) - G(F(Xa)/)) = G(Xa O) — (Gl(X?O)v G2(X7 O)) = (ng(x))a
d.h. y = g(x).
Damit ist der Satz iiber implizite Funktionen bewiesen. [
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Beispiel (zweischaliges Hyperboloid)
Die Funktion f: R3 =R? x R — R,

f(x,y,z) :=x"+y* —2° +1,

erfiillt % = —2z # 0 fiir alle (x,y,z) € H := f~1(0).
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen definiert die Gleichung
f(x,y,z) = 0 also lokal eine unendlich oft differenzierbare Funktion

(x,y) — z = g(x,y). Diese kann man durch Auflésen der Gleichung
f(x,y,z) = 0 nach z explizit angeben:

ge(x,y) = £/ x2 +y2 + 1.

Der Graph von g.: R> — RT, bzw.
g_: R2 — R_ ist die obere, bzw. untere,
Schale des Hyperboloids H.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Differential einer implizit definierten Funktion

Unter den Voraussetzungen des Satzes liber implizite Funktionen l3sst sich
das Differential der durch die Gleichung f(x, y) = 0 implizit definierten
Abbildung x — g(x) mit N¢(0) = graph g wie folgt berechnen:

Bezeichnet dxf das Differential der Abbildung x — f(x,y) und d, f das
Differential der Abbildung y — f(x,y), dann liefert Ableiten der Gleichung
f(x,g(x)) = 0 nach der Kettenregel:

0= dif +d,fdg, also dg = —(d,f) " df.

Hierbei sind dg an der Stelle x und dxf, d,f an der Stelle (x, g(x))
auszuwerten:

1
dglx = — (dyflxex)) ~ Dxflixgx):

In Komponenten, i=1,...,nund j=1,..., m:

e 800)+ Y- S.£00) - FE(0) =

4
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Beispiel
Wir betrachten noch einmal die Funktion f : R3 — R,
f(x,y,z) =x?>+y? -2 + 1.

Wie wir bereits gesehen haben, ist in allen Punkten (x, y, z) € N¢(0) die
partielle Ableitung 0,f # 0, wir finden also in der Ndhe eines solchen
Punktes eine Funktion g = g(x, y) mit

fix,y,2) =0 <= z=g(x,y).

Durch partielles Ableiten der Funktion F(x,y) = f(x,y,g(x,y)) nach x
und y erhalten wir die Gleichungen

Oxf +0,foxg =0 und O, f +0,f0,g =0.
Aus Oyf = 2x und 0,f = —2z folgt also z.B.

Oxf(x,y,8(x,y) X

~ ) _
O.f(x,y,8(x,y)) &(x,y)

axg(X7Y) =

rZ0 60é



Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Definition (Rang einer differenzierbaren Abbildung)
U C R™ sei offen und f: U — R" differenzierbar.
(i) Der Rang von f im Punkt p € U ist definiert als

rg(f)p :=rg dfy, < min{m, n}.

Das definiert eine Funktion rg(f): U — {0,1,2,...,min{m, n}}.

(ii) f heiBt Immersion, wenn rg(f) = m, d.h. wenn das Differential iiberall
injektiv ist.

(iii) f heiBt Submersion, wenn rg(f) = n, d.h. wenn das Differential
liberall surjektiv ist.

(iv) k-mal stetig differenzierbare Abbildungen heiBen auch von der Klasse
Ck oder C*-Abbildungen. Wir erlauben hier k € N U {co}.

(v) UCR™, V CR" seien offen. Eine CX-Abbildung f: U — V heiBt
Ck-Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und auch f~1 von der
Klasse C* ist.

v
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Beispiele
(i) Sei m < n. Dann ist die Abbildung ¢ : R™ — R",

u(x1, .y Xm) = (X1, Xm, 0,...,0) e R" x R"™" =R"

eine Immersion. Diese nennt man auch die kanonische Immersion.
Warnung: Immersionen sind nicht unbedingt injektive Abbildungen.
Als Beispiel betrachte man die Abbildung h: R — R2,

h(t) = (cos t,sin t).
(ii) Sei m > n. Dann ist die Abbildung 7 : R™ — R",
(X1, ..y Xm) = (X1, ., Xn)

eine Submersion. Man nennt sie auch die kanonische Submersion.
Warnung: Submersionen sind nicht unbedingt surjektive Abbildungen.
Konnen Sie ein Beispiel angeben?

v
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Beispiele
(iii) Sei r < min{m, n}. Die Abbildung R™ — R",

(X1, s Xm) = (x1,...,%,0,...,0) e R" x R"" =R"

hat konstanten Rang r.

(iv) Sei f: U C R" — R eine Funktion. Dann ist F: U C R" — R™1,
F(x) = (x, f(x)) eine Immersion, denn rg(dFy) = n.
Das Bild von F ist der Graph von f.

(v) Der Rang eines Diffeomorphismus f: U — V, mit U CR™, V CR"
offen, ist konstant gleich m = n.

Durch Ableiten der Gleichungen f~1of = Idy und fof~1 = Idy
folgt namlich, dass df, fiir alle p € U invertierbar ist, d.h.

m = n = rg(f).

Andererseits besagt der Umkehrsatz, dass jede CK-Abbildung

f: U— V vom konstantem maximalen Rang n zwischen offenen
Mengen des R” lokal ein C-Diffeomorphismus ist.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Wir zeigen nun, dass jede Abbildung von konstantem Rang in geeigneten

Koordinaten wie eine der oben angegebenen linearen Abbildungen aussieht.

Satz (Normalform fiir Abbildungen von konstantem Rang)

Sei U C R™ offen, p € U und f: U — R" eine CX-Abbildung mit
rg(f) = r auf U.

Dann existieren offene Umgebungen V' C U von p und W C R" von f(p)

und C*-Diffeomorphismen ¢: V — (V) CR™, ¢: W — (W) C R", so

dass
ofop ! X1y.-yXm) = (X1,...,%,0,...,0
(v ) (x )= (x1 )

fiir alle x € p(V).

Beweis. Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten im R™ und
R" kénnen wir annehmen, dass die quadratische Matrix

A= (8f,-(p)) invertierbar ist.
ij=1,..r

O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Weiter im Beweis:

Wir betrachten die Hilfsabbildung F : U — R™,
F(x)=(fA(x),...,f(xX),Xr11,- -, Xm).

Da
A %
oF, ( L )

invertierbar ist, existiert eine offene Umgebung V C U von p, so dass

¢ := Fly: V — (V) ein Ck-Diffeomorphismus ist.

Aus F o p71(x) = x folgt dann f;(¢~1(x)) = x; fiir alle i < r und

x € p(V).

Fiir £ := f o o1 gilt dann alsoﬁ-(x) = x; fiir alle i < r. AuBerdem konnen

wir den Definitionsbereich von f zu einer Umgebung von p von der Form
U=U xU"CcR"xR™ " verkleinern, mit U’ und U” konvex.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Weiter im Beweis:

Nun ist _
, 1, 0 of;

dp—<* B)’ B—<a—>g>,_ ’

ij>r+1

und aus rg(f) = rg(f) = r folgt dann B =0, d.h. f hangt nur von
(x1,...,x) ab.
Also hat f die Form f(x) = (x, f”(x")), wobei

=G x) und P = (Fr ),

d.h. das Bild von f ist der Graph von f” : U’ — R"~". Nun ist

W := U’ x R"" eine offene Umgebung von f(p) = f(¢(p)) = (¢, F"(p)),
wobei p’ € U’ die Projektion von ¢(p) = (p/, p”) nach R" ist.

Wir definieren nun den Ck—DifFeomorphismus v: W — W CR”",

P(x) = (X', x" = (X)) fir x=KX,x"YeW=U xR"".

Dann gilt, wie gewiinscht,

Y(f(p7H(x))) = Uf(x) = ¥(x, F'(x)) = (X', () = F"(x)) = (¥, 0). O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Ist r = n < m, so kdnnen wir den zweiten Beweisschritt (die Konstruktion
des Diffeomorphismus 1)) weglassen, und erhalten

Folgerung (Normalform fiir Submersionen)

Sei U CR™ offen, p € U und f: U — R" eine Ck—Abbi/dung mit
rg(f)p =n < m.

Dann existiert eine offene Umgebung VV C U des Urbilds p € U und ein
Ck-Diffeomorphismus ¢: V — (V) C R™, so dass

(Foo ) (x1, ..., xm) = (x1,---,Xn)

auf o(V'). Insbesondere ist f lokal eine Submersion. O

Mit der kanonischen Projektion 7 : R™ — R"” bekommen wir folgendes
Diagramm:
R">UDV L p(V)CR™
NG LT
Rn
Das Symbol O bedeutet f o go_l = 7, d.h. das Diagramm kommutiert.

Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Ist andererseits r = m < n, so konnen wir im ersten Beweisschritt des
Satzes statt F die Hilfsabbildung G : U x R~ — R”",

G(x,z) = f(x)+ (0, z2)

betrachten. G ist von der Klasse CX und

0 A 0
dG(p,z) = ( dfp ‘ 1 ) = ( . ‘ ) € /\/Iat,,(R).

n—m 1n—m

Da wir 0.B.d.A wieder annehmen, dass A = (%) invertierbar ist,
i/ ij=1,...m

ist auch dG, o) invertierbar. Nach dem Umkehrsatz existiert dann eine
offene Umgebung W von (p,0) € R", so dass G|y : W — G(W) ein
Ck-Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung V := G(W) von

G(p,0) = f(p) ist.
Der C-Diffeomorphismus v := (G|w)~t: V — W = (V) erfiillt dann

P(f(x)) = ¥(G6(x,0)) = (x,0).
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Wir haben also gezeigt:

Satz (Normalform fiir Immersionen)
Sei U CR™ offen, p € U und f: U — R" eine Ck—Abbi/dung mit
rg(f)p = m < n.

Dann existiert eine offene Umgebung V des Bildes f(p) und ein
Ck-Diffeomorphismus 1: V — (V) C R", so dass

(Yof)(xt, - yXm)=(X1,--sXm,0,...,0)

in einer Umgebung von p. Insbesondere ist f lokal eine Immersion.

Schematisch sieht die Situation bei einer Immersion so aus:

V CR"”
,

7o L

R™" > U <, (V) CR",

wobei ¢ die kanonischen Immersion ist, und @ o f = ¢ gilt.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beispiel einer Abbildung mit konstantem Rang

Die Abbildung f: Mat(n,R) — Mat(n,R), A+ f(A) = AT A, hat auf der
offenen Teilmenge GL(n,R) C Mat(n,R) konstanten Rang r = w
wie im Folgenden gezeigt wird.

Wir konnen f als Abbildung f: Mat(n,R) — Sym(n,R) in den Unterraum
Sym(n, R) C Mat(n,R) der symmetrischen Matrizen auffassen.

Das Differential dfa: B +— BTA + ATB, Mat(n,R) — Sym(n, R), ist fiir
A € GL(n,R) surjektiv:

Sei C € Sym(n,R). dfa bildet B = 3(A™1)TC auf 3(CT + C) = C ab.

Daraus folgt rg(f)a = dim Sym(n,R) = w
Somit definiert f eine Submersion GL(n,R) — Sym(n, R) und hat also

konstanten Rang r = @

Frage: Ist f surjektiv?
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang
Kapitel 21

Mannigfaltigkeiten J
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Wir wollen nun Teilmengen des Euklidischen Raumes betrachten, die lokal
durch eine Immersion oder eine Submersion gegeben sind.

Bemerkung: Die auf Teilmengen induzierte Metrik

Sei Y C (X, d) eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d).

Dann definiert die Einschrankung von d auf Y eine Metrik dy auf Y, so
dass (Y, dy) ein metrischer Raum ist. Es heit dy induzierte Metrik.

Beispiel

Die zweidimensionale Einheitssphare

S22 =51(0) = {(x,y, z) € R3|x? + y2 + z2 = 1} ist eine abgeschlossene
Teilmenge im Euklidischen Raum und beziiglich der induzierten Metrik ein
vollstandiger metrischer Raum.

Die obere Halbsphire {(x, y,z) € S? | z > 0} ist eine offene Teilmenge
der Sphire S? und kein vollstindiger topologischer Raum.

v
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Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum
Definition
Eine bijektive stetige Abbildung ®: X — Y zwischen metrischen Raumen
X und Y heiBt Homéomorphismus, wenn auch die Umkehrfunktion
®~1: Y = X stetig ist.
Bezeichnung: ®: X — Y.

Beispiel
Die Abbildung

®:[0,27) = St ={zeCllz| =1}, ¢~ e,

ist stetig und bijektiv, aber kein Homoomorphismus. Denn die Bildfolge

zp, = o271 — %) € S! konvergiert gegen 1, aber die Urbildfolge

®~1(z,) = 27 — + € [0,27) konvergiert nicht gegen ®~1(1) = 0.

Die Einschrankung von & auf das offene Intervall (0, 27) definiert jedoch
einen Homdomorphismus von (0, 27) auf die offene Teilmenge S\ {1} der
Einheitskreislinie S*.

v

733/ 862

Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten
Definition (Untermannigfaltigkeiten im R")

Eine Teilmenge M C R" heiBt m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit,
wenn es zu jedem p € M eine offene Umgebung V C R", eine offene
Teilmenge U C R™ und eine CK-Immersion F: U — R" gibt, die U
homéomorph auf die offene Teilmenge VN M von M abbildet.

F: U= F(U) heiBt lokale Parametrisierung von M oder Karte der

Umgebung F(U) C M. Zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten in
einem beliebigen R" heiBen Flichen und (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeiten von R" heiBBen Hyperflachen.

Beispiel
Die Menge M := {(x,y) € R? | x>(1 — x?) — y?> = 0} C R?
ist keine Untermannigfaltigkeit.

M\ {(0,0)} ist eine Untermannigfal-
tigkeit.

734 / 863
v




Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum
Mannigfaltigkeiten

Bemerkungen

@ Sei M C R" m-dimensionale CX-Untermannigfaltigkeit und seien
Fi: Uy — Vi, i =1,2 zwei Karten mit V := V4 NV, # (. Man zeigt:
Die Urbildmengen W; := F,*(V) sind offen in R™ und
F2_1 of;: Wi — Whist ein Ck-Diffeomorphismus.

@ Man kann den Begriff der Untermannigfaltigkeit verallgemeinern:
Gegeben seien ein metrischer Raum M, eine offene Uberdeckung
(Vi)ics von M mit offenen Mengen U; C R™ und Homdomorphismen
F:: U; — V;. Man spricht dann von einer (abstrakten)

m-dimensionalen CX-Mannigfaltigkeit wenn fiir je zwei offene Mengen
Vi, Vo € M mit Abbildungen F; und F, die Abbildung

FFloF: F'(VinWe) = FH(Vin W)

ein C*-Diffeomorphismus ist.

v
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiel: Graph einer Abbildung als Untermannigfaltigkeit

Sei U C R™ offen und f: U — R" eine CX-Abbildung.
Dann ist der Graph von f

[r={(x,y) € UxRly = f(x)}

eine m-dimensionale CX-Untermannigfaltigkeit von R”, wobei n = m + r.

Denn die Ck-Immersion F: U — R", F(x) = (x, f(x)), bildet U
homoomorph auf F(U) =T ab.

Es gilt auch eine Umkehrung, jede Untermannigfaltigkeit des R" lasst sich
lokal als Graph schreiben:
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum
Satz

Eine Teilmenge M C R" ist genau dann eine m-dimensionale
Ck-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt a € M, eventuell nach
Umbenennung der Koordinaten des R", offene Umgebungen U’ C R™ von
a:=(a1,...,am) und U CR"™ von d’ := (ams1,--.,an) und eine
Ck-Abbildung g: U — U" gibt, so dass

MU x U")={(xX,x")e U xU"|x"=g(x)}

gilt. Lokal lasst sich also M als Graph schreiben.

Beweis. Wir miissen nur noch zeigen, dass eine m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit M lokal der Graph einer Funktion R™ — R"™ jst.
Sei dazu a € M, U C R" eine Umgebung von a, so dass eine offene Menge
W C R™ und eine lokale Parametrisierung f : W — R" von M N U
existiert. Da f konstanten Rang m hat, kénnen wir wie im ersten Schritt
des Beweises der Normalform fiir Abbildungen von konstanten Rang einen
Diffeomorphismus ¢ : W — (W) C R™ finden, so dass das Bild von

f o =1 Graph einer Funktion g ist.
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiel
Die Sphare S? ist eine C*-Fliche in R3.
Sie besitzt namlich eine Uberdeckung durch 6 Halbspharen

HF = {x = (x1,%,x3) € S?| £ x; > 0} C R3

und jede der Halbspharen ist ein Graph. Zum Beispiel ist
H = {(f(u),u)|u € U} mit f: U= {ueR?|ul| <1} = R,

fu) = /1 —|lul?.
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiel: Die stereographische Projektion der Sphare
Wir betrachten die beiden Abbildungen ¢4 : R? — R3 definiert durch

1 2
QD:I:(Xay) = 1-|—||(X,y)”2 (2Xa2y>:|:(H(X7y)” _1))

Beides sind Immersionen mit im(p+) C S? (UA).
Seien N* = (0,0, £1) der Nord- und Siidpol der Sphire. Dann sind )
@+ : R? — S2\ {N*} Homdomorphismen mit der Umkehrabbildung (UA)

_ . X
oIl SN} o B2, 6il(xy,2) ::( 4 )

17z’ 1Fz

90;1 heiBt stereographische Projektion aus
dem Nord/Siidpol. Sie ordnet jedem Punkt
P ¢ S?2\ {N*} den Schnittpunkt P’ der
Gerade durch P und N* mit dem

R? = {(x,y,0) € R3} zu.

4
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Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum
Untermannigfaltigkeiten als Urbilder unter Abbildungen
von konstantem Rang

Satz

Sei U C R" offen und f: U — R™ eine C k—Abbi/dung von konstantem
Rang r und q € f(U). Dann ist

M:=f1q) CcU

eine CX-Untermannigfaltigkeit des R" der Dimension n — r.

Beweis. Sei p = (p1,...,pn) € M. O.B.d.A. kdnnen wir annehmen, dass
fo(xt,...,xp)— (x1,...,%,0,...,0),

definiert auf einer in U enthaltenen offenen Umgebung Vj x V5

C R" x R"™" von p, wobei g = (p1,...,pr,0,...,0) € f(V1 X Vp).

Dannist Vo 3 (yrt1,---5¥n) = (P1s- oy Prs Yrt1s -+, ¥n) € Vi X V5 eine
Immersion, die V5 homdomorph auf f~1(q) abbildet. ]
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Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiele

(i) Die Abbildung f: GL(n) — Sym(n,R), A+ ATA, hat iiberall den
Rang n(n+ 1)/2. Somit ist O(n) = f~1(1,) € Mat(n,R) eine
(kompakte) C*°-Untermannigfaltigkeit der Dimension n(n —1)/2.

(i) Man zeigt auf dhnliche Weise, dass U(n) C Mat(n, C) eine
(kompakte) C*°-Untermannigfaltigkeit der (reellen) Dimension n
(UA).

(iii) Sei p € R"™1. Die Abbildung f: R™! R, f(x) = ||x — p|
definiert eine Submersion von R™1\ {p} auf R, . Die n-dimensionalen
Sphiren S”(p) = f~1(r?) CR” (r > 0) sind also C>®-Hyperflichen.

(iv) Sei U C R™ offen und F: U — R" eine CX-Abbildung und
[r = {(x, F(x)) € U x R"} der Graph von F.

Dann gilt: die Abbildung f: R™™" — R" definiert durch
f(x,y) :=y — F(x) ist eine Submersion und

2 ist

2

v
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Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten und Submersionen

Satz

Eine Teilmenge M C R" ist genau dann eine m-dimensionale
Ck-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem p € M eine Umgebung
V C R" gibt und eine Ck-Submersion f: V — R"™™ so dass
MnV = f10).

Eine Untermannigfaltigkeit M ist also lokal durch n — m Gleichungen
gegeben,

Beweis. “=—" Gegeben sei eine Untermannigfaltigkeit. Sei

F: U— V CR" eine lokale Parametrisierung, wobei U C R™ und
pe FlU)=MnV.

Wegen der Normalform von Immersionen konnen wir annehmen, dass

F:(xt, ..y Xm)— (x1,..-,Xm,0,...,0).

Dannist f: V—R"™™, f(x1,...,%) = (Xm+1,--.,Xn) die gesuchte
Submersion.

Die Umkehrung folgt aus dem vorherigen Satz. [
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Mannigfaltigkeiten Tangentialraum

Tangentialraum

Definition (Tangentialvektoren)

Sei M C R" eine Cl-Untermannigfaltigkeit und p € M.

Ein Vektor v € R" heiBBt Tangentialvektor an M in p € M, wenn es ein
e > 0 und eine C1-Kurve v: (—e,e) — M C R” gibt mit

7(0)=p und v=+(0).

Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p heiBBt Tangentialraum in p
und wird mit T, M bezeichnet.
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Mannigfaltigkeiten Tangentialraum

Satz (Eigenschaften des Tangentialraumes)
Sei M C R" eine m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit und ToM der
Tangentialraum an M in p € M. Dann gilt:

(i) Tp,M ist ein Veektorraum der Dimension m = dim M.

(i) Sei F: U C R™ — V eine lokale Parametrisierung von M, u € U mit
p = F(u).
Dann bilden die m Vektoren 01F(u),...,0mF(u) € R" eine Basis von
ToM.

(iii) Sei V C R" eine offene Umgebung von p und
f=(f,...,fo_m): V = R"™™ eine C1-Submersion, so dass
MnNV = f~1(q), wobei g = f(p). Dann ist
TpM = ker(dfp) = N'_|"(grad f(p))*.

(iv) Insbesondere gilt T,M~+ = span{grad f(p), . ..,grad f,_m(p)} C R".
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Mannigfaltigkeiten Tangentialraum

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass
span{oi F(u),...,O0mF(u)} C T,M (%)

und gradfi(p) L To,M firallej=1,....,n—m. (%)

Wegen Rang(F) = m und (x) folgt dann dim(T,M) > m. Wegen
Rang(f) = n— m und (xx) folgt ebenso dim(T,M) < n—(n—m)=m.
Sei nun v =>"", vie; € R™ beliebig. Dann definiert c(t) := F(u + tv)
eine C'-Kurve (—¢,¢) — F(U) € M mit
c'(0) = dFpv =Y vioiF(u) € T,M.
i=1

Das beweist ().

Fiir jede C1-Kurve c: (—¢,e) — F(U) € M mit c(0) = p gilt f(c(t)) =g

fir alle t € (—e,&) und somit 0 = %|t:0 f(c(t)) = df,c’(0).

Das zeigt T,M C ker(df,) = N'_{"(grad fi(p))* und damit (). O
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Mannigfaltigkeiten Tangentialraum

Beispiele:

@ Tangentialraum an die Sphare:
Esist S" = S"(1) = f~1(1), wobei f: R™! — R durch f(x) = ||x||?
gegeben ist. AuBerhalb von 0 € R"*1 ist f eine Submersion. Damit ist
fiir p € S? der Tangentialraum gerade
T,M = (grad f,)* = 2pt = pt.

@ Tangentialraum an ein Hyperboloid:
Wir betrachten H" = H"(1) = g~%(1), wobei
g :R™L >R x R — R durch g(x, z) = ||x]|> — z° gegeben ist.
Wieder ist g auBerhalb von 0 € R™! eine Submersion. Fiir
p=(x1,...,xn,2z) € H ist T,H! = (grad f,)* = (2x, —2z)*.
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Mannigfaltigkeiten Tangentialraum

Beispiele:
@ Tangentialraum an einen Graphen:
Sei p: U CR™ — R eine CX-Abb. und ', = {(x, ¢(x)) € U x R}
der Graph von ¢.
Dann ist F: U — R™ F(x) = (x,¢(x)) eine Parametrisierung und

m
Tl = span ((e1, i(p))") S R™
1=

Ist f: R™T! = R, f(x,y) = ¢(x) — y die durch den Graphen
definierte Submersion, dann gilt auch

Tol, = (grad f(p,o(p)))" = (grad ¢(p),—1)".

Beachte, dass ((grad ¢(p), —1), (e;, 0ip(p))) = 0.
Analoge Aussagen gelten natiirlich auch fiir o: U — R" mit r > 1.

o
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Mannigfaltigkeiten Extrema mit Nebenbedingungen

Extrema mit Nebenbedingungen

Satz (Extrema mit Nebenbedingungen)

Sei M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, U C R" offen und
f: U— R im Punkt p € M N U differenzierbar

(i) Wenn die Einschrankung F := f|ynm im Punkt p ein lokales
Extremum annimmt, so ist

() T,M C ker df, = (grad f(p))".

(i) Seir:=n—mundh=(hy,...,h): U— R" eine C1-Submersion, so
dass M N U = h=1(0). Dann gilt (*) genau dann, wenn es Konstanten
A1, .., Ar € R (sogenannte Lagrangemultiplikatoren) gibt, so dass

grad f(p) = Y Ajerad hj(p).
j=1

v
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Beweis. Sei c: (—¢,2) = M N U C R" eine C1-Kurve in der
Untermannigfaltigkeit mit ¢(0) = p. Dann hat die Funktion

foc:(—e,e) — R ein lokales Extremum in 0 und somit

d

0= —
dt|,_,

f(c(t)) = dfc’(0) = (grad f(p), c'(0)).

Das beweist (i), d.h. T,M C (grad f)+. Das impliziert aber
grad f € (T,M)+. Damit folgt (i) aus

T,M* = span{grad hy(p), ..., grad h,(p)}.

]
Bemerkung
Die Bedingung () ist notwendig aber nicht hinreichend. Ob tatsachlich
ein Extremum vorliegt (und von welcher Art es ist) muss separat
untersucht werden. )
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Mannigfaltigkeiten Extrema mit Nebenbedingungen

Beispiele
@ Wir betrachten die Einschrankung der Funktion f(x, y,z) = x auf die
Sphire S = { p € R3 : ||p||> = 1}. Wir wissen, dass 7,52 = p, so
dass die Bedingung () hier die Form

gradf(p) = A-p

annimmt. In p = (x, y, z) € R3 gilt aber gradf(p) = (1,0,0), und
somit erhalten wir also Lésungen von (x) die beiden Punkte

p+ = (£1,0,0). Offenbar ist p_ das absolute Minimum und p; das
absolute Maximum von f|g2.

@ Wir betrachten nun die Einschrankung derselben Funktion auf das
Hyperboloid H := g~ (1) mit g(x, y, z) := x*> + y?2 — z2. Hier haben
wir T,H = gradg(p)* = (2x, 2y, —2z)+, und wir erhalten wiederum
die beiden Punkte p+ = (£1,0,0) als Lésungen von (x). Diesmal sind
diese Punkte aber keine lokalen Extrema von f|p.

v
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Mannigfaltigkeiten Extrema mit Nebenbedingungen

Beispiel

Mit dem Satz kdnnen wir auch (erneut) zeigen, dass jeder symmetrische
Endomorphismus A eines endlichdimensionalen Euklidischen Vektorraums
V' (mindestens) einen Eigenvektor hat:

Da die Einheitssphare S = S7(0) C V kompakt ist, nimmt die

quadratische Form
S - R

x = f(x):=3(x,Ax)
als stetige Funktion in einem Punkt p € S ihr Minimum an.

Nach dem vorherigen Satz gilt also
grad f(p) = Ap € (T,S)" = Rp,

d.h. p ist ein Eigenvektor von A. Der Lagrangemultiplikator ist der
Eigenwert.

751 /862
Kapitel 22
Gewohnliche Differentialgleichungen J
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Gewohnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine gewohnliche Differentialgleichung (DG) besteht aus einer oder
mehreren Gleichungen fiir eine oder mehrere Funktionen einer Variablen
und deren Ableitungen.

Wir kennen schon einige Differentialgleichungen:

o Die differenzierbare Funktion x: R — R, t — x(t) erfiille die DG
x'(t) = 0. Jede Losung ist dann von der Form x(t) = ¢, wobei ¢ € R
eine Konstante ist. Wir miissen noch eine Anfangsbedingung (AB)
stellen: x(ty) = ¢, um die Losung festzulegen.

@ Die DG zweiter Ordnung x”(t) = 0 hat die Lésungen x(t) = at + b
wobei a, b € R Konstanten sind. Diesmal miissen wir zwei
Anfangsbedingungen stellen: x(ty) = by und x(t9) = ap. Dann ist
x(t) = ao(t — tp) + b eine Losung.

e Die DG x/(t) = t*> mit der Anfangsbedingung x(0) = c hat die
Losung x(t) = 3t + c.

e Die DG x/(t) = x(t) mit der AB x(0) = ¢ hat die Losung x(t) = ce’.
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Gewohnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Warum interessieren wir uns fiir Differentialgleichungen:
Die Bewegung eines Punktes im R3 wird beschrieben durch eine Kurve im
R?’
xR — R?
to= o x(t) = (xa(t), x(t), x3(t))
x'(t) gibt dann die Geschwindigkeit und x”(t) die Beschleunigung zum
Zeitpunkt t an. Auf den Punkt wirke eine Kraft F, die vom Ort x, der Zeit

t und der Geschwindigkeit x’(t) des Punktes abhidngt, d.h. F = F(x, X/, t).
Das Newtonsche Bewegungsgesetz der Mechanik hat dann folgende Form

m- X" (t) = F(x(t),x'(t), t).

Unter der Annahme, dass F und die Anfangswerte x(t) und x’(tp)
bekannt sind, versucht man, die Bewegungskurve des Punktes zu
berechnen.
Dies ist ein Anfangswertproblem der Form
1
X"(t) = —F(x,x',t), x(to) = x0, X'(to) = wo.

m
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Definition (Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung)

Sei Q C R? und f: Q — R eine stetige Funktion.
@ Dann heiBt die Gleichung

x(t) = f(x1) (1)

Differentialgleichung erster Ordnung in x. Meist schreiben wir auch
nur x' = f(x, t).
e Unter einer Lésung der DG (1) versteht man eine auf einem Intervall
I C R differenzierbare Funktion ¢: | — R, so dass
(i) (p(t),t) € Q firalletel,
(i) @' (t) = f(p(t),t) firallet € I.
@ Sei tyg € | und c € R. Eine Lésung ¢ der DG (1) mit p(tg) = ¢ heiBt
Lésung des Anfangswertproblems (AWP) zu (1) mit der
Anfangsbedingung

x(t)) = c. (2)

roJ oU

Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Gewohnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Definition (Gewohnliche Differentialgleichung hoherer Ordnung)
Sei Q CRK xR und f: Q — R stetig.

xK) = F(x, %, ... xKD) 1) (3)

heiBt gewbhnliche Differentialgleichung k-ter Ordnung.

@ Unter einer Losung versteht man eine auf einem Intervall | C R
definierte k-mal differenzierbare Funktion p: | — R, so dass
(i) (®(t),t) € Q fiir alle t, wobei ® := (¢, ¢’, ..., | — R¥ und
(i) ©R(t) = F(p(t), ¢ (1), ..., (L), t) fiiralle t € I.
@ Seitg €l und (cy,...,cx) € RX. Das Anfangswertproblem ist
gegeben durch (3) und

X(to) =
x'(to) : Co (4)
X(k_l)(to) — C
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Gewohnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen

Definition (Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen)
Sei Q C (R")* xR und F: Q — R" stetig.

xK) = F(x,x', ..., x*k71) 1) (5)

heiBt System gewdhnlicher DG'en k-ter Ordung an x = (x1, ... Xp).
@ Unter einer Losung versteht man eine differenzierbare Kurve
w: [ — R" mit
(i) (®(t),t) € Q fiir alle t, wobei ® = (¢, ¢, ..., kD). | — R und
(i) ©®(t) = F(p(t), @'(t),...,ok N (t),t) fiiralle t € .
@ Seitg €l und cy,...,c, Vektoren in R". Das Anfangswertproblem ist
gegeben durch (5) und

X(to) =
X/(to) : C2 (6)
X(k_l)(to) = Ck
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Gewohnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Reduktion von Systemen hoherer Ordnung

Satz
Sei F: Q C (R")k x R — R" stetig und F*: Q — (R™)* definiert durch

F*(Yo, - Yk—1,t) == (V15 Yk—1, F(¥0, - - -, Yk—1, t)), wobei y; € R" fiir
alle j € {0,...,k —1}. Dann gilt:

(1) Ist x: | — R" eine Lésung des AWP'’s k-ter Ordnung

X(to) = N
x(K) = F(x,... =) t) mit AB’en : (7)

so ist y := (x,x’, - ,x(k_l)) : | — R™¥ eine Lésung des AWP’s

y/:F*(Y7t)a y(to) = (a1, -+, ak) (8)

(2) Isty = (yo,...,yk—1): | = (R™)X eine Lsg. des AWP's (8) erster
Ordnung, so ist yo: | — R" eine Lsg. des AWP's (7) k-ter Ordnung.

4
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Gewohnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Beweis: Nach Definition von F* ist y'(t) = F*(y(t), t) dquivalent zu

yé(t) - yl(t)a

yi(t) = ya(t),
Yio(t) = ;/.k.—l(t),
Yee1(t) = F(yos-- -, yk-1,1).

Die Behauptung folgt dann sofort durch Einsetzen:

x(t) st (7) = y(t) = (x(t),...,x"k=D(t)) lost (8)
y(t) I6st (8) = x(t) = yo(t) l6st (7). O

759 / 862

Beispiel: Schwingungsgleichung ohne Reibung

Die Bewegung einer Masse m, die reibungsfrei an einer Feder auf der
x-Achse um 0 gleitet, wird beschrieben durch die DG zweiter Ordnung

X'(t) = —£x = F(x,x,t) mit F: R* xR = R, F(x0,x1,t) = —£xo.

; (9)

Wir fiihren nun (9) zuriick auf das System erster Ordnung
(vo(2), y1(8)) = (va(t), —myo(t)) = F*(vo, 31, ),

wobei f*: Rz XR — R27 F*(y07y17 t) — (yla F(y07y17 t)) — ()/1, _ﬁyO)
Das heiBt, x(t) l6st genau dann (9), wenn (yo(t), y1(t)) := (x(t), x'(t))
folgendes Differentialgleichungssystem erster Ordnung 16st

(St )= (o )= (5 o) ()

d.h. y/(t) = A- y(t), mit einer konstanten Matrix A: dies ist ein lineares
Differentialgleichungs-System mit konstanten Koeffizienten.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

Autonome Differentialgleichungen und Vektorfelder
Definition
o Ein DG-System der Form x¥) = F(x, ..., x*=1) bzw. x' = F(x)
falls k = 1, heiBt autonom. Entscheidend ist, dass F nicht von t
selbst abhangt.
o Ein stetiges Vektorfeld (ab jetzt, kurz: Vektorfeld) auf einer offenen
Menge U C R" ist eine stetige Abbildung V: U C R" — R".

o Eine C1-Kurve v, : (—&,e) C R — U heiBt Integralkurve des
Vektorfeldes V/ durch xq € U, falls gilt

Yo (1) = V(7 (t)) fiir alle t € (—e,¢) und 7,,(0) = xo.

Der Vektor V(74 (t)) des Vektorfelds ist gleich dem Tangentialvektor der
Kurve vy, in t. Die Integralkurven eines Vektorfeldes V: U C R" — R"
sind also Losungen der autonomen Differentialgleichung

v'(t) = V(y(t)) mit der Anfangsbedingung ~(0) = x.
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Beispiel: Lineare Vektorfelder auf dem R?

@ Sei A € R und U: R? — R? ein Vektorfeld definiert durch
U(x,y) = X- (x,y). Eine Integralkurve von U durch
p = (x0, yo) € R? ist dann gegeben durch

Yo = €p,

denn () = AeXp = Myp(t) = U(,(t)).
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Definition und Beispiele

(Fortsetzung)
@ Sei V das Vektorfeld V(x,y) = (—y, x). Eine Integralkurve durch
p = (r?,0) ist dann gegeben durch ~,(t) = r?(cost,sin t), denn
Yp(t) = r*(—sint,cos t) = V(7,(t)).

10 [/

PPV

SN T

_10_‘ ...-—’f'/"////‘_
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(Fortsetzung)

e Sei W das Vektorfeld W(x,y) = (y, x). Eine Integralkurve durch
p = (r?,0) ist dann gegeben durch 7,(t) = r?(cosh t,sinh t), denn
vp(t) = r*(sinh t, cosh t) = W (v,(t)).
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Gewohnliche Differentialgleichungen Elementare Losungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

Elementare Losungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir Differentialgleichungen der Form
x' = F(x,t)

wobei F: R x R — R stetig ist. Eine Losung ist also eine differenzierbare
Funktion x: | C R — R.

Wir geben elementare Losungsmethoden an, fiir Falle, in denen F eine
einfache Gestalt hat. Diese Verfahren basieren meist auf der Moglichkeit
der Trennung der Variablen.

Grundidee:

F sei von der Gestalt F(x,t) = f(t) - g(x), die Gleichung also
x'=1(t)- g(x).

Formal gilt dann % = f(t)g(x) und deshalb % = f(t)dt; Integration
liefert die Losung der Differentialgleichung.
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Gewohnliche Differentialgleichungen Elementare Losungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

Definition (Trennung der Variablen)
Eine DG mit getrennten Variablen ist eine DG des Typs

x'(t) = f(t) - g(x(t)) mit Anfangsbedingungen x(ty) = xq, (10)

wobei die Funktionen f: 1 - R und g: b — R\ {0} stetig sind,
(to,x0) € h X b und 1, I, C R offene Intervalle.

Satz (Differentialgleichung mit getrennten Variablen)

Sei G eine Stammfkt. von é auf I, und G~ die Umkehrfkt. von G. Das
AWP (10) besitzt auf einem Intervall J C I, um ty die eindeutige Lésung

x(t) =G} (G(xo) + /t: f(s) ds) :

Das Intervall J ist gegeben durch das Innere der Menge
t

{teR| G(x0)+ [f(s)ds € im(G)}.
to
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Elementare Losungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

Beweis.
Existenz: Da die Funktion é stetig und ohne Nullstellen ist, ist ihre

Stammfunktion G streng monoton und somit umkehrbar mit
G71:im(G) — h. Setze

t

«(8) = G| G(x) + / £(s) ds

to
nach der Kettenregel ist die Ableitung

t

() = Gy (G00) + [ F(s)ds) = g(x(1) - £(1).

to
also erfiillt x(t) die DG (10). Es gilt x(ty) = xo. Die Funktion x(t) ist
t
definiert fiir diejenigen t, fiir die G(xp) + [ f(s) ds € im(G).

to
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Weiter im Beweis.

Eindeutigkeit: Sei x eine Lésung von (10).

Wir integrieren die Gleichung % = f(t) von ty bis T nahe tp:

T X/(t) B T
/to 20x(1)) dt—/to f(t) dt.

Die Substitution x = x(t) ergibt dx = x/(t) dt und

T x(T) Ixc
/ f(t) dt = / X G(x(T)) — G(x)

to X0 g(X)

fir G die Stammfunktion von é. Da G monoton ist, ist die Losung x
eindeutig bestimmt. [
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Elementare Lésungsmethoden fiir DG’en 1. Ordnung
Beispiele
@ Jede autonome DG x' = g(x), x(tg) = xp ist eine DG mit getrennten
Variablen, wobei f = 1. Ist G eine Stammfunktion von 1/g, so ist
x(t) == G71(t + G(xg) — to) eine Lésung.
Sei z.B. X’ = x mit x(0) = ¢ > 0. Dann ist g(x) = x und eine

Stammfunktion von 1/g = 1/x ist G(x) = In x mit Umkehrfunktion
G~ 1(x) = e*. Somit ist die Losung gegeben durch

x(t)= G Ht+Inc)=ettNc = c.et

@ Sei X' = t - x> mit Anfangsbedingungen x(0) = ¢ # 0. Dann ist
g(x) = x und eine Stammfunktion von 1/g = 1/x? ist G(x) = —=
mit Umkehrfunktion G1(x) = —. Andererseits ist [, sds = 1¢2.
Somit ist die Losung gegeben durch

v
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Euler—-homogene Differentialgleichungen
Definition
Sei f: | — R stetig. Eine Euler—homogene DG ist eine DG vom Typ

xX'(t)=f (itt)) wobei  (x, t) so dass % el (11)

Losungsmethode: Die Substitution u(t) := X() ergibt

y = X'f—z_x :%(X’(t)—i) SRy

Lost x(t) die DG (11), so l6st u(t) = Ltt) die DG mit getrennten Variablen

1
u'(t) = ?(f(u) — u). (12)
Umgekehrt ist fiir jede Losung u(t) der DG (12) die Funktion

x(t) =t - u(t) Losung der Euler-homogene DG (11), denn
¥ =t +u B flu)—u—+u="Ff(u)= f(%)
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Elementare Losungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

Beispiel fiir Euler-homogene Differentialgleichungen

Wir betrachten die DG x’ = 1 4 % mit der Anfangsbedingung x(1) = xo,
und wir suchen Ldsungen auf (0, c0). Dann gilt

x(t) X t—x 1 1

Somit ist u/(t) := 1 mit u(1) = xo zu 18sen. Die Ldsung ist aber
offensichtlich gegeben durch u(t) = In(t) + xg. Folglich erhalten wir als
Lésung fiir die DG x” = 1 + ¥ mit Anfangsbedingung x(1) = xo die

Funktion

x(t) =t-u(t) = t(In(t) + xo) fiir alle t € (0, 00).
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Lineare Differentialgleichungen
Definition
Eine lineare Differentialgleichung ist eine DG der Form
x'(t) = p(t)x(t) + q(t), (13)

wobei p, q: | — R stetige Funktionen sind. Ist die Stérfunktion g(t) = 0,
so heiBt (13) homogene lineare DG, andernfalls inhomogene lineare DG.

v

Satz (Homogene lineare DG)

Jede Lésung einer homogenen, linearen DG x’ = p(t)x ist gegeben durch

x(t) = c - el P(B)It

wobei ¢ € R konstant und [ p(t)dt eine Stammfunktion von p ist.
Das AWP x" = p(t)x mit der Anfangsbedingung x(ty) = xo hat die
[y P(s) ds

eindeutige Losung x: | — R, x(t) = xo - €
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Gewohnliche Differentialgleichungen Elementare Losungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

Beweis. x’ = p(t)x ist eine DG mit getrennten Variablen. Somit ist die
Losung des Anfangswertproblems eindeutig gestimmt.

In der Tat erfiillt x(t) = xp - e Jig P a AWP, denn

K(E) = xp-eloPE)d . ( /t: p(s)ds)/ — x(t)p(t) und x(to) = xo.

]
Satz
Sei xs: | — R eine spezielle Lésung der inhomogenen linearen DG
x" = p(t)x + g mit g # 0. Dann erhalt man alle Lésungen x der
inhomogenen Gleichung mittels x = xs + x. mit einer Lésung
xc(t) := cel Pt
der homogenen Gleichung x" = p(t)x.
Beweis. x — x5 16st die homogene lineare Gleichung. [
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Wie findet man nun eine spezielle Losung xs der
inhomogenen Gleichung x’ = p(t)x + q(t)?
1. Methode: Variation der Konstanten

Wir betrachten eine Lésung x(t) = c - e/ P() 9t der homogenen, linearen
DG x’ = p(t)x und machen den folgenden Ansatz:
Wir nehmen an, dass die spezielle Losung die Form

xs(t) := c(t)e) POt
hat und versuchen, daraus die Funktion c(t) zu bestimmen. Es gilt

p(t)xs +q(t) = xi c(t) - el POAt (1) . p(t) - ef P(B) dt
= /(t)-ef POt b)) . x(2).

Folglich muss ¢/(t) = g(t) - e~/ P(1) 9t gelten und somit
c(t) = [q(t)-e= /P9t gt Mit dieser Funktion ist xs(t) = c(t)e/ P(1) dt
eine Losung der inhomogenen, linearen DG x” = p(t)x + q(t).

o
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Beispiel zur Variation der Konstanten

Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung

X = tx + tet’  mit Anfangsbedingung x(0) = xo. (14)

2
e Allgemeine Losung der homogenen DG x' = tx ist x(t) = ce?.

2
e Mit dem Ansatz xs(t) = c(t)e? erhalten wir

t t

(1) = c(t)eZ +c(BteT = c(t)eT +txs(t) L (t)e = te?
2 2 2

Folglich ist ¢/(t) = te2 = (ez) und somit c(t) =ez.

e Spezielle Losung der inhomogenen linearen DG: xs(t) = c(t)e =e

o Allgemeine Lésung x(t) = et + T € R.

e Fiir die Konstante c erhalten wir aus der AB x(0) = xp die Gleichung
2

t t2
xo = 1+ c und somit ist x(t) = e? <e7 + xp — 1) die eindeutige Losung

des Anfangswertproblems (14).

v
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2. Methode: Ansatze fiir x; bei p(t) = p # 0 konstant

Wir betrachten die inhomogene lineare DG x/(t) = px(t) + q(t) mit p# 0
konstant.

(1) Ist die “Storfunktion” g(t) ein Polynom h(t) vom Grad m mit reellen
Koeffizienten, so setze fiir xs(t) ein Polynom @ vom Grad m an.

(2) Ist g(t) von der Form h(t) - e, so setze fiir xs(t) die Funktion
Q(t) - €% (p # a) bzw. t - Q(t) - € (p = a) an mit h, @ wie oben.

(3) Ist g(t) von der Form h(t) - cos(bt) oder
h(t) - sin(bt), h € R[t], b # 0, so setze fiir xs(t) die Funktion
Q1(t) - cos(bt) + @(t) - sin(bt) an.

(4) Ist g(t) von der Form h(t) - cos(bt) - e?* oder
h(t) - sin(bt) - e?*, h € R[t], b # 0, so setze fiir xs(t) die Funktion
Q1(t)e? - cos(bt) + Qa(t)e? - sin(bt) an.

Dann setzt man den Ansatz in die inhomogene, lineare DG ein und

berechnet die Koeffizienten des Polynoms Q(t) durch
Koeffizientenvergleich.

o
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Die Bernoullische Differentialgleichung

Definition
Eine Bernoullische DG ist eine DG des folgenden Types

x'(t) = p(t)x(t) + q(t)x(t)", (15)

wobei « € R\ ({0} U{1}) und p,q: I — R stetige Funktionen sind.

Eine Bernoullische DG wird durch die Substitution u(t) := x(t)!1=@
behandelt. Man erhalt

v = (1—a)x - -x 1 —a)x *(p(t)x + q(t)x“)
= (1-a)p(t)x'~" + (1 - a)q(t)

= (1—a)p(t)u+(1—a)q(t),

also eine inhomogene lineare DG fiir u(t). Aus deren Losung u(t) erhalt

man x(t) = u(t)ﬁ als Lésung der Bernoullischen DG.
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Beispiel zur Bernoullischen Differentialgleichung
Wir betrachten eine Bernoullische DG
xX'=—x+tyx, dh a=1/2 (16)

o Wir setzen u(t) := x(t)% und erhalten

1 1
U =1ix"2x (:) %X_

N =
N~

X2 +

(—x + tv/x) = —
e Fiir die homogene lineare DG u' = —1u erhilt man als allgemeine
Lésung u(t) = c - e 2",

e Um eine spezielle Lésung us der inhomogenen, linearen DG (17)

u = —%u + %t zu finden, machen wir den Ansatz mit einem Polynom

ersten Grades als Losung: us = at 4+ b. Daraus ergibt sich

t=—2u+1it. (17)

N|—
N
N

1 1 1 1
a =u. = —pus ot = —E(at—l—b)—l—it.

Dies hat die Lésung a =1 und b = —2, also us(t) =t — 2.
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Weiter im Beispiel zur Bernoullischen Differentialgleichung

Damit haben wir us(t) = t — 2 als eine spezielle Lésung der inhomogenen

DG (17) gefunden. Somit ist u(t) =t —2+ ¢ e 2t eine allgemeine
Lésung der inhomogenen, linearen DG (16), und wir erhalten

x(t) = (t— 2+c e_%t)2

als allgemeine Losung der Bernoullischen Differentialgleichung (16)
x' = —x + ty/x.
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Exakte Differentialgleichung

Sei V = (P,Q): U C R? — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf
R?. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion F: U — R mit

gradF(x1, x2) = V(x1, x2) = (P(x1, x2), Q(x1,x2)),

heiBt Potentialfunktion des Vektorfelds V.

Falls eine Potentialfunktion existiert, so muss wegen des Lemmas von
Schwarz gelten

oP  0°F  0*°F 0@
aXQ - (9X2(9X1 N 8X18X2 B 8X1'

(18)

Bemerkung

Ist die offene Menge U sternformig, so findet man zu jedem stetig
differenzierbaren Vektorfeld V = (P, Q): U — R?, welches 22 = a_g

Ox> ~ O
erfiillt, auch eine Potentialfunktion F € C?(U,R).

o
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Exakte Differentialgleichung

Definition
Seien P, Q € C1(U,R), U C R? offen, zusammenhingend und gelte auf U

g—)z = g—g, und Q # 0. (19)
Dann heiBt die (gewdhnliche) Differentialgleichung
P(t,x(t)) + Q(t,x(t)) - X'(t) = 0 (20)

exakte Differentialgleichung. (19) heiBt die Integrabilitdtsbedingung.

Satz

Sei F € C?(U,R) eine Potentialfunktion, also aF = P und 3 8’: = Q. Es
gelte Q # 0; dann erhilt man eine Lésung der exakten DG (20) mit der
AB x(ty) = xo durch Auflbsen der (Erhaltungs-)Gleichung

F(t,x) = F(to, x0) nach x.

v
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Beweis. Wegen des Lemmas von Schwarz ist die Integrabilitdtsbedingung
(19) erfiillt, d.h. es liegt eine exakte Differentialgleichung vor.

Da a—F(to,xo) Q(to, x0) # 0, folgt nach dem Satz iiber implizite
Funktionen die eindeutige Auflosbarkeit von F(t,x) = F(tp, xp) nach x in
einem gewissen Intervall (to — ¢, tp + €). Das heift, es existiert eine
Cl-Funktion x: (tg — €, tg + ) — R mit x(tp) = xp und

F(t,x(t)) = F(to,x0) -

Differenzieren nach t ergibt

OF OF Lo
Gt X+ (6 X(0) (0 =0
—P(tx(1)) —Q(tx(1))

Somit erfiillt die implizite Funktion x(t) die exakte Differentialgleichung
(20). O
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Beispiel zur exakten DG
Wir betrachten die DG (t + x + 1) + (t + x)x’ = 0 mit AB x(to) = xo
auf dem Gebiet U = {(x1,x) € R? | (x; + x2) > 0}. Diese ist exakt:

oP

Pxi,x) =x1+x+1, Qlx,x)=x1+x, also 5-=1= g

X1 °

D

Q

Eine Potentialfunktion F von (P, Q) ist zum Beispiel
F(xi,x) = 3(x1+x)° +x

Wir 18sen 0 = F(t,x) — F(to,x0) = 5(t + x)?> + t — 3(to + x0) — to nach
x auf und erhalten (t + x)? = 2(to — t) + (to + xp)? und somit

x(t) = \/(to + x0)% + 2(tp — t) — t,

da x + t > 0. Die Funktion x(t) ist Lésung der gegebenen DG und der
2
Definitionsbereich von x ist {t € R | tg + M > t}.

o
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Exakte Differentialgleichung: Integrierender Faktor

Ist die Bedingung g—z = g—g fur die DG P+ Q- x’ = 0 nicht erfiillt, so kann
die Exaktheit durch die Multiplikation mit A € C1(U) erreicht werden.
Definition

Eine Funktion A € C(U), X # 0 heiBt integrierender Faktor (Eulerscher

Multiplikator) der DG P+ Q - x' = 0, falls Z3P) = %0Q),

Es ist dann (AP) + (AQ) - X’ = 0 exakte DG mit unveridnderten Lésungen.
Beispiel
Sei U = {(x1,x2) € R? | x;, xo > 0}. Wir betrachten die DG

5t* +2x3 + 3tx? - X = 0. (21)

Hier ist g—)’; = 6x5 # g—g = 3x3, das heiBt (21) ist nicht exakt. Aber die
Funktion A\(x1, x2) = x1 ist ein integrierender Faktor fiir die DG (21); wir
kénnen die exakte DG 5t° + 2tx3 + 3t?x? - x’ = 0 I6sen.

v
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Beispiele
Welchen Typ haben folgende DG (manchmal sind mehrere Antworten
moglich)?

o (x?+ y)dx + xdy = 0.

oy +2ty—e =0,

o y = X25;;//2.

® (1-2p)dq+(2—q)dp=0.
@ cosxdy = (ysinx + €¥) dx.
e x(tany)y’ = —1.

o y = % + )%

o % _ Q2u+3v

o xy' =y + xex.

® xy' +y = x°sinx.
oy =(x+e) L

2

oy’—|—27y—y—20.

X
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Beispiele
Welchen Typ haben folgende DG (manchmal sind mehrere Antworten
moglich)?
o (x> 4+ y)dx +xdy = 0. (exakt, linear in y)
oy +2ty—et=0. (lineariny)
2 2

y'= Xs;}v . (homogen, Bernoulli mit « = —1)

(1—-2p)dg+(2—q)dp = 0. (getrennte Variablen, linear in p und q)
cosxdy = (ysinx + eX)dx. (linear in y, exakt)

x(tany)y’ = —1.  (getrennte Variablen)

y' =%+ }% (Bernoulli mit @ = —3)

o 9 = e?ut3v. (getrennte Variablen)
, y
e xy) =y +xex. (homogen)

o xy' +y=x%sinx. (lineariny)
o v =(x+e)"t.  (linear in x: Umstellung ergibt x' = x + &”)
o y + 27y — 5’72 = 0. (getrennte Variablen, Bernoulli mit o = 2)
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Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewohnliche DG'en

Wir haben gesehen, wie sich bestimmte gewdhnliche DG’en (eindeutig)
|0sen lassen. Im folgenden Abschnitt wollen wir allgemeine Aussagen iiber
die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen machen.

Dazu muss die “rechte Seite” f eine Bedingung erfiillen, die starker ist als
die der Stetigkeit und die wir schon vom Schrankensatz kennen.

Definition
Sei Q CR™ x R™ und f: Q — RX, (x,t) — f(x,t).

f heiBt auf einer Teilmenge K C ) beziiglich x Lipschitzstetig mit der
Lipschitzkonstanten Lk > 0, wenn

I (x1, £) = F(x2, ) || < L[[x1 — o (*)

fiir alle (x1,t), (x, t) € K.

f heiBt auf Q beziiglich x lokal Lipschitzstetig, wenn es zu jedem p € 2
eine Umgebung U von p gibt, so dass (x) fiir alle (x1,t), (x2,t) € UNQ
mit einer Konstanten Ly gilt, die von U abhangen kann.

o
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Bemerkung zur Lipschitzstetigkeit

Wir erinnern an den Begriff der gleichmaBigen Stetigkeit: Eine Abbildung f
zwischen zwei metrischen Raumen heiBt gleichmaBig stetig auf X, falls es
fiir jedes € > 0 ein 0 > 0 gibt, so dass f(Bs(x)) C B:(f(x)) fiir alle x € X.
Es gilt:

Lipschitzstetigkeit = gleichm. Stetigkeit = Stetigkeit.
Die erste Implikation beweist man, indem man § = 7 wahlt.
Beispiele:

@ f(x) = cos(x) ist nach dem Schrankensatz Lipschitzstetig auf ganz R
mit Lipschitzkonstante L = 1.

o F: Ry —» R, f(x):= % ist stetig, aber nicht gleichmaBig stetig, denn

_ x—0
f(x+5)—f(x):X+L5—%:X(in5) s 0.

e 7:[0,1] = R, f(x) := +/x ist als stetige Abbildung auf einem
Kompaktum gleichmaBig stetig, aber nicht Lipschitzstetig auf

Intervallen (0, a) und damit nlcht lokal Lipschitzstetig, denn
‘f(x) f(y)‘ _ ’ sy

> OQ.

v
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Lipschitzbedingung

Satz (Lipschitzbedingung)

Sei Q CR™ x R offen und f: Q — R" von der Klasse C!, d.h. stetig
differenzierbar. Ist K x [a, b] C Q mit K kompakt und konvex, dann ist f
auf K X [a, b] beziiglich x Lipschitzstetig. Insbesondere ist f auf Q
beziiglich x lokal Lipschitzstetig.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Schrankensatz, der sich

wiederum aus dem Mittelwertsatz ergab: Da K X [a, b] C Q kompakt und
konvex ist und f stetig differenzierbar, ist nach dem Schrankensatz f auf
K x [a, b] C Q Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L. Insbesondere gilt

1 (x1, t) = Fx2, 8)| < Lll(xa, t) = (x2, )| = Ll[(xa = x2, 0) | = Li}xa — xall,

und somit ist f auf K X [a, b] Lipschitzstetig beziiglich x. [
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Der Satz von Picard-Lindelof
Satz (Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard—Lindelof)

Sei F: UCR" xR — R" stetig, (xo,t0) € U und a, b > 0 so, dass

Q = Bb(Xo) X [to —a, ty + a] C U,

wobei Bp(xp) := {x € R" | ||x — xo|| < b} die abgeschlossene Kugel vom
Radius b um xq ist. Sei F Lipschitzstetig auf Q bzgl. der x—Variablen mit
der Lipschitz—Konstanten L. Wir setzen

b 1
M = F(y,t d o:=mi — .
(y'Tl?é(o” .0l und o := min (a’M’2L)

Dann hat das AWP | x' = F(x, t), x(to) = xo | genau eine C'-Lésung

x:[to—o,to+0] CR— R",

fiir die gilt x(t) € Bp(xo) fiir alle t € [ty — 0, ty + 0.
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Beweis. Wir wollen den Banachschen Fixpunktsatz auf eine Abbildung

zwischen Funktionenraumen anwenden.
Sei | := [to — o, to + o]. Wir betrachten im Banachraum (C(/,R"),||.|l)
die abgeschlossene Kugel K um die Funktion (o(t) = xo, d.h.

K = {oe C(LR")||l¢(t)—xl <b Vtel}
- C(I,B(xo,b)).

Da K eine abgeschlossene Teilmenge im vollstindigen metrischen Raum
(C(I,R™), d) ist, ist K selbst ein vollstandiger metrischer Raum.
Wir betrachten nun den Integraloperator

H : K — C(I,R"
o (H(gp):t|—>xo—|—ft2F(g0(s),s)ds).

Wegen der Wahl von 0 < gllt H(K) C K, denn

IHo(t) — %ol = | / F(o(s),s) ds|| < Mo < M = b.
to
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Weiter im Beweis:
Ein Fixpunkt von H ist nun eine Losung des AWP's, denn

{x’(t) = F(x(t), 1),

X(to) = Xp-

«(t) ® Hx(t) :XO—{—/tF(X(s),s)ds —

to

Ist L die Lipschitzkonstante von F, so ist H Lipschitzstetig mit
Lipschitzkonstante Lo, denn

| Hx(t)— Hy (1)]] < / IF(x(s).5)— F(y(s).s)|ds < L / Ix(s)—y(s)|1ds.
° (22)
Somit gilt (wegen o < o)

1
1Hx = Hylloo < Lollx = ylloc < 51X = yllo0- (23)

Also ist H : K — K eine Kontraktion und besitzt nach dem Banachschen

Fixpunktsatz einen eindeutigen Fixpunkt. l
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Approximative Losung des AWP's
Folgerung

Unter den Voraussetzungen des Satzes von Picard—Lindeldf liefert der
Banachsche Fixpunktsatz ein Verfahren zur Approximation der Lésung des
Anfangswertproblems x' = F(x, t), x(tp) = xp: Sei

wo(t) =x0, w1:=Hpo, ..., @n:=Hps, ...

iterativ definiert. Dann konvergiert o, gleichmaBig gegen die Lésung x des

AWP's in (C(I, Bp(x0)), ||-||cc)- Die Abschatzung in (23) liefert

b
1x(t) — @n(t)] < = fiir alle t € [to — o, to + 0.

Mit etwas mehr Sorgfalt erhdlt man Abschatzungen der Form

Ix(t) — en(0)]| < 2E

A n+1
(n—l—l)!|t fol
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Eindeutigkeit der Losung

Wir brauchen ein Lemma:

Lemma

Sei I C R ein Intervall. Sei D C | eine nicht-leere Teilmenge, die in | offen
und abgeschlossen ist. Dann gilt D = [.

Beweis. Angenommen, D C [, dann ist die Menge I \ D nicht leer, offen
und abgeschlossen. Finde p; € D und py € I\ D. Wir kdnnen 0.B.d.A.
annehmen, dass p; < po gilt. Definiere

p:=supDNp1,p] -

Dann muss p € D oder p € I \ D gelten.

e Angenommen, p € D. Da D offen ist, finden wir ¢ > 0, so dass auch
noch (p — e, p+¢€) C D, im Widerspruch dazu, dass p obere Schranke ist.
e Angenommen, p € |\ D. Da auch |\ D offen ist, finden wir ¢ > 0, so
dass (p —e,p+¢€) C I\ D, im Widerspruch dazu, dass p kleinste obere
Schranke ist. O
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Satz (Eindeutigkeitssatz)

Sei Q CR" xR, F: Q — R" stetig und beziiglich x lokal Lipschitzstetig.
Seien v, | = (a,b) — R" zwei Lésungen von x' = F(x, t) mit
o(to) = ¥(ty) = xo fiir ein ty € . Dann gilt p = 1.

Beweis. Wir betrachten die Menge D := {t € | | p(t) = 1(t)}. Dann ist
@ D nicht leer, denn ty € D,
o D ist abgeschlossen, denn ¢ und % sind stetig und D = (¢ — 1) ~1(0).

@ D ist offen in I: Sei dazu t € D. Dann sind ¢, Lésungen des AWP's
x" = F(x,t), x(t) = ¢(t) = ¥(t). Nach Picard-Lindelof lokal existiert
ein ¢ > 0, so dass o =1 auf (t —e,t+¢) C . Dann ist aber
(t —e,t+¢) C D. D.h. D ist offen in I.

Damit ist D nicht leer, offen und abgeschlossen im Intervall /.
Somit ist D = . ]
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Beispiel fiir nicht eindeutige Losung

Die Lipschitzbedingung fiir F ist wesentlich. Wir betrachten als Beispiel die
stetige Funktion F: R — R mit F(x) = v/x2 und das Anfangswertproblem

3

x'=F(x)=Vvx2, x(t))=0.

Die Funktion F ist in xp = 0 nicht lokal Lipschitzstetig, so dass der Satz
von Picard—Lindel6f nicht anwendbar ist.

Offensichtlich ist x(t) = 0 eine Losung des Anfangswertproblems.

Man findet jedoch noch unendlich viele weitere Losungen, denn fiir
beliebige Konstanten ¢; < tg < ¢ ist

(t—Cl)?’ .
> firt < g
Xc(t) =<0 firag<t<o
(t—C2)3 .
> fir t > o

eine Lésung des Anfangswertproblems, wie man leicht nachrechnet (UA).
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Fortsetzung zur maximalen Losung
Definition
Eine Lésung ¢: | — R" des Anfangswertproblems

(*) X/ - F(X7 t)7 X(tO) = X0,

heiBt maximal, falls fiir jede andere Lésung v: J — R" von (x) der
Definitionsbereich J in | enthalten ist, d.h. J C [.

Folgerung (Satz iiber die maximale Losung)

Sei F: U CR" xR — R" stetig und lokal Lipschitzstetig beziiglich x.
Dann existiert zu jedem (xg, ty) € U genau eine maximale Lésung
©Oxo - (3x0y bxy) € R — R" des Anfangswertproblems ().
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Beweis. Sei (xp, tp) € U. Wir definieren die folgenden Zahlen

ay, ‘= inf{a€ R |3 Lsg. des AWP's p: (a,b) — R}
by, = sup{be€ R|dLsg. des AWP's p: (a,b) — R}

mit ay, < to < by,. Auf dem offenen Interval fnax := (ax,, bx,) C R
definieren wir die Abbildung

©Oxp: Imax — R”
t — (t), fallste (a,b) und ¢: (a,b) — R" eine
Lsg. des AWP's x' = F(x, t), x(tp) = xo

Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes ist diese wohldefinert, da zwei auf einem
Intervall gegebene Losungen iibereinstimmen. Alle Losungen sind
Cl—AbbiIdungen, und damit auch ¢,,.

Des Weiteren [6st py, das Anfangswertproblem x’ = F(x, t), x(to) = xo
auf dem gesamten (und maximal méglichen) Intervall (ay,, by, )- O
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Globale Existenz- und Eindeutigkeit

Satz

Sei | = (a,b) mit —oo<a< b<oound F:R" x| — R"
Lipschitzstetig auf jeder Menge der Form R" x J, wobei J C | ein
beliebiges kompaktes Intervall ist.

Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung (xo, to) € R" x | eine
eindeutige, auf ganz | definierte maximale Lésung p,: | — R" des AWP’s
x" = F(x, t) mit x(ty) = xo.

v

Beweis. Wir modifizieren den Beweis des Satzes von Picard—Lindel6f: Sei
J C | ein kompaktes Intervall der Lange d mit tg € J. Ist F: R" x J — R”"
Lipschitzstetig mit Konstante L, so ist der Integraloperator
H : CJ,R") — C(J,R")
X (H(X) ; tl—)Xo—l—ft(t)F(X(s),s)ds> :

Lipschitzstetig als Abbildung C(J,R") — C(J,R"), mit
[Hx = Hylloo < Ld[[x = y]loo-
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weiter im Beweis:

Im allgemeinen ist H nun nicht mehr kontrahierend beziiglich der Norm
| . [|oo- Wir fiihren daher eine neue Norm ein, bzgl. derer H kontrahierend
Ist.

Fiir eine beliebige beschrankte Funktion o € C(J, [r, s]) definieren eine
modifizierte Norm || . || auf C(J,R") durch

— a(t) Al
oo : T§;<He @ (t) |

Diese ist dquivalent zu ||.]|oo, denn e||¢]lco < [|¢]la < €°||¢]|co- Damit ist
fiir jedes o wie oben auch (C(J,R"), ||.||«) ein Banachraum.
Wir wahlen nun konkret a(t) := —L|t — ty], so dass « € C (J,[—Ld, Ld]).

Multiplizieren wir dann die Ungleichung
t t
|Hx(£)— Hy (1) < / IF(x(s),5)— F(y(s),s)llds < L / Ix(s)—y(s) | ds
to to

mit eX(t) = e~ Llt=to| <5 erhalten wir fiir alle t € /
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Gewohnliche Differentialgleichungen Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewohnliche DG'en

Ende des Beweises:

t
/ %) ||x (5) — y (5)] ds

to
t
/ oLls—to] 4

~~

:%(el-|t_t0|_]_)
< (1= lx =yl
D.h. aber, dass H kontrahierend ist beziiglich || . ||«

[Hx = Hyll, < (1—e ") [lx =y,
N——

<1

eo‘(t)(Hx(t)—Hy(t))H < Le®(®

< Le Ht=n Ix -y,

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat H genau einen Fixpunkt

x € C(J,R™) und somit existiert genau eine Lésung x des
Anfangswertproblems x’ = F(x, t) und x(ty) = xo mit dem
Definitionsbereich J. Da [ sich als Vereinigung kompakter Teilintervalle Ji
mit to € Ji schreiben l3sst, folgt daraus die Behauptung des Satzes. [
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Maximale Losung des linearen Anfangswertproblems

Folgerung (Maximale Losung des linearen AWP's)

Sei | = (a,b) mit —co < a< b< oo, (x0,t0) € R? x I, A: | — Mat,(R)
und b: | — R" stetige Abbildungen. Dann besitzt das lineare AWP

x'= A(t)x +b(t), x(to) = xo

genau eine maximale Losung oy, : | — R".

Beweis. F(x,t) := A(t)x + b(t) ist Lipschitzstetig auf jeder Menge der
Form R"” x J mit einem kompakten Intervall J C [:

IF(y, t)=F(x 1)l = [|A(t)y —A(t)x]| = [|A(£)(y —x) || < max|[A()][lly—x].

wobei [|A(t)[| = max¢crn |j¢)=1 [[A(t)€]|. Die Lipschitz-Konstante ist
L := max;cy ||A(t)||. Die Behauptung folgt dann aus dem vorhergehenden
Satz. O
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Gewohnliche Differentialgleichungen Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewohnliche DG'en

Existenzsatz von Cauchy und Peano

Zum Abschluss geben wir noch einen allgemeineren Existenzsatz an, ohne
ihn zu beweisen. Die Voraussetzungen sind schwacher (Stetigkeit statt
Lipschitz-Stetigkeit), dafiir erhdlt man keine Eindeutigkeitsaussage.

Satz (Existenzsatz von Cauchy und Peano)

Sei U C R™1 eine offene Menge und (xg, tg) € U. Die Abbildung
F: UCR" xR — R"” sei stetig auf dem kompakten Bereich

Q = Bb(Xo) X [to —a, tp+ a] c V.

Bezeichne wieder M := max(, neq ||F (v, t)|| und o := min (a, £) . Dann

hat das AWP | x' = F(x, t), x(tg) = xo | mindestens eine C'-Lésung

X: [to—O',to—FO']gRHRn,

und diese erfiillt ||x (t) — xo|| < b fiir alle t € [ty — o, ty + o].

v

Fiir einen Beweis siehe H. Amann: Gewohnliche Differentialgleichungeny; s,

Abhangiget der Losung von den ABen
Abhangigkeit der Losung von den Anfangsbedingungen

Wir wollen nun untersuchen, wie die Losung von den Anfangswerten
abhangt. Dazu benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma (Gronwall-Ungleichung)

Seien u,v: [a, b] — R stetige, nichtnegative Funktionen und gelte
t
v(t) < c + / v(s)u(s)ds fiir alle t € [a, b,
a

mit einer Konstante c € [0,00). Dann gilt

v(t) < c-e Jsu) s fir alle t [a, b].
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Gewohnliche Differentialgleichungen Abhangigkeit der Losung von den AB'en

Beweis. 1. Fall: ¢ > 0. Wir betrachten die Funktion

t
£(t) ::c—|—/ v(s)u(s)ds > 0.
a
Es gilt 0 < ¢ < f(t) und v(t) < f(t) fir alle t € [a, b]. Dann gilt

r_ f'(t)

F(£) = V() u(t) < (1) - u(t) und deshalb (Inf(2))' =

< u(t).

Durch Integration erhalt man

In(f(t)) —In(f(a)) < /t u(s)ds, also f(t) < f(a)- o J, u(s)ds

fu(s) ds
Folglich ist v(t) < f(t) <c-e= wegen ¢ = f(a).

2. Fall: ¢ = 0. Hier ist zu zeigen, dass v(t) = 0. Nach Voraussetzung ist

u(t) < /t v(s)u(s) ds < & + /t v(s)u(s)ds Vi€ [ab] &> 0.

Nach dem 1. Fall folgt dann 0 < v(t) <e-e J5u()ds fiir alle & > 0.
Lassen wir £ gegen 0 gehen, so folgt v(t) = 0. O
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Stetige Abhangigkeit der Losung von den AB

Nun formulieren und beweisen wir die zentrale Aussage dieses Abschnitts.

Satz

Sei F: UCR" xR — R" auf U stetig und Lipschitzstetig in x mit der
Lipschitzkonstanten L. Seien (xp, to), (vo, to) € U und

Oxo » Pyo: [to — €, 0 +€] — R”

Losungen der DG x" = F(x, t) mit den Anfangsbedingungen py,(ty) = xo
bzw. ¢y, (to) = yo. Dann gilt

lx0 () = @y (Bl < lx0 = yoll - €% Vi€ [t~ to+€].
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Gewohnliche Differentialgleichungen Abhangigkeit der Losung von den AB'en

Beweis. v(t) := ||ox(t) — @y, (£)||? ist diff'bar. Fiir tg < t < ty + ¢ gilt:

v(t) = v(t) +/ttv’(s)ds [Hauptsatz]

0

— (1) +2 / (20(5) — yo($), £ (5) — @l (5)) ds

-U. Of
< V(t°)+2/t x5 (5) = @y (S]] - [ () — @y, (S)| s

0

- V(to) + 2/t HSOXO(S) o (p}/o(S)H ' HF(QOXO(S)vS) _ F(SO}/O(S)PS)HdS

IA

t
() +2L [ [9n(9) = 2u(s)IP ds
to

—v(s)

Aus der Gronwall-Ungleichung fiir u(s) = 2L folgt dann

v(t) < v(t) - e ftg 2Lds _ v(to) - e2L(t—t0)

Damit erhilt man die Behauptung |¢x, () — ¢y, ()] < IIx0 — yol| - €Lt~ 0)
fiir alle tg < t < tg + €. Analog geht man fiir tg — e < t < ty vor. 807}%2

Gewohnliche Differentialgleichungen Abhangigkeit der Lésung von den AB'en

Folgerung (Stetige Abhangigkeit der Lésung von der AB)

Sei F wie im Satz, und sei (x,)n>1 eine Folge von AB’en, die gegen die AB
xo konvergiert. Sei p,, die Lésung des AWP's x' = F(x, t), x(tp) = Xp.
Dann konvergiert (x,) gleichmaBig gegen x, auf jedem kompakten
Intervall [ty — €, tg + €|, auf dem alle Lésungen definiert sind. ]

v

Bemerkungen

@ Es ist ein wesentlicher Punkt im Satz und in der Folgerung, dass wir
Aussagen iiber Losungen machen, welche auf kompakten Intervallen
[a, b] um tg definiert sind. Wie einfache Beispiele zeigen (z.B. die
Lésungen der Gleichung x’ = x im R"), ist mehr nicht zu erwarten.

@ Ist die rechte Seite F(x, t) eine C>°-Funktion, so konvergieren die
Losungen von x’ = F(x, t) zu konvergierenden AB (x,),>1 auf
kompakten Intervallen auch gleichmaBig mit allen Ableitungen. Dies
ist aber aufwandiger zu beweisen.
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Beispiel zur Abhangigkeit der Lsg. von den AB's

Wir betrachten das folgende Vektorfeld auf dem R?:

V(X7y) = (_y7X)+(r2(X7Y) - 1) (X7y)7

wobei r?(x,y) := x? + y?. Wir suchen die Integralkurven von V durch
einen Punkt (xp,0) € R2, xp > 0, d.h. wir miissen das autonome AWP

Yo() = V(1(t))  mit  74(0) = (x0,0) (24)

|6sen. Schreiben wir vy, = (x, y), so ist das Anfangswertproblem

X' = —y+(r’-1)x,

y = x+(r2-1)y x(0) = xo y(0) =0

zu 16sen. Wir machen den folgenden Ansatz fiir die Losung vy,:

T (t) = h(t)(cos(t),sin(t))

fiir eine Funktion h: | — R mit h(0) = xo. 809 / 862

Gewohnliche Differentialgleichungen Abhangigkeit der Lésung von den AB'en

Dann gilt r?(7y,,(t)) = h?(t). Ist 5, (t) = h(t)(cos(t),sin(t)) eine
Integralkurve von V/, so gilt

v;o(t) = H(t)(cos(t),sin(t)) + h(t)(—sin(t),cos(t))
20 h(t)(=sin(t), cos(t)) + (K2(£) — 1)A(t)(cos(t), sin(t))

Also muss h das autonome AWP ' = h(h* — 1), h(0) = xp erfiillen. Dies

|ost man mittels Trennung der Variablen und erhalt

h(t) =

Ist nun xp < 1, so ist (1 — X—lz) < 0 und damit ist h: R — R auf ganz R
0
definiert. Ist dagegen xp > 1, so ist 0 < (1 — %) < 1 und damit ist h nur

X0

definiert auf dem Intervall | = (—oo, —% In (1 — X—12)> CRum tg =0.
0

v
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Gewohnliche Differentialgleichungen Abhangigkeit der Losung von den AB'en

Noch ein Beispiel fiir Trennung der Variablen

Wir rechnen noch einmal die Lésung des AWP b’ = h(h?> — 1) mit
Anfangsbedingungen h(0) = xp durch Trennung der Variablen nach:
Esist f(t) =1 und g(x) = x(x*> — 1) und
1 1 1 1/2 1/2
2,1

sz(x2—1):_§+x—1 x+1

mit Stammfunktion

1 1 1 1
G(X):—lnX—|—§|n(X—1)+§|n(X+1):Eln(l—;)

Es folgt G~1(y) = \/ﬁ und somit als Losung des AWP

1 1 et
Gl (t+ZIn(1-=))

2 X \/e—2f _ (1 _ %)
X0

v

Gewohnliche Differentialgleichungen Abhangigkeit der Lésung von den AB'en

Wir unterscheiden nun drei Falle fiir die Integralkurven
Yxo (t) = h(t)(cos(t),sin(t)):
@ xg = 1: Hier ist h(t) = 1 und die Integralkurve ist ein Kreis.

e 0 < xg < 1: Hier sind die Integralkurven v, : R — R? Spiralen, die
auf ganz R definiert sind. Das Quadrat des Abstandes zum Nullpunkt

P(t) = (3 (t)) ist

r2(t) = h3(t) = e ” _ L

e2—(1-%) 1-ex(1-%)
0 0

und erfiillt r?(t) =t oo 1 und r?(t) —¢ 00 0. D.h. die Spiralen

laufen fiir t — oo in die Null und nahern sich flir t — —oo dem
Einheitskreis an.

@ xp > 1: Die Integralkurven 7, : (—oo, —% In (1— %)) — R? sind
X0

Spiralen, die sich fiir t —+ —oo dem Einheitskreis ann3dhern, und fiir

t — —% In (1 — Xig) in endlicher Zeit gegen oo gehen.

811 /862
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Lineare Differentialgleichungen mit Werten im R”

Wir haben bereits Losungsmethoden fiir lineare Differentialgleichungen fiir
Funktionen mit Werten in R kennengelernt. In diesem Kapitel
verallgemeinern wir diese und behandeln lineare Differentialgleichungen
mit Werten im R”.

Seien | = (ap, bp) C R ein Intervall mit —oo < a9 < by < oo und

A: | — Mat,(R), b: Il —R"

stetige Abbildungen. Dann heiB3t

x' = A(t)x homogenes lineares DG System,

x' = A(t)x + b(t) inhomog. lin. DG System mit Storfkt. b(t).

Gilt speziell A(t) = A € Mat,(R), so sagt man, das System habe
konstante Koeffizienten.

Wir haben schon gesehen, dass es zu jeder Anfangsbedingung der Form
x(to) = xp mit top € | genau eine maximale Losung gibt, die auf ganz /

definiert ist.
813/ 862
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Struktur des Losungsraumes linearer Systeme

Satz (Struktur des Lésungsraumes linearer Systeme)

Die Menge V' der maximalen Loésungen x: | — R" des homogenen linearen
Systems (x) x’ = A(t)x ist ein n-dimensionaler reeller \ektorraum.

Die Menge der maximalen Lésungen des inhomogenen linearen Systems
(%) x" = A(t)x + b(t) ist der affine Raum A = xs + V wobei xs eine
spezielle Lésung der inhomogenen linearen Differentialgleichung ist.

v

Beweis. Sind x; und x» zwei Losungen von (x) und A1, A2 € R, so ist auch
A1x1 + Aoxo eine Losung von (x). Zu jedem Vektor xp € R" existiert genau
eine maximale Losung @y, mit ¢, (to) = xo, d.h. die lineare Abb. V — R”,
@ — ©(tp) ist ein Vektorraum-lsomorphismus, und somit ist dim V' = n.
Sei A der Losungsraum des inhom. lin. Systems (). Wir wissen, dass
eine spezielle Losung xs der inhomogenen linearen DG (xx) existiert.
AuBerdem gilt fiir jede andere Losung x € A, dass x — xs € V und fiir jede
Losung y € V, dass xs +y € A. Somit ist A = x5 + V. m

814 / 862



Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix

Definition (Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix)

Sei A: | — Mat,(R) stetig und (%) x’ = A(t)x ein homogenes lineares
DG-System.

e Eine Basis ¢1, ..., ¢, des Lésungsraumes von (x) nennt man ein
Fundamentalsystem zu ().

@ Die matrixwertige Funktion ® = (¢1,...,¢p) aus den
Spaltenvektoren ¢; heiBt eine Fundamentalmatrix von (x).

@ Seien (¢1,...,¢n) Losungen von (k). Die Funktion
W :=det(p1,...,9n): | = R heiBt Wronski-Determinante des
Fundamentalsystems (1, ..., ¢n).

e Bilden ¢; = 21'7:1 pjie; ein Fundamentalsystem mit ¢;;: R — R und
e; die kanonische Basis, dann ist die Fundamentalmatrix gegeben

@ n Ldsungen von (x) bilden genau dann ein Fundamentalsystem, wenn
ihre Wronski-Determinante fiir ein t nicht verschwindet. 815 / 862

Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Eigenschaften der Fundamentalmatrix
Sei ® eine Fundamentalmatrix zu (x). Dann gilt:

Q O ist eine Losung des Imearen homogenen Systems X’ = A- X mit
Werten in Mat,(R) = R™.

@ Eine Losung des homogenen Anfangswertproblems x’ = Ax,
x(to) = xp ist gegeben durch

p(t) = &(t)(P(t0)) " x0

@ Ist S € GL(n,R), d.h. S invertierbar, so ist ® - S ist auch eine
Fundamentalmatrix.

Beweis.

1) & = (0., ) = (Ap,..., Apy) = A- ®,

2) 90’( ) = &'(£)(®(t0)) " x0 = AP(t)(P(t0)) " x0 = Ap(t).
3)(¢-S)=d"-S=A-0-6S. l
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"
Beispiel

Sei w € R eine Konstante. Wir betrachten das homogene lineare
DG-System mit konstanten Koeffizienten

{X]/_:—CUXQ dh(x1>,(0—w)<x1)
. , d.h. =
Xy = wxy X2 w 0 X2
Ein Fundamentalystem wird von den folgenden beiden Funktionen gebildet
[ cos(wt) [ —sin(wt)
Pr(t) = ( sin(wt) )’ pa(t) = ( cos(wt) )
Diese entsprechen den Anfangsbedingungen ¢1(0) = e; und ¢2(0) = eo.
Zu einer beliebigen Anfangsbedingungen x(0) = c1e1 + c2ep erhalten wir

die Losung ¢ = c1p1 + .
Die Fundamentalmatrix zu ¢1, @2 ist dann gegeben durch

() = ( cos(wt) —sin(wt) )

sin(wt)  cos(wt)

Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Spezielle Loésungen des inhomogenen Systems

Wie im eindimensionalen Fall erhdlt man spezielle Losungen der
inhomogenen lin. DG x’ = A(t)x + b(t) aus einem Fundamentalsystem der
zugehorigen homogenen DG mittels Variation der Konstanten.

Satz (Variation der Konstanten)

Seien A: | — Mat,(R) und b: | — R" stetig und ®: | — Mat,(R) eine
Fundamentalmatrix des linearen homogenen Systems x' = A(t)x. Dann ist

Ys(t) .= d(t)u(t)

eine spezielle Lésung des inhomogenen Systems x’ = A(t)x + b(t), wobei
u: | — R" stetig differenzierbar mit ®(t)u'(t) = b(t), d.h.

(%) u(t):/ttcb_l(s)b(s)ds—i—v

0

mit einem konstanten Vektor v. Gibt man zur inhomogenen DG die
Anfangsbedingung x(tg) = xp vor, so ist v := ®~1(ty)xg.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Beweis. Fiir u(t) = ftz d~1(s)b(s)ds + v wie in (*) gilt dass
u'(t) = ®1(t)b(t) und damit d(t)u'(t) = b(t). Damit gilt fiir
Ys(t) = O(t)u(t):

PL(t) = (t)u(t) + o(t)d'(t) [Produktregel]

= A(t)P(t)u(t) + b(t) = A(t)ys(t) + b(t).
Also ist 1s(t) = ®(t)u(t) eine spezielle Losung. [

Bemerkung

Ist v = (vi,...,v,): | — R" eine stetige Funktion, so ist mit ftz v(s)ds
die folgende differenzierbare Abbildung gemeint

ftz vi(s)ds

t
I > t|—>/ v(s)ds = e R".
to

| tz v,,-(s) ds

v
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"
Beispiel

Wir betrachten das inhom. lin. DG-System mit konst. Koeffizienten

/
X{ = —Xo X1 (0 -1 X1 0
{Xé:Xl—l—t’d.h'(XQ)_(l 0)(X2)+(t

A1) —b(1)

Wir miissen nun folgendes tun, um eine spezielle Lésung zu erhalten:

1) Bestimmen der Fundamentalmatrix (bereits bekannt, s.o0.):

o(t) ( cos(t) —sin(t) )

sin(t)  cos(t)

cos(t) sin(t)
—sin(t) cos(t)

o= (1) 248) (%)

2) Invertieren von ®: &(t)~1 = ( ) , und damit

()

v
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Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

3) Integrieren von ®~1p:

u(t) = /totd)l(s)b(s)ds _ /t:< j;')”s((?) )ds

Dies berechnen wir mit partieller Integration und erhalten
/tsin(t)dt = —tcos(t)+ sin(t)
/ tcos(t)dt = tsin(t) + cos(t)

—tcos(t) + sin(t)
tsin(t) + cos(t)

_ [ cost —sint —tcost+sint \ [ —t
¢5(t)—¢(t)u(t)—( sin t cost)( tsint + cost )_< 1 )

eine spezielle Losung des inhomogenen Systems.

und damit u(t) = ( ) Somit ist

v
BoT 662

Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Homogene lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Um ein Fundamentalsystem eines homog. lin. DG-Systems x’ = A(t)x zu
bestimmen, betrachten wir den Spezialfall A(t) = A € Mat,(R) konstant.

Definition (Matrixexponential)

Sei A € Mat,(R). Die Matrix e := Ak—l!( heiBt Exponential von A.
k=0

Dies ist wohldefiniert, d.h. diese Reihe konvergiert:
1) Es gilt die folgende Ungleichung fiir die Operatornorm:

AB B
1AB]| = sup,cpn 1224 < sup, g |AILEL = | 4)1B].

]l [l

2) Da (Mat,(R), ||.||) ein Banachraum ist, reicht es, zu zeigen, dass die

Partialsummen S, :=>"/" é—f eine Cauchy-Folge bilden. Es ist aber

k A A
||Sm — SE—IH — H %H < Z “k'“ < Z ”k||| _>m,£—>oo 07
k=¢ k=¢ k=¢

k
denn die reellwertige Reihe elAll = > reo ”?;'!' konvergiert. Die Reihe e#

konvergiert sogar absolut. 822 / 862




Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Lemma

Sei A € Mat,(R) und ®: R — Mat,(R), ®(t) := . Es sei eine Folge
¢ R — Mat,(R) von Abildungen definiert durch ®p,(t) := >, %.
Dann konvergiert ®,, auf jedem kompakten Intervall K C R gleichmaBig
gegen ®. Insbesondere ist die Funktion ® stetig auf R.

Beweis. Sei K =[a, b] C R und M := max{|al, |b|} - ||A]|. Die

konvergente Reihe e = w0 % ist eine Majorante fiir die

k
Exponentialreihe der Betrige el = 5°%° ”tﬂ' . Nach dem

. . . . . m ¢
Cauchy-Kriterium finden wir zu € > 0 ein n., so dass % + ...+ % <e
fiur alle m > £ > n.. Somit gilt fiir alle t € K und m > ¢ > n., dass

m m m
[Pm(t) — Dea(2)]| < S LA < S IEIAE < S M
k=¢ k=¢ k=¢
D.h., sowohl &, als auch die Exponentialreihe der Betrage sind
Cauchyfolgen in vollstandigen metrischen Raumen und somit gleichmaBig
konvergent auf dem kompakten Intervall K. Damit ist der Grenzwert ¢
stetig auf allen kompakten Intervallen, und damit auch auf ganz R. ., [,

Gewdhnliche Differentialgleichungen Lineare Differentialgleichungen im R"

Die Lsg. der homogenen DG mit konstanten Koeffizienten

Satz

Sei A € Mat,(R). Dann ist die matrixwertige Funktion

®: R >t e € Mat,(R) eine Fundamentalmatrix zur homogenen
linearen DG x' = Ax. Insbesondere ist zu jedem xq € R" die
differenzierbare Abbildung ¢,: R — R", definiert durch

Pro (1) = elI=0)A . xo die Losung des AWP’s x' = Ax, x(ty) = xo.

Beweis. Da A konstant ist, sind die Losungen 1, ..., @, der
Anfangswertprobleme x’ = Ax, mit Anfangsbedingungen x(0) = ¢,

i =1,...,n auf ganz R definiert.

Sei ® = (p1,...,9n) die dazugehdrige Fundamentalmatrix.

Nach der lteration von Picard-Lindelof wird jede dieser Losungen ¢; auf
kompakten Intervallen gleichmaBig approximiert durch Funktionen ¢; ,,
die sich durch iteratives Anwenden des Integraloperators H ergeben, d.h.

t t
pio(t) =ei, pii(t)=e +/ Axods, pim(t) = e +/ Apim-1(s)ds
0 0
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Schreibt man &, fiir die Matrix mit den Spalten (¢1.m,...,®nm), SO ist
(Do(t) 1,

t
(bl(t) = Hq)o(t) = ].n—l—/ Ads = 1,+tA
0

t
¢2(t) = H(bl(t) = ].n—|—/ A(ln—|—SA)dS — 1n+tA—|— t2é42
0

| m—1 m
Op(t) = HOpm o(t) = 1n+/tA(Z kAk>ds _ oy
° k=0 k=0

Wir haben aber gesehen, dass die Folge von Abbildungen

O I % auf jedem kompakten Intervall gleichmaBig gegen
®(t) = e konvergiert. Da die kompakten Intervalle beliebig groB sein
konnen, erhilt man dass ¢: R — Mat,(R) die Fundamentalmatrix von

x" = Ax ist. Damit ist ® differenzierbar und ¢(t) = ®(t)xp die Losung des
AWP's x(0) = xp. Dass ¥(t) = ®(t — tp)xp eine Lsg. des AWP's

x(tg) = xp ist, folgt aus der Kettenregel. O
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Beispiel

Wir betrachten wieder die homogene lin. DG mit konstanten Koeffizienten

/
X1 . 0 -1 X1 . 0 -1
(2)=(2 0) () era= (i o)
Dann rechnet man nach, dass A%%*! = (—1)XA und A%k = (—1)*1,.
Somit kdnnen wir das Exponential e bestimmen:

A 2k A2k 2k+1 A2k+1
e = Zt(zzf\)! +Zﬁ
k=0 k=0
> k 2k k 2k+1
_ (Z( 1) ﬁ) ,,+<Z( 1) (th+1),>A
k=0

= (cost)ly + (sint)A = (COSt —sint >

sint cost

v
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Folgerung (Exponentialabbildung)

Fiir A € Mat,(R) ist die Abbildung ®: (R, +) — GL(n,R), ®(t) = e ein
differenzierbarer Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe

(R, +) in die Gruppe der invertierbaren Matrizen GL(n,R). Insbesondere
jst e(t+S)A — otA  oSA _ osA oA | nd (etA)—l — o tA

Beweis. Seien s € R und xp € R" beliebig und seien ¢ und ¢ Losungen
des AWP's x’ = Ax mit den jeweiligen Anfangsbedingungen x(s) = xp und
x(0) = xo. Nach dem vorherigen Satz gilt fiir alle t € R, dass
o(t) = elt=5)Axq = 9)(t — s). Somit erhalten wir mit Eigenschaften der
Fundamentalmatrix, dass

d(1)D(s) " Ixg = @(t) = Y(t —s) = d(t — 5)P(0) " xg = (t — s)xg
fir alle xp € R". Damit erhalten wir fiir alle t,s € R, dass

(%) d(t)d(s)™! = o(t — ).

Dies impliziert aber die Behauptung

Ot +5) = Ot + 5)0(s) () & d(£)d(s).
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Folgerung (Weitere Eigenschaften der Exponentialabbildung)
Seien A, B € Mat,(R).

@ Ist AB = BA, dann gilt AeB = eBA und 1B = A . B,

@ Ist B € GL(n,R), so ist eBAB™ = BeAB™ L.

v

Beweis. Alle Aussagen folgen aus der Eindeutigkeit der Lsg. eines AWP's.
Sei z.B. X(t) = Aet® und Y(t) = eBA. Dann gilt X(0) = Y(0) = A und

X'(t) = ABe'™® = BAe'® = BX(t) sowie Y'(t) = Be'®A = BY(t).
Aus der Eindeutigkeit der Lsg. des AWP's X’ = BX, X(0) = A folgt dann
X(t) = Y(t) fiir alle t € R.

Sei weiter U(t) := etATB) und V(t) = e - e*B. Dann gilt
U(0) = V(0) =1, und
U'(t) = (A+ B)U(t) sowie V'(t) = AeeB + e Bet® = (A+ B)V(t)

und somit U(t) = V/(t) fiir alle t € R.

Die verbleibende Aussage beweist man analog. [
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Zusammenfassung: Lineare DGn mit konstanten Koeffizienten
Sei A € Mat(n,R), b: R — R” stetig und (xo, tg) € R” x R.

@ Die eindeutige Lésung ¢o: R — R" des homogenen AWPs x’ = Ax

mit der AB x(to) = xg ist gegeben durch ¢(t) = elt=%0)Ax;.

© Die eindeutige Losung 1: R — R" des inhomogenen AWP's
x" = Ax + b(t) mit der AB x(ty) = xp ist nach dem Satz iiber
Variation der Konstanten gegeben durch

t t
w(t) — etA(/ e_SAb(S)dS+e_tOAX0> — e(t_tO)AXO—I—etA/ e_SAb(S)dS

to to

© Ist auch b(t) = b konstant, kann man das Integral sofort berechnen,

falls A invertierbar ist. Dann ist ft(t) e Abds = —A~le™*Ap|t und
somit (t) = elt=10)Ax; 4 A=1(elt=%0)Ap _ b) denn A und damit

auch A~ kommutieren mit et
Beachte, dass —A~1b eine (konstante) Lsg. von y’ = Ay + b ist.

o
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Beispiel: Lineare Systeme mit diagonalisierbarem A
Sei nun A diagonalisierbar und (vi, ..., v,) eine Basis von R" bestehend

aus Eigenvektoren von A: Av; = A;v;. Dann ist v; auch Eigenvektor von e

zum Eigenwert e
@ Setzen wir @;(t) := e*{t=%)y; dann bilden die p;: R — R” eine

Basis des Losungsraums des homogenen Systems x’ = Ax. Daher ist
©xo(t) =D 11 (x0)ii(t) die Lsg. zur AB x(tp) = xo =: Y1 (X0)ivi-

@ Eine spezielle Lsg. des inhomogenen Systems x’ = Ax + b mit
konstantem b erhalten wir fiir tp = 0 und xp = O:

n

w(t) = i b;eA"t(/t e_S)‘idS) vV, = Z c,-(t)v,-
i=1 ¢

=1

bi (At
: (et —1), falls A\j #0
wobei ¢j(t) := {2' e il v — 0

Aber: Nicht jede quadratische Matrix ist diagonalisierbar!

und b = 27:1 b,'V,'.

A

v
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Lineare Systeme in Jordanscher Normalform

Wir wollen nun die Jordansche Normalform von quadratischen Matrizen
benutzen, um lineare Systeme in moglichst einfacher Form zu schreiben.
Einem Basiswechsel entspricht dann eine Substitution:

Lemma

Sei A € Matp(R), S € GL(n,R) und A := S—'AS. )

@ ist eine Lsg. von X' = Ax <= 1 = S 1¢ ist eine Lsg. von y' = Ay.

® ist eine Fundamentallésung von x' = Ax <= S~1®S (und damit auch
S—1®) ist eine Fundamentallésung von y' = Ay.

o

Beweis. Da S eine konstante invertierbare Matrix ist, erhalt man
(S71e) (1) = S7H/ (1) = ST Ap(t) = (ST1AS)S (1),

d.h. S~1y ist eine Lésung von y’ = Ay.

Damit ist S~1®, und somit auch S™1®S eine Fundamentallésung von

y' = Ay.

(Der letzte Punkt folgt auch aus e®® A5 = §-1etAG) O
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Folgerung

Sei A € Mat,(R) diagonalisierbar, d.h. S~*AS = diag(\1,...,\,). Dann
ist ®(t) = S diag(eM?,. .., e t) eine Fundamentalmatrix von x' = Ax.
Beispiel

1

charakteristische Polynom ist A> — 2, d.h. Eigenwerte sind /2 mit
Eigenvektoren v; = e; + (V2 — 1)e und vo = e; — (V2 4 1)ey.

: : : : 1 1
Nun bilden die Spalten vy, v» die Matrix S = ( Vil —(vV2+1) )
V2+1 1 )

Sei A = ( ! _11 ) A ist symmetrisch und damit diagonalisierbar. Das

C2v2\ V2-1 -1

Somit ist S etvV2 etv2 e—tV2
t st =
TR 0 e (VZ-1)etV? —(v2+1)etV?

eine Fundamentalmatrix der DG x’ = Ax.

und es ist det S = —2v/2, S71 = _1_ (

v
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Problem: Nicht jede quadratische Matrix ist diagonalisierbar.

Beispiel
Fir A € C und m € N betrachten wir die Matrix
A1 0 0
0 N 1
Im(N) = 0 € Mat,,(C)
A1
0 0 A

Sie hat das charakteristische Polynom

P(t) = det(Jn(N) — t1,) = (A —t)™.

Somit ist A der einzige Eigenwert, mit algebraischer Vielfachheit m.
Eigenvektoren v erfiillen (Jp,(A) — A1,)v = 0. Der Eigenraum zu A ist
Ceq, und die geometrische Vielfachheit von A ist 1. Insbesondere kann die
Matrix J,(\) fiir m > 2 nicht diagonalisiert werden.

o
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Satz (Jordansche Normalform)
Sei A € Mat,(C). Dann existiert ein S € GL(n,C), so dass

~

A = SAS™! = diag(Jm, (M), - 5 I, (Nk)),

wobei
A 0 0
0 1
Im(A) = 0 € Mat,(C)
A1
0 0O A

Hierbei sind \; die (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerte von A. Die
Blockdiagonalmatrix auf der rechten Seite der Gleichung heiBt Jordansche
Normalform von A. Die Blécke, d.h. die Matrizen J,,(\), heiBen
Jordanblocke. Die Jordansche Normalform ist eindeutig bis auf

Permutation der Jordanblécke.

v
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Zum Beweis:

Sei K ein beliebiger Kérper. Man kann zeigen, dass sich jede Matrix A mit
Eintragen aus K, fiir die das charakteristische Polynom iiber K vollstandig
in Linearfaktoren zerfallt, in die Jordansche Normalform uberfiihren lasst.
Nach dem Hauptsatz der Algebra folgt dann fiir K = C die Behauptung
des Satzes.
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Beispiel fiir eine Matrix in Jordanscher Normalform

I \

o O
o =

0

o N
N =
\;

\

Eigenwert alg. Vielf. Geom. Vielf.

0 3 2
3 1 1
2 2 1
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Satz (Reelle Jordansche Normalform)

Sei A € Mat(n,R). Dann existiert S € GL(n,R), so dass A = SAS™1
folgende Gestalt hat

/Z: diag(Jﬁl()\l)7 e aJﬁr(Ar)a J2m1(041» /81)7 e 7J2ms(a59 /85))7

Im(a) —p1,, )
bom(a, )= "7 € Mat(2m, R
o) = (5 S B

Hierbei sind \; die (nicht notw. verschiedenen) reellen Eigenwerte von A,
sowie pj = o + if; und Ji; = aj — i3;, mit B; > 0, die (nicht notw.
verschiedenen) nicht reellen Eigenwertepaare von A.?

?Die algebraische Vielfachheit eines reellen Eigenwerts A (bzw. eines
imagindren Eigenwerts 1) ist dabei also >, _, i (bzw. Zuj:u m;).
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Fiir einen Beweis siehe z.B. Klingenberg, Lineare Algebra und Geometrie:
Man betrachtet A € Mat,(R) als Matrix in Mat,(C) und erhalt komplexe
Jordanblocke. Fiir reelle Eigenwerte erhadlt man direkt reelle Jordanblocke.
Ist 11 ein nicht reeller EW von A, so auch 7, denn A und somit das
charakteristische Polynom von A sind reell.

Nun kombiniert man die Jordanblocke von g und @ zu Blocken (mit
Eintragen aus R) der Form Jp,(a, B).
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Anwendung auf lineare DG'n

Sei x’ = Ax ein lineares DG-System mit konstanten Koeffizienten.

Sei A:= S71AS, dann ist die Fundamentalmatrix der DG x’ = Ax
gegeben durch et = SetAS—1.

Wir nehmen an, A sei in Jordanscher Normalform, also A= /Z\l +...+ /Z\k,
wobei die A; jeweils nur einen Jordanblock oder nur eine Matrix der Form
Jom(a, B) enthalten, und sonst nur Nullen.

Dann kommutieren die Matrizen A; paarweise miteinander und wir haben

tA _ et(A”1+...+/"\k) _ etA;L . etA

€ - €

D.h., um die Fundamentalmatrix der DG x’ = Ax zu bestimmen, miissen
wir S kennen und e®® fiir die beiden Fille 1) B = J,()\) und 2)

B = Joym(c, B) bestimmen.
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1) B=Jy(A) = A1, + J,(0): Da J,(0) und A1, miteinander
kommutieren, ist etB = et? . et9n(0) \Wir miissen also nur noch et/(0)

berechnen: Berechnet man die Potenzen von e“”(o), so erhalt man
t2 tn—l
( ]. t T « o o (n—]. ' \
o1 t ... A=

5 \ N (n—2)!
etB — ot ,etJn(O) SN 2 _

00 .1 ¢
\oo..0 1 )

D.h., eine Lsg. von x’ = Bx mit der AB x(0) = xo = >_/_; ¢j€; ist
gegeben durch

2 n—1
c1—|—c2t—|—C3t7—|—...—|—cnh p(t)
n— /
Cn pl1(t)
wobei p(t) == >/ _; ﬁt"_l ein Polynom vom Grad < n — 1 ist.
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2) B = Jom(, 8) = ( ng(:) ;f(zn)q ) B

[ aly O n 0o -p1, n JIm(0) 0
- 0 «al, Bl 0 0 JIm(0)
Da alle drei Summanden paarweise kommutieren, erhdlt man wieder

otB _ ota ( cos(ft)l, —sin(Bt)l, ) ( et/m(0) 0 )

sin(Bt)1,  cos(8t)1ln, 0 etm(0)
Eine allgemeine Losung ist dann gegeben durch

() ()

o () | e gD (2)
o(t) = e** cos(ft) P q(.t) + e“*sin([t) q p(.t)
\ g™ () / \ " (r) /

mit beliebigen Polynomen p, g vom Grad < m — 1, deren
Koeffizienten durch die Anfangsbedingungen bestimmt werden.
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Gewohnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Wir wollen nun die Ergebnisse aus den vorherigen Abschnitten auf
Differentialgleichungen hoherer Ordnung anwenden.

Erinnerung: Um eine DG n-ter Ordnung x(" = f(x,x',...,x("=D t) mit

f: QCR" xR — R auf ein System erster Ordnung zu reduzieren, fiihren
wir die Funktion F: R" x R — R"” ein mit

F(y17°"7yn7t) = (yz,---,yn,f(y1,..-,yn,t)) .
Es ist x: | — R eine Losung des AWP's n-ter Ordnung
(*) xM =f(x,..., xU"D t) x(to) = ay, ..., x"V(tp) = a,,

R /
genau dann, wenn y = (x,x .

., x(1=1)) ] — R7 eine Losung des
AWP's

(+¥) ¥ =F(y,t),  y(to)=(ar, .. an)
erster Ordnung ist.
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Da aus der Lipschitz-Stetigkeit von f beziiglich (xi,...,x,) die von
(X1, s Xny t) = F(xy, ..oy Xn, t) = (X1, .-+, Xn, F (X1, ..., Xn, t)) folgt,
libertragen sich alle Existenz- und Eindeutigkeitssatze auf DG'en hoherer
Ordnung. Folgende Aussagen gelten fiir das AWP n-ter Ordnung

M= f(x,x,...,x(71) 1)
_ / _ (n—1) _ (*)
x(to) = co, X'(to) = c1, ..., x\""(to) = 1

Folgerung (Maximale Existenz- und Eindeutigkeit)

Sei Q2 CR" xR offen und f: Q — R stetig und beziiglich (x1, . .., xn) lokal
Lipschitzstetig. Dann existiert zu jedem (xg, to) = (c1,-..,Cn-1, 1) € Q
genau eine maximale Lésung ¢y, : (ax,, bx,) — R des AWP’s (x).

Folgerung (Globale Existenz- und Eindeutigkeit)

Sei | = (a,b) mit —oo < a< b<ooundf:R" x| — R Lipschitzstetig
beziiglich (x1,...,xn) auf jeder Menge der Form R" x J, wobei J C | ein
kompaktes Intervall ist. Dann existiert genau eine auf ganz | definierte
maximale Lésung ¢: | — R" des AWP'’s (x).

843/86)2
Gewohnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung
Definition (lineare DG hoherer Ordnung)
Sei | C R ein Intervall und b, a,: | — R, fiir k =0,...,n— 1 stetig.
X" a1 ()XY 4o ey (8)x + ao(t)x = b(t) (25)

heiBt lineare DG n-ter Ordnung. Ist b(t) = 0, heiBt (25) homogen, sonst
inhomogen.

Folgerung (Maximale Losung des linearen AWP's n-ter Ordnung)

Seil =(c,d) mit —oo < c<d< oo, (x0,t0) € R” x I, und b,ay: | — R,
fir k =0,1,...,n— 1, seien stetige Funktionen. Dann besitzt das lineare
AWP zu (25) genau eine maximale Lésung py,: | — R".

Folgerung (Struktur des Losungsraumes)

Die maximalen Lésungen der homogenen DG n-ter Ordnung bilden einen
n-dimensionalen Vektorraum L. Die maximalen Loésungen der inhomogenen
DG n-ter Ordnung bilden einen n-dimensionalen affinen Raum L + 1),
wobei 1) eine spezielle Lésung der inhomogenen DG ist.

844 / 863




Gewdhnliche Differentialgleichungen Gewohnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Uberfiihren wir nun die lineare DG n-ter Ordnung
x4 an_ 1 (x0T 4+ ag(8)X + ag(t)x = b(t)

in ein System erster Ordnung, so erhalten wir

Y{ Y2
yr/7_1 Yn
Yn b(t) — an—1(t)yn — ... — a1(t)y2 — ao(t)y1
also in anderer Schreibweise
/ 0 1 0 ... 0
Y )21 0
.1 ( 0 o 1 ... 0 \ :
’ 0 0 ... 0 1 0
v \ —a0(t) o oo e —ana(t) ) \ ¥ b(t)
—A(t)
(26)
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Definition und Bemerkungen

Eine Basis (¢1,...,%n), @i: I — R, des Lésungsraumes der homog. lin.
DG n-ter Ordnung

(%) x4 a2, 1 ()x"Y + 4 ay ()X + ao(t)x =0

heiBt Fundamentalsystem von (). Die Fundamentalmatrix ® des
dazugehorigen linearen Systems erster Ordnung,

@1 500 @n
Y1 - ¥n
q>(t) - : : (t)7
sOgn—l) o 9Dgn—l)

heiBt Fundamentalmatrix von ().
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Definition und Bemerkungen (Fortsetzung)

Seien (p1,...,%n), wi: I — R beliebige (n — 1)-mal differenzierbare
Funktionen, dann heiBt W(p1,...,¢n) = det( U= ))

1<ij<n
Wronski-Determinante von (@1, ..., ®n)-
Insbesondere gilt: Ist (¢1, ..., ®n) ein Fundamentalsystem von (%), so ist
die Wronski-Determinante von (¢1,...,¢n) gleich der Determinante der

Fundamentalmatrix von (x).

Beispiel
Fiir die Differentialgleichung x” + x = 0 ist die zugehorige lineare DG

x\ _ (0 1\ (x

x)  \-=1 0)\x/’
und somit bilden die Funktionen 1(t) = sin(t) und @x(t) = cos(t) ein
Fundamentalsystem. Wir erhalten W (1, ¢2) = —1.

v
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Aus der Variation der Konstanten fiir lineare Systeme erhalten wir, dass
eine Losung des inhomogenen Systems (25) gegeben ist durch

((t), ..., ()T = o(t) [£ ...,0,b(s))" ds.

b

wobei ® eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems ist. Mittels der
Cramerschen Regel lassen sich die Komponenten von ®~!b als Quotienten
von Determinanten ausdriicken, und mit Laplacescher Entwicklung
erhalten wir:

Satz (Variation der Konstanten)

Sei (¢1,...,%n) ein Fundamentalsystem der homog. DG n-ter Ordnung.
Dann ist eine spezielle Lésung der inhomogenen DG (25) gegeben durch

_ n el | : . W((lpl,,,,7g0k_1,g0k+1,...g0n)(5) <
¢(t)_kz::1( ARG tO/b() W(p1,...,en)(s) -

(27)
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Variation der Konstanten
@ Fir n = 2 sieht diese Formel so aus

t t
_ b802 b<,01
t) = — —— 25— ds + ——t—ds.
W) =~ /to P1P5 =12 P2 /to P1Po =12

@ Beispiel: Fiir die Gleichung x” + x = cos(t) hatten wir als
Fundamentalsystem 1 (t) = sin(t) und ¢»(t) = cos(t), und somit
W(p1, p2) = p15 — prp2 = —1.

Als spezielle Losung der inhomogenen DG erhalten wir daher (mit
o = 0)

Y(t) = sin(t)/0 cos?(s) ds — cos(t)/0 cos(s)sin(s) ds

= sin(t) - % (sin(s) cos(s) + s) |(t) — cos(t) - %sinz(s)‘é
1 .
= —tsin(t).

2

A
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Lineare DG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Wir wollen nun das Fundamentalsystem einer linearen DG n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten finden.

Definition (Charakteristisches Polynom)

Das charakteristisches Polynom der linearen homogenen DG n-ter Ordnung
x(t) + 2p_1xUD(8) + 2apox("(8) + ...+ aox(t) = 0

mit konstanten Koeffizienten ag...,a,_1 € R ist das Polynom

PA) =N+ a,_ i A" P+ 4+ a A+ ag

v

Ist P € R[A] ein Polynom in einer Variablen, dann ist umgekehrt P()\) das
charakteristische Polynom zur DG

P(%)X = apx(M + 2, 1x("=1) 4. 41X + agx = 0.
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Wir hatten gesehen, dass die DG n-ter Ordnung x(")(t) + ... + agx(t) = 0
dquivalent ist zu einem System y’ = Ay mit einer Matrix A wie in (26).
Das charakteristische Polynom der DG ist gleich dem charakteristischen
Polynom Pa(A) = det(A — A1,) der Matrix A: Entwickelt man nach der
letzten Zeile, so erhdlt man det(A — A1,)

-2 1 0 ... 0 0
(0 -1 .. 0 0 \
= det| e T
0 0O ... =\ 1 0
0 o ... O —A 1
\—ao cee e we.  —dp—2 —anp-—1 —)\)

= ()" (~a0) + ()" (—a)(-A) + . ..
+ (=12 (=ap-2) (A" + (1) (—an—1 = A)(=A)"
= (=1)"(a0+ @A +...+a,—1A"F 4+ a,\")
Also sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms der DG gleich

den Eigenwerten von A. Diese brauchen wir, um ein Fundamentalsystem

der DG zu bestimmen. 851 /862
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Satz (Lineare DG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten)

Sei P(\) = A" + A"+ 4+adt+a € R[A] das charakteristische
Polynom zur homogenen linearen DG

x(M g, x4 g +ax =0, (%)

Seien \; die reellen und p = oy + By sowie [, die Paare nicht reeller
Nullstellen von P mit den zugehorigen Multiplizitdten {;, my, wobei
j=1,...,rund k=1,...,s. Dann bilden die reellen Funktionen

pjo(t) = eNt. ¢t Vji=1,...,r, £=0,...,6—1
Vim(t) = e*F . cos(Bt) - t™
Vkm(t) = €' -sin(Bkt) - t™ Vk=1,...,5, m=0,...,m

~

ein Fundamentalsystem der homogenen linearen DG (x).
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Lemma

Sei i € C und k € N. Dann gilt fiir eine auf einem Intervall | C R k-mal
differenzierbare Funktion f: | — C

(d% — )k (F(x)e) = FR (x)er .

Beweis. Vollstindige Induktion, k = 0 ist trivial. Fiir kK = 1 finden wir:

d
(-
Fir den Induktionsschritt kK — k + 1 bemerken wir
(&~ W (Fe™) = (& — (& — w2 (F(x)em)

L (% — 1) (FED(x)em) = FR(x)er

) (F(x)e ) = f/(x)e"™ + uf(x)e’ — uf(x)e" = f'(x)e™

-~
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Lemma

Enthilt ein Polyonom P()\) € C[)\] den Faktor (A — \;)% und ist £ < ¢;, so
gilt P(4)eNttt = 0.

Beweis.
Die Aussage folgt aus dem vorhergehenden Lemma:
d Co(aNit ) dY NNt
(& — \j)5 (eNtth) = Ijj(t )eNt =0, da ¢ < 4. O
Beweis des Satzes. Es seien A\1,..., \,;s die verschiedenen (und nicht

zueinander konjugierten), komplexen Nullstellen von P(\) mit den
zugehorigen Vielfachheiten /;.

Aufgrund des zweiten Lemmas erhalt man, dass die Funktionen
@je: R — C definiert durch

pie(t) = et t" firallej=1,....r, £=0,....6; —1 (%)

komplexe Losungen der homogenen DG
XM (t) + ap_1x("D 4 agx(t) = 0 sind.
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Aus (**) folgt also, dass die Funktionen ¢;,(t) = eN* - t* fiir die reellen
Eigenwerte A\; Losungen sind. Fiir die echt komplexen Eigenwerte

pk = oy + iBx erhdlt man aus (**), dass sowohl Realteil als auch
Imaginarteil von g, (t) = e#kt - t™ Losungen sind. D.h. man erhilt

2> 7 _1 my weitere Losungen

Yim(t) = Re(prm(t)) = RetTe*" = ™. cos(ft) -
Dim(t) = Im(pim(t)) = Im t7et " = *F . sin(Byt) - ™
firk=1,...,s, m=0,...,mg — 1.
Wir haben n Lésungen gefunden und miissen nur noch zeigen, dass diese

iiber R linear unabhiangig sind. Das gilt, wenn alle komplexen Losungen
wje(t) = eVt - t* liber C linear unabhingig sind. Und dies folgt aus:

Lemma

Seien ci, ..., cp € C paarweise verschieden und pi(t),. .., pn(t) € C[t]. Ist
p1(t)eStt + ... 4 pp(t)et =0 fiir alle t e R,

sogiltpy =---=pn=0.

V.
699/7602
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Beweis. n = 1: Aus p1(t)et" = 0 folgt offensichtlich p;(t) = 0.
Induktionsschritt n — n+ 1: Wir nehmen an, dass Zjnill p;j(t)e9t =0 fiir
alle t € R. Sei k der Grad des Polynoms p,.1. Dann gilt wegen des

vorhergehenden Lemmas (% — Cnp1) M ppi1(t)eSr 1t = 0 und somit

n+1 n
0= (dit - Cn—H)k+1 ij(t)ecft = Z hj(l‘)ecjt
j=1 j=1
mit gewissen Polynomen h;.
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt aber h; = 0 fiir j =1,...,n.

Um zu zeigen, dass p; = 0, schreiben wir
k+1 :
(t — Cn_|_1)k+1 = Zm—io am(t — Cj)m mit ag # 0.

Daraus ergibt sich

k+1
hj(t)ecjt _ % o Cn+1)k+1pj(t)ecjt _ Z OzmpJ(m)(t)eCjt
m=0

und somit hat h; denselben Grad wie p;. Wegen h; = 0 folgt p; = 0. ]
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Beispiel:

Wir betrachten die DG x”" — x”" + x' — x = t.
(1) Um das Fundamentalsystem der homogenen DG zu finden, suchen wir
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

PO = XB-X+x-1=Q0-1DN+1) = A=1)A+)\-1).
Wir erhalten somit als komplexes Fundamentalsystem

Xl(t) = et, i?z(t) = eit, )?3(1’) = e_it

komplex.

Somit ist
x1(t) = e, xo(t) = Re(%) = cos(t), x3(t) =Im(X) = sin(t) .

Wir haben also als allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung

x(t) = cre’ + ¢y cos(t) + czsin(t).

Ooo7 OOé
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(2) Wir wollen auch eine spezielle Losung der inhomogenen DG
bestimmen: b(t) = t ist ein Polynom ersten Grades. Daher machen wir
den folgenden Ansatz

ys(t) =at+ (3,

der zu der Gleichung o — at — 8 = t fiihrt und somit auf
—a=1 und a=p d.h. 6=-1

Somit ist eine spezielle Losung ys(t) = —(t 4+ 1), und die allgemeine
Losung der inhomogenen DG ist

x(t) = —(t + 1) + cre’ + crcos(t) + c3sin(t).
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Inhomogene lineare DG mit konst. Koeffizienten

Satz (Inhomogene lin. gewdhnliche DG mit konst. Koeffizienten)
Sei P(x) = x" + a,_1x""1 4+ ... 4+ a;x + ag € R[x] ein Polynom und
p € R mit P(u) # 0. Dann gilt:
(i) %/j) ist eine Lsg. der inhomog. DG P(5)x = ekt
(i) Sei f(t) € R[t] Polynom vom Grad m. Dann hat die inhomog. DG
P(4)x = f(t)e"t eine Lsg. der Form g(t)ett, wobei g(t) € R[t] vom
Grad m ist.

o

Beweis. (i) und der Induktionsanfang von (ii) sind offensichtlich. Fiir den
Induktionsschritt schreiben wir P(Z)t™elt =: fo(t)ekt, wobei f(t) € R[t]
vom Grad m ist. Damit gibt es ein ¢ # 0, so dass h(t) := f(t) — cfo(t)
Grad < m — 1 hat. Nach Ind.vor. existiert dann eine Lsg. gi(t)e** von
P(<)x = h(t)e’t mit einem Polynom gi(t) vom Grad < m — 1. Fiir das

dt
Polynom g(t) = ct™ + gi(t) vom Grad m gilt dann:
P(ge) ((ct™ + ga(t))e) = (cfolt) + h(1)) et = F(t)e =
859 / 862
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Satz

Sei ;1w € R eine k-fache Nullste/le, k > 1, des Polynoms
P(x) = x"+ap,_1x" 14+ +a1x+ag und f(t) € R[t] vom Grad m. Dann
hat die inhomog. DG P(4% )x = f(t)e** eine Lsg. der Form h(t)e!t, wobei

k+m

= Z Cjtj.
j=k

Beweis. Wir schreiben P(t) = Q(t)(t — p)¥, mit einem Polynom Q(t)
vom Grad n — k und Q(u) # 0.

Nach dem vorigen Satz existiert ein Polynom g(t) vom Grad m, so dass
g(t)ett eine Lésung der DG Q(%)x = f(t)ekt ist.

Sei h(t) = S_%*™ ¢t/ ein Polynom derart, dass h()(t) = g(t). Dann gilt

J
fiir die Funktion h(t)e"' nach einem vorigen Lemma

P& = QENE — w¥h(r)er] = Q(&)h¥)er
= Q(Z%)ag(t)ert = f(t)e.
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Bemerkung.

Die letzten beiden Satze gelten auch fiir DG'en mit komplexen
Koeffizienten, d.h. P, f g, h € C[t], u € C. Die Losungen ¢: R — C sind
komplexwertige Funktionen der reellen Variablen t.

Beispiel: Harmonischer Oszillator
Wir betrachten die DG

(¥) X4 wix =acoswt, w,wy>0,acR*
Diese DG beschreibt Schwingungen ohne Reibung. Man nennt Sie auch
getriebener (oder angeregter) harmonischer Oszillator mit Eigenfrequenz
wp. Die Anregung erfolgt hier periodisch mit Frequenz w.
Die entsprechende homogene Gleichung X + w3x = 0 heiBt harmonischer
Oszillator. Das charakterisische Polynom P(x) = x? + w3 hat nur das Paar
imaginarer Nullstellen +wqi. Daher sind die Losungen der homogenen
Gleichung Linearkombinationen von sinwgt und coswyt.

v
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... Harmonischer Oszillator

Um eine Losung der inhomogenen Gleichung (*) zu finden betrachten wir
die DG

(k%) X+ w(Z)X — gel@t,

(i) Wenn w # wp, d.h. P(iw) # 0, so existiert eine Lsg. von (xx*) von der

Form ce't. Einsetzen in (xx) liefert c = 2.
w§—w?

©(t) = Re cet = ccoswt ist dann eine Lsg. von ().

(i) Wenn w = wp (d.h. der harm. Oszillator wird mit der Eigenfrequenz
wp angeregt) dann gibt es eine Lsg. von (xx) von der Form cte'“0t,
Einsetzen in (>|<>l<) liefert ¢ = 57

p(t) = Re cte™" = 52-tsinwpt ist dann eine Lsg. von (x) und fiir

die Amplitude der Schwingung gilt |2%0t| — oo fiir t — oo

(Resonanzkatastrophe).
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