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DIFFERENTIALGEOMETRIE

Ubungsaufgaben 7
Prisenzaufgaben

(P16) Sei M C R* eine Untermannigfaltigkeit, ¢ : M — RF die Einbettung, g = 1*gs die von
der Standardmetrik auf R* induzierte Riemannsche Metrik auf A und V deren Levi-Civita-
Zusammenhang. Zeigen Sie:

a) Es gilt
R” T
(VxY), = (VE (.7))

wobei ZT fiir Z € T',(TRF) wie in Aufgabe (P15) die tangentiale Komponente von Z
entlang ¢ bezeichnet, d.h. ZpT = m,(Z), wobei m, : T,R¥ — T,,M die orthogonale Projektion
ist.

Mit anderen Worten: Der Levi-Civita-Zusammenhang der induzierten Metrik ist der vom
Standardzusammenhang auf R* induzierte Zusammenhang auf M.

In der letzten Prisenziibung haben wir diskutiert, dass eine Kurve « : (a,b) — M C R* genau
dann eine Geodétische beziiglich V ist, wenn %(t) L T, M fiir alle t € (a,b).

b) Wir betrachten nun den Spezialfall M = S™ C R"*!. Zeigen Sie, dass in diesem Fall die
Geodaétische ~, durch den Punkt p € S™ mit dem Startvektor 4,(0) = v € T,,S™ durch die

Formel
v

[l

gegeben ist, wobei |v| = 1/(v,v) die Norm von v bezeichnet.

Y, (t) = cos(|v|t)p + sin(|v]t)

Bitte wenden!



Ubungsaufgaben mit Abgabetermin Do, 15.5., in der Vorlesung

(A21) Sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit und V ein Zusammenhang auf TM.
Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen adquivalent sind:

a) V ist ein metrischer Zusammenhang.
b) g ist parallel beziiglich V, d.h. Vg = 0.
c) Fiir alle Kurven v : [a,b] — M und Vektorfelder X,Y € Iy (T'M) gilt

d
%g(Xv Y) = g(V%X, Y) +g(X,V%Y)

d) Paralleltransporte entlang Kurven + : [a,b] — M beziiglich V sind Isometrien fiir g, d.h.
es gilt stets

G~ (b) (P’Y ('U)a P’y(w)) = 9~(a) (va w)
(A22) In der Vorlesung haben wir die Koszul-Formel fiir den Levi-Civita-Zusammenhang einer
pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) gesehen:

a) Leiten Sie daraus die folgende Berechnungsformel fiir die Christoffel-Symbole des Zusam-

menhangs in lokalen Koordinaten (x1,...,x,) auf U C M her:
BN dgje g Dgij
rk — - ke (995 i _ 99\
2 ; g ox; + Ox; Oxy

b) Berechnen Sie die lokalen Koeffizienten der Standardmetrik auf $? C IR? und die Christoffel-
Symbole ihres Levi-Civita-Zusammenhangs in den Koordinaten (p,d), welche durch die

Karte 1 : S\ {(z,0,2) | 2 > 0} — (0,27) x (=%, %) mit

cos p cos ¥
P Hp,9) = [ sinpcosdd
sin

gegeben sind. Wie passt das Ergebnis zu (P16) b) ?
Hinweis: Wenn Sie Symmetrien nutzen, konnen Sie den Rechenaufwand verkleinern.

(A23) Sei H := {(x1,72) € R? | 22 > 0} die obere Halbebene, welche wir mit der Riemannschen
Metrik h versehen, die in den Standardkordinaten durch folgende Matrix gegeben sei:

10
12
(hij(z1,22)) = (02 12> :
a) Bestimmen Sie die Christoffel-Symbole des Levi-Civita-Zusammenhangs dieser Metrik!

b) Sei ¢ : R — H die Kurve ¢(t) = (¢,1). Bestimmen Sie das entlang ¢ parallele Vektorfeld
Y € T'.(TH), das in t = 0 den Wert Yy = 0, (0,1) € T(0,1)H hat!



