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Warteschlange

Warteschlange als Modell

Anwesenheit vom Sachbearbeiter
é% macht Pause / anwesend

004 %Q endlicher Buffer

‘;”]_J]I;l Bufferlange
Wartungzustand
gewartet / einsatzbereit
[ee0s0ccccscce]

:I:D:D:O abstrakter Prozess
abzahlbar viele Zustanden

Abbildung: Beispiele fiir Warteschlangen.
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Modellierung Drei Zustande System

Systembeschreibung

o Gegeben:

e Zustande, abzahlbar viele
o Ubergangsraten € R}

o Gesucht:

o Wahrscheinlichkeit eines Zustandes (langfristiges Verhalten)
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Modellierung Drei Zustande System

Mathematisches Modell vom drei Zustande System.

Ruslan Krenzler (Uni HH)

Zustandsraum & = {1,2,3}
Zeitraum t € [0, 9]
Stochastischer Prozess X(t) € &
Exponentielle Verweilzeiten
Ubergangsraten: x, A, i,v
Gesucht: Grenzverteilung

(k) :=lim;e P(X(t) = k),
k€{1,2,3}

Ansatz: Lése m (@ =0 fiir
»spezielle« Generatormatrix
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Modellierung Drei Zustande System

Generatormatrix

Generatormatrix
- Werte auBerhalb der Diagonale nicht negativ.
- Zeilensumme ist 0.
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Modellierung

Generatormatrix

Drei Zustande System

o Gegeben: x, A, u, v

@ Gesucht: Grenzverteilung
m = (7(1),7(2),7(3))

@ Ansatz: Lose 1Q =0 mit
Generatormatrix.

|1 2 3

0- 1| -(A+x) & A
| 2 0 T
3 % 0 -—v
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Modellierung Drei Zustande System

Zusammenfassung;:

o Gegeben: Zustinde, Ubergangsraten und damit eine Matrix @
e Gesucht: Grenzverteilung @

@ Ldse: 1) =0, ™ normiert
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Modellierung Drei Zustande System

Herausforderung:

Lose: @) =0, ™ normiert.
@ Problem: die Matrix @ ist groB.

o Fiir eine Warteschlange! mit 99 Warteplitzen (Zustandsraum
{0,...,99} beschreibt. Kundenanzahl in der Warteschlange)
€ R100x100
o Fiir eine Warteschlange mit 99 Plitzen und 7 Umweltzustdnden
(Zustandsraum {0, ...,99} x {1,...,7}) Q € R700x700,
o Fiir eine Warteschlange mit o Platzen ) € R***. Das Problem kann
aber dadurch einfacher werden!

@ Uns hilft: spezielle Struktur von

Un diesem Beispiel sind Warteschlangen vom Typ M/M/1/- gemeint.
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Modellierung Warteschlange an einem Getriankeautomat

Problemstellung

Warteschlange an einem Getrankeautomaten

o Bedienzeit ist zufallig. Umfasst Geld einwerfen, Dose abholen usw.
@ Die Bedienung erfolgt nach FCFS-Prinzip.

o Getrankekapazitdt begrenzt. (maximal zwei Dosen).

@ Sobald der Automat leer ist, wird eine Auffiillung angeordnet.
o Kundenverhalten wahrend der Auffiillung (1):

o Kunden die bereits in der Warteschlange stehen, warten bis die
Auffiillung beendet ist.
e Neue Kunden gehen anderswo hin=gehen verloren.

Grenzverteilung von Kunden und Dosen im Automaten.
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Modellierung Warteschlange an einem Getriankeautomat

Mathematisches Modell

@ Zustinde (n,k): bedeutet n Menschen in der Warteschlange, k Dosen
im Automaten. Also (n, k) € Ng x {0,1,2}

[ ]

L i

Abbildung: Zustand (Menschen, Dosen)=(n, k) = (4,2)

@ Prozess Z(t) = (X(t),Y(t): t €[0,)), wobei X(t) die
Warteschlangenlange und Y(t) die Umwelt ist.

e Kundenankiinfte sind Poisson-verteilt mit Rate A.

@ Bedienung ist exponentialverteilt mit Rate u.

e Auffilllung ist exponentialverteilt mit Rate v.
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Modellierung Warteschlange an einem Getriankeautomat

Erstellung von @

| -]13B0 (31 (32)](40) (41) (42|50 (51 (52)]...

@.0)
(4.1)
(4,2) u p)
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Modellierung Warteschlange an einem Getriankeautomat

Erstellung von @

ik

.10 (31 (32)](40) (41) (42|50 (51 (52)]...

Abbildung: Anderung von (X(t), Y(t)) = (4,1)

@,0)
(4,1) u 2
(4,2) Il A
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Modellierung Warteschlange an einem Getriankeautomat

Erstellung von @

if{fe’

Abbildung: Anderung von (X(t), Y(t)) = (4,0)

|--]13B0 (31 (32 ](40 1) (42|60 (51 (52)]..

(4;0) v
(4.1) U 2
(4,2) i 2
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Modellierung Warteschlange an einem Getriankeautomat

Diagonale von Q

| ...] 30 (31 (3,2 | (40) (4,1) (42 | (50 (51) (52) ] ..
@.0) ~ v
(4,1) U —(u+1) A
(4,2) U —(u+1) A
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Modellierung Warteschlange an einem Getriankeautomat

Q-Struktur

Struktur von Q Matrizen fiir M/M /1 /oo -Warteschlangen und
Umweltzustdnde K.

By B
Al Ay A
Al A A
Q= AL A A
Bj, A; € RKxK
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Modellierung Warteschlange an einem Getriankeautomat

Losung

A-Ankunftsrate
u-Bedienrate
v-Auffiillungsrate

Abbildung: (n, k) = (4,2)

Fiir Grenzverteilung m(n, k) := lim,_.. P(X(t), Y(t)) gilt

Produktform!
) 1 (&) k=0
mit &(n) = (1_%) (%) und 8(k) = Zi <V) o kel
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Modellierung Warteschlange an einem Getriankeautomat

Lésungseigenschaften

Abbildung: (n, k) = (4,2)

Fiir Grenzverteilung m(n, k) := limp_. P(X(t), Y(t)) gilt

Hiibsche Eigenschaften von 7
e Produktform m(n, k) = &(n)6(k)

n
e &(n)= (1 — %) <%) Warteschlangenlange ist stochastisch
unabhingig von der Umwelt und den Umweltparametern.

@ O(k) Umwelt ist stochastisch unabhéngig von der Bedienrate L.
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Verallgemeinerung (Verlustsystem):

Verallgemeinerung

ohne Bedienung

Getrankeautomat M/M/1/oo-
Verlustsystem
Ankiinfte Poisson(4) Poisson(4)
Bedienung, FCFS Exp(u) Exp(u(n)), X(t)=n
Umweltzustande K ={0,1,2} K -abzahlbar
Umweltzustande {0} (leerer Automat) Ke C K

Umweltinderung | (n,k) = (n—1,k—1)=
nach einer w, k#0
Bedienung n>1

(n,k) = (n—1,m)
= RimU, beliebige
stochastische Matrix R

Warteschlange (n,0) = (n,2)=v
unabhangige (Auffiillen)
Umweltdnderungen

(n7k) — (n7m) = Vkm y
beliebige
Generatormatrix V
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Verallgemeinerung (Verlustsystem):

M /M /1/eo-Verlustsystem

Umwelt (Y(t))
andert sich gemall VvV

andert die Umwelt

stoppt WS E T
E gemil R

gemal Ks |

Warteschlangensystem (X(t))

Wartepl. Bediener

lost

Figure: Verlustssystem mit Parametern A, u(n), Kg, R,V
Ruslan Krenzler (Uni HH)
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Verallgemeinerung (Verlustsystem):

M /M /1/eo-Verlustsystem

M /M /1 /eo-Verlustsystem.

Markov-Ankiinfte, d.h. Poisson verteilte Ankiinfte.
Markov-Bedienung, d.h. exponentielle Bedienzeit.
Eine Bedieneinheit.

Unendlich viele Warteplatze.

Bei blockierenden Umweltzustinden (aus K ) gehen Kunden verloren.
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Verallgemeinerung (Verlustsystem):

M /M /1/eo-Verlustsystem: Beschreibung

Ein M/M/1/eo-Verlustsystem mit Umweltzustdnden K ist ein
zweidimensionaler Prozess (X(t), Y(t)).

e X(t) € Ny beschreibt die Warteschlangenlange (Anzahl der Kunden)
zum Zeitpunkt t.

e Y(t) € K beschreibt den Umweltzustand zum Zeitpunkt t.

Das System wird iiber 1, , (bzw. /\y/), R, VV/ Parameter vollstindig
definiert.
Gesucht: Grenzverteilung

(n,k) == lim P(X(t) = n, Y(t) = k)

t—roo
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Verallgemeinerung (Verlustsystem):

Zusammenhang zwischen /iy und Kpg

Die Matrix lyy € {0,1}K*K ist eine spezielle Méglichkeit blockierende
Zustinde Kg zu beschreiben.

(W) kem = OkmLikgKg]

Beispiel K ={0,1,2}, Kg ={0}
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Verallgemeinerung (Verlustsystem):

M /M /1/eo-Verlustsystem: Losung

Sei (X(t),Y(t)) ein ergodisches M/M/1/c-Verlustystem mit
Umweltzustdnden K und Systemparametern:

, , (bzw. Iy), R,
Dann gilt fiir die Grenzverteilung

7(n, k) = lim P(X(£) = n, ¥ (t) = k)

7(n, k) = ()6 (k)

n=cMI(15) e=x (; (>>

und 6 al stochastische Lésung von

mit

OA(Iw( )+ V)=0 (einfacher zu Lésen alstQ = 0)
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Aktuelle Forschung

Aktuelle Forschung

@ Andere Lésungsmethoden fiir Verlustsysteme
@ Warteschlangen in einer zufélligen Umwelt, aber ohne Kundenverlust
@ Warteschlangennetze in einer Umwelt

@ Modellierung mit Hilfe von Warteschlangensystemen
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Danke fiir lhre Aufmerksamkeit!




Anhang

Nicht-Exponentiell?

Was tun, wenn die Verweilzeit nicht exponentiell ist?

Approximation mit » Phasen«. J
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Anhang

Phasenverteilung

Aufgabe: Eine spezielle Verteilung ndherungsweise konstruieren.
Losung: Fiige L zusatzliche » Zwischenzustande« - die Phasen - ein.

Zustand 2

2,L 2,2 2,1
@.0) @

(a) Exp(p) (b) Phasenverteilt mit L Phasen

Abbildung: Verweilzeit im Zustand 2, Phasenapproximation
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Anhang

Phasendichte, Beispiel

Beispiel: Dichte einer Phasenverteilung

mit Parametern L =13, B =10, b(4) = % b(13) = g

b, rate = 10)

dphase(t, b

00 02 04 06 08
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Anhang

Phaseverteilung Formal

Definition
Fir ke Nund B > 0 sei

k—1 i
Mgi(s)=1~— e Bs Z (B,'T)’ s>0,
i=0 :
Fiir B € (0,%), L € N, und Wahrscheinlickeiten b(1),...,b(L) mit b(L) >0
so bezeichne die Verteilungsfunktion

L
B(s) = [_Zlb(ﬁ)rﬁ,e(S), s>0, (1)

eine Phasenverteilung.
Durch Anderung von B, L, und b kdnnen wir eine beliebige Verteilung auf
(Ry,B.) approximieren.
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Anhang

Getrankeautomat: 6-Ldsung

0 1 2
Ol-v O Y
2,0 A -2
A
— 0(0)v =6(1) 0(0) = ~6(1)
— 9(1)A = 0(2)A = 0(1) = 6(1)
Normierungsbedienung:
1= Y o(k) = <7L+2> 0(1) = 6(1) = —
k=0 v $+2
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Weitere Forschungsergebnisse:

Eingebettete Markov Ketten.

Verlustsysteme nur zu Zeitpunkten betrachten, wenn ein Kunde das System
verldsst. Anstatt eines Prozesses (X(t), Y(t): t € [0,o0]) betrachtet man

A

eine Markov-Kette (X (i), V(i) : i € No)
Es ist bekannt, dass fiir die Grenzverteilungen
E(n):=lim P(X(t)=n),  &(n)=lim P(X(i)=n)
t—oo j—>o0
eines M /M /1/eo-Systems (ohne Umwelt) gilt
§=¢

Wir konnten aber zeigen, dass fiir Verlustsysteme Fille auftreten kdnnen
mit

TETR
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Weitere Forschungsergebnisse:
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