5 Automorphismen

Zunichst stellen wir einen Zusammenhang zwischen Automorphismen einer affinen Ebe-
ne und ihrem projektiven Abschluss her.

(5.1) Fortsetzungssatz. Sei (A, &) eine affine Ebene mit projektivem Abschluss
(P,®') und Ferngerade F'. Sei weiter a € Aut(A, ®). Dann gilt:

(1) VG, He & : G|H < oQ)|alH).

alz)  firze A
(@) firz=[G]€F

(2) a*:P— P,z { ist Automorphismus von (P, ®’).

(3) a* ist die eindeutig bestimmte Fortsetzung von « (die Kollineation ist).

(4) Die Abbildung Aut(A, B) — Aut(P,®'); a — o ist ein Gruppen-Monomorphismus
(injektiver Homomorphismus).

Beweis. (1) ,, = “ Seien G||H und p € o(G) N «a(H). Dann folgt a~'(p) € GN H,
also G = H = a(G)||a(H). “<” aus Symmetriegriinden.

(2) Wegen (1) ist o* wohldefiniert und injektiv, denn
[2(G)] = [a(H)] < G|H = [G] = [H].

(a™1)* ist Inverse von o, also ist a* bijektiv.

a* ist Kollineation: Sei K € &’.

lLLFal: K=F = o*(F)=Fec®.

2. Fall: K = GU{[G]} mit G € &: a*(GU{[G]}) = a(G) U{[a(G)]} € &'. Dasselbe
gilt fiir (a*)™! = (a7 1)*.

(3) Fiir o € Aut(P, ®) mit o/| 4 = o gilt o/ (GU{[G]}) = a(G)U{[a(G)]} (da Gerade!).
Fiir alle H € & gilt daher o/|f7 = a*|f. Das zeigt o = o*.

(4) Injektivitdt ist klar (denn a*|4 = a), Homomorphieeigenschaft wie folgt: Es gilt
(o 0 B*)| 4 = a*| 4 © 5| 4, wegen (3) folgt o* o f* = (a0 ). n

(5.2) Bemerkung. (1) Wegen (E114) kann man Aut A als Untergruppe von Aut P
auffassen.

(2) Sei (P,®) projektive Ebene und F' € &. Fiir 0 € Aut(P,&) mit o(F) = F ist
o|lp, € Aut(Pp,&F) und (o|p,)* = o (vgl. BI3)).

(3) Im Fall o|p =idp, d.h. Vo € F': o(2) =z, ist o|p, eine Dilatation.
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Die Fundamentalsatze

In diesem Abschnitt werden Beispiele von Automorphismen in affinen und projekti-
ven Koordinatenebenen beschrieben. Ziel sind die Fundamentalsiatze, die eine genaue
Beschreibung aller Automorphismen enthalten. Dazu bendtigen wir eine Verallgemeine-
rung des Begriffs der linearen Abbildung.

Seien (V,K) und (V’, K') Vektorrdume iiber Kérpern K bzw. K’ und 7 : K — K’
eine Bijektion. Eine Abbildung o : V' — V' heifst semilinear mit Begleitisomorphismus
o, wenn fiir alle v,w € V und \ € K gilt:

oc(v+w)=o0(v)+o(w) und o) =a(v)a(A).

Die Bezeichnung Begleitisomorphismus ist gerechtfertigt wegen

(5.3) Fualls es v € V' gibt, mit o(v) # 0, dann ist 7 ein Kéorperisomorphismus, der
durch o eindeutig bestimmt ist.

Beweis. Fiir a, 8 € K berechne o(v(a + )) und o(va/3) jeweils auf zwei Weisen. Die
Eindeutigkeit ist klar. m

Bemerkung. In unseren Anwendungen ist o meist bijektiv. Also ist o ein durch o
festgelegter Korperisomorphismus. Haufig gilt dariiberhinaus K = K’ und 0 € Aut K.

(5.4) Beispiele. (1) Im Fall K = K’ ist jede lineare Abbildung o : V' — V' semilinear
mit o = id.
(2) Sei a: K — K’ ein Korperisomorphismus und n € N, dann ist

Do K" — K™ (21,...,2,)" = (a(zy), ..., ax,))"

eine (bijektive) semilineare Abbildung mit Begleitisomorphismus «.

Um eine analoge Abbildung V' — V" fiir beliebige K- bzw. K’-Vektorrdume zu definie-
ren, miissen Basen fiir V und V'’ gew#hlt werden.

(3) Allgemeiner: Sei wieder o : K — K’ ein Korperisomorphismus und M € GL(n, K'),
dann ist K" — K'"; x — MT,(x) eine (bijektive) semilineare Abbildung mit Begleit-
isomorphismus «. (So kann man alle bijektiven semilinearen Abbildungen K™ — K"
beschreiben!)

(4) Fiir p € K\ {0} ist g, : K" — K" (x1,...,2,)" — (214, ..., 2,u)" semilinear mit
0,(A\) = p~'Ap. Ist K kommutativ, dann ist g, natiirlich linear.

(5.5) Sei (V,K) ein Vektorraum.

(1) Die Menge T'L(V, K) aller bijektiven semilinearen Abbildungen V — V' bildet eine

Gruppe. Dabei gilt o1 =51
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(2) Fiir o,7 € TL(V,K) gilt o7 =6 07. D.h. " :TL(V,K) — AutK; o+ G ist
ein Gruppenhomomorphismus mit Kern GL(V, K).

Beweis. (1) Assoziativitiit ist klar, das neutrale Element ist id. o~*

bijektiv ist) und ist semilinear wegen

existiert (da o

o o) +o(w)=clow+w)=v+w=0"o)+ o 'o(w)

und
o o)) = Ho(v)) = vA = o to(v) - T 1F(N).
(2) co7(v)) =0o(r(v)T(A) = o(7(v)) - F(T(N\)), also GoT =G oT. n

(5.6) Bemerkung. 1. Im Fall K € {Z,,Q,R} gilt Aut K = {id}, also I'L(V, K) =
GL(V,K).In den Féllen K = C oder K = GF(p"),n > 1, gilt jedoch Aut K # {id}.

2. Sei 0 : K™ — K'" semilinear, dann ist oo F;l K'-linear. So folgert man die Bemer-
kung im obigen Beispiel (3).

(5.7) Sei (V,K) ein Vektorraum und (A, &) := AG(V,K). Fiir alle 0 € TL(V,K)
und a €V sind 0 : A— A und 7,: A— A; v — x+ a Automorphismen von (A, ®).

Beweis. 7, € Aut(A, &) ist klar (7,' = 7_,). Seien b,c € V, ¢ # 0. Dann gilt
ob+cK)=0()+0(cK)=0(b) +0o(c)o(K) =0(b) +0(c)K € &.

Das gilt auch fiir 07!, also ist o eine Kollineation. -

Das Lemma gilt insbesondere fiir affine Koordinatenebenen AG(2, K).

Im Fall V = K™ schreibt man I'L(n, K) = I'L(V, K). Man findet also I'L(2, K) als
Untergruppe in Aut AG(2, K).

Auch fiir projektive Ebenen gilt ein dhnlicher Satz.

(5.8) Sei K ein Korper und (P,®) = PG(2,K).

(1) Fir jedes 0 € T'L(3,K) ist 7 : P — P; aK — o(a)K ein Automorphismus von
(P,®), die von o induzierte Kollineation.

(2) Die Abbildung I'L(3, K) — Aut(P, ®); 0 — & ist ein Homomorphismus bzgl. o mit
Kern ok :={ox; X € K*}, wobei p)\(z) = xA.
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Beweis. (1) @ ist wohldefiniert: oK =bK <= 3\ € K\ {0} : a = b\ und
g(aK)=0(a)K =c(bA\)K = o(b)o(M)K = o(b)K =7 (bK).

o ist bijektiv: o' ist Umkehrabbildung von @.

Seien a,b € K? linear unabhingig und A\, € K. Dann sind auch o(a),o(b) linear
unabhéngig, und es gilt

(a4 bp) = o(aX) + o(bu) = o(a)g(A) +o(b)o(pn) € o(a)K +o(b)K € 8,

d.h. 5(aK +bK) C o(a)K + o(b) K. Dasselbe gilt fiir ', daher folgt 7(aK + bK) =
o(a)K +o(b)K € & und 7 ist eine Kollineation.

(2) Homomorphie von o — @: Fiir 0,7 € I'L(3, K) gilt

(Tod)(aK)=7(0(a)K) = (rto0)(a)K =Tco(aK) = Todg=To00.
Sei nun 0 € Kern  , d.h. Va € K® : 5(aK) = o(a)K = aK. Dann existiert fiir alle
a € K3 ein )\, € K mit o(a) = a),. Zu zeigen ist Vb € K3 : X\, = \,.

Seien zunichst a,b € K3 linear unabhiingig. Dann gilt
AAaip + 0o = (@ + D) Aoy = 0(a+b) = o(a) + o(b) = a\, + b

und ein Koefizientenvergleich liefert A\, = A\, = Ay

Zu linear abhiingigen a, b wihle ¢ € K mit b, ¢ linear unabhiingig, dann sind auch a, c
linear unabhéngig. Nun schlieft man aus dem vorigen Paragraphen A\, = A, = A,.

Insgesamt ist somit A, unabhéngig von a, etwa A := A,. Das zeigt Va € K3 :0(a) =
aX = ox(a), also 0 = g, und Kern  C gk . Die andere Inklusion ist trivial. n

Wir formulieren jetzt die Fundamentalsitze, die in gewissem Sinn die Umkehrungen der
beiden obigen Sitze sind. Die Beweise werden spiter in allgemeinerem Zusammenhang
gefiihrt.

(5.9) Fundamentalsatz fiir affine Ebenen. Seien K und K' Korper, und sei

T :=T(AG(2,K')) die Translationsgruppe von AG(2, K'). Fir jede Kollineation

v AG(2,K) — AG(2,K') ezistiert genau ein 7 € T' und genau eine semilineare
Bijektion 0 : K2 — K> mit o =7o00.

(5.10) Fundamentalsatz fiir projektive Ebenen. Seien K und K' Kdrper. Zu je-
der Kollineation ¢ : PG(2,K) — PG(2,K’') existiert eine semilineare Bijektion
o K*— K”® mit p=5.

(5.11) Bemerkung. 1. Die Aussage in (5.I0) besagt, dass die Abbildung  aus (&:8.2)
surjektiv ist.
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2. (&) und (28 zeigen, dass Koordinatentransformationen die Geometrie nicht d&ndern.
Der letzte Schritt im Beweis ([B12) ist damit gezeigt.

3. Eine wichtige Folgerung aus den Fundamentalsitzen ist die Tatsache, dass verschie-
dene koordinatisierende Korper von affinen bzw. projektiven Ebenen zueinander iso-
morph sind.

Pragnant ausgedriickt: Der Koordinatenkorper einer affinen bzw. projektiven Ebenen
ist bis auch Isomorphie eindeutig bestimmt.

Wir betrachten jetzt den Fortsetzungssatz (B.)) fiir den Fall AG(2, K) mit projektivem
Abschluss PG(2, K) mit einem Koérper K. Zu o € I'L(2, K) existiert nach (56l2) ein
M € GL(2, K) mit

o (2) =0 (F) = Gt St

Sei t : A — P; (il) — | 21 | K die kanonische Einbettung aus (BIT). Sei ferner
2

T2

a € K%. Dann gilt:
1
(Ta00)"((z)) = Uraco(@)) = | a1 +mno(z1)+m0(z2) | K
Qg + m216'\($(71) + mQQa(SL’g)
10 0 1 1 00
= a; M1z Mio 6’(1’1) K=|lua I'; L(.T)

Az Ma1 Mo o(r2) Qs M

1 00
Dabher ist (7, 0 0)* durch | a; I's gegeben.

a3

(5.12) Fiir einen Korper K sei die lineare Bijektion o : K? — K?, beschrieben durch
die Matriz M € GL(2,K), und es sei a € K*. Dann wird (1, 0 0)* durch die Matriz
1 00

aq induziert. ]

(45} M

Zentralkollineationen

Definition. Sei o ein Automorphismus der affinen bzw. projektiven Ebene (P, ). Eine
Gerade L heillt Achse von o, wenn Vo € L: o(z) = x, d.h. L ist eine Fixpunktgerade.
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Dual dazu: z € P heift Zentrum von o, wenn fiir alle G € & mit z € G gilt: o(G) = G.
Das impliziert natiirlich o(z) = z.

(5.13) Sei (P,®) eine projektive Ebene und o € Aut(P,®). Dann gilt:

(1) Wenn o eine Achse L besitzt, dann hat o ein Zentrum z.

(2) Wenn o ein Zentrum z besitzt, dann hat o eine Achse L.

Beweis. (1) 1. Fall: 3z € P\ L : 0(z) = z. Dann gilt fiir alle G € & mit z € G:

oc(GNL)=GNL also G=zGNL = o(G)=0(2),0(GNL)=2GNL=G

und z ist ein Zentrum.

2. Fall: Vz € P\ L : 0(z) # z. Geraden der Form a,c(a) mit a € P\ L werden dann
von o fest gelassen: Sei z = L Na,o(a). Dann

ola,o(a)) =0(a,z) =0c(a),o(z) =o(a),z=a,o(a).

Sei nun G = b, z eine weitere Gerade durch z. Fiir y =
o(y) = y. Also muss gelten y € L und y = z. Es folgt G
o(G) = G. Daher ist z ein Zentrum.

(2) ist dual zu (1). n

a,o(a) N b,o(b) gilt dann
=0,z = b,o(b) und somit

Definition. Eine Kollineation o der projektiven Ebene P heifit Zentralkollineation,
wenn sie ein Zentrum z und damit auch eine Achse L besitzt.

o heilkt Homologie, wenn z ¢ L, und Elation, wenn z € L.

(5.14) Sei o Zentralkollineation der projektiven Ebene (P, &) mit Zentrum z und
Achse L. Dann gilt:

(1) Durch ein Paar (p,o(p)) mit p € P\ (LU{z}) ist o eindeutig bestimmt. Genauer:
Fir x € P\ (LU{z}) gilt o(x) =x,zNp,xNL,o(p) (falls x & p, z).

Fiir x € p, z wahle einen Hilfspunkt q & p,z um o(x) wie oben zu konstruieren.
(2) Aquivalent sind

(I) o =1id.
(IT) Es gibt einen Fizpunkt p € P\ (LU{z}).
(III) Es gibt eine Fizgerade G # L mit z ¢ G .
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Beweis. (1) o(x) € o(z,2) =x,z,da z € x,z. Sei r := p,x N L. Dann

o(ry=r und o(x) € o(x,p) =0oc(r,p) =0(r),o(p) =r,0(p), fallsz&p,z.

Der Rest ist klar.
(2) (II) = (I): Konstruiere o(x) wie in (1) aus z und p = o(p). Dann folgt Vo € P :
o(x) =2z und o = id.

»(III) = (I)“ ist dual dazu. Der Rest ist klar. n

(5.15) Bemerkung. 1. Ist o eine Zentralkollineation mit Achse L, dann ist o] p, cine
Dilatation.

2. Das Argument zum 2. Fall kann auch in der affinen Ebene P mit o] P, formuliert
werden. o p, ist dann eine Translation mit Richtung z.

3. Zentrum und Achse einer Zentralkollineation # id sind eindeutig bestimmt. Insbe-
sondere ist id die einzige Kollineation, die zugleich Homologie und Elation ist.

4. Die Begriffe ,Zentrum® und ,,Achse* wurden auch im Zusammenhang mit dem pro-
jektiven Axiom von Desagues erwiahnt. Tatséchlich besteht eine Zusammenhang. Gilt
némlich (PD) fiir festes Zentrum z und feste Achse L, so existieren ,, maximal viele*
Zentralkollineationen mit eben diesem Zentrum und dieser Achse.

Affinitaten

Definition. Automorphismen affiner Ebenen werden auch Affinitdten genannt. Sei
(A, ®) eine affine Ebene mit projektivem Abschluss (P, ®’) und Ferngerade F'.

a € Aut A heilt Dilatation, wenn «o* eine Zentralkollineation mit Achse F ist. Die
Dilatation heift Streckung, wenn o* eine Homologie ist (also ein Zentrum in A hat),
und Translation, wenn o* eine Elation ist (also a # id = Vz € A: o(z) # z).

a € Aut A heillt Achsenaffinitit, wenn « eine Achse L besitzt. Insbesondere heifit «
Scherung, wenn o* Elation mit Zentrum auf F' ist (d.h. o #id = Ve € A\ L:
z, o) L).

Eine Achsenaffinitit heifst Affinspiegelung, wenn o* eine Homologie mit Zentrum auf F
ist und zusitzlich o? = id # « gilt.

(5.16) Bemerkung. (1) Die Definition einer Dilatation aus Aufgabe 6 ist dquivalent
zur hier gegebenen.

(2) Wihrend die Definitionen von Streckung und Translation komplementér sind, exi-
stieren durchaus Achsenaffinitdten # id, die weder Scherung noch Affinspiegelung sind:
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(3) Es gibt eine Reihe weiterer Affinitdten, die (gerade auch in Schulbiichern) einen
eigenen Namen haben. Darstellung in der Form z — Mz + ¢ mit einer reguléren 2 x 2-
Matrix M und t € K?:

Euleraffinitdt, M hat zwei verschiebene Eigenwerte.

Schubscherung, x — Mz ist eine Scherung mit Achse L, ¢ # 0, und tK J{L. Es gibt
keine Fixpunkte und keine Fixgeraden.

In den folgenden Kapiteln werden weitere Beispiele betrachtet, wie Spiegelungen, Dre-
hungen usw.

(4) Falls o* eine Zentralkollineation ist, dann gilt: F' ist deren Achse oder z € F'.

In der Tat gilt
(5.17) Sei o #1id eine Affinitat der affinen Ebene (A, &). Dann gilt:

(1) Ist z € A Zentrum, so hat « keinen weiteren Fizpunkt und jede Fizgerade geht
durch z.

(2) Ist L €  Achse von «, so liegen alle Fizpunkte auf L. Die Menge der Fizgeraden

(# L) bilden eine Parallelklasse, namlich [x,a(x)] fir x € A\ L.
(3) « hat hichstens eine Achse und hiochstens ein Zentrum, aber nicht beides zugleich.
Beweis. Ubung. ]

(5.18) Bemerkung. (1) (&I71), ,keinen weiteren Fixpunkt“ wurde in Aufgabe 6(c)
schon gezeigt.

(2) Wegen (BEI411) ist jede Dilatation und jede Achsenaffinitit durch ein Punkt-
Bildpunkt-Paar (a,b) eindeutig bestimmt, falls a,b # z bzw. a,b ¢ L, d.h. (&14)
gilt sinngeméf fiir Dilatationen und Achsenaffinititen.

Beispiel. In AG(2,R) sei a € Aut(AG(2,R)) mit Achse

1 1 0 1 .
L—(O)+<1)R und a(o)—<_1). 0%
Wir versuchen den Ansatz a(xr) = Mz + v mit unbestimmten Koeffizienten in M, v.
Das Einsetzen von Punkten aus L und 0 = (0,0)" fiihrt auf M = (9¢),v= (1),

Sei (A, ®) eine affine Ebene. Es bezeichne Aut(A,®) die Gruppe aller Automorphis-

men, A = A(A,8) die Menge aller Dilatationen und 7" = T'(A, &) die Menge aller
Translationen.
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(5.19) T ist Normalteiler von A und dies ist Normalteiler von Aut(A, ®).
Beweis. Aufgabe 10. -

(5.20) In der affinen Ebene (A, ®) gilt (Ad) genau dann, wenn T auf A transitiv
operiert, d. h. Ya,b € A3r € T mit 7(a) = b.

(A, ®) heikt dann Translationsebene.

Beweis. Ubung!

,—"“: Seien a,b € A,a # b. Konstruiert wird ein Isomorphismus 7 mit 7(a) = b.
Anschlielend wird 7 € T gezeigt. Definiere 7 wie folgt:

Fiir v € A\ a,b sei 7(x) = {b||a, z} N {z]|a, b}.

Zu z € a,b wihle ¢ € A\ a,b und setze 7(z) = {r(c)||c;z} Na,b.
Wir zeigen

(a). 7 ist unabhdngig von der Wahl von c.

Sei d € A\a,b und 7' definiert wie 7, jedoch mit d statt mit c. Wir zeigen 7(z) = /()
fiir alle x € a, b; daraus folgt sofort 7 = 7':

1. Fall: d ¢ ¢, 7(c) = {c|a,b}, dann erfiillt c,a,d,7(c),b,7(d) die ©
Voraussetzungen von (Ad), also ¢, d||7(c),7(d). Zu = € a,b erfiillen ;
x,c¢,d, 7(x),7(c), 7(d) ebenfalls die Voraussetzungen von (Ad), also gilt : 5
z,d||7(x),7(d), d.h. 7(z) = 7'(x). :

2. Fall: d € ¢, 7(c). Wihle Hilfspunkt e & ¢, 7(c) U a, b und benutze den 1. Fall zweimal
(die Existenz des Hilfspunktes ist nur dann gesichert, wenn ord A > 3. Im Fall ord A = 2
gilt A= AG(2,Z,); dies ist eine Translationsebene).

Das zeigt (a) und 7 ist wohldefiniert.

Nun wird bewiesen

(b). Fir kollineare x,y,z € A sind 7(x),7(y), 7(2) kollinear und es gilt x,y||7(x), 7(y).

1. Fall: @, y||la, b: Nach Konstruktion gilt 7(x),7(y) = 7,y und 7(2) € 7,y = 7(2), 7(y).
Insbesondere gilt x, y||7(x), 7(y)-

2. Fall: 3c = 7,y Na,b. Wegen (a) gilt
7(c) = {r(2)|lz;c} Na,b sowie 7(c) ={7(y)lly,c} Na,b, also 7(c) € 7(x),7(y).

Entsprechend




Das zeigt auch

v, yl7(x), 7(y), demn z,y =z cl|r(z),7(c) =7(x),7(y).
Dabher gilt (b).
Sei nun 7' wie 7 definiert, aber mit 7'(b) = a. Nach Konstruktion gilt 7/ o7 = id
(zunéchst fir z ¢ a,b usw.). Wegen Symmetrie gilt auch 7o 7’ = id, also ist 7/ die

Inverse von 7 und 7 ist bijektiv. Fiir 7/ gilt ebenfalls (b), daher ist 7 eine Kollineation
und wegen

Ve,y € Ax#y:xylr(x), 7(y) = 7(x,),
ist 7 sogar eine Dilatation. Da x, 7(z)||y, 7(y) fiir alle z,y € A kann es keine Fixpunkte
geben, also 7 € T'. m

Beispiel. Jede Fastkorper-Ebene ist eine Translationsebene. Die Moulton-Ebene ist
keine Translationsebene (vgl. Aufgabe 24).

(5.21) Bemerkung. (1) Der Beweis zeigt, dass die Existenz von Translationen mit
Richtung G € & dquivalent zu (Ad) mit “Richtung G” ist (d.h. G, Gs, G5||G).

(2) Wegen Aufgabe 10(b) (oder (BI4l1) mit (BJ12)) gibt es in Translationsebenen zu
a,b € A genau ein 7 € T mit 7(a) = b. Wihlt man o € A fest, so werde fiir alle a € A
mit 7, € T die Translation mit 7,(0) = a bezeichnet. Dann ist 7: A — T; a — 7, eine
Bijektion. Man kann mit Va,b € A : a+ b := 7,(b) eine Addition auf A einfithren und
(A, +) ist dann eine Gruppe isomorph zu 7'. Ein Isomorphismus ist 7, d.h. 7,4, = 7,07,
(Nachweis durch Anwenden auf o). Tatséchlich ist (A, +) eine kommutative Gruppe,
denn

(5.22) In jeder Translationsebene (A, ®) ist T kommutativ.

Beweis. Seien o,7 € T und = € A.

1. Fall: z,0(z), 7(x) nicht kollinear. Es gilt z,o(x)||7(z), 7 0 o(x) T()D

und z, 7(z)||o(z),0 0 T(x).

X o(¥)

Too(x)=71(x),Too(x)No(x),co7(x) =coT(x) = Too=00T,

denn 7o 0 und o o7 sind Translationen.

2. Fall: z,0(z), 7(x) sind kollinear. Wahle o € T' mit o(z) & z,0(x) = x,7(z). Es gilt
Too(x) € {o(x)|lz, 7(z)} # x, 0(x).

Also
cgo(top)=(Ttop)ooc=T1o(poog)=To(co0p).

Kiirzen von p fiihrt auf cor =700. -
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(5.23) Die affine Ebene (A, ®) ist desarguessch genau dann, wenn Ya,b,z € A, ver-
schieden und kollinear, eine Dilatation 6 mit Fizpunkt z und 0(a) = b existiert.

Beweis. ,,—>“: Analog zum Beweis von (5.20).

,<=": Sei a,b,z wie oben. Fiir v € A \_a7 setzen wir §(z) = z,z N {b||x,a}. Fiir
x € a,b\ {z} wahle Hilfspunkt ¢ € A\ a,b, und verfahre wie gehabt. Schlielich sei
§(z) = z. Weiter wie im Beweis von (520). Evt. Ubung. n

(5.24) Bemerkung. (1) Sei o € A ein fester Punkt. Dann ist A, := {0 € A; §(0) = o}
eine Untergruppe von A. Im Fall A = AG(2,K) gilt A, = (K \ {0},-) (Beweis evt.
spéter!). Diesen Umstand kann man nutzen, um K \ {0} in einer desarguesschen Ebene
zu konstruieren. Dabei bekommt man die Gruppeneigenschaft geschenkt.

(2) In dhnlicher Weise kann man (K, +) als Untergruppe von 7' gewinnen. Es bleibt
das Zusammenwirken von (K,+) und A, zu kldren, um auch die Distributivgesetze
nachweisen zu konnen. Die Einfiihrung von Koordinaten entspricht dem Nachweis, dass
T ein Vektorraum iiber K ist. Vgl. dazu auch (BZII).

(3) Analog kann man auch nicht desarguessche Ebenen koordinatisieren, etwa Fastkor-
perebenen. Bei Translationsebenen ist immerhin 7" noch ein Vektorraum iiber einem
geeigneten Korper.

(4) Die Giiltigkeit von Schliefungsséitzen vom Desargues-Typ ziehen die Existenz ge-
wisser Zentralkollineationen auf der projektiven Ebene nach sich und umgekehrt. Dies
miindet in der Klassifikation projektiver Ebenen nach Lenz und Barlotti.
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