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Anleitung zu Blatt 7 Komplexe Funktionen

Isolierte Singularititen, Residuensatz,

reelle Integrale,

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit wiahrend der Veran-
staltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusétzlichen Erlduterungen sind
diese Unterlagen unvollstindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder
Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wihrend der Veranstaltung ange-
sagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT! Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer
Stelle ist untersagt!
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Residuenkalkiil
Sei f holomorph in einer punktierten Umgebung von zy mit der Laurentreihe
f(z) = Z an (z—29)" In 0 < |z—2| <.

Dann gilt bekanntlich fiir jede geschlossene Kurve C' mit Uml (C, z5) = 1

1
G-1= 5 /c f(z)dz.

a_1 = Residuum von fin z; := Res f(z) =: Res (f; z0)

Residuensatz : Seien

D C C ein Gebiet

f:D\{z1, -+ ,2zm} — C  holomorph

C geschlossener Weg in D \ {z1,--+ , 2}, nullhomotop in D, stkw. C!.

Dann gilt
7{ f(2)dz = 2mi Z Uml(C, z) Resf(z)
c k=1
Insbesondere falls C' einfach geschlossen, positiv orientiert und zi,--- , z,, innerhalb von

C,dh. Uml(C,z,) =1
j{ f(2)dz = 2mi Z Resf(z)
¢ k=1

Beispiel : (Skizze der Kurven vor Ort)
z z z
f(Z> = 1 _ = 2 _ 2 - — — 1 )
24 —1 (2-1)(24+1) (z=1DE+D)(E=—-19)(z+1)

Isolierte Singularitéten : 219 = £1 234 = =

f(z)dz = —2miResf(i)
C1

g f(2)dz = 4+2mi[Resf(—i) + Res(—1)]

f(z)dz = —2mi Z Resf(z)
k=1

Cs

g f(2)dz = 4miResf(1) + 2mi [Resf(i) + Res(—1)]
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Rechenregeln fiir Residuen :

e Regel 1) z einfacher Pol : (Zuhalte-Methode)
Resf(z) = lim (= — ) f(2)
Z—20

e Regel 2) f(z) = p(z) , p und ¢ holomorph in einer Umgebung von zq,

q(z)

2o einfache Nullstelle von ¢, p(z9) # 0 =

2o ist Pol erster Ordnung von f mit  Resf(z) = 5/ (<'Z))
e Regel 3 ) 2, Pol m-ter Ordnung)
Resf(z0) = g T (2= 20" £() "
Beispiel :
f(2) = —— = ° - :

24 —1 (2-1)(24+1) (z=1DE+D(E=—-19(z+1)
Regel 1 fiir z =1
Res @) = lim (= = )/ (2) =l 5

(z—=1)(z+1)(2+1)

z=1

Regel 2 fiir z = —1

. 1 1
Resf(-) = rqp| =gl ~@ =3
Resf(—1) = Resf(1) =

Faustregel fiir Pole 1. Ordnung: Regel 1) einfacher falls Nenner nur als Produkt mehrerer
Terme vorliegt. Regel 2) einfacher, falls Nenner ausmultipliziert vorliegt.

ﬁ{ |, Jes =

[ F(2)dz =
o= (1+4)|=2

f[jzﬂ.':l f(z)dz =
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Kurven : ein mal positiv durchlaufen

Beispiel zu

Vorsicht : z.B. mit f(z) = gilt Resf(2) #

1
(z—1)(22—4)
2?2 —1

Regel 3) f(z) = EESEEES L =

(z—1) .,

Singularitéiten :

z1=1 Pol erster Ordnung
29 =1 Pol vierter Ordnung
z5 = —1 hebbar

f holomorph in punktierter Umgebug von z3 —  Taylorreihe

= Resf(z3) =0

Resf(1) =

1 1 "
1 Y " BT RY
Resf(i) = 3l 12112 ((z=0)'f(2)" = 6 EE% ((z ) (z — 1)(2—1)4>
1 1 n
:éllm( 1) = _(2_1>_4‘ =
zZ—=>1 \ 2 — =
CG-nt T (-2 4
Noch ein Beispiel:
22 z*
1 — cos(z) 1_(1_2' Tty ot >
f(z) = 4 - z4
2 4
Z oz 4., 1 1 1
_2 gt Lo Lo b 2
D A SR S

Null ist Pol zweiter Ordnung! Natiirlich wendet man NICHT Regel 3) an, um Resf(0) zu
berechnen. Sondern?
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Komplexe Partialbruchzerlegung:

Sei zp isolierte Singulartit von f und

[e.9]

f(z) = Z an (z — z)"

n=—oo

die Laurentreihe von f in 0 < |z —z| < r

-1
Dann heif3t h(z) = Z an (2 — 20)"

n=—oo

der zu z, gehorige Hauptteil von f.

Eine rationale Funktion, die im oo verschwindet,
ist die Summe ihrer Hauptteile!

Das heifit: Mit  f(z) = M

q(z)’
p und ¢ Polynome mit grad (p) < grad (q)
21, -+, 2, die Nullstellen von ¢,
bestimmt man fiir jedes z;, [l =1,--- ,k den Hauptteil

und erhélt mit
f(z) = hi(2) + ha(2) + -+ hi(2)

die komplexe Partialbruchzerlegung (PBZ) von f.
Beispiel :

f() 22t 4423 4422 + 42+ 4
Z) =
(z+1)2(224+1)

grad (Nenner) > grad (zéhler) — Ploynomdivision

f() 224+ 423 4422+ 4244 224+ 422+ 422+ 42+ 4
Z = =
(224224 1)(22+ 1) 24+ 2234222422 +1
2

+z4+223+222+2z+1 1)

Singularitdten von f:
z1 = —1, 2o =1 : einfache Pole

z3 = —1 : Pol zweiter Ordnung
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z1 = —t : Hauptteil besteht aus einem Term, nédmlich

Res(f; —i) ((Z - i)?z + 1)2)7;—1'

h pummy pumm
1(2) Z+i Z+i
B 2 112
O\ (=2 (=i +1)2) z+i ozt
o ) ~1/2
2o =1 : Vollig analog erhélt man hy(z) = ,
e z—1
1 2
= -1 : —
———
93(2)
g3(z) ist holomorph nahe z3 = —1, also in eine Taylorreihe entwickelbar:

93(2) = gs(=1) + g4(-1)(z +1) + 35 (-D)(z+1)* + -~

o 93(_1) + gé(—l) 1 n

f(z) = CriE G (—1)+ positive Potenzen

ha(z) = L 4z Lo,
MECE T @) rrl a1zl

Komplexe PBZ :

-1 1 1 1

f(2) = hi(2) + hao(2) + hs(2) = 2 +1) - 20z —19) +Z+1 + (z+1)2

Reelle Partialbruchzerlegung = 7
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Uneigentliche Integrale

Satz A) Sei H:={z€C: Im(z) >0}
D Gebiet mit H C D.

f holomorph in D\ {21, -, 2.}
{z1,-++,z,} CTH\R

(d.h. keine Singularitéiten in R )

lim z- f(z) =0 glm. in H.

Z—00

(z.B. r(z) = p(z)/q(z) mit grad q > grad p +2)
Dann gilt /Oo f(z)dx = 2mi Zn: Resf(z)
- k=1

.. o 1
Beispiel 1) / TS dx

Satz nicht anwendbar! Sinularitidt in 2z =2 € R.

Beispiel 2) [ = /_Oo © —1—4)1(902 gy dx
1
(24 2i)(z —2i)(z +1i)(z — 1)
Singularitdten in der oberen Halbebene : 21 = 1,29 = 2¢
= 2mi (Resf(i) + Resf(2i))

1 1

fz) =

:%“(@+ao@—2w@+@z:

1

M T e

Z:2i)
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Satz B) Fast alle Voraussetzungen wie in Satz a).
Insbesondere : endlich viele Singularitéiten in H \ R
Anders als in A :

lim  f(z) =0 wobei z =z +iy.

z—00,y>0

(Z.B. : f(z)= p(z)/q(z), Grad (q) > Grad (p))

Dann gilt fir w > 0

CHW / f(z)e“"dr = 2mi Z Res (€ f; zk)
- k=1
Bemerkungen : fir f : R —- R

o cos(wr)f(z) = Re (e“*f(x))
o sin(wz)f(z) =Im (e“*f(x))
e Anwendung in der Fouriertransformation

e Eigenschaften gerader/ungerader Fkt'n beachten:

g ungerade — / g(x)dx =0

o 1 o
g gerade — / g(x)dx = 5/ g(x)dx
0 —00
- > sin(z)
B 13 I3 = _
cispiel 3) I /_ o T4 207 18

Nenner #0 VreR,
zwei Nennernullstellen z1,2, in HT,

Satz anwendbar mit

Iy =1Im (/Z f(z)eizdz> -

=Im (27Ti Z Res (eiZfQ Zk))
k=1

Rechnung ist aber nicht notig!!!
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Beispiel 4)

> 23 sin(z) 1 3¢l
Iy := ————dr = =1 d
‘ A POES zln(/;zﬁ+1z>

Singularititen in 2% = €™, also
o 2kT
2, = e t756") k=0,---.5
- T - - 57
In der oberen Halbebene : 2y =e€'s, 21 = €'2, 29 = €'6,

2 3
. 1z Z
I, = %Im <2m g Res (e m; zk>>
k=0

s
6
z=zk

Satz C) Voraussetzungen : R(z) = P(z)/Q(x), P und @ Polynome mit Grad (P) <
Grad (@), Polstellen z; nicht in [0,00), 0 < a < 1. Dann gilt

* R(x) 27i R(z)
/0 T dr = 1 — e—2mai Z R@S( o 1 %k

2170

Il

|

&
oY
Il M ]
o C:g!
N——

2 iz o3
e "z
=7 Re ( E 62

k=0

Beispiel 5

I = 3 5 dr = 5 5 dx
o a3 —a243x+5 o 23z +1)(2? —2x+5)

! :/ R -(-20)—(+2)

fies <z2/3(z A2 ar) T 2’)

21/3
— e ((z— A=) —(+20)) ”i)
s (14203
2= 1420 4i

analog : Koeff'n reell !

z Y (=203
Res<z2/3<z—(1—2¢)><z—(1+2¢))’1 2)‘ vr

Also
2mi 1 N1/3 N1/3

- 1— e—27ro¢i

:gté;E§«1+%V“—u—anw):”.
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ACHTUNG : Im letzten Satz ist z =re®  mit ¢ € [0,27) !

Beispiel 6 :
. dr= .
o Vr(xd+1) o Vr(z+1)(22—2+41)
Sing'n : 2z = —1, 2y = % + \/732 =¢"/3 und
zy=3 — ‘/752 = ¢57/3  NICHT wie sonst e /3

1 .
B N . _ :‘“:l—m/t}::R
eS(ﬁf(Z)a Z3) (\/E)(l 4 23)/ 57 /3 + 3

Analog
Res(\/igf(z); 7)) = te /0 = R,

Res(\%f(z);zl) =—i=R
Also

&0 1 271
dx = — (M + R+ R

B 271

= [—% + 4(cos(m/6) — isin(7/6) + cos(5m/6) — isin(57/6))]

' —omi® 2
:%(—z’—Qz’Sin(w/G): ?:” :%eRu!

10
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Kleine Ubersicht:

Kurve Funktion f Verfahren
geschlossen mehrere Residuensatz
Singularitéiten oder Kurve bzw. f
zerlegen + CIF
geschlossen Ein mehrfacher Pol CIF II
9(2)
2) = ———
f ( ) ( y Z[))n
g analytisch nahe z
geschlossen Ein einfacher Pol CIF I
_ 9(?)
fo) = 22
g analytisch nahe z
geschlossen f analytisch im CIS : / fdz=0
c
einf. zshg. Gebiet
um C
nicht geschlossen f analytisch im Stammfunktion
einf. zshg. Gebiet
um C
NUR wenn es nicht anders geht z.B.
? direktes Rechnen

f nicht analytisch

oder Stammfkt. zu schwierig

J fle(®)é(t)dt
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