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Integration II:

Partialbruchzerlegung,
uneigentliche Integrale

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit wahrend der
Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusatzlichen Erlauterungen
sind diese Unterlagen unvollstindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp—
oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung
angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT! Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an

anderer Stelle ist untersagt!



Integration rationaler Funktionen f(z) = j(z)/q(z)
p und g : Polynome mit reellen Koeffizienten

Gesucht: Stammfunktion von f.

Schritt 1 : Polynomdivision p(z)/q(x) = g(x) + p(x)/q(x)
g, p: Polynome und grad(p) < grad(q).

i 20" +4at 4607 —dx + 2
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Der polynomiale Teil (hier 2x) kann einfach integriert werden.
Im folgenden: Integration von

f(x) :=p(x)/q(x) p, q reelle Polynome, und grad(p) < grad(q).

IDEE : Schreibe f als Summe einfacherer Briiche. Die Nenner dieser Briiche
miiBten dann multiplikative Faktoren von ¢ sein. Zerlege also ¢ in einfachere
Faktoren.

_p(@) _piz) | pax) | pa(®)
T =@~ 0@ T e T T @
Beispiel:
f(z) = plz) _  pl=) p(z)




Schritt 2 : Bestimme Nullstellen bzw. quadrat. Faktoren von ¢

BEISPIEL: % + 223 + 22 — 22 — 2 = 0. Summe der Koeffizienten ist = 0. Also
Ist 1 eine Nullstelle

23— -2 i —1=x3+.-.

3x° — 322



Also: z* + 223 + 2% — 20 — 2 = (z — 1)(2® + 322 + 42 + 2)

Nullstellen von 3 4 322 + 4z 4+ 2: Summe der Koeffizienten der geraden Po-
tenzen = Summe der Koeffizienten der geraden Potenzen — -1 ist Nullstelle

Polynomdivision (wie oben) liefert : 22 +3z% + 40 +2: (z +1) = 2* + 22 + 2
Also:
vt 4+ 20° 2 — 22— 2= (x — 1)(2° + 32% + 42 + 2)
= (x— D)(x+ 1)(2* + 2z + 2)
22 + 22 + 2 = (z + 1)? + 1 hat keine weiteren reellen Nullstellen.

B p(x) _ p(z)
— f2) = vd 4+ 223 422 - 20 -2 (z—1)(z+1)(22 + 22 +2)



Schritt 3 : Ansatz fiir f
Kann ich f schreiben als:

p(z) ! ! !

f(@) = - ——+

. .
Dt (12042 z-1 z2+1 2+22+12

Im allgemeinen Fall gehen wir von Grad(p) < Grad (q) — 1 aus. Bildet man aus
den Briichen rechts wieder einen Bruch mit (dem alten) gemeinsamen Nenner,
so sollten im Zahler Polynome bis Grad(q) — 1 entstehen kdnnen. Daher der
Ansatz:

p(x) a b cr + d

fle) = (x—l)($+1)(x2—l—2x—|—2):$—1+x+1+$2+2$+2

Schritt 4 : Berechnung der Unbekannten im Ansatz fiir f

4x3 + 422 + 2 o a N b N cx + d
2+ 2034+ 22 -2 -2 x—1 xz+1 224+22x+2

flz) =



Bilde auf der rechten Seite wieder den gemeisamen Nenner:

4x3 + 422 + 2
xt +2x3 + 22 — 20 — 2

a(x +1) (2% +22+2) + bz — 1)(2° + 22 +2) + (cx + d)(x — 1)(z + 1)

(x —1)(x+ 1)(x? + 2z + 2)

Da die Nenner gleich sind, miissen auch die Zahler gleich sein! Also

434427 +2 = a(z+1)(2*+224+2)+b(z—1)(2° +224+2) +(cx+d) (z—1) (z+1)!

1.Moglichkeit : Zahler ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich

2.Moglichkeit : Einsetzen einfacher Werte, insbesondere Einsetzen der Nullstel-
len von q.



4':133 + 4x2 + 2
=a(z+1)(@*+22+2)+ bz —1)(2®+ 22+ 2) + (cx + d)(z — 1)(z + 1)

r=—-1:-44+4+2=0b-2)1-2+2) = b= -1
r=+1:14+4+2=0a(2)(14+2+2) = a=+1
z=0:2 = (1)(1)(2) + —1(=1)(2) + d(—-1) = d = +2
4-2°=(a+b+c)r’=1—-14+c)x> = c=4

1 1 n 4o + 2
xr—1 x+1 z224+2x+2

Es gilt also f(x) =

Schritt 5 : Integration der Bausteine
Zwei der Bausteine der Summe kénnen wir sofort integrieren.

(

dr = —1
(k= 1)(z —a) 1 +C keNEkE#1.

r—a)k



4o + 2
Es bleibt:
s blei /$2+2$+2 xT

IDEE : zerlege in einen Logarithmus also h’/h Term und einen arctan also
1/(1 4+ t?) Term

4 + 2 20 + 1 20 +2—1
dx 2 dex = 2 dx
2+ 2 + 2 2+ 2x + 2 2+ 2 + 2
2 2 1
= 2 / e d:c—Q/ dx
2+ 2x + 2 2+ 20 + 2

d 1
:2/—“—2/ dr  uw=2z°+2x+2,
u 1+ (x+1)?

1 du

n(u) /1+(x+1)2 x . T -+

:2ln(:c2+2:c+2)—2/ dy y=14+z, dy =dx

1+ 92
= 2 In(z* +2x 4+ 2) — 2 arctany + C



1 1 4o + 2
dr = — d
/f(x):c /(:c—l $—|—1+$2—|—QZC—|—2> !

= In|z— 1| — In|z+ 1| + 2 In(z® + 22 + 2) — 2 arctan(1l + z) + C

Methode iibertragbar auf beliebige Nenner mit einfachen Nullstellen.

Mehrfache Nullstellen des Nenners:

b
Ganz einfaches Beispiel: f(z) = (ax 1 E
r — X

Zerlege Zahler in a(x — xg) + (b + axo)

a(x — xg) b+axg a b+ axg
(x —20)2  (x—20)2 (x—29) (z—x0)

flz) =

2
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Unser Ansatz liefert also fiir Doppelte Nullstelle:

@)= (x — xg)? + (x — xg)?

Analoger Ansatz bei k-fachen reellen Nullstellen = entstehende Summanden
haben die Form c¢,,(x — x¢) ™™ und konnen direkt integriert werden.

322 + 4
Dreifache Nulistelle : f(z) = (i ++1)§
a b c
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Sx

Beispiel:/f(x)dx = /(37—1)2(

d
202 + dr 1 4) "

_1/ o d
2 ) (z—1)2(22 + 22 +2) v

Ansatz: 2 f(x) = +

Rest: (fast) wie oben
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Doppeltes komplexes Nullstellenpaar:
2k, Zp Mit (2 — 21)(x — 2Zx) = (2° + agx + By)
Mache analog den Ansatz

f(x):ax3—|—ba:2—|—0x+d: bix + cq n box + o
(22 + agpx + Bi)? (22 +ax+ B) (2?2 + az + 5)?

Den ersten Summanden konnen wir integrieren: vgl. Beispiel 1.

bQZU—I—CQ
r? + ax + [)

Ein Integral der Form / ( dx, 171 wird zerlegt in

k(z*+ax+B) , k(2x + «)
[Tt~ | @t o
k

B _(l — 1) (22 4+ ax + B)I1 ¢
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und ein Integral der Form

. 8 1
k-1, .= k- dt
l /(1+t2)l ’

welches wie folgt rekursiv gelost werden kann.

I, := arctant + C,

L= ( t —I—(2n—3)[n_1(t)>—|—0.

2(n—1) \ (1 + &)1

. 1 1 t
Speziell Iy = /(1—|—t2)2 dt = 5 (1—|—t2 + arctant—i—C).
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Weitere Anwendungsmaoglichkeiten:

R(e”,sinh(x), cosh(x)) : Substitution u = e”.

R(sin(x), cos(x)) : Substitution ¢t = tan(z/2) —

1—t2

sin(z) = ;%55 , cos(x) = 175z (Nachrechnen!).
x - dx 2 p 2
— = arctant = — = — dr =

2 dt  1+t2 1+ ¢

dt
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BEISPIELE:

3 sin(x) + cos(x)

1
a) / dx , Substitution: t := tan%
4

2t 1 —¢t? dx 2
COSx = —
14 t2’ 1+2 dt 1+¢2

Sin x =

und damit

/ 1 d / 1 2 dt
. €Xr = .
ETOETE DR

2 2
= dt:—/ dt .
L/%t+1—# (t—2)(t+13)

Partialbruchzerlegung: =9 4

t—2)(t+3) t—2 t+3
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b)t/m2cmﬂmgx)%—2. (1

Mit der Substitution

1

=

2r) +2

1
_|__
6:1:

t:

) iz

62:13 + 633

edr  2e27 4 1

)dx t:=

2+t
t44+2t2 + 1

-

— — = e p—
" dx

t+1

(1+%)?
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/ <<1t++ti>2) "= ;/ [ o 2‘“/ <<1+1t2>2) “
1

dy o dy
= =1+t — =2t
/ /1+t2 y=1tt g
= —— C
2y+2( 1)+
1[ —1
25_1+t2—|—t2+1—|—amtant + C
1 T —1
:5_:2x+l—|—arctan(ex)]—l—0




Uneigentliche Integrale

Bisher betrachtet:

1
unbestimmtes Integral: /f(x)d z.B. —dx =——+4C.
T

b
bestimmtes Integral: / f(x)dx / —dr = — —|— 1.

beschrankter Integrand, beschranktes Intervall !

Frage: Machen die folgende Ausdriicke Sinn?

<1
—dx —da:
1 T2

Naheliegend : Grenzwertbildung

<1 “ 1 17 1
/ —dx := lim —dr = lim ——| = — lim —+1 =
1

332 Z—00 [ ;132 z—00 Z—00 2

1
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analog

1 1
1 , 1 —1
/ — dz = lim —dr = lim ——| = —-1—- lim — = oo.
a—0+ a T a—0+ x|, a—04+ @
<1
Man sagt im ersten Fall das uneigentliche Integral / — dx existiert oder
x
a
konvergiert und im zweiten Fall das uneigentliche Integral / — dx existiert

nicht oder divergiert.
1. Fall: Stammfunktion berechnen und Grenzwert bilden

Wichtiges Beispiel 1) Sei f(z) :=2% a € R, I = (a,>),a > 0.

Dann ist f stetig in I und damit auf [ lokal integrierbar. Es gilt

a+1

/f =qa+1 a7~

Injz] o= -1
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Das heiBt flr

a >0

xO
/ x%dx existiert <— a < —1.
a

Vollig analog schlieBt man

a
/ r%dx existiert < a > —1.
0

Zur Erinnerung:

=1
> {
k=1

divergiert fiir r <1 ( entspricht a« > —1)
entspricht a < —1)

/N

konvergiert fir r > 1
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Beispiel 2)

/OOO cos(x)dx : =

Beispiel 3)

lim
zZ—> 00

z

cos(x)dx

0

Zli)rgo sin(z) |, = lim

lim
Yy—>—00

—(

Z—> 00

O dx

1+ 22

sin(z)

+  lim

Z—r 00

0

existiert nicht!

z

dx
1+ 22

lim arctan(y) + lim arctan(z)

Y—>—00

_5)

+—=m.

2

Z—> 00
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2. Fall: Stammfunktion nicht bekannt, nur
stenz/Konvergenz zu priifen

Satz (Majoranten- /Minorantenkriterium):
Seien f,g : [a,00) — R lokal integrierbar. Dann gelten:

e Majorantenkriterium

Ist |f(z) < g(x) Va € |a,o0) und / g(x) dx konvergent,
so konvergiert auch / f(x)dx

e Minorantenkriterium

Ist 0 < g(x) < f(x) Vx € |a,o0) und / g(x) dx divergent,

so divergiert auch / f(x)dx

Exi-
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Der Satz gilt wieder analog fiir I = (—o0,b], und im Falle einer isolierten
Definitionsliicke. Liegen mehrere Problemstellen vor, so wird das Integral zerlegt,
so dass man es jeweils nur mit einem Problem zu tun hat.

BEISPIELE)

-1
d
/1 31

[
X
1 Vab+222 41
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